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SCR LES

EQUATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE.

COMMENTAIRE A UN MEMOIRE DE CLEBSCH.

Par M. P. DUHEM.

Clebsch a donné ('), des équations de 'Hydrodynamique, une transformation
extrémement remarquable. Cette transformation repose sur obtention de trois
intégrales premiéres des équations de Lagrange; ces intégrales s’obtiennent par
Papplication de la méthode de Jacobi & un systéme canonique.

Ce Mémoire de Clebsch étant quelque peu délaissé, nous avons jugé qu’il serait
utile d’en donner une sorte de commentaire. On trouvera, dans ce commentaire,
une justification directe et trés élémentaire de la méthode de Jacobi pour l'inté-
gration des équations canoniques de la Dynamique; a la vérité, le cas traité
correspond au mouvement d’un systéme qui dépend d’un seul paramétre; mais
les démonstrations données s’étendraient sans peine au cas ot le nombre de para-
métres serait quelconque. On y trouvera également ’établissement des relations
qui existent entre les intégrales obtenues par Clebsch et les intégrales obtenues
antérieurement par Cauchy. L’étude de ces relations nous permettra de retrouver
les propositions obtenues par Clebsch, sans faire usage du théoréme de Jacobi sur
Pintégration des équations canoniques.

1 (®). Soient U(x, y,5), V(z, y,3), W(x, y, s) trois fonctions des variables
x, ¥, 5, que nous pouvons l‘egarder comme les composantes, au temps ¢ et au
point (z, ¥, 5), de la vitesse d’'un point matériel appartenant 4 un fluide.

La ligne de flux qui passe par un point vérifie les relations

dz o dy . ds
U(“’)j: ) V(x’]/’ ) W(-T’)', 5),

(1)

(1) A. CLesscH, Ueber dic Integration der hydrodynamischen Glewchungen (Journal
Jir die reine und angewandte Mathematik, Bd LVI, p. 1; 1859).

(2) La démonstration donnée en ce § 1 est inspirée de C. NEUMANN, Beitrdge zu einzelnen
Theilen der mathematischen Physik, p. 118 (Leipzig, 1893).
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que I'on peut encore écrire

(2) dy _V(z,v,3) ds _ W(a, X 3)
' de " U(z,),5)  dr~ U(z,y,3)

[ntégré, ce systéme de deux équations différentielles simultanées donne

(z,a, D),

» @ b),

(3)

——

a et b élant deux constantes arbitraires. Résolvons les équations (3) par rapport
a ces deux constantes; nous obtenons les équations des lignes de flux sous la
forme '

(®(x,y,5)=a,

“ | pla,y,3)=0b.

Si dx, dy, dz sont les composantes d'un élément linéaire pris sur une ligne de
flax, on aura, selon ces égalités (4),

ow liio] 0w
5;(140 dyd + Idu_o,
ap ap o ,
P dxr + 0 dy + 9 ds=o

et comme dux, dy, dz vérifient en méme temps les égalités (1), on aura

‘~~U+——V—|—-—W—o,

,l
) P9 p) p)
-£U+’HM-PW—0
Jdx Js

Ces égalités (5) exigent qu’il existe une fonction A (z, ¥, z) telle que l'on ait

U _7.<d’0 do  Jdp dw)’

0 dy — 0y 0=
_s(9p 5 _dp Iv
(6) v ”‘(@575—33 07>’

adp dv  Odp Jdw
N — A .
W=2 <dy Jdxr Oz ())f)

Supposons, en particulier, que les trois fonctions U, V, W vérifient en tout
point I’égalité

U oV oW _
(7) oz Ty T s T
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Moyennant les égalités (6), cette égalité (7) devient,

ds dy  dy 0s

<0[) do _ dp Jm) I L <% dm  dp dm\ Jh <()p do  dp ow\ Ji
o dx 95 d3 dx ) dy dy dz  dx dy ) ds

ou bien, en vertu des égalités (6),

Ry )
UV W=

ou bien enfin, en désignant par dz, dy, ds un élément linéaire pris sur une
ligne de flux et en tenant compte des égalités (1),

07\ dh oA

La fonction A ne varie donc pas lorsque le point (x, y, 3) parcourt une ligne
de flux. Or, selon les équations (4 our que le point (z ) parcoure une
s q » P q P y Yy ®) P
ligne de flux, il faut et il suffit que les deux fonctions =(x, y, 3), p(z, ¥, z)
gardent des valeurs invariables. Donc A(z, y, 3) ne varie pas, lorsque z, y, =
varient de telle sorle que w(x,y, 3), p(2, ¥, 5) demeurent constants; A ne

dépend des variables z, ¥, 5 que par I'intermédiaire des fonctions w et p :

(8) W, y,5)=ylp(x,),35),w(x, ¥, 3)].
Posons
A (p, ®)
=y (p, ®)
(9) S Jw

Qlp(z,y,3),w(x,y,z)] =q(2, ¥, 5).

Nous aurons
99 _., 9= 9Q dp
0z %793 dp 0z’
dg _ ow L9 9Q dp
dy £ dy " dp dy

et, par conséquent, en lenant compte de I’égalité (8),

dp dy  dp 9g Py <()p dw  dp dt{s>

ds dy  dy 0s dz dy . dy 03

Comparée a la premiére des égalités (6), cette égalité donne la premiére des



256 P. DUHEM.

égalités
;g —9r 99 _9p 99
05 dy  dy 95’
_90p dg _dp 9q
(1) V =z 0: " 05 95’
dp dq  9dp dq

Les deux autres se démontrent d’une maniére analogue.
D’ou cette proposition, due & Jacobi :

Si trois fonctionsU(z, y, 5), V(x, ¥, 5), W(x, y, 5) vérifient Uégalité (7),
on peut trouver deuz fonctions p(z, y, 3), q(z, y, 5) qui permettent d’écrire
les égalités (10).

Soient maintenant u(z, y, 3), v(z, ¥, 3), w(z,y, 5) trois fonctions quel-
conques. Les trois composantes du vortex

_dv ow 0w du _ du - ﬂ
(1) U=95"3 V=m0 “To i

s dy
vérifient évidemment 1’égalité (7); on peut donc les mettre sous la forme (10).
Ces égalités (10) peuvent s’écrire alors

dv_dw _dp dq _ dp dq

s dy sdy Oy 903
ow _du _dp dg _dp dq
Jdr 035 0dx ds 05 ox
du Jdv _dp dg _ dp dq
dy dx  dy dx  Odx dy

ou bien

. Les trois quantilés

()-’/’ V'—P%‘;a w—p;

X

u—p

sont donc les trois dérivées partielles d’une méme fonction de z, y, . Si nous
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désignons par ¢ cette fonction, nous pourrons écrire

__ 09 dq

“=oz TP

_Je 9q

(12) ] V———y)/—i—p()‘)/)
_ 0o dq

=0 TP s

Donc, étant données trois fonctions quelconques u(x, y,z), v(x,¥,5),
w(x,y, 3), on peut toujours trouver trois autres fonctions o (x,y,z), p(x,y,%z),
q(x, y,z) qui permettent d’écrire les égalités (12).

2. Dans tousles cas ou I'on sait les traiter, les équations de 'Hydrodynamique
se laissent ramener a la forme suivante :

(13) +Y2=0 dA—l—* =o0 0A+ =o0
dz 1= dy Ir=9 oz V==
A étant une certaine fonction de z, y, 3, ¢ et Yz, Yy, 7z les trois composantes de
accélération du point matériel qui se trouve en z, y, 5 a 'instant ¢.
Dans le systéme d’Euler, on sait que 'on a

_du_ﬂ Jdu du Jdu
‘/x_m = ot +lld—-x +V@ —*-'W-d—z-)

) _dv _dv + dv dv v
( == = o “oz Vo Vo
_ﬂv__dw dw d_w ow

T T T s Ty T s

Mettons u, ¢, w sous la forme (12). La premiére des égalités (14) deviendra

0 (09 dg | ul+ 0?4 w? dp dq _ dp 9dq
W-%(sﬁf’a‘ﬁ—z >+ota—x—07m
o2 (22
dy ox dxr 0z
0 (09 9g U+ o 4 ot ap ap dap ap\ dg
_1373(%+Pdt+—2—>+<52+l‘0—+”@ +W&>a.—t
_ (% 9% 99, ,97)\9P
i (oz+“ox+"@+”o—;)—;;
__d_(d_cp+ dq w424 w? dp dq  dq dp
B ACAMER'T dt dx ~ dt oz’
Fac. de T, 2° S., III. 33



258 P. DUHEM.

Posons

5 _ do A T e N
(15) P=A+4 = +Pdt —

et la premiére des égalités (13) deviendra la premiére des égalités

(0P dpog dgop
\%+a£—m% °
0P dpdq dg dp
¢ —_— e e — e ——
(16) dy dt dy  dt¢ dy &
”"_13 L dpdg _dqp
\ ds dt ds dt dz

Les deux autres se démontrent d’une maniére analogue.

3. Passons maintenant des variables #, y, z, ¢ d'Euler aux variables a, b, c, tde
Lagrange, a, b, c étant, a l'instant fixe ¢,, les coordonnées du point matériel qui
se (rouve en z, y, 5 a l'instant ¢. Remarquons que si, par ce changement de
variables, la fonction f(z, y, 3, t) se transforme en une fonction que nous conti-
nuerons a désigner par f(a, b, ¢, ¢), on a identiquement

a7 Gy, 0= [ b,e0).

dx dy 0z
> 0a’ da
membre & membre, en tenant compte de I'identité (17); nous trouvons la pre-

Multiplions respectlvement les égalités (16) par 5~ et ajoutons-les

miére des égalités
apP . op dg dq dp

0a "9t da 9t 9a ”
P  dpadq 9dq dp _
(18) 96 T 9096 "ot 96—

oP  dpdg oq0op
dc 0t dc 9t de

Les deux autres s’établissent d’une maniére analogue.
Adoptons les notations

‘df ()fda+3€db—.—gfd T‘;{m,
(19)

(Df:%Da—t— be—{—dec

Les égalités (18) pourront s’écrire

9q

0p
oc PP — 5, Dg.

(20) DP =
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<

P ne varie pas lorsqu’on laisse ¢ invariable et lorsqu’on fait varier @, b, ¢ de fagon
que p et g ne varient pas; P ne dépend donc des variables @, b, ¢, ¢t que par
I'intermédiaire de p, ¢, ¢.

1l existe donc une fonction de p, q, t, H(p,q, t) telle que U'égalité
(21) P(a,b,c,t)=H(p,q,t)

se transforme en identité lorsqu’on y remplace p et q par les fonctions
pla,b,c,t), q(a,b,c,t).

En outre, la comparaison des égalités (20) et (21) montre que les égalités

oH(p,q,t) _  dq
(22) T _= 3['
oH(p,q,¢) _  dp
(23) oy &

doivent, elles aussi, se transformer en identités lorsqu’on y remplace p et q
par les fonctions p(a, b, c, t), g(a, b, c, t).

Les égalités (22) et (23) ont la méme forme que les équations canoniques de
la Dynamique.

Nous allons transformer la derniere proposition 3. Les équations différen-
tielles (22) et (23) déterminent les fonctions p(a, b, ¢, t), q(a, b, c, t) lorsque
'on connait les valeurs m(a, b, ¢), n(a, b, c) que prennent respectivement ces
fonctions pour ¢ = ¢,.

Il est donc clair que ces fonctions peuvent étre obtenues de la maniére sui-
vante :

Considérons les deux équations différentielles simultanées

(24) dH(X’q”t)_‘ﬁ dH(X"‘P’t)___dX
a,  _dt’ oy T dt’

Elles déterminent les fonclions 4 et ¥ de ¢ sil'ony joint la condition que pour

t =y, . prend la valeur m et ¢ la valeur n, ces deux valeurs étant arbitraires.
En d’autres termes, il existe deux fonctions

%t myn), (¢, m,n)

des variables indépendantes ¢, m, n telles qu’en les substituant dans les équations

(25) IHGL 4, 8) 9y
oy Jat
(26) dH(X’kP’t): 0

oy o¢
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on obtienne deux identités vérifiées quels que soient ¢, m, n, et que l'on ait, en
outre, quels que soient ¢, m et n,

% (b, myn) =m, (&, m,n)=n.

Il est clair que si & m, n nous substituons m(a, b, ¢), n(a, b, ¢), nous obtenons
deux fonctions de a, b, c, ¢

X[t’ m(a’ b’ c)’ n(a’ b’c)] :p(a’ b’ CY t)’

(27) .
Y[¢, m(a, b,c), n{a,b,c)]=q(a,b,c,t).

Ces fonctions vérifient évidemment les équations (22) et (23); en outre,
pour t = ¢,, elles se réduisent respectivement & m(a, b,c), n(a, b, c); ce sont
donc les fonctions cherchées.

La recherche des fonctions p(a, b, ¢, t), ¢(a, b,c, t) équivaut donc a la re-
cherche des fonctions y (¢, m, n), ¥(¢, m, n).

4. Considérons I'équation
(28) bt,m,ny =14

comme définissant un changement de variables et permettant de passer des va-
riables indépendantes ¢, m, n aux variables indépendantes ¢, m, §; a cet effet,
résolvons-la par rapport & n sous la forme

(29) n=v(t, m, ).

. . an R
Dans le systéme des variables ¢, m, n, on a 5 =9 Pégalité (29) donne donc,

dans ce systéme de variables, U'identité

v dv oY
3o — = == =0
(50) at 9y ot ’
vérifiée quels que soient ¢, m, n. Celle identité sera encore une identité si l'on y
fait le changement de variable que représente I'égalité (29); si nous désignons
par f ce que devient f(¢, m, n) par ce changement de variable, I'identité (30)
se transformera en l'identité '

M, my ) ov(eL, my ) —dE*
(31 T TR
vérifiée quels que soient ¢, m, .

Si, dans la fonction (¢, m, n), nous faisons le changement de variables que
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définit Iégalité (29), nous obtenons une fonction 8(¢, m, ¢) que définit I'identité

(32) v =9(¢, my ).

Cette identité (32) nous donne a son tour les deux identités

J Jy 0+ !
(33) 09(t,m,y)__d)(id)(t,m,y)

oy ~on ay ’

00(t,m, ) _dy 9y dv(t,m, )

JA N2 T/ — A RO S St S SANN
(34) 00 o ton T a

Les identités (31), (33) et (34) donnent I'identité

(35) 06(t9m’q")@4_09(!’"1’4))-—()—-_%:0.

oy at ot ot

Mais si 'on remplace § et  par 4(¢, m, n), v (¢, m, n), les égalités (25) et (26)
se transforment en identités vérifiées quels que soient ¢, m, n; par le changement
de variables que définit I'égalité (29), ces idenlilés restent des idenlités; sil’on
remarque que, par ce changement de variables, ¢ se transforme en (¢, m, ¢),
on peut dire que les égalités

OH(0,9,8) _ 9%

(25 bls) de E’

OH(O, 4, t) _ Iy,

(26 bis) o0 T3

se transforment en identités vérifiées, quels que soient ¢, m, ¢, si I'on y remplace
O par 6(¢, m, 4). En comparant ce résultat a 'identité (35), on voit que I'égalité

OH(6,4,0) 09  OH(6,4,0) 90

se lransforme en identité vérifiée quels que soient ¢, m, g, si I'on y substitue a 6
la fonction 0(¢, m,¢). D’ou la proposition suivante :

Si Uon connait un systeme
x(t,m,n), (L, m,n)

d’intégrales générales des équations différentielles simultanées (24), on
sait, par de simples résolutions d’équations, former une intégrale compléte

6(¢t, m,¢) +C,
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ot G est une quantité indépendante de t, m, ¥, de I'équation aux dérivées
partielles (36).

3. Posons y

(37) H[6(¢, m, §), 4, 1] =F (¢, m, ).

Déterminons une fonction V (¢, m, 4) par les conditions suivantes :
1” On a, quels que soient #, m, 4,

(38) aV(t,m, )

97 +F(¢, m,{)=o.

2¢ Pour 1= t,, on a, quels que soient m et J,

oV, mdy N
(39) - o(t, m,{)=o.

Cette détermination se raméne i une quadrature; a la fonction V ainsi déter-

minée, on peut toujours ajouter une guantité quelconqgue indépendante de ¢, m, ¥
sans qu’elle cesse de vérifier les conditions (38) et (39).
Nous aurons identiquement, quels que soient ¢, m, ¢,

QN Yo oo

a9t \ 0y B VR VR VA VR Y
__ (oW 9 OH 95
T\ 9y 9y oo

ou bien, en vertu de I'identité (36),

2 [OV(t,m, ) B
(—)Q[T —Q(t,m,Lp)] -— 0.

Cette égalité, jointe a I’égzalité (39), montre que 'on a, quels que soient ¢, m,
8 v g 9) q »q q 19

ovV(t,m, xp_)

(40) oy

_G(t’ m, (‘P):O'

Les égalités (38), (40) et (39), qui ont lieu quels que soient ¢, n2, ¢, donnent
I'égalité, vraie quels que soient ¢, m, ¥,

(40) ‘ dv(tétm"p)+H[0V(S’Jl’¢),q»,t]:o,

en sorte que la fonction V (¢, m, §), qui dépend d’une quantité arbitraire m, in-
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dépendante des variables ¢ et 4, est une intégrale de 'équation de Jacobi :
oV oV
4 4+ H(Z-
(42) ¢ <04J7q),[> 0.

Nous pouvons regarder 1’égalité (28) comme représentant un changement de
variables et comme permettant de repasser des variables ¢, m, ¥ aux variables ¢,
m, n; par ce changement de variables, une fonction g (¢, m, ) devient une fonc-

tion de ¢, m, n que nous représenterons par g.

Supposons qu’une fonction f(¢, m, n) ait été transformée, au moyen de ’éga-
lité (29), en une fonction des variables ¢, m, 4, que nous sommes convenus de
représenter par 7; si, dans cetle derniére fonction, nous faisons le changement
de variables représenté par I'égalité (28), nous devons retomber sur la fonction

S(t,m, n); dou I'identité

(43) 7 =/t mn).

L’identité (40) demeurera une identité si 'on y fait le changement de variables
défini par 'égalité (28). Or, selon I'identité (32),

.
’

=

6(t, m, xp; =

et, selon I'identité (43), le second membre n’est autre chose qvue 4. (¢, myn). On
a donc l'identité

(44) 9 =y (¢, myn),

vraie quels que soient ¢, m, n.
. d av . . .
Calculons maintenant 5% om Nous avons successivement, selon (38), (39)

et (37),

(45)

Y
o9
NEY
N

(=9
-=
N
(o9

Ay

e

S1g
<
.f\_
=

08 om om

Il
| —
(o9
-
=~
3
&
p—
=l
| E—
S
S
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Mais I'on a, quels que soient ¢, m, §, 'identité

(25 bis) %_0}1[9(%3;&),%'5]:0.

Si I'on y fait le changement de variables défini par 1’égalité (28), en tenant
compte de I’égalité (43), on trouve
o0d(t,m,n) . ()_TI .
ot 05~ °
et 'identité (45) devient

<l

(46)

NS
<
S

|

n

En d’autres termes, il existe une fonction . des seules variables m, n telle que °
P'on ait, quels que soient ¢, m, n,

=l

4

(47) = p(m, n).

&
3

Les identités (44) et (47) nous enseignent que les deux équations

(48) ‘)V(—;J:”LM =,
\Y
(49) IVEY) — o (m, m)

deviennent deux identités lorsqu’on y substitue respectivement a ¢ et a 7 les
fonctions 4 (¢, m, n), y (¢, m, n).

Si done
(¢, myn), (L, mn)

Sforment un systéme d’intégrales générales des équations différentielles (25)
et (26), on peut, par des résolutions d’équations et une quadrature, trouver
uneintégrale V(t,m, ), dépendant d’une quantité arbitraire m, de U'équa-
tion (42) de Jacobi; on peut, en outre, trouver une fonction pn(m,n) telle
que les fonctions Y (¢, m,n), v (t,m,n), sobtiennent en résolvant les équa-

tions (48) et (49)-

6. Réciproquement, soit V(t, m,{) une intégrale de U’équation de Ja-
cobi (42), intégrale qui dépend autrement que par simple addition d’une
quantité m indépendante de t et de ; soit en outre p une quantité indépen-
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dante de t et de Y. Les deux équations

. ovV(t,m,y)
(49 bls) —dm— =
. )V ’ b
(48 bis) %ﬁw —,

définissent deux fonctions §(t, m, ), 1. (¢, m, 1), qui, substituées a Y et ay
dans les équations différentielles (25) et (26), les transforment en identités.

Soit f une expression qui dépend de ¢, ou de ¢, ou de ces deux quantités;

désignons par f le résultat que 'on obtient en y substituant a ¢ et a 7 les fonc-
vions Y (¢, m, 1), 7.(¢ my ).

Selon I’égalité (49 bis), qui définit la fonction 4 (¢, m, 1), on a identiquement,
quels que soient ¢, m, .,

v,

om —

partant

(50) W 0OV _ PV PV g, mp)

ot m:dtdm+d¢0m Jat

V0V U, m,p)
= Omot T omoy T ot

Mais, par hypothése, la fonction V (¢, m, ) intégre 'équation de Jacobi (42);
on a donc, quels que soient ¢, m, ¢,

ov ov
AL GRDEE

partant
oV A TEASIAN i A
omot 0(ﬂ oy’ omaoy —
dy

Cette égalité, ayant licu quel que soit ¢, m, ¢, a encore lieu si'on remplace ¢
oV (t,m, )
9y

par 4(t, m, 1); mais alors, selon I'égalité (48 bis), se rédait a

£(t, m, u); I'égalité précédente devient donc

PV IH($ 0 PV _
om dt 0y omay

Jointe a ’égalité (50), elle donne

== 0.

. OH(y, 4, 8)  aY(L, myp) | 02V
(o1) —

ady Jat am dy

Fac. de T.,» S., II1. 34



266 P. DUHEM.

Peut-il arriver que I'on ait

2*V 0V

(02) JWZW:

La fonction (¢, m, 1) est racine de I'équation (49 bis); si I'égalité (52) était
vérifiée, elle en serait racine double; si nous excluons cette hypothése, 'éga-

lité (51) nous montre que nous avons identiquement, quels que soient ¢, m, i,

W _ AVIEA m“u.)_

(25 ter) oy o

Selon l’éga]ité\(48 bis), qui définit la fonction v (¢, m, u), on a, quels que

soient £, m, w,

v
w =y (¢ m,{.L),

partant
x dy(t,myp) 9 oV __ 0*°V 9%V Ay (L, m, )
(33) Tor T ooy ool Tow T o
. 2V . 9*V ay(¢, m,p)
T oboe T 9 ot

Mais I’équation de Jacobi (42) se transforme en identité lorsqu’on y remplace
lalettre V par la fonction V (¢, m, ). On a donc, quels que soient ¢, m, UN

0*V 7] ov 0*V J ov

—_ - - R —_ — — 0.

o+ ~ov (g &) g - g (Gp 0 0) =
y

. . . . e e A%
Dans cette identilé, substituons §(¢, m, n) a §; selon I'égalité (48 bis), T

dewient 7 (¢, m, u); on a donc, quels que soient ¢, m, ., 'identité

PV OH@, G0 #V | 0H(y 0 _
dl{.&d[_'_ ()Z dﬁ})z -+ qu = 0.

Rapprochée de I'identité (53), elle donne, quels que soient ¢, m, y, Uidentité

dyltymyp) _ 0H(z b, 6) [dH(X,q), 4 0d(, m,“)] Q____V
ot - oy oy, at PAE

que I'identité (25 ter) transforme en

OH(p, b, 6)  dy(s, m, B
ad - at

(26 ter)

Les identités (25 ter) et (26 ter) démontrent le théoréme énoncé.
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7. On peut, dans tout ce qui précéde, remplacer les arbitraires m, n par des
fonctions m(a, b, c), n(a, b, c); la fonction w(m, n) qui figure au n° 5 devient
alors une fonction M(a, b, ¢); a l'arbitraire u, qui figure au n° 6, on peut éga-
lement substituer une fonction de «, b, ¢, qu’il est loisible de désigner par
M(a, b, c). Les fonctions y (¢, m, n), ¥(¢, m, n) se transforment en deux fonc-
tions de ¢, a, b, ¢, que l'on peut représenter par p(a, b, ¢, t), g(a, b,c,t); il en
est de méme des fonctions $(¢z, m, n), y (&, m,p). Dés lors, au lieu de dive,
comme au n° 2, que les deux fonctions p(a, b, ¢, t), g(a, b, ¢, t), transforment
en identités, quels que solent a, b, c, ¢, les égalités (22) et (23), il revient au
méme de dire que 'on peut trouver une intégrale V(t, m,q) de I’équation
de Jacobi ,

ov ov
'—07 +H<B?) q, t> =0,
intégrale qui dépend d’une arbitraire m autrement que par simple addition,

et deux grandeurs m(a, b,c), M(a, b, ¢), indépendantes de t, de telle sorte
que les fonctions p(a, b,c,t), q(a,b,c,t) sobtiennent en résolvant les deux

(42 bis)

équationsen p et q :

avV[t,m(a, b, c),q]

(49 ter) Tl M(a, b, o),
. oV [¢, m(a, b,c),q] _
(48 ter) g =p.

Selon I'égalité (21), la fonction H(p, ¢, ¢) doit se réduire a P(a, b, ¢, t) lors-
qu’on y remplace les letires p et ¢ par p(a, b, ¢, t), g(a, b, ¢, t), ce que Fon peut
exprimer par 'égalité

(21 bis) H{p,q,¢)=P(a, b,c,t).

Mais, selon 'égalité (48 ter), on a idenliquement

0—V[L‘, m{a, b,¢),q]  —
oq =&

en sorle que V'égalité (21 bis) Aéquivaut a celle-ci :
. ov
(54) H(E,q,t>:P(a, b, c,t),

%};— étant mis par abréviation pour IVIE, m(d‘;’ 520 9], Mais 1a fonction

V(t,m,q) vérifie Végalité (22 bis), quels que soient ¢, m, ¢; on a donc, quels
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que soient ¢, a, b, ¢, ¢,

d V[, m(a, b, c), 1 oV[¢, m(a, b,c), ]
q +H q
J

| _
oa¢ q ;q,t.‘__o

¢t, par conséquent,

dV[¢t, m(a, b, c),q] +H(dV, q t>:o.

ot 9q

Cette égalité, jointe a I'égalité (54), nous montre que l'on a, quels que solenl
a, b, e, ¢,

aV([t,m(a,b,c), q] —

(53) P(a,b,c,t) + o

8. Remplacons dans les fonctions pla, b, e, t), g(a,b,c, t), m(a,b, c),
M(a, b, c), les variables a, b, ¢, t de Lagrange par les variables z, y, z, ¢ d’Euler;
ces fonctions deviennent p(z, y, z, ), g(z,y,5,t), m(z, y,5,t), M(z, y, z,t).

Dans le systéme de Lagrange, les grandeurs m, M sont indépendantes de ¢;
cela exige que I’on ait, dans le systéme de variables d’Euler, les deux identités,
vérifiées quels que solent 2, y, z, ¢,

56 om udm om om

() "Et—"i" H—I—VW“FWW_O,

. QM—{—uﬂ+vdM oM

©7) o Tlhox TGy Wy =0
Posons

(58) V[t,m(a,b,c),q]:U(a,b,c,t):W(x,y,z,t).

Nous aurons les égalités

OW _dUda  oU b 90U oc

oz — da oz 06 9z " 9o 9z’

et les égalités

Selon les égalités (48 ter) et (49 ter), ces derniéres égalités nous donnent

ou
9a =

................................

d 1]
M(a, b,¢) 5= + p(a, b,¢) 5L,
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et les premiéres deviennent

Qﬂ:M@E%+%Q+Qﬁg

oz da oz~ 9b oz dc oz

L
giZ:M%§+P%,

(59) %:M%—?—FP%,
=M pY

Si nous posons alors
(60) ‘I)(.’I,‘, Y, %, l):—f?(x,)’, Z,t)—w(%)’, 3, t),

les égalités (12) et (59) deviendront

L] om

‘ll:—d—x—M%)

o0 om

(61) ——gy—hld_y"
w=_—90_yom

— 0z Jdz

Les égalités (56) et (57) prennent alors la forme

0D om\ om ob aom\ om ob om\ om om

((62) (ﬁ”‘o—x)%+<W+M5?>W+<E+Mz>x—w~
. oo om\ oM oD om\ oM o om\ oM oM

(63) <07+M3;>5;‘ <W+MW>W+<EZ+M07> PPl

Considérons ’expression, formée au moyen des variables d’Euler,

P

(64) Q=A

— S

om

M5r

u? 4 924
2

Les égalités (15) et (60) permettent de lui donner la forme

(65) Q=P+

oW
da¢

9q

om

MSe

269
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Or, I'égalité (58) donne
ou _ 0w
ot ot
égalité d’ou l'on tire
()VV oU
ot

P. DUIEM.
AN AP
0z ay " os ™
@_ u_()_a da + (&%) _d_a>
da < oz " dy 0=
_ dU _d4b_ —+ ¥ Q.li -+ w Q_Z_)_\
ac\“9z " "oy d»)
ST 3
9c \“ 9z (L)

La premicre égalité (58) donne a cette égalité la forme

IW oV dV ag(a,b,c,t)
ot~ ot dq ot
N om Vg (0 on ox
~\9m 9z " 9g 9a)\" 9z T "oy dz)
"oV dm d—qu ugé—*—vdb—ywdb)
dm db " 9g db dx dy dz
E@}_ E)_Y(.)_q_> ltﬁ,{_‘?“()_c_'_“)%)
“Nomoc Togoc) "oz "oy "oz )

qui devient, en vertu des égalités (49 ter), (43 ter) et (35),

oW

5 =-—P(a,b,c,¢)

Sl
-
A

dq
P [()t

om da

om 9
da dy
am da
Ja 03

" dq
da
dq
da

9q
da

da
()x
da
dy
da
9z

- (G
- (5

Ja oe

_.I._

om 9b
b 0z
gm 9b
b dy

dm db
95 05

0(/ a0b

b
dfi
+ 9
99
ob

()x+

+

()m oc
dc dx

am de
oc 9y

dm de
oc 0

)"
%)’
> |

de
()x

0c

29
de

dq
dc

ﬂ
dc
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Si lon exprime les fonctions P, M, m, p, g, au moyen des variables d’Euler,

cette égalité devient

dW
ot

5;1[—*“5-‘)7‘)—“"0_:‘

-
ol =20

ou bien, en tenant compte de I'égalité (56),

P (2,8 ) — (dm om aom w>

oW om dq
’BE‘ —P(l”)/, 7t)+1“ +Pdt

L’égalité (65) devient alors
Q—o,

ce que ’égalité (64) permet d’écrire

od om W4 ot W
(66) A dt N[ —d—t“ ————2 = 0

ou, plus explicitement, en vertu des égalités (61),

0P om
(67) A— — 5 ——Wl—gt—

1 0D aom aP om b om o
+5[<o +M0x>+<W+Mdy> }—<d M———>]~o.

Cette égalité est la généralisation du théoréme de Daniel Bernoulli.

Nous pouvons désormais énoncer le théoréme sulvant :

Les trois équations (13), fournies par le principe de d’ Alembert, entratnent
Uezistence de trois fonctions ®(z,y,z,t), M(z,y,3,t), m(z,y,3,t), qui
vérifient les équations (62), (63) et (67), et auxquelles les composantes w, ¢, w

de la vitesse sont lies par les égalités (61).

9. Réciproquement, si les trois fonctions ®, M, m vérifient, quels que soient
x, ¥, 3, t, les équations (62), (63) et (67), les fonctions u, v, w, formées par
les égalités (61), vérifieront les égalités (13).
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En effet, de I'égalité (67) on tire, en la différentiant en z,

A 9 (0% i 9m
Jx Jdx dt+ dt

. 0(I) /] dm
ox ) dx
. 0P Y _(21_7& i dm
()y ox
0P J om
(G )o ( M“)
AN de) am
EE T ot \ox ox

0(1) dm J m
( ox)az( )
0(1) J ()m
>0y< )
+<@+Mdm> /] < dm>
d3 0z ) 0z
dﬁ[ﬂ_(ﬂ?_‘_Mdm)dM <d(IJ M()_m_> \I]
gt dy dy ) dy 03 03 ) 03
OMTOm (00 yamyom (98 g om) o]
dx | ot Jdy dy ) dy dz ds

Or, selon I'égalité (63), 'avant-dernier terme devient

oD LMo om\ dM gn—z
Jx oz ) dx 0z’

tandis que selon I'égalité (62), le dernier terme devient

M) oz oz

0P 0m> dm oM
(d oz

Si donc on tient compte des égalités (61), I'égalité précédente prend la forme

0— oA N Jdu o Ju 4 Vdu - Wdu
T odx ot ox Jdy FX
ou I’on reconnait la premiére des égalités (13). Les deux autres s’obtiennent d’'une

maniére analogue.

10. On remarquera que la transformation des équations de 'Hydrody namique
qui vient d’étre exposée ne fait nullement intervenir 'éguation de continuité;
si p est la densité du fluide, cette équation s’écrit, dans le systeme des variables
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d’Euler,
dp  d(pu)  d(pe)  dlpw)

(68) o " oz T oy PE

Moyennant les égalités (61), elle peut s’écrire

dp d o am Jd 0D dam
oo - ale(5E ) |- e (G )]

1] od am\’
oy |:P<¥ - M—(;;)J = o.

11. Ramenées aux variables de Lagrange, les deux fonctions M, m ne dé-
pendent pas de ¢; de cerésultat établi par Clebsch, nous allons chercher a déduire
ceux que Cauchy avait obtenus dés 1815 et qui, d’une autre maniére, conduisent
a des intégrales premiéres des équations de Lagrange.

Les deux fonctions M et m dépendant de «a, b, ¢ et non point de ¢, nous pou-

vons poser
om M om om
dc 06 0b dc
- ) dm oM - om dM
(70) da 9c o da
om oM om oM

b da  da o =@ bie)

:/\((l, b.C),

— B(CZ, b, C))

D’autre part, les trois composantes du tourbillon

Jdv o d_w o aw Jdu _ du av

(70 S0y "Tay e YT Tl

peuvent s’écrire, en vertu des égalités (61),

_ dm oM . dm M

g ekt o

T 05 dy  dy 095’
"= QII& JM dm oM

S =0y Us " 0w ay

Si 'on observe que I'on a

dm__gﬂ ()a_{_@ib_ Jdm Je
Vx  da 0z 0b ox T de 9z’
OM _ )M a M 0b oM Jc
o da ox V96 9x T oc oz’

Fac.de T., 2= S., IIL 35
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Les trois égalités (72) se transforment en trois égalités que la notlation

déterminants fonclionnels permet d’écrire sous la forme

, D (b, c) D(e, a) D(a, ) ,

= A+ B s

R TS R TS R TEa L

_ ) D(d, ¢) D(ec, a) D(a, b) ,
(z3) n= D(N,x)A D(z,x)B—i—D(z,a})(l,
C:D(b’C)A Die, a)B D(a.b)c.

D(x, )" T D(zy) " T Dz, )

Selon la notation posée en la seconde égalité (19), on peut écrire

da da da
ab ab db
Db = 52 Do+ 5oy + 5D,

Dc--(—l)x—kil)) —i—d—c-[)v

De ces équations nous tirons

D(a, b,c¢) ~ D(b, ¢) D(ec, a) D(a, b)
snw,y,:)')‘”‘l)(y, R Trae R T >”C’

, D(a, b,c) D(b, ¢) D(c,a) D(a, 0)
- Dy Da Db+ De,
74) D(a,7,5) Y~ D52 D) 2l Do)

D(a, b, c) ___D(b, ¢) D(c, a) D(a, d)
| Dz, y,5)P° 0@ D) P b ) e

Observons que, selon la régle de multiplication des deux déterminants,

D(a, b,c) _ D(x,y,z3)
D(x,y,s) = D(a, b, ¢)

g |

ct identifions les équations (74) aux équations

__Ox dx Jdx
d)f dy dy

Dy = o I)a+75Db+d De,
ds kS 03

Dz = a Da+ — ])b—i—-d De.

Nous trouvons neuf égalités dont la premiére est

D(b,c) 1 (_)f
D(y,s) D(x,y,z)_ da
) D(a, b, c)
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Les égalités (73) deviennent alors

D(x,y.5), 0z goz ooz
Dia. boye = Noa TR T o

= [ D(z,y53) Oy dy ay
(79) D(a, b,c)n_‘ Jda +Bdb+cdc’
D(x,y,5), 0z d3 %
Dia. bc)"—Naa +Pas 0

En ces égalités (75) on reconnait des égalités déja écrites par Cauchy (');
Cauchy en a tiré la premiére démonstration rigoureuse du théoréme de Lagrange;
plus tard, G. Kirchhoff (2) s’en est servi pour démontrer les théorémes fonda-
mentaux sur le mouvement tourbillonnaire, obtenus d’une autre maniére par
Helmnholtz.

12. Réciproquement, des trois équations (73) données par Cauchy, il est aisé
de déduire tous les résultats de Clebsch.

En effet, dans la premiére des équations (73), faisons ¢t = ¢,; z,y, 5 se ré-
duisent respectivement a a, b, c;

D(b,c) D(c,a) D(a,bd)
D(}',z)’ D(_y,z)’ D(y,s)

deviennent respectivement

00 de _ 9b e _
0b dc  dc b’
dc da _dc da _
0b 9c¢  dc b 7’
da b  da b

0bdec  oc 96 %

A(a,b,c) est la valeur de § pour ¢=¢,. Si donc on désigne par u,(a,b,c),
va(a, b,c), wo(a, b, c) les valeurs de u, ¢, w pour ¢=1¢,, on aura la premiere

(1) Cavcuy, Théorie de la propagation des ondes & la surface d’un fluide pesant
d’une profondeur indéfinie, sujet remis au concours en septembre 1815 [ Mémoires des
Savants étrangers : Sciences mathématiques et physiques, t. I; 1827. — OFuvres de
Cauchy, 1" série, t. I, p. 40, formule (16)].

(2) G. KircaHo¥F, Vorlesungen itber mathematische Physik ; Mechanik. XV'® Vorlesung,
égalités (15).
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des égalités

[ Ov, oy
~ S~ gp =A@ b0,

o dwy  duy
(/6) a‘g;—“—d—c__ﬂ(a,[),c),
ity dey
\. 96 da =C(a, b, c),

qui sont dues a Cauchy; les deux derniéres se démontrent d’'une maniére analogue.

Les trois quantités A, B, C sont donc trois fonclions des seules variables a, b, ¢
qui vérifient la relation
(77) LT

da 00 de

Dés lors, sclon le lemme de Jacobi démontré au n° 1 [égalités (7) et (10)], 1l
existe deux fonctions m(a, b, c), M(a, b, ¢) des seules variables a, b, c telles que
Pon ait les égalités

om oM dm oM
I

(70) ,emon ool =B,

Si nous repassons des variables de Lagrange aux variables d'Euler, les fonc-
tions m(a, b, ¢), M{a, b, ¢) deviendront des fonctions m(x,y,z,t), M(z,y, 5, 1)

qui vérifieront les équations

(56) ()m—}—ugﬂ—i— ()m—l—cv(—)il—o
‘ ac T T oy oz
(7—) ﬂl__FuQM 7911__‘_;‘9@——0
%7 o T%ox T 0y gz

Mais si, dans les équations (73), nous reportons les expressions (70) de A, B, C,
ces équations prendront la forme (72); si, dans ces derniéres, on remplace les

composantes &, 1, § du tourbillon par leurs définitions (71), on obtient des éga-
lités que 'on peut écrire
qom\ _ 0 [ . om
am ad aom
’ <w +M?§> =z <u +M5;>’
9
dx

j am am
’<lt —i—l“;;;)—— (V +M—dy>'

e e

|~ &

&
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Ces égalités nous enseignent qu'il existe une fonction ®(z,y, 3, t) telle que

I'on ait
aom od
& w-+M-— P PR
om 0P
(6]) (¢ +M d‘)’_—g‘)—”
am ()d)
W \I ()v - ().,

Moyennant ces égalités (61), les égalités (56) et (57) prennent les formes (62)
et (63).

Considérons la quantité

du Jdu 011 du ()u
= SR vt

== qr = o9t ay Vs

()u 0 w4 o+ w?

- ox 2
- ) ()_u —_— _(E. — ¥ .()_“i — gl_t
“\oy ~ ox ox u.-.)‘

Les égalités (61) permettent de lui donner la forme

d [+t w? 0D om

1e= zﬁ<——§— ot —MW>
Jom aom am om\ oM
<0t+zz 97 T oy - w z)———
<0M dM oM 0M> dm

or Tox Ty Tz

et les égalités (56) et (57) la forme

J <u2—|— v 4 w? dm

o= Yz 2 “U?‘ ot

La premiére des égalités (13) devient ainsi la premiére des égalités

2 22 2
()dx <A (3)(? \1 d"l — ‘/2 =7 > 0
0 od om U+ 924 wh
3y <A o Mot —*2—*>—°'
J od ()m U+ o2 w?
Jz (\A at —M o+ 2 ) o

Les deux autres se démontrent d’'une maniére analogue. Ces égalités équivalent
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a la suivante :

od om i e ,
8) A—W—M-()?—l—*—-“—*—g =j(¢).

(7
Mais la fonction ®, définie par les égalités (61), n’est définie qu’a une fonction
preés de ¢; posons

(79) Foo=[ ria

et, a.la fonction @, substituons la somme @ -+ F(¢), que nous désignerons encore
par @; les équations (61), (62), (63) demeureront inaltérées, tandis que 'équa-
tion (~8) deviendra

0P om w4 P w?

(80) AMW—MW—}— — 0

forme que les égalités (61) raménent a la forme (67).

13. Les résuliats obtenus par Clebsch se déduisent donc sans peine de ceux
qui ont été trouvés par Cauchy; et comme ceux-ci ne supposent pas I'emploi du
théoréme de Jacobi touchant les équations canoniques, on voit que les proposi-
tions de Clebsch peuvent étre élablies sans aucun recours a ce théoréme.

D’ailleurs, au lieu de suivre, pour établir les égalités (73), la méthode indiquée
par Cauchy, on peut en suivre une autre qui repose sur les propositions élablies
au n° 2.

Les égalités (18), en eflet, exigent que 'on ait

P <dp dg g d,o>~ p) (dp dg  0g ()/)>

de\ac db at db 96\ 9t dc Ot d¢
0 (9pdq _dq9p\_ 0 (dpdq dg dp
da \ dt dc oL 0c/) dc \ Jdt da ot da )’
0 (9p dq _9q 9p\ _ 0 (9p 9 _ g 0p
0b\ 0t da 9t da)  da\dt 0b 0t Jb

dt\dc db~ db de
9 (9p.00 _opog\ _,
Jdit \ da dc dc da i
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ou bien

dp dq

de db

(81)

D’autre part, si «, ¢, & sont mis s

tourbillon prennent la forme

9p 9q

96 gc =A@ oo
op 9q __

a‘g d—a_._B((l, b, C),
op 9q _

da —d_g—‘t( ’ b’ C)

ous la forme (12), les composantes &, 4,

(00 0w _0pdg 09y
~ T 0z dy 03z dy  dy Is
;0w du __dp dg dp dgq

(82) T 9x T 95 T o5 05 0s dr
f,@_&_@ﬂﬁ@g
xé_dy dx T dy dr  Jdx dy

Mais, si nous remarquons que

op _dpda dp b dp o
dr  da dx ' 0b dx = odc dx’
99 _ 97 0a  0g.0b  0q e
dr  da dx ' dbdx ' dc dx’

Zdu

nous voyons sans peine que les égalités (81) et (82) donnent les égalités (73), qui

sont celles de Cauchy.

—————



