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SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE ('),

Par M. E. GOURSAT.

En étudiant cerlaines transformations des surfaces & courbure totale constante,
M. Bicklund (2) a été conduit au probléme général suivant :

Etant donné un systéme de quatre relations distinctes
Fi(z,y,5,p,q9; @, 0,3, pq')=0 (i=1,2,3,4),

entre les coordonnées des éléments de deux systémes (E), (E'), déterminer
les surfaces du systéeme (E) auzxquelles correspondent des surfaces de (E').

1l existe toujours des surfaces du systéme (E) auxquelles correspondent des
surfaces du systéme (E’), et, dans cerlains cas, ces surfaces sont les intégrales
d’une équation aux dérivées partielles du second ordre. 1l peut arriver aussi que
les surfaces de (E') qui correspondent & des surfaces de (E) soient elles-mémes
les intégrales d’une seconde équation aux dérivées partielles du second ordre.
Lorsque cette circonstance se présente on dit que I'on passe de l'une de ces
¢quations a I'autre par une transformation de Bicklund, qui est définie par les
quatre relations F; = o.

Dans une Thése récente, M. J. Clairin (3) a fait une étude systématique de
ces transformations et obtenu un certain nombre de résultats intéressants; ainsi,
en se basant uniquement sur des caractéres invariants relativement a une trans-

formation de contact, il a établi une classification rationnelle de ces transforma-

(1) La plupart des résultats contenus dans ce Mémoire ont été résumés dans deux Notes
présentées a 'Académie des Sciences (Comptes rendus, 24 février et 5 mai 1902).

(?) Mathematische Annalen, t. XVII et XIX.

(3) Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, 19o2.
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tions en Lrois espéces. D’un autre coté, il a montré qu’une équalion aux dérivées
partielles du second ordre prise au hasard ne provient pas d’une transformation
de Bicklund. Parmi les nombreuses questions qui restent encore a résoudre,
deux des plus importantes sont celles-ci :

1° Former tous les systémes de quatre relations F; = o définissant une trans-
formation de Bicklund d’une espéce déterminée ;.

2° Une équation du second ordre étant donnée, reconnaitre si elle provient
d’une transformation de Bicklund, et trouver cette transformation. Quand on
cherche a traiter analytiquement ce dernier probléme on est conduit a un certain
nombre d’équations simultanées entre quatre fonctions inconnues. L’étude directe
de ce systéme parait a peu prés impraticable. Il y a, du reste, une cause de com-
plication évidente a priori. En effet, si une équation du second ordre provient
d’une transformation de Bicklund d’une certaine espéce, elle provient aussi d’une
infinité de transformations de méme espéce que l'on obtient en combinant la
premiére avec une transformation de contact quelconque. Si nos équations simul-
tanées admettent un systéme de solutions, elles doivent donc en admetire une
infinité, dépendant de fonctions arbitraires.

J'ai pu simplifier le probléme en supposant que les équations F;=o, qui
définissent la transformation, admettent une transformation de contact infinitési-
male pav rapport a U'élément 2, »/, 5/, p, ¢'. On peut alors supposer, sans dimi-
nuer la généralité, que les équations F; = o ne renferment pas z'. En intro-
duisant ‘une forme de Pfaff convenable, on a plusieurs systémes d’équations
simultanées 4 examiner successivement, dans chacun desquels ne figure qu’une
seule inconnue. De plus, toutes les transformations de Bicklund, qui se déduisent
de I'une d’elles en la combinant avec une transformation de contact quelconque,
correspondent & une méme solution de nos équations simu'tanées et, par con-

séquent, se déterminent en méme temps.

1. Soient ‘
z=X(x,y,5,9), y=Y(x,y,5p,q),

(1) ,
pr=P(z,y,5p,9) 7 =Q(x,¥,5p,9)

un systéme de quatre relations ou les seconds membres X, Y, P, Q sont des
fouctions quelconques de z, ¥, 5, p, ¢. Atout élément (z, y, 3, p, q) ces formules
font correspondre oo! éléments (', 3, &', p', ¢'); les valeurs de 2, ', p', q' sont
données par les formules elles-mémes, tandis que la valeur de z reste arbitraire.
Tous ces éléments se déduisent de 'un d’entre eux en déplagantle point (2, y/, 5")
le long d’une paralléle a I'axe Oz, tandis que le plan de I'élément reste paralléle

a lui-méme. Le probléme de Biicklund peut s’énoncer ainsti :
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Quelles surfaces faut-il faire décrire a I'élément (z, 3, 5, p, q) pour qu’on
puisse leur fairecorrespondre des surfaces décrites par ’élément 2y 7 pl g
Soit
(2) z=0(x, y)

I'équation d’une surface décrite par I'élément (z, y, 5, p, ¢); on a

00 a0
(3) P=55 1= 295"
et, en remplacant 3, p, ¢ par les valeurs précédentes dans X, Y, P, Q, I'équa-
tion
(4) : ds'=p'dz'+ q' dy’

doit étre complétement intégrable, puisque le second membre ne renferme pas .
Cette équation s’écrit encore, en remplagant z', 5/, p', ¢' par lgurs expres-
sions (1),

5 ds'= <(—l§+()~—§r+é§s dx + ﬁ—t—g§s—i—ﬂit d
() s dx =~ Op dq dy = dp dq Y

Q d—Y——}—gr—l—ﬁs dx + dY—}—gX +0Yt d
+ dz " oJp dq ay Tap i ot )V

ot 1, s, t désignent les dérivées partielles du second ordre de la fonction ®(z, y),
et ou 'on a posé
d 9 9 d _ 0 b

az oz TP dy —ay T 79:

En écrivant la condition d’intégrabilité, on voit facilement que les dérivées du
troisiéme ordre disparaissent, et il reste une équation de Monge-Ampére pour
déterminer la fonction ®(z, y),

(6) Ryq(rt —s*) +Ry,r + Rygt +Ryy+8s=o,
les coefficients Rpg, Rypy Rag, Rzy, S ayant les valeurs suivantes :

[ 9XoP o9X 0P  9Y dQ 9Y 0Q

dp dy  Odp dy - op dy dap dy
0P dX X dP  dQ dY 9Y dQ

Rei=57 dw ~ g do " 9g dz — oq dx

(7) p_dPdX _dPdX  dQdY dQady
YT dy de dx dy " dy dz = dx dy

g . 0XdaP 9P dX dPJX P dX

dq dy ~ Jdp dx  dx dp dq dy

L 9YdQ  dQdY dQ oY 9QdY

Fac.deT., 2°S., V. 39
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Ces formules peuvent s’écrire sous une forme abrégée en posant

dX dY
F=p +Qn
F—pX %,
(8) v
o0X oY
— P
Fs——l ()[)_i_Q‘dp’
0X Y
=Ty

les relations (7) sont alors équivalentes aux suivantes

R ~f)_li§_@ R wfl_&_j’_l‘}

P17 "9q dp ’ yp— dy Jp ’

JF dF, dF drF,

(9) ! qu:ﬁihﬂ, P\xyzjyl-.z;‘,
dF, oF, 0oF, dF,

=dy " 9g " op  dx

Observons que 1'on a identiquement
(10) PdX + QdY =F,dx +F,dy +Fydp + ¥, dg,
en désignant par dX et dY ce que deviennent dX et dY quand on y remplace
dsz par pdx + gdy.

2. Pour quela condition d’intégrabilité (4) soit vérifiée identiquement, quelle
que soit la fonction ® (x, y), il faut et il suffit que 'on ait a la fois

R, =R,,=Ry= R;y=8=o.

La premiére condition
oF, R, _
dq ap

montre que Fy et I, sont les dérivées partielles par rapport aux variables p et ¢
respectivement, d’'une fonction U(z, », 5, p, ¢),
oU _dU

F3: 2‘)—;7 FL_-%.

Les relations R,,= 0, Rz;= o deviennent alors

JF, 20*U 0*U oF, - 0*U 0*U

op —opoy Tlopds’  9g — agoz P ogas’
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et 'on en tire

., dy - ~ *dU_ -
1‘3_‘—{; +\(x,y,~,q), Fi———g; "_‘V(xy.),"’p)'

Les deux derniéres conditions Rzy= o0, S = o donnent ensuite

dV _ dW ov  IdW o

dz = dy’ g op

. JdvV oW . e,
la derniére montre que la valeur commune de a7 et —— est 4 la fois indépendante

op
de p et de ¢. C'est donc une fonction H(z, y, z) des variables z, y, s seulement,
ctl'on a

V=H(z, }”5)‘]+K(‘T’}"5)) W =H(z, ,}”5)[)_“ Lz, y,3);

en remplacant V et W par ces expressions dans la condition iiz’—_x = %Y; elle de-
vient

oL (KO, (OB oLy,

dx  dy ds  dy oz 03 )17

et se décompose en Lrois conditions distinctes

K oL 0K __oH  oH _JL

>

dxz — dy’ Jds — dy dr — 0z
Nous pouvons donc poser
_JT a7 _ o7
L pum—— 0x’ K — w’ H — d_:’

T étant une fonction de z, ¥, 3, et nous avons pour expression générale des fonc-
tions F,, F,, F;, F,, lorsque la condition (4) est vérifiée identiquement,

0 o3 07 oF oF 07
(II) 1‘1—— dx+/)—(j)—37 Fg—;)‘;+q(727 F3~d7; F5:-(§57
en posant § = U + T.

Il est facile de vérifier et d’expliquer ce résultat. En effet, on tire des formules
précédentes

(12) Fidr +F,dy +Fydp + ¥, dg = d5 — %(d: —pdx —qdy);
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d’autre part, la définition méme des fonctions F,, I, F,, F, donne l'identité

(13) F,dz + ¥ydy +F, dp +F,dq

:PdX+QdY—-<P 3§+Q3—¥>(dz——pdx—qd‘y),

et, en rapprochant ces deux formules, on en déduit la nouvelle identité

el
(14) dj——PdX—QdY:(S—i_P%—Q%>(d:-—pdx—qdy).

Les formules (1), jointes & la relation

définissent donc une transformation de contact, et par suite a toute surface dé-
crite par I'élément (z, ¥, z, p, ¢) correspond une surface décrite par 'élément
O A AN

(=, ¥y &5 0y ')

3. Laissant de coté ce cas singulier, nous voyons que la fonction ®(z, y) doit
étre une intégrale de I’équation de Monge-Ampére (6); a toute surface intégrale (X)
de celte équation correspondent une infinité de surfaces (2') décrites par I'élé-
ment (', ¥, 5, p', ¢'). Toutes ces surfaces, dépendant d’une constante arbitraire,
s'obtiendront par une quadrature au moyen de ’équation (4).

Les coefficients Ry, Ryp, Rygy Ray, S de I'équation (6) dépendant de quatre
fonctions arbitraires X, Y, P, Q, il semble qu’on doit pouvoir 'identifier avec
une équation quelconque de la méme forme. La suite du calcul montrera qu'il
n’en est rien. Nous allons d’abord chercher a quelles conditions doivent satisfaire
ces coefficients pour que I’équation (6) provienne d’une condition d’intégrabilité
d’une relation de la forme (4) sans aucune réduclion sur les coefficients. Cela
revient & chercher les conditions d’intégrabilité du systéme (g), ou 'on considére
F,, F,, F3, F, comme les fonctions inconnues.

Nous traiterons d’abord le cas particulier suivant. Si les formules (1) sont de
la forme

(15) =z, y'=}’, P':f(x,}’,z,ﬁ), ‘]':CP(JC,)’,Z,‘/),

la condition d’intégrabilité conduit a 'équation du second ordre

Ss+R=o,
ou l'on a
_9f o _of of de  d¢ |
([6) S—a?—()_f/7 R_._@-&—d—zq oz dzp’
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inversement, les fonctions R et S étant données, cherchons a quelles conditions
les équations (16) et les relations

(17) 55:0, - =0

sont compatibles.
Des relations (16) et (17) on déduit aisément les conditions suivantes, qui
sont nécessaires :

7S, UR_d(dy em_d o) om_o
dpdq — op* — dy\op)’ dg9* — dx\odq)’ opdg ~ 03’

.ﬂv
S OR _ d (OR\ _d (0R
dxdy+dz—dx op y\dg)’

(18)

ou 'on a posé
a _d/d
drdy — dx\dy

Ces condilions sont aussi suffisantes. La premiére montre que S est Ja somme
d’une fonction des variables (z, y, z, p) et d’une fonction des variables
(x, ¥, 2, q). On peut donc toujours trouver deux fonctions f,(z, ¥, 3, p) et
¢i(z, ¥, 2, q) telles que P'on ait

Ui _ 9% _

(19) o 9 =

et la premiére des équations (16) devient

I(f—/ 1) _ 9(9—¢1)
op dq

La valeur commune des deux membres de cette équation est indépendante
de p et de g, et, par suite, les fonctions f et ¢ doivent étre de la forme

S=fi+Up+V, ¢=9¢;+Ug+ W,

U, V, W étant trois fonctions inconnues de z, y, 5. La seconde des relations (16)
devient, en remplagant f et ¢ par les valeurs précédentes,

(20) a=0Y_W ﬂi_d_vy> oV dU>

9z odx
ou I’on a posé, pour abréger,

Qo df1 d<91
‘“““(?@'"%/
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Des conditions (18) et de la formule (19) on déduil sans peine que 'on a

\ 0*R o PR o PR
(18) opr o 7 dp dq -
1
| o a oy om)
ds  dx dp> T ay\o7 )’

& est donc une fonction linéaire en p et ¢, et de la relation (20) on conclut que
I'on a

oU _ OW _ o OV 0U _ o oV OW OR R

S A E PR ER il VAR A P G TR 7

La condition d’intégrabilité bien connue de ce systéme
8 )

(22) PR 4 IR . 0 [ IR N OR ) —o

apox “agoy as\Pop T 7q =
est précisément identique a la derni¢re des relations (18). Cette condition étant
supposée remplie, on peut prendre arbitrairement une des fonctions U, V, W;
prendre, par exemple, U= o. Des deux premiéres équations (21) on lire alors

q

b (‘—1 b=t
V:f %Ld:.+q,(x, ), W:_f IR e m(z, ),
3y Z d[)

et, en portant ces expressions de V et de W dans la derniére, elle devient

[5 0* R PR >a’~ a  Idn A gR IR
TToy T dx T pdp /dq,

dgdy = dpox =
ou, en tenant comple de la relation (22),

W om (. oR oR
d_y_%_(‘ﬂ_pdp _qﬁz?);:;j

1l suffira de prendre pour 4(z, y) et =(z, y) deux fonctions de z et de y
satisfaisant a cette derniére condition pour avoir une intégrale des équations (21);
une des fonctiouns ¢ ou = reste encore arbitraire.

En résumé, les conditions (18) sont nécessaires et suffisantes pour que les
équations (16) et (17) soient compatibles. Si elles sont vérifiées, toutes les
solutions s'obtiennent par des quadratures.

Si I'on a obtenu un premier systéme de solutions (f, ), tout autre systéme de
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solutions peut s'écrire ( £ -4 X, © -+ ), les fonctions A et w vérifiant les relations
P » @ ) >

JA - Jx op. dh dp.
5. ’ -5 = O’ = — ;
dq

o op = 0g0  dy = da
on démontre, comme au paragraphe précédent, que I'on doit avoir

a—oH _ JH _oH i
=0l o P 9z7T gy

03
H étant une fonction arbitraire de x, y, 5. Il est clair, en effet, que la condition
d’intégrabilité de I'équation

i ol om oH oH
ds *<f+EP+EI>d“+<9+?57+5f>dy

est indépendante de la fonction H(z, y, 7).

%. Considérons maintenant le cas général des équations (g) ou les coefficients
R,q, Ryp, Ragy Ry, S sont quelconques. On peut toujours, et d’une infinité de
maniéres, trouver quatre fonctions fi, fa, f3, fi satisfaisant aux trois premiéres

o_ﬂ_%, df; dfs _ afi df,
C3) 5o R T TN g T

:qu;

on peut, par exemple, se donner f;, et 'on obtiendra ensuite S3y Jfo, f1 par des
quadratures. En posant
F1:f1+‘1)1, Y= fa+ ®,, F,=/f;+ b, Fk:fs‘*'(ps,

ces trois équations deviennent

0B, 00, 0D, _ob,  ob, 0B, _ b, 0O,
dg — op’ ogp oy 1937 dg — oz TPz

on a vu plus haut (n° 2) que la solution la plus générale de ces équations était
donnée par les formules

_dU L)
@3——%) 5——()—‘[)
oU oU JU aUu
@1:5‘; +P$+f(x,)’,5»}7)v (DEZW’F(]—_:"*_(P(‘Z"}”Z,Q),

U étant une fonction arbitrairve de z, y, 3, p, ¢; f une fonction de z, ¥, 3, p, et
¢ une fonction de z, y, 3, q.
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Cela étant, posons, dans les équations (g),

oU oU
=fi+ oz +P£ +f (2, 5, 5 p),

oU ou
F" f+7+q() +‘?(1”}’,Z, ‘]),
U0
F3—f3 _]‘)’
ou
'-fk“‘—'_

Les trois premitres équations sont vérifiées identiquement, et il reste les

quatre équations

df _dy oo dfsdfi of _
(24) M de =Rt gn gy dg —
2

("_f__"_@_5+%_%+if_s_"f’_4 d _,

op  odq dqg dp " dxr dy op

On retrouve ainsi un systéme de la forme (16). En appliquant les conditions
d’intégrabilité de ce systéme, tout en tenant compte de ce que Sis fay [, fu sont
des intégrales des équations (23), on obtient par un calcul un peu long, mais qui
ne présente pas de difficultés, les conditions d’intégrabilité du systéme général (g).
(les conditions sont les suivantes :

da (dRy, d (0R, " _ 0’R;, + Ry, ()_S)
y dp dr\ dgq opdg  drdy 0s

(98 7
dy \dp dx

d*R,, PR, d <01{,,.,)> _, By

dR >
dy* — op? dy \ dq E
. d (dS\ | ()Rx,, a: R,,,, . dsz d (OB de,,
I gz <0’—f1> dJ< ) z? I dz ( op > PE
028 dR,,,,> da dl{pq> _ 0*Ry, . *Ry, 3 dR,,r,
0[) dq a’y dx\ dp ) Jp? 24 ds
a2 S . A*Ry, + ARy, i R,y d (5)[{“ . ()Rx)..
dz dy dy? dx? ap dy Js

Le calcul que nous venons de faire prouve que, si ces conditions sont satisfaites,
les équations () admettent une infinité de systémes de solutions que l'on
obtiendra par des quadratures. Si ’on connait un premier systéme de solutions,
d’aprés ce qu'on a vu au n° 2, on obtiendra tous les autres systémes de solutions
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en remplagant F,, F,, F3, I, par

oF ¥ . 9F o5 0¥ oF
F1+d—x+pa~2> l<2+@—|—qd—z, Fs—l—%y F5+d—q)

respeclivement, § étant une fonction arbitraire de z, ¥, 3, p, 7.

5. Ayant obtenu F,, F,, F;, F,, pour avoir X, Y, P, Q, considérons la forme
de Pfaff

(26) Fidx +F¥,dy + ¥ydp + Fodg + H(ds — pdx — g dy) + dK,
o H et K désignent deux fonctions arbitraires de x, ¥, z, p, g, et soit
(27) dZ + P dX + Q dY

une forme réduite pour cette expression. Si nous remplacons partout dz par
pdx + qdy, il vient

PdX +QdY =F,dz +F,dy + Fydp + F,dg

d(K —17) dX—-7), dK-—-17) (K —17)
Quelles que soient les fonctions H et K, les fonclions
d(K—17) d(K —17) 0(K—17) (K —17)
F,+ —dx—’ F2+d—)” F3+“—“—d‘p—-‘) Fé—'———dq—

forment un systéme de solutions des équations (g). Si donc nous prenons pour
X, Y, P, Q les fonctions qui’figurent dans la forme réduite (27), la condition
d’intégrabilité de I'équation

ds'=PdX 4+ QdY

conduira précisément a I’équation (6). Cette équation peut donc s’obtenir d'une
infinité de maniéres au moyen de formules de la forme (1), puisque les fonctions
H et K restent arbitraires. Mais toutes les solutions ainsi obtenues ne sont pas

essentiellement distinctes. En effet, remplagons K par une autre fonction K,,
et soit
dl, + P, dX,+ Q,dY,

une forme réduite pour la nouvelle forme de Pfaff, de telle sorte que l'on ait

dl,+ P, dX,+ Q,dY,=dZ + P dX + Q dY + d(K,— K),
Fac. de T., 2¢ S., 1V. 40
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ou encore

(28) d(Z,—7—K,+K) + P, dX,+ Q,dY,=PdX + QdY.
En partant des formules

( »@":Xi(x,y,Z,PMI), y”:Yi(x, }’»Z,P,CI),

(29)
? P”:P1(x, NEXD) P,q), f]”:Ql(J‘,)‘,Z,P,q),

et, en écrivant la condition d’intégrabilité de pldz"+ q"dy", on est encore
conduit & I'équation (6). Mais I'identité (28) prouve que X,, Yy, Py, Q, sont des
fonctions de X, Y, P, Q, et les formules

X =9(X, Y, P, Q),
Y, =4:(X,Y,P,Q),
P =4:(X, Y, P, Q),
Qi=4(X, Y, P, Q),

qui expriment X, Y,, Py, Q, au moyen de X, Y, P, Q, définissent une transfor-
mation de contact (') en (2, p). On passera donc des formules (1) aux for-
mules (29) en effectuant une transformation de contact en (z, p) sur les variables
2, ¥, p'y ¢'- Nous ne considérons pas ces diverses solulions comme distinctes. 1l
est clair, en effet, que si p'dx’+ q'dy’ est une différentielle exacte, il en est de
méme de p"dz"+¢"dy”. On voit de la méme fagon que les diverses formes
réduites d'une méme forme de Pfaff (26) ne sont pas essentiellement distinctes.

Nous pouvons donc supposer K=o, et a toute fonction H(z, ¥, 3, p, q)
correspond une forme de Pfaff

(30) F,dz + F,dy + Fy;dp + F,dg +~H(ds — pdzx — q dy),

qui, ramenée a la forme canonique, fait connaitre un systéme de formules (1)
conduisant a ’équation (6). Les divers systémes de formules correspondant aux
diverses formes réduites de 'expression se raménent & un seul par des transfor-

mations de contact en (z, p).

6. Une équation de Monge-Ampére étant donnée, pour qu’elle puisse s’obtenir
de la facon qui vient d’étre étudiée, il n’est pas nécessaire que ses coefficients
vérifient les relations (25); il suffit que 'on puisse trouver un facteur A, dépen-
dant de z, ¥, 5, p, ¢, tel qu'en multipliant tous les coefficients de 1'équation

(1) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Darboux, Sur le probléme de Pfayf (Bulletin
des Sciences mathématiques, 2° série, t. VI, p. 65).



QUELQUES TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 311

proposée par ce facteur i, on obtienne de nouveaux coefficients satisfaisant aux
conditions (25). On a ainsi un systéme de cing équations linéaires aux dérivées
partielles du second ordre pour déterminer le facteur inconnu A. [l semble
presque évident que ces équations doivent étre incompatibles, si I’équation de
Monge-Ampére donnée est absolument quelconque; on s’en assure aisément en
examinant des cas particuliers.

Prenons, par exemple, une équation ne renfermant que z, y, 5, p, ¢, r; on a
R,,=o, Rig=o, S=o,
et les équations (25) donnent les conditions

0?R;,
da9?

dq

'Ry,
Ie

- >

=0,
de sorle que ’équation doit étre bilinéaire en r et q.
Supposons encore que I’équation ne renferme ni r, ni ¢. On a, dans ce cas,
Rpyg=Ryp=Rzy=o,
et les équations (23) donnent les conditions

S _ . Ry
odpdg — oapadqg 7

de sorte que I’équation doit étre de la forme

_P+Q

s=——x,
P+ Q,

P et P, étant des fonctions de z, y, z, p et Q, Q, des fonctions de z, y, z, q.
Prenons encore I'équation

(31) s+f(5)=o0;
nous pouvons poser

R,;=o, R,,=o, Ry,=o, Riy=12 f(3), S=2,
) étant un facleur inconnu, et les conditions (25) deviennent

*h_ () f(5) _ 0h

opog 7’ opdqg 0z’
i(é&);M@ i<ﬂ>_ *(X f(2))
d‘)’ P dp‘z ) dx dq - dqg b
r _d (d(Af(s)) d (X f(5)\ I(Af(z))
dxd}'_dw<7p—>+@< dq“>—' o
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Les deux premiéres montrent que A doit étre de la forme
A=o(z, y, p) +d(z, ¥, q9);

les deux suivantes deviennent alors

’e . _ 0% *Y L Y
dy dp ~f(é)dpﬂ’ dx dg _f(‘)dqz'

Sila fonction f(z) ne se réduit pas a une constante, comme nous le supposons,
il faudra que l'on ait

%0 9o 9’y Y

dyop " =% 9z " o

=0,

et 'on aura, pour A, une fonction de la forme
r=Xp—Yq+p(z,y).
La derniére condition devient

2’
ox Jy

+pf(z)=(X=Y") f(5);

ou satisfait a cette équation en prenant X'=Y'=C, u=o. Pour qu’il y ait d’autres
solutions il faudra que I’on ait aussi

pS(z) = (X'=Y') f'(2),

~

(=
c’est-a-dire que f’E;) soit indépendant de z; la fonction f(z) aura donc la forme

~

(32) Sf(z)=az+ b,
ou la forme
(33) S(z) =e*+0,

a et b étant des coefficients constants. Dans le premier cas on devra avoir

0*p
[ J— [ J—
X'=Y'=¢, —dxdy—i—ap.__o,
et dans le second cas
XY
p=—

les fonctions X, Y restant arbitraires..
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II.

7. Tout systéme de formules de la forme (1) conduit bien & une équation
de Monge-Ampére pour déterminer les surfaces (Z) décrites par l'élément
(z, ¥, 5, p,q), ausquelles correspondent des surfaces (') décrites par I’élément
(x},y’, s, p'y ¢'). Mais les surfaces (¥') elles-mémes ne sont pas en général les
intégrales d’une équation du second ordre, car on déduit des relations (1) deux
équations simultanées du troisi¢me ordre pour définir z’ en fonction de 2z’ et de y/,
lorsque les fonctions X, Y, P, Q sont quelconques. Nous sommes donc conduits
a examiner la question suivante. Les fonctions F,, F., I3, F, étant connues,
comment faut-il prendre la fonction H pour qu’en ramenant I’expression

(34) Fidx +F,dy +F;dp ~F,dg + H(ds — pdx — qdy)
a une forme réduite

dl +PdX + QdY,

les formules

w’:X(@",)’, Sy P 7) J":Y(@“:J” 5 Py q)’

(35)
PI:P(‘Z‘y.},, Sy Py (/), (]I:Q(xy Ys % P> q)

définissent une transformation de Bicklund?

Nous rappellerons d’abord quelques propositions bien connues qui jouenl un
réle important dans la théorie du probléeme de Pfaff (). Etant donnée Pexpres-
sion différentielle

(36) 0,= X, do,+ Xodzy+. ..+ X, dz,,

ou X,, Xy, ..., X, sont des fonctions données de z,, &, ..., Z,, le systéme
d’équations différentielles

ap dry+...+ ay de,=o,

@y dx,+...+ ay,y dz,=o,

(37)

A, dxy+. ..+ ay, dx, = o,
oul'on a posé
) ) &

e N
! dl‘k dx,-

(') Darsoux, Sur le probleme de Pfayf (Bulletin des Sciences mathématiques,
2° série, t. VI, 1882).
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est un systéme invariant associé a la forme de Pfaff (36). Si ’on remplace les
n variables z; par n variables indépendantes nouvelles y;, la forme 0, se change
en une forme analogue

Yidy,+ Yodyy+. ..+ Y, dy,,

ou Yy, Yy, ..., Y, sont des fonctions de 3y, ya, ..., ¥u, et le systéme (37) est
remplacé par un systéme de méme forme

by dy,+...+ b, dy,—o,

biady,+...4+ b, dy,=o,

by, d)’l_l‘ <o by, d]’n: 0,

oY, oY,
oyr 0y

ik—

Dans le cas de la forme (34), le nombre des variables indépendantes est égal
a 5. Les équations (37) se réduisent & quatre équations distinctes, car le déter-
minant

Ay Ay Ay Q. Ay

est un déterminant de Pfaff d’ordre impair, d’aprés les relations évidentes
a;;=0, Qi+ Q= 0.

Nous supposerons qu’elles se réduisent a quatre équations distinctes, et non
a un nombre moindre. Elles admettent alors quatre intégrales distinctes, dont il
est facile d’avoir la signification. En effet, 'expression (34) étant supposée
ramenée 4 I'une des formes réduites,

dl +PdX +QdY, PdX+ Qay,

le systéme invariant (37) se réduit pour 'une ou ’autre de ces deux formes a

dX =o, dY —o, dP = o, dQ = o;
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les fonctions X, Y, P, Q, qui figurent dans la forme réduite, sont donc des inté-
grales du systéme invariant (37), et loute autre intégrale de ce systéme est une
fonction arbitraire de X, Y, P, Q. Si la forme (34) pouvait étre ramenée & l'une

des deux formes
dl + PdX, PdX,

le systéme invariant correspondant se réduirait a deux équations distinctes seule-
ment qui s’écriraient avec les variables de la forme réduite

dX =o, dP —o.

Clest le cas exceptionnel que nous laissons de coté.
Le systéme invariant qui correspond a I'expression (34) est

JoF, JF; JH
+<dp By —H- P()p>dp

(e ot o o)
dy ox 1oz de

OF, O0H JF, OF, dH\ ,
+(\"oﬁ—”o7“ox>d’1+<az“E)d‘“—o’

9z oy~ Tow TPoy

ap oy " Tap

(=g n — =g (52 = ) d=o,

(sz JoF, JH ()H) , <d[‘> JF, ()H>
dx dp

dy Jq ay 93 Y
(e o ()

e (3 e

eI

dH  JF, dd  JF,
<dx dz)dx+<dy o 7}):>dy

oH  OF, JH  OF, e
(G = 9 ) (5 = 5 ) dn=os

ce systeme peul encore s écrire, en ajoutant a la premiere equatlon la derniére
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multipliée par p, et a la seconde équation la derniére multipliée par ¢,

dF, dF, JF, dF,
(& —2) o+ (5 —u-2)

<%—l;f -%) (ddli‘ —%)(dz—de—f/dy):o,
(- e (- )
+<%I—;—2 —H-— %%) dq+<%li;3 —%)(dz—l)dl’—(/d)’)zo,

(38) |
JoF, OF, oFy;  oH\ _ —
(57— 5 ) o+ (5 = 5 Jut— e —gan =,

/dF,  JF, dF, JF,
(& —5) o (G ~u=57) 0

+<0F4_0_F3>d (c)F& oH
ap dq

oz ——W)(d: —pdx —qdy)=o,
dH  JF, dH  OF,
(i =5 ) 2=+ (g — %) @

oH JF,
+<% —75>"

Rappelons encore les propriétés suivantes des transformations de Bicklund (*):

Sy,
aq 0z ) 1=

Si les formules (35) définissent une transformation de Bicklund, elle peut éire
une transformation B, ou une transformation B;. Elle sera une transformation B,
si a un élément (2, 7, 5/, p/, ¢') correspondent o' éléments unis (z, ¥, z, p, q),
c’est-a-dire si le déterminant

aX dX oJX X
dr dy dp 0dq
dy dY 9Y oY
der dy dp Jdq
dP dP oP 9P
dr dy dp 09q

dQ dQ 9Q 00
dx dy dp 9dq

est nul. Cette égalité exprime que X, Y, P, Q sont des intégrales d'une équation

(1) Voir la Thése de M. Clairin; I'¢ Partie.
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linéaire de la forme

dv AV 9V 9V
A, B, G, D étant des fonctions de z, y, 5, p, ¢g. Les caractéristiques de cette
équation sont données par le systéme d’équations différentielles

de _dy _ _ds___dp_dg
AT B T Ap+BgT C T D’

et 'on voit que ces caractéristiques doivent satisfaire a la rclation
ds — pdx — qdy =o,

c¢’est-a-dire qu’elles forment des multiplicités M, d’éléments unis. Or, si X, Y,
P, Q sont les fonctions qui figurent dans la forme rvéduite correspondant
a Péquation (34), les équations

X=C, Y=C, P=¢(, Q=7C,

représentent lintégrale générale du systéme (38), Il faudra donce que les équa-
tions (38) entrainent la relation dz — p dz — g dy = o, et cette condition est
suffisante. Si 'on remplace dz par p dz + ¢ dy dans ces équations, elles devront
se réduire a trois relations distinctes entre dx, dy, dp, dg. Pour cela, il faut
d’abord que 'on ait

o a¥, d¥, ¥, dFy, o JF, dF,
dy dx op dx dg ~ dx
dF, _ dF, o oF, d¥,  JF, dF. o
Goy | @ dp dy  og  dy
R LS N oF, _oF, |77
dx op dy — dp 9 op
dF, JF,  dF, oF,  OF, OF,
a9 & N7 0 T g ?

Nous avons Ja un déterminant de Pfaff d’ordre pair, et par conséquent un

carré parfait. En I'égalant & zéro, nous obtenons, pour déterminer H, une équalion
du second degré

(40) (Elﬂ*d_FzX@_?_&)Jr(@_@) JoF,  dF,
dy dx dg ap op dy <E — —%>

__(9F, dF, oF, _dF, _
~(% @)% 1)

Fac.de T, 2¢ S., 1V, 41
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cette condition est suffisante, car tous les mineurs du premier ordre du détermi-
nant précédent seront nuls aussi, et les quatre premiéres des équations (38) se
réduiront a deux seulement.

En résumé, pour que la forme de Pfafl (34) conduise a une transformation de
Bicklund B,, il faut et il suffit que H soit racine de I’équation (40).

8. Cherchons maintenant a quelles conditions les formules (1) définissent une
transformation de Biicklund B;. De ces équations on déduit, en différentiant, les

relations

,_dX dX oX oX
dx Hﬂdl,‘—k Wdyy+ o dp + o dyq,

dy dy oY oY

r— 7 S . i)
dy' = o dx —+ dr dy + ) dp + 97 dq,

dpP dp apP op

ot o . -

r'dx'+ s dy _a’vcdx+dy dy + dpa’p—f ()/dr/,
sdx+tdy_dez+@zy+dS a Q i,

qui permettent d’exprimer dz, dy, dp, dg en fonction de d/, dy', ou encore dz',
dy', dp, dq en fonction de dx et de dy. En écrivant que le coefficient de dy
dans dp est égal au coefficient de dxr dans dg, on est conduit a la condition
suivante, donnée par Bicklund sous la forme la plus générale (") :

(41) [X, Y](r'e'—5) —[X, Q1"+ [Y, P]¢'+[P, Q] +[X, P] —[Y, Q]ls'=o,

[, ¢] désignant le crochet jacobien
du 99\ du [ dv av
Lo o1=55 (351 3 ) + oq< ~15:)
0 (du 0_ ()u du
=5 ae )~y (35 05

Pour que les formules (1) définissent une transformation de Bicklund By, il faut
et il suffit que les rapports des coefficients de I’équation (41) ne dépendent que
de X, Y, P, Q, ce qui fournit quatre conditions auxquelles doivent satisfaire les
fonctions X, Y, P, Q.

Si ces fonctions étaient connues, il serait toujours facile de s’assurer si ces
conditions sont vérifiées. Mais, dans le probléme qui nous occupe, X, Y, P, Q
ne peuvent pas étre considérées comme des fonctions connues de z, ¥, z, p, ¢;

(') Voir DarBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 111, p. 440.
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nous savons seulement que ce sont les fonctions qui figurent dans la forme
réduite de expression de Pfaff (34), ou le coefficient H de dz est lui-méme ind¢-
terminé. :

Pour lever la difficulté, on peut employer I’artifice suivant, qui n’exige pas de
trop longs calculs. Supposons que ’expression de Pfaff (34) soit du type indé-
terminé, de facon que la forme réduite soit

dl + P dX + QdY,

X, Y, P, Q,Z étant cinq fonctions indépendantes de z, y, 5, p, ¢; nous poserons

(42) un="2
/ ‘D 4’) )(‘Po ‘-l/) 40 /, __‘1/_) )

15 D(o,d) ])(@,4)
2 D(X,P)  D(Y,Q)

X, P1—=[Y, Q1

f» @, ¥ élant des fonctions quelconques de X, Y, Z, P, Q. Si les rapports des

cing expressions
(44) [X,Y], [X,Q], [Y,P], [P,Q], [X,P]—[Y,Q]

ne dépendent que de X, Y, P, Q, les deux équations ot 'on regarde $ comme
inconnue :

(45) Ule)=o, V(o ¢)=0o,

tormeront toujours un systéme complet, pourva que l'on prenne pour ¢ une
intégrale quelconque de I’équation

U() =o;

en effet, dans I'équation V (2, ¥) = o, les rapports des coefficients de -

do Jo
X’ 9Y’
do J9

5p’ g0 Seront indépendants de Z, pourvu que la fonction ¢ soit elle-méme

indépendante de Z. Réciproquement, si les équations (45) forment un systéme
complel toutes les fois que ¢ est indépendant de Z, les rapports des cinq expres-
sions (44) doivent étre indépendants de Z. On s’en assure aisément en [aisant,
par exemple, successivement 4 =X, 4 =Y, 4 =P, { = Q. La condition précé-
dente est donc nécessaire et suffisante pour que les formules (1) définissent une

transformation de Biacklund.

Le principe de la méthode étant expliqué, nous allons chercher ce que devient
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le systéme (45) quand on passe des variables X, Y, Z, P, Q aux variables z, y,
z, py q- Les intégrales de I'équation U ( f) = o sont précisément X, Y, P, Q, de
sorte que les équations différentielles des caractéristiques doivent étre identiques
aux équations (38). Si f est une intégrale de U( f) = o, la relation df = o, ou

daf af
E‘dx + %’dy -+

dfd

ap

P+

af
dq

dq + %(d:

—pdx —qdy)=o,

doit étre une conséquence des relations (38). Les quatre premiéres de ces rela-

tions sont distinctes si H n’est pas racine de I'équation (40) et, par suite, I’équa-

= o devient, avec les variables z, y, z, p, ¢,

. of
tion FZ
o dF, . 51&
Ay T dx
dF, dF,
drz dy ©
dF, JF, dF, JF,
N Iy T
dF, JF, dF, JF,
@ o a4y TNy
ar af
dzx dy

9. Avant de nous occuper de I'équation V (o, 4) = o, nous établirons d’abord

quelques relations auxiliaires. Nous poserons, pour abréger,

ax
dx

dX X

Qy, d)’ bo; ”d? —_— do’
dap JP

as, dy — bs; % -—_ d39

(ad)ij: Clidj——(ljd[,

OF, o dF,  OF,_dF, OF, _du
dap dx dg  dx 3 dx
oF, dF, o¥, . dF, JF, dH
op dy dq dy z dy
. or, 0RO, _om|_
dq op DE op )
oF, _ OF, . on_om
ap dq Jds dq
of of 0
ap dq
X _ dY-—a Al b Y =d Q—Y—c
@—CO) 'd_'x— 1 d)’_ 1 dp—— 1 d(]_ i
7] dQ dQ 0Q 0Q
'(‘)‘7‘——03, dr 2 ay—b‘z, —d_p«_ 2 a:]«—'cz,
(ab)ijj=a;b;— a;b,, (¢,j =o0,1,2,3).

Les expressions telles que (ad);; sont liées par un certain nombre de relations
dont nous aurons besoin; on les obtient facilement comme il suit. Désignons par

Uy, Uy, Us, U; quatre indéterminées, et posons

(48)

|

0= @otty =4 by tty + cous -+ dyuy,

o= a,,+ b us+ cyuz+ dyu,,

( ps= ayu, -+ byuy+ cous+ dyu,,

P == Qs+ byuy+ cyug+ dyu;
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on tire de ces formules

dso, 4+ dyvs— divy— dyo,= [(ad)os+ (ad)yy ] u,+ [(bd)os + (bd)13] ta+ [(cd )os+ (cd)i2] s,
Cy 01 Ca V3 — €y 93— Co vy =[(ac )os+ (@c)ya] s+ [(bC )os + (bc)12] us—+ [(de Yoz + (de )12 ] ws,
byoy+ byvs— b oy— by, =[(ab)e3+ (ab)ya] tty+ [(ch )os+ (cb)12] us+ [(db)os—+ (db)1a] uss

@39, Ay0s— @y 03— a9, = [(ba)os+ (ba)y2] s+ [(ca)oz+ (ca)e] v+ [(da)os+ (da)ie] ws.

En multipliant respectivement ces derniéres formules par a;, b;, —ci, — d;, on
obtient quatre nouvelles formules, dont nous n’écrirons que la premiére

(49) [(ad)os=+ (b¢)os]91+ [(ad)oz+ (bC)or]v2— [(ad)or + (D€)o1] 94
= [(ad)o; + (ad)12] (@ uy + douy) -+ [(bd )os + (bd) 5] (@ tts+ couey ]
+ [(cd Yoz + (cd)1a] (@t — bou,) + [(ac)os+ (ac)i2] (bouy + dous]
+[(Be Yoz + (bC )12 ] (botts+ o 10y) + [(@b)os+ (@b)i2] (dytts — cous].

En donnant aux indéterminées u,, u,, U3, u, des valeurs particuliéres, on peut
obtenir des relations qui nous seront utiles. Si, par exemple, nous prenons u,=d;,

Up=1Cy, U3—=— by, Uy— — a;, 0n a
vi=(ad)e + (bC)os, v,—o0, v3= (ad)s + (bC)yy,
et la relation (49) devient

(30) [(ad)e+ (bc)or] [(ad)os+ (bC)os+ (ad)ia—+ (b¢)12]
= [(ed)os+ (cd)12] (b@) o1+ [(bd) o3+ (bd)12] (@ )or+ [(@C)os+ (ac)15] (b))
+ [(ab)oz+ (@d)12](de)oy+ [(ad ) o3+ (ad)1s] (ad ) o1+ [(bC)os + (6€)12](bC)os-

Si nous faisons de méme dans l'identité (49)

uUy— d3, Ug— Cy, Ug=—— bsy U,——as,

il vient
91 = (ad )3+ (b¢)o3, 9= (ad)3+ (bc)s, v3=(ad)ys+ (bC)ss, v, =0,
et ’on a une nouvelle relation

(31) [(ad)os+ (b¢)os ]* + [(ad)o2 + (b¢)o2] [(ad)r5+ (bc)is]
— [(ad)or =+ (be)or ] [(ad)ss+ (bC)ss]

= [(ed)os+ (cd)12] (ba)os+ [(bd)os + (bd)15] (aC)os

+ [(ac)os+ (ac )12] (6d)os + [(@b)os+ (ab) 2] (de)os

=+ [(ad)os + (ad)12] (ad)os + [(bC Yo+ (O )12] (DC )os-



322 " E. GOURSAT.
De ces relations (50) et (51), il serait facile d’en déduire d’autres par des per-

mutations de lettres ou d’indices.

10. Cela posé, considérons I'équation

(32)  W(o,d)=[(ed)s+ (cd)ss] Auy (6, 9) + [(bd)ag -+ ()11 Dy (0, )
+ [(@c)os + (ac) ] Ay, (9, §) +[(@d)os+ (@d)12] 4,0 (05 4)
+§[(ad)03—|—(ad),2—(bc)03— bc)l?]fop(q’v LP)— yq(q” L*H)::O'

ou 'on a posé

do dY  do dy dy 0o do IU dp 0U  db do
/ Jy— rr ¥ __ T — 37 7Y _ 7T ¥ _ 7

Aoy (9:9) dz dy dy dz’ Azg (9 9)= dr 0g dx dq’ Avp(o¥)= 2~ dy op  dy dp

05 0L g 9y Cde ob dd o L do 0y dy do

A, (o, 0)= 51“) 5(}—6—7 ;)7) A“P(?’q’)—%@MchE})’ A”((‘D’V)_dyd—q dy 9q

Cherchons ce que devient cette équation quand on prend pour variables X, Y,
P, Q; nous supposerons que les fonctions ¢ et 4 sont des intégrales de I’équa-
tion (46) ou, ce qui revient au méme, de I’équation U(f)=o. Ces fonclions
sont, par conséquent, indépendantes de Z. On a

D(o, ) Do, ) D(X,Y) . D(o,d) D(X,P) D(o,d) D(X, Q)
D(x,)) DX, Y) D(z,») " DX,P) D(z, ) T DX, Q) D(z,r)

D(o,4) D(V,P)  D(g,4) DY, Q) D(5,4) D(P,Q)
D(Y,P) D(x,y) " DY, Q) D(z,y) "~ D(P,Q) Dz, y)’

D(e d)) - Le cocefficient de Dig, ¥) dans W (¢, d) est done

et de méme pour —- D(z, p)’ D(X,Y)

D(X,Y) D(X,Y) DX, Y)

D(zy) Dol T D0,

) D(X, Y DX, Y

[t ()] | 5 2 |

D(X,Y) | D(X,Y)) DY)

D(p) DG p) § U @Dy 00

DIX,Y)  DX,Y) DIX,Y) DX, Y))
Dz,p) "L DGEp D) TDEY

[(cd>;50+<cd>ﬂ]§

[ Yos - (@ )is] 3

4 M (ad) gy + (@d)s— (be )y — (be)ys] 3

c’est-a-dire, d’aprés les notations (47).,

[(cd)ys =+ (cd)1a] (ba)o, + [(bd)os+ (bd)15] (ac)y,
=+ [(@c)os + (ac)in] (bd), + [(abys) + (ab)is] (dc)os
+ Fl(ad)os+ (ad) s — (bc)os— (be) ] [(ad)gy — (b¢)yy ]
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En tenant compte de la relation (50), on voit aisément que ce coefficient est

égal &

H(ad)o+ (bc)os+ (ad);, + (bc)ia] 3(“"1)01‘*‘ (be)o :

D(e,d) D(o,¥) Do)
D(X,Q) D(Y,P) D(P,Q)

dans

On verrait de méme que les coefficients de

W (v, §) sont respeclivement

Pour ]‘37(3%)) 3[(ad)s + (b€ )y -+ (ad)ia -+ (be)ss] [(ad)on+ (bC)os s

D((P’ 41) 1 { |
Pour DY, P) " [(ad)os+ (bc)os + (ad) s+ (bc)yn] [(ad)ys+ (b¢)isy,
D(o,9)

]_)(T,(—))' -o E(ad)os+ (b¢)os+ (ad)2+ (be)ys] :(“d)xz—i— (bc)”:.

Pour

D(9,¢) D(o,9)
e ¢ 9 ny )

moyen de I'identité (51) et de celle que I'on en déduit en permutant les indices o

Quant aux coefficients de , on vérifie alsément, au

et 3, 1 et 2, que la différence de ces coefficients est
$l(ad)os+ (be)os -+ (ad)s + (be)is ] [(ad)os + (bC)os— (ad)is— (b¢)i2 ],
tandis que la somme de ces coefficients est égale a 8 :

(33) 8:15[(5”1)03’*‘(bc)os—(ad)m—(bc)mP
+ 2[(ad)os+ (bc)os] [(ad)i3=+ (b6d)5]
—2[(ad)e;+ (bc)o1] [(ad)ss—+ (be)ys ]

Posons encore
(54) h=(ad)y;+ (bc)os+ (ad) s+ (be)p,=—[X,P]—[Y,Q],
et observons que I’on a

(ad)oy+ (bc)u=—[X, Y], (ad)os+ (bc)pe=—1[X,Q],
(ad)i3+ (be);=—1[Y, P], (ad)zs+ (bc)s2=—[P, Q],

(ad)os+ (bc)os— (ad),— (bc),=[Y, Q] —[X, P];

d’apreés les calculs que nous venons de faire, nous avons I'identité

, _—h 0yD(o,¢) | D(9,9)
(55) VV((P’“I’)-—TV((P,"P)—F; D(X,P)+D(Y,Q) )
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D’autre part, on a identiquement

_ D9, ) Do, ) D(O w
[@’qj]—I_)TX_Y_)[X’Y]+D(X,Q)[X’ Q]+ [Y P]
D(@ k,/) D(C?,dr’) D(‘P"-P)
ce qui peut encore s’écrire
_ R {D(e, ) D(o,¢))

Des deux équations (55) et (56) on tire
he
(57) (3= Z)Vie ) =3le,41+ AW (5,9),

etil ne nousreste plus qu'a montrer que tous les coefficients du second membre de

la formule (57) s’expriment au moyen des coefficients de la forme de Pfaff (34).
On a d’abord, en se reportant aux formules (7),

D(X,P) +D(Y,Q)
D(p,q) D(p,q)

dX P  dP oX dY 0Q @ dQ oY
bd =2 20 21 Y% aL oY _n.
(bd)30+ (bd)yy dy 9p + dy p dy op -+ dy ap R,,,
dX P dPOX | dYQ _dQ oY _,
dxz dq dr dq ' dx dq dx oqg — 7
_ dX dP dX dP dY dQ dY dQ
(@Dt (=G0 Gy ~dyde T de dy @y de
dX 9P dP 0X

(ab)os+(ad)is— (be )os— (b)), = Tz % —~ d_p B =S

(cd)so+ (cd)yy=

= Ryq»

(ac)os+ (ac)s=

de sorte que 'on peut encore écrire
(38) W (9, 4) = Ryyhay (5, 4) + Ryphuy (o, )
+ Reg By (95 9) + Ry B (9 9) -+ = 140y (0, 4) — Ay (9, 4)]-
D’autre part, de 'identité
dl.+PdX + QdY=F,dr +F,dy + F;dp + F,dg + H(ds — pdax — qdy),
on tire facilement

3 _OF, _0F, OF, dF,
(59) h=IP X1+ Y]=37— 50 + 5 —a >
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Pour calculer 8, observons que si I'on permute les indices o et 1, 2 et 3 dans la
formule (51), et si I'on ajoute les deux formules, I'égalité obtenue peut s’écrire

[(ad)os + (b )os— (@d)iy — (b¢)1 )2+ 4[(ad )os + (b€ o2 ] [(ad)i5 4 (b€)15]
—4[(ad)e - (bc)or ] [(ad)as~+ (be)ss]
= [(ad )y +{(ad)s— (bC Yos— (b)) P+ 4[ (@b )os + (ab),,] [(de Yoz + (de)a]

4 4[(bd)os - (bd)1n] [(ac)es + (ac)s],
et I'on en tire

(60) 8 =18+ fRuyRpg— 4Ry, Ry

2 .
Quant au coefficient & — %— de V(o, ) dans la formule (57), on vérilie sans

peine qu’il est égal au déterminant des seize quantités a;, b;, ¢;, di.

L’équation V (9, 4) =0, o I'on suppose que v et ¢ ne dépendent que de X,
Y, P est donc remplacée par U'équation

y 1, p p q

(61) %§52+ AnyRM“‘!lRprxq;[fP’ ¢]

{oF, dF, OF, ar, j -
? Jdp dx dyg - dy 2l W(g, ) =o,

ol entrent seulement les variables x, y, z, p, ¢ et les coefficients F,, I¥y, Fy,
F;, H de la forme de Pfaff (34); R,,, Ruy, Ry, Rzy, S sont données par les
formules (7). L'équation U(f) =0 est de méme remplacée par I'équation (46).

Remarques.-—Le résultat précédent donne lieu a quelques remarques. Si A=o,
I'équation (61) se réduit a [o, 4]=o; ce résultat pouvait étre prévu, car on a
alors [X, P]+[Y, Q] =o, et V(3, 4) est identique a[o, 4]. Pour que I'équation (61)
se rédnise de méme & W (0, J) = o, il faat et il suffit que le coefficient de [o, 4]
soit nul, ¢’est-a-dire que 'équation de Monge-Ampére (6) ait ses deux systémes
de caractéristiques confondus.

On peut observer encore que le coefficient de [¢, ] est un invariant de I'équa-
lion (6) relativement & une transformation de contact quelconque, tandis que
W(e, %) est un covariant de la méme équation relativement & cedtransformations.

Les deux relations
[o,¥]=0, W(o,d)=0

expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations
o=C =0

forment un systéme complétement intégrable, dont toutes les intégrales appar-
tiennent a I'équation (6).
Fac.de T.,2¢S.,1V. /;2
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11. L'équation (46) développée donne de méme, aprés suppression d’un fac-

E. GOURSAT.

teur commun différent de zéro, et en remplacant f par o,

\do [OF, _dl) _do[JF, _dH
g {de [oF, JH} do[dF, dH
+ Syq dr| ds odpl dplos dx |
it |l [ ) dy foR, o)
P og | 93 de | dx| ds dq
{do [dFy; dH}  do [JF, dH]
+R2“12(—9—y LdZ 57]—_ - dp _dz dy
w5, e[ o) 0o or, _amy
*idy| 0z dg dg | 93 dy
(do [JF, oH dg “d_Fj“gL[]E
—l—Rxmedp __()_;__«[_)7[— ()q K >
d
~+ [RayRpg— RegRyp— 82,8,4] 9: o3
on a posé
__OF, dF, oF, dF,
S =y az T S =y gy
de fagon que I'on a encore
Sap—8yg=35,
_()Fl dF3 sz dFL
Sxp+syq~——(};"—%+vzl~—~-zi—y——2ﬂ.

Nous sommes maintenant en mesuare de résoudre la question proposée, qui se
raméne en définitive a celle-ci : Trouver les conditions pour que les deux équa-
tions (61) et (62), o g est la fonction inconnue, forment un systéme complet
toutes les fois que b est une intégrale de I’équation (62).

C’est un cas particulier d’'un probléme plus général dont la solution est bien

~aisée. Soient x,, &3, ..., £, un systéme de n variables indépendantes et un

systéme de deux équations linéaires

\ _x. 99 9% 99 __
(63) M(?)_X1%;+X25$q+ .-+Xnda;u-—0,
(64) L(9) = L(¥) 22 e [(4) 9% o ()2 =0
! dx, 2 0z, ’ " a ’
9 oY o
li(‘l‘)—dud +ai25‘;2‘+ +0€in57na
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ou les coefficients X; et a;x sont des fonctions des » variables indépendantes z,,

Zsy « .., Zp, vérifiant les relalions

(65) &= 0, Xjf—+ Ap;— 0.

Cherchons a quelles conditions les deux équations L(9») =0, M($) = o forment
un systéme complet toutes les fois que 'on a M(¢) = o. Formons I'équation

L(M(¢)) —M(L(9)) =o0;

99

le coefficient de
dﬂfl‘

dans cette équation est
L(X:) — M(4(¢)
ou, puisqu’on suppose que ¢ est une intégrale de M(4) = o,

. L(X:) + LM () — M(L(9)),
c’est-a-dire .

k=n
X, oXi Xi N oy
G 5o+ L) o e+ L) 5+ P L(Xa) — M ()| =
k=1
. !
C’est encore une forme linéaire m;({), et le coeflicient de gg— dans cette expres-
Ty
sion est
JX; IX;

X,
: Otlerl -+ Otgﬁ-d—x.) —+...-F 0!,,/,07” -+ l,(XL)— BI(O(M»)

ou, d’aprés les relations (65),

U(Xg) — L (XG) — M (ey)-
Nous poserons donc

" !
(66) ’nf(‘-l"):ggli(Xk)——-l/‘.(X,')—M(Oﬂik)gbdj;)—k’
(67) N(cp):nzl(‘.p)di;'oi1 +7n2(¢)£;+...+nl,l(¢)%§

I’équation N(¢) = o doit étre une combinaison linéaire des équations (63) et (64),
pour que celles-ci forment un systéme complet. Il faut, pour cela, que tous les
déterminants du troisiéme ordre déduits du Tablean

my(Y) me(YP) ... m, ()
X, X, X,

soient nuls lorsque ¢ est une intégrale de I'équation M({) = o.



328 E. GOURSAT.

12. En appliquant cette méthode au systéme formé par les équations (62)
et (61), on sera conduit & un certain nombre de conditions auxquelles devra
satisfaire la fonction inconnue H(z, ¥, 5, p, ¢); ces conditions renfermeront,
en général, les dérivées partielles du second ordre de H. Je laisse de coté dans
ce travail I’étude de ce systéme dans le cas général, et je me bornerai a quelques
cas particuliers.

En premier lieu, remarquons que lorsque les coefficients de U'équation de
Monge-Ampére proposée (6) ne renferment pas 'inconnue z, si les conditions (25)
sont satisfaites, on peut obtenir pour F,, Fs, F;, F, des fonctions indépendantes
de 5. En prenant pour H une constante H = A, I'expression de Pfaff

Fide +F,dy +F;dp+F,dg+ A(ds — pder —qdy)
admettra pour forme réduite une expression de la forme
d(Az)+ PdX + QdY,

X, Y, P, Q ne dépendant que de xz, 3, p, ¢. On aura donc une infinité de trans-
formations By, dépendant d’une constante arbitraire A et conduisant & ’équation
proposée. Les formules qui définissent la transformation ne renferment ni =, ni 5",

Considérons encore des formules de la forme (15) :
(15) 7' =, y'=y; p'=F(zy,5p) 7'=0(2,¥,%9);

pour qu’elles définissent une transformation B,, il faut que x, y, f, 9 soient des
intégrales d’une équation de la forme

av av av oV av ov

I1 est clair que I'on doit avoir

A=B—=o
et, par suite,
af w00
C%_o, Dd—q_o.

Comme C et D ne peuvent étre nuls a la fois, f doit étre indépendant de p
ou g indépendant de ¢. La réciproque est évidente, pourvu que celle des fonc-
tions f, ¢ qui ne contient pas les dérivées de 5 contienne 5.

11 est facile de trouver directement a quelle condition les formules (15) définis-
sent une lransformation B, ; en effet, on tire de ces formules

,_df | of _dg

s +—s_—‘—+ggs
dy ~ dp dr ~ dq



QUELQUES TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 329

et, par suite,

s'<0_f_§5?>_,"l,dji_§‘££"i_[/ ]
odp  dq) odpdx dgdy VT

Il faudra dovc que le rapport

L/fs o]
o/ 0%
()[) 0([

soit une fonction des quatre quantités z, y, f, ¢ seulement, ce qui résulte aussi
de la formule générale (41) dun° 8.

1.

13. Nous allons appliquer la méthode générale & I’équation lindaire
(68) s+ ap -+ bg +cz = o,

ot a, b, ¢ sont des fonctions des variables indépendantes z et y, et chercher
les transformations de Bicklund de la forme (15) qui conduisent a cette équation.
Le premier probléme a résoudre est de déterminer un muluiplicateur  tel que, en
multipliant I'équation par A, les coefficients de la nouvelle équation vérifient les
conditions (18), ot
R="4(ap + bg +cz), S—=1%.
Elles donnent d’abord
0?24
—a;d—q =0,

de sorte que A doit étre de la forme

A=P+Q,
P étant une fonction de z, y, z, p, et Q une fonction de z, y, 5, ¢. La relation
OR 08 donne ensuite
dpdq — 0z
P 9Q _ 90 ., P
% -+ % =a 7)? + b 5}77
ou

o 0P _ 00 _ 00
dz op ~ " dq 03’

le premier membre de cette égalité étant indépendant de ¢, et le second membre
indépendant de p, il s’ensuit que ‘cette expression est une fonction p(z,y, z)
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indépendante depetdeg Sil’on remplace P par P—}—f p(z,y,3)ds et Q par

Q f (2, ¥, 5) dz, la valeur de X ne change pas, et larelation précédente nous

donne
JP oP 0Q 0Q
0z P0p T T a5 T
il s’ensuit que P et Q sont respectivement de la forme

P=jf(x,y, p+ bz), Q=o(z,y, g +axz).

2
La conditi R __ d <0S

= 175' dp> donne ensuite

dEP(a b _*_w)_‘_zadP 0P . P
P 7 dp ~ dydp qdpd:

et se réduit a
021)(61 +c3 )+2adp 9*P
gpr P TEE dp ~ dyop

En posant t =p + bz, P= f(x,y, t), cetle équation peut s’écrire

o°f f . 0f ol
d_}/dt-—z '0t—|-d zn(g;/-*-ﬂb-()) al; —

- . \ . ., , 0b
Silinvariant de I'équation linéaire proposée Jy ~+ ab — ¢ n’est pas nul, ce que

nous supposerons, cette relation ne peut étre vérifiée que si 'on a en méme

temps

2f 9f Q_j_"_o

or " ayor %ot

car, autrement, 5 s'exprimerait au moyen des variables z, y, t. P est donc

une fonction linéaire de t = p + bz :

P=u(p-+bs)+ u;

N ‘1o . da ‘
on verra de méme que, si 'invariant oz T ab — ¢ n’est pas nul, Q est une fonc-

tion linéaire de ¢ + a s :
Q=v(g+az)+ v,

et le multiplicateur A doit étre de la forme

(69) A=up + vq + (av + bu)zs + p(z, y),
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u et ¢ étant des fonctions de z et de y qui salisfont aux deux conditions

(70) du = 2au, 9 =abv.

dy ox
Il reste encore a tenir compte de la derniére condition

@S OR_ d (oR)  d |0
dedy " 0z dx|op | dyloq\’

on trouve, en faisant le calcul, qu’elle se dédouble en deux équations distinctes :
9*(ay + bu)
~ dx dy
ﬁ():a(av—t—bu)ﬁ dib(av+bu)f d(cu) d(cv)
- dx - dy 0w T dy

—+ 2c(ay + bu)

(71)

2

(72) A Iap) Q%—l—cpt:o.
La seconde de ces équations est I’équation adjointe de I’équation linéaire pro-
posée. Quant aux fonctions u et ¢, elles doivent satisfaire aux trois équations (70)
et (71). ' l
Si les coefficients @, b, ¢ sont quelconques, ces trois équations (70) et (71)
n’admettent pas d’autre solution que # = o, ¢ = 0; les seuls multiplicateurs sont
les intégrales w(x,y) de I'équation adjointe. Nous avons donc a rechercher a
quelles conditions les équations (70) et (71) sont compatibles. On peut remarquer
que I’équation (71) peut s’écrire, en tenant compte des deux autres (70), sous la

forme élégante

Jd d
(73) W(/w)—i—g;(ku)_zalw—i— 2 bku,

h et k étant les invariants de I’équation linéaire

da ab
h_.()—x—kab—c, A_(jy+ab—c.

Si une seule des fonctions u, ¢ est nulle, sil'on a, par exemple, « = o, ¢ est
déterminé par les deux équations
dy d
— = 2by, = (hw) = 2ahv,
oy

oz
que 'on peut écrire, en supposant £ différent de zéro,

dlogy dlogy dlogh
(74) S =20 TR S
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pour qu’elles soient compatibles, il faut et il suffit que I'on ait

9*logh

(75) 2h—2k= ()JE())/

Cette condition exprime que les invariants de I’équation adjointe de F'équation
linéaire (68) sont identiques a ceux de I'équation obtenue par une des transfor-
mations de Laplace (). On peut alors, en changeant z en pz, ramener I'équa-
tion a la forme

(76) s dlogv

1
2 Jdx

qg—vs=o,
v élant une fonction de #, y, qui peut étre quelconque. Les équations qui déter-
minent ¢ sont alors

dloge  dlogv dlogy ___dlogy
dz dx dy dy

et 'équation (68) admet le multiplicateur

5

C
(77) 7~:;CI+H(%)’),

C étant un facteur constant et p(z, ) une solution de ’équation adjointe.
Examinons maintenant le cas ou les deux fonctions « et ¢ sont dilférentes de
zéro. Si 'on change = en p5/, I'équation linéaire proposée (68) est remplacée par

I’équation
0z dlogp> as'
(78) dxdy+<a+ ay )iz
gloop 9z' = [ Jp ()p d_

tandis que le multiplicateur wp + og + (av + bu)z est remplacé par le nouveau
multiplicateur

93 9z dlogp\ dlogp>
ud—x+v(§?+<a+ Jy >c‘.+<b+ 0w )4

on voit que u et ¢ n'ont pas changé, tandis que a et b sont remplacés par
dlogp Jlogp
dy dx

- On peut donc choisir ¢ de telle fagon que I'on ait

dlogp dlogpy\ =~ .
<a+ ——Jy—>v+(\b+ —FF>!1—0,

(') Voir Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, 1897, p. 36.

a - et b+
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afin de ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu’'on a effectué cette
transformation au préalable, de facon que les équations (70) et (71) admettent
un systéme de solutions pour lequel on a

(79) av + bu=o.
La premiére équation (71) se réduit alors a

dlcu)  d(cv)
(80) ’-*0—‘1/-* -+ W —_— 0,
et ne renferme plus que c. Supposons que a et b ne soient pas nuls a la fois; on
peut poser, d’aprés la formule (79),

u=ai, v=—>0%;
les relations (70) deviennent alors

dlog&zza_dloga’ dlog£:2b_dlogb

(1) oy dy o ox

2

et la condition d’intégrabilité est

da d*loga _ db  Od*logh
(82) *0z " owoy dy  dzady

Pour avoir les expressions générales des fonctions a et b salisfaisant a cette con-
dition, posons

ta=a, £Eb—=B;

les formules (81) peuvent s’écrire

dloga
9y

dlogf

’ 2b— Je

2a=—

et I'on en tire, en divisant membre & membre,

Ju 0B
dy Jx
_&-2—— — —@?—’

1 I L., . .
— et - sont donc les dérivées partielles d’une fonction v(z, y),
24

g
1 dv 1 adv

g - —0—5’ 6 - 5)—/7
Fac. de T., 2 S., V. 43
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et 'on a, par conséquent,

0%y 2y
0x dy 1 dxd
8 __rPoro 1 Y
(83) @ 2 ov b= 3 dv
Jdx _5/_
On a ensuite,h un facteur constant prés,
g . 1 . T . i I
(2'-:)*_ uﬁ_gﬁ, f 2 v’
dx dy dx a
et I’équation qui détermine ¢ est de la forme
S /e N_9 /N,
dx | ov dy [ ov }
\ dx dy
Cette relation exprime que ¢ est un facteur inlégrant pour l’équation différen-
uelle
dz A _,
dv oy ’
ay dx
on a donc :
av v
T dy‘b(v)y

et 'équation linéaire proposée (68) est de la forme

0%y 02y
5 _19xdy 1 0zdy L) 9
(84) s—3 D >~ o q—&—y())()x dyﬂ._o.
dx ay

D’aprés le calcul qui vient d’étre fait, cette équation admet le multiplicateur
(85) r=c(L 1

v v + (2, 5)s
dx ay

C étant un facteur constant et w(x, y) une intégrale de I'équation adjointe (').

14. En définitive, si nous laissons de c6té les équalions admetlant un invariant

nul, les seules équations linéaires pour lesquelles il existe un multiplicateur autre

(1) Ce résuliat s'applique encore lorsque a et & sont nuls. Il suffit de prendre pour
v(z, ) une fonction de la forme v = f(z) -+ 9o(y).
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qu’une solution de l'équation adjointe peuvent élre ramenées a I'une des deux
formes (76) ou (84).

Dans le cas général, application de la méthode précédente conduit tout natu-

rellement & des transformations connues, comme nous l'indiquerons rapidement.
Soit w(z,y) une solution de 'équation adjointe; I'équation

p(s+ap+bg+cz)=—o
provient des deux équalions

( P=f(z,y,3p)

86 )
(59 lg'=9(z,7,59),

pourvu que 'on ait

of e df _dy
op " og — d—y—;i;—u(awrbﬁcv)
La solution générale de ces deux équations est donnée par les formules (voir

n° 3)

S b 1O, L oH

p=r=tpe(po— i ) S 50
(86 bis)

R P G a) + L oH

T=e=7 217Gy * oy

H étant une fonction arbitraire de z, y, 5.
Les formules (80) définissent une transformation de Bicklund B,, pourva que
la fonction fsoit indépendante de p, ou la fonction ¢ indépendante de ¢ (n° 12).

Il faut et il suffit pour cela que H soit de la forme g; “+v(z,¥), ou de la forme
—_ %z—f—v(x,y).

On obtient ainsi deux classes de transformations B,, conduisant a I'équation
linéaire considérée; les formules qui les définissent peuvent s’écrire, en négli-
geant une transformation de contact,

( d =— — nbs,
p’:<1~‘b“£>" (Pr=—rr—r
ou ? < ()‘U->

; ap— == )a;
l¢'=—pg—pas oy

Pélimination de z conduit aussi 4 une équation linéaire en z' ('),
Pour que les formules (86 bis) définissent une transformation Bj, la fonc-

(1) Voir les Legons sur la théorie générale des surfaces, de M. Darboux (t. II), ou
mes Legons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, t. 11, p. 271 et
suivantes.
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tion H(z, y, 3) doit satisfaire a une équation de condition (n° 12), qui doit étre
compatible avec les relations

on_ . ou_
S

on apergoit facilement un cas ol ces trois équations se réduisent & une seule : ¢’est
celui ot H est de la forme K (z, y) 5. Les formules (82) deviennent alors

e dp.  JdK
P—<2 K>P+<“ “'z‘dx+ox
(87)

D’une maniére générale, si 'on a
Sf=ap+0bs,  o9=aq+bs,

a, b, a,, b, étant des fonctions de z, y, la condition pour que le crochet [ f, ]
soit une fonction de z, ¥, f, © est exprimée, comme on le voit aisément, par la

relation

o) o(2)

ay dx

En appliquant cetle condition aux formules (82), on obtient une équation du
second ordre pour déterminer K(z, y). L'intégration de cette équation du second
ordre se raméne a celle de I'équation linéaire proposée. En effet, la relation (83)

exprime précisément que les équations

ap +bz—=o, a;g+biz=o

sont compatibles. Si z, est une intégrale commune, il est clair que les for-
mules (87) peuvent s’écrire

(B .9 (=
r=(E k) ()
. d (3
r=(x£)a5(2)

el 5=z, doit étre une intégrale de ’équation correspondante en s.
Connaissant z,, on obtiendra K au moyen des deux relations

14 JK
<%+K>p1—|—-<‘ub di+%—>zl:0,

‘K P 1op o OKN
(K= 5o+ (5 5 —par G )m=o
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qui donneront K par une quadrature. On retrouve ainsi des transformations bien
connues (').

13. Considérons maintenant une équation de la forme

1 dlogv
(89) $— 3 d.j g —vz=o,

qui admet le multiplicateur

)‘:;—‘f—q_*_f*(x,y)’

w(z, ) étant une solution de I'équation adjointe. On satisfait aux équations

Y ,

op “og =5 Tr@y)
df do | 2g % 1 dlogy
dy “ds | THEINTS T 7=+ |

on

dx =5

LA
+d.r~' dsp

79+ +

Jd
O <
) © o OB ol ¢
2 ady v

CRES

Z.

Ces formules définissent une transformation B, s1 H est égal & ==

Prenons, par exemple, H=— Ef; elles deviennent

p,:_<l‘u010gv +d—#>z+z2,

2 ox dx
2
¢=—pg+ZL,
v
ce que l'on peut encore écrire :
i '~_1(d_pt 1 dlogv\(* 1 /du 1 dlogv\*
—[“ a\dr " aF oz i\oz T3l )

(91)

(1) Equations du second ordre, t. II, p. 274-280. On s’assure aisément qu’il n’y a pas
d’autres transformations B3 de la forme (15) conduisant a I'équation (68).
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Remarquons maintenant qu’en tenant compte de I’équation adjointe

Pp  1dpdlogy 1 9*logy
oz dy " 2dy dxz a2t oz oy

on peut poser

1 du. 1 dlogv\? 2y g
‘ﬁf<ﬂ+§‘u oz >a’x+p. vdy = du,
el, en changeant 5’ u en 3/, les formules (g1) deviennent
|1 (0w 1 dlogv\]?
SP—[Z 2<dx+2“ ox ’
Y P AW
[r=3(=%)

On a aussi, d'aprés I’équation adjointe,

(92)

d <i& 1 dlogv>

dy\oz " 2" gz ) TP
ct, en posant '

__1f/dp 1 dlogv\

G RT )-Z'

les formules (g2) peuvent encore s’écrire

’

, VAN
(93) =%, g :%(;‘7) .

L’élimination de Z conduit I’équation

, 02z 2~/ 05’ 0z’
(94) ‘ W ——4"077);:

on voit donc que, quelle que soit la solution p de 1'équation adjointe que l'on
adopte, 'élimination de z entre les deux équations (91) conduit & une équation
du second ordre, que I'on raméne a 'équation (94) par un simple changement de
la fonction inconnue. C’est une transformation que j’avais déja étudiée en sup-
posant u.=o ().

On pourrait aussi chercher si, en choisissant convenablement la fonction
H(z, y, 2), les formules (go) peuvent définir une transformation B;; en faisant
le calcul, on arrive & des équations incompatibles.

(') Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, 1897, p. 36.
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16. Il nous reste a étudier les équations de la forme (84) :

0%y 0%y
, 1 dxdy 1 dxzdy Logy 92 0
(84) 2 2 2 _QP_ q LAJ( )d d)/“’—o
dx ay

Cette équation peut encore étre simplifiée; en eflet, si I'on pose
~
s=f(v),
elle se change en une équation de méme forme :

d‘zd 025
@7 1 dxdy JL 1 dxady 9L .. il pegni 9 0V
dzdy 2 03 odxr 2 07 w_i_(f(J)Y())_*_f (J)\djW‘——

dx dy

ot 'on a posé

*odv

WAGHIE

Si’on a pris pour la fonction f(v) une intégrale de I'équation

S'O) =) b(v) =o,

I'équation (84) prend la forme réduite

g(v)=

023 03
. A s ! dxz dv 1 dxdy
(95) 2 03 P72 797 17 )
Iz oy
Elle admet le multiplicateur
_2p 29 ,
)‘—_057 di +V‘(x’))’
dz  dy

339

u(x, y) étant une solution de 1’équation adjointe, et les valeurs correspondantes

des fonctions f(x, ¥, 5, p), o(x, yy 3, q) sont

s
;.
7= :%—57““3 %*“&g—y ~'+%f/+%ly—l-

@ oxr



340 E. GOURSAT. — QUELQUES TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS, ETC.

Il est clair que, quelle que soit la fonction H(z, y, 5), les formules (96) ne
peuvent définir une transformation B,. Pour avoir une transformation By, il suffit
de prendre u. = o, H=o0; les formules (96) deviennent alors

(96 bis) p= —(%—, q'= :)]d’

oz ay

et, en égalant les deux valeurs de s, on est conduit a 'équation

(97) G =G(9),
ou
d‘z 2
_ <()de>
G( )=~
0z Jy

Cette équation est encore de la forme (94), et 'on voit que I'intégration de cette
équation est ramenée & celle de ’équation linéaire (95).

Il est facile de déduire de la une propriété intéressante de I'équation (97). En
effet, si dans I’équation (95) on remplace 5 par ¢z, on est conduit & une équation
A \ . T R .
de méme forme, ot & est remplacé par 35 on en conclut que l'intégration de

I’équation

et celle de I'équation

sont deux problémes équivalents : résultat que j’ai déja établi par une autre
méthode ().

(1) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, p. 1.



