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THEORIE DES FORMES A COEFFICIENTS ENTIERS

DECOMPOSABLES EN FACTEURS LINEAIRES,

Par M. X. STOUFF,

Professeur & la Faculté des Sciences de Besancon.

Théorie des formes 4 coefficients entiers ou le degré est égal au nombre
des variables et qui peuvent étre décomposées en facteurs linéaires (1!).

L

Soit d’abord une forme de degré n, & m variables, dont les coefficients ne sont
pas tous nuls. On peut trouver un systéme de valeurs entiéres des variables, pre-
miéres entre elles, pour lequel cette forme a une valeur différente de zéro. En
effet, attribuons & chaque variable, indépendamment des autres, n + 1 valeurs
entiéres distinctes, ce qui donne en tout (7 —+1)™ systémes de valeurs des va-
riables. Parmi les (7 +- 1)™ valeurs correspondantes de la forme, I’'une au moins
n’est pas nulle. Supposons, en effet, pour un instant que le contraire ait lieu, el
envisageons les valeurs de la forme relatives aux différents systémes qui ne se
distinguent entre eux que par la valeur de I'une des indéterminées; la forme
ordonnée par rapport a cette variable est un polynome d’ordre n, qui a n—41ra-
cines, et dont, par conséquent, tous les coefficients sont nuls. Les coefficients de
la forme ainsi ordonnée, qui sont des formes d’ordre n au plus par rapport aux
m — 1 variables restantes, sont nuls pour les (n~+1)ym= systemes de valeurs que
Pon peut atiribuer a ces variables. On ordonnera chacun d’eux par rapport i
I'une des variables qu’il contient, et 'on répétera le méme raisonnement. Fina-

lement, on prouve ainsi de proche en proche que tous les coefficients de la forme

(') L’objet de cet article est de faciliter Ia lecture des Mémoires de M. Hermite (t. 47 du
Journal de Crelde). M. Minkowski a souvent complété les travaux de M. Hermite avec des
méthodes qui lui sont propres. Je me suis proposé ici d’interpréter autant que possible la
pensée de M. Hermite,
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130 X. STOUFF,

proposée sont nuls, ce qui est contre I’hypothése. Ayant obtenu un systéme de
valeurs entiéres des variables qui n’annulent pas la forme, en les divisant par leur
plus grand commun diviseur, nous obtiendrons un systéme de valeurs entiéres
des variables premiéres entre elles qui n’annulent pas cette forme.

Nous nommons équivalentes deux formes lorsque la seconde s’obtient en sou-

metlant la premiére & une substitution linéaire de déterminant un

j=m

(i=1,2,...,m),

(1)

ol les coelficients a;; sonl entiers.

On sait, d'aprés M. Hermite, que I'on peut toujours former un déterminant &
éléments entiers et de valeur «n, dont une colonne soit conslituée par des nombres
entiers donnés, premiers entre eux; on sail également que, si une forme est sou-
mise a la substitution (1), le coefficient de x* est le résultat obtenu en substi-
tuant respectivement a Z,, Za, .., Ly, dans la forme primitive o, %aj, <.y G-
De ces deux propositions et de celle que nous avons démontrée en commencant
il résulte que toute forme dont les coefficients ne sont pas tous nuls a une équi-
valente dans laquelle le coefficient de 7 n’est pas nul, j étant 'un des m indices
a volonté. )

Le probléme que nous nous proposons maintenant d’étudicr est le suivant :

On donne une forme a coefficients entiers de degré n, & m variables, et
Uon sait a priori que cette forme peut étre décomposée en n facteurs linéaires;

on demande d’obtenir ces facteurs.

Le probléme sera résolu pour la forme donnée s’il I’est pour 'une quelconque
des formes équivalentes. Parmi celles-ci, soit ¥(zy, 2, ..., 2n) une forme ou le
coefficient de 27, qui est un nombre entier A, est diflérent de zéro, et

J=n
F('Tb TLas vy xm) = I]Uj’
j=1
h=m
Uj: Eaj/l(l}‘]“
h=1

on aura
j=n

A:Hajl,

j=1

et, par hypothése, A n’étant pas nul, aucun des coefficients @;, n’est nul.
Le probléme devra étre considéré comme résolu si I'on connait dans chaque
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facteur linéaire les rapports des coefficients de z,, x3, ..., 5 au coefficient de
z,. En elfet, les données ne permetient pas de déterminer davanlage ces facteurs.

Prenons
Xy=— 1,
posons
&£, =3,
P=—s (U=123,..,0),
J1
h=m
aQjin, ;
R
h=3 - /!
et
F(z,1,25 ..., )
. X L = (5 @y oy ),
nous aurons
j=n
(2) f(s, X3y ..-,xm):l—[(z_:j_h ‘}j)’
j=1

le polynome f a ses coefficients rationnels. 11 doit étre considéré comme connu.
Le probléme sera résolu si I'on connait les quantités 5; et les expressions li-
néaires ¢; qui ne contiennent que les n — 2 derniéres variables L3y oy T

Soit ¢(s) la somme des termes de f(3,23,...,2,) ol ne figarent pas les
m — 2 derniéres variables, et 94(s, 3, ..., 2,) la somme des termes de f dont le
degré total par rapﬁort aux m — 2 variables z;, ..., z,, est ¢gal & £. On aura

donc
S(E &y oo Zp) =0+ 014 0y O
En faisant
L3=...==X,,== 0,

I'identité (2) donne

j=n

o(s) =[] (s — =3

j=1 -
les quantités s; sont donc les n racines de I’équation a coefficients rationnels
(3) 9(s)=o,

a chacune des racines de celte équation correspond un facteur linéaire de J- Soit
5y une racine simple de I'équation (3), je dis que les coefficients de la fonction
linéaire ¢, s’expriment rationnellement en fonction de z,. En effct, si I'on déve-
loppe le produit qui figure dans le second membre de (2), on voit que 'on a

j=n

4) =3[0 [T ==,

j=1
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) 7
ou le signe I l indique le produit des facteurs binomes 5 — 55 en exceptant la

valeur o =. Si, dans les deux membres de U'identité (4), on fait 5 = z,, il vient

h=n

c?l(sl’ T3y o+ .,-Z',,,) =¥ | I (51’_' slt): 1 ?I(;l)'
h=2
*

Ainsi le facteur linéaire qui correspond a une racine simple s, est

5?1_(_:'1’ Zyy ooy ) (3 —21) 9" (5)
o' (5y)

?

on voit qu’il est connu rationnellement dés que 5, est connu.

Je dis encore que, si 5, est une racine multiple d’ordre A de I'équation (3), le
produit des facteurs linéaires de f qui correspondent a 5, est connu rationnelle-
ment quand z, est connu. Soit, en effet,

Pi=(s—5+¢)(5—51+0)...(5§ — 5+ )

ce produit. On a
h=k

itz s, o) = S Lo ) [ TT =]

h=1

dans chaque terme de la somme 2, Pensemble des indices j, forme une combi-

!
naison des indices 1, 2, ..., n, k & k. Le signe I I indique que / prend les va-

leurs qui ne sont pas comprises parmi celles des indices j,. Si nous faisons

z=5,, tous les termes de Ja somme Z s'annulent, sauf un seul, et I'on a

(P/.'(zlx T3y -“’-Tm) -
1 .
= 0ae R ( 5 — Spgy) (51— Spg2) . o (51— 5n) = 94950 .sz—'@(")(;l ).

Plus généralement, on a
h=k—1

(5) Qk_I(z,xa,...,z,,,):Z H"/’;. [I—I,(:—;,.)].

h=1 N

Dans le second membre, z — z, figure avec I'exposant / dans les termes qui
contiepnent les produits &k — 1 a k — [ des cxpressions ¢y, ¢2, ..., ¥4} 2 — 5
figure avec un exposant supérieur a / dans tous les autres termes du second
membre. Prenons les dérivées d’ordre / des deux membres de 'identité (5), puis
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faisons 5 = z,, il viendra
h=k—1

@\LI)/(‘H‘TJ’---"’I’m)“/_@(“(*’l)z | I ’

h=1

ot, cette fois, les indices jj sont pris parmi les nombres 1, 2, ..., k.

On aura, par suilte,

5—3 (5—z5))?
CD/.-(GI,.Z';;,...,J',,,) -+ B (?;.«_1 (sl’x:h '--9‘7"/n) -+ 92—2 Sy Xy ..-,.’l’,,,) et

(5 —3
/1

)"

¢(s1)

P, est donc connu rationnellement par s,.
Supposons que I’équation ait s racines de I’ordre de multiplicité &, 5y, 54, . .., 35,

et soit

q/(s):(z._;l)(;—:z)(z—za)y

on sait que le polynome ¢/(z) est connu rationnellement; aux racines sy, 25, ..., %
correspondent des facteurs Py, P,, ..., s de f tous de degré & donnés par la
formule (6), et le produit effectué P, P,...P; est un polynome de degré sk dont

les coefficients sont des fonctions symétriques de zy, z., ..., z,. Ce polynome est’

donc connu rationnellement.

Supposons maintenant que la forme a coefficients entiers F(zy, 22, ..., Zn )
soit irréductible. Nous entendons par 1a qu’elle n’est le produit d’aucune autre

forme & coefficients enliers par une forme aussi a coefficients entiers. D’aprés la

théorie de la division des polynomes, F ne pourra étre non plus le produit de,

deux formes de degré moindre que n & coefficients rationnels, et / n’admettra pas

2

non plus de diviseur de degré moindre & coefficients rationnels. Or, si I'équa-
tion (3) admet s racines du degré & de multiplicité, et, en outre, d’aulres racines
d’un degré de multiplicité différent de £, J admet le facteur P, P,...P; qui est
connu rationnellement, et, par conséquent, I ne peut étre irréductible. Donc, si
F est irréductible, toutes les racines de (3) sont nécessairement du méme ordre

de multiplicité.

Quand F(z,, z,, .. ., zn) est irréductible, on peut, d’ailleurs, en tout cas,
Jaire dépendre la décomposition compléte de cette forme enfaclezu s linéaires
d’une équation d’ordre n qui n’a que des racines simples.

Uj désignant, comme il a été dit plus haut, I'un des facteurs linéaires de F, on

peut écrire
hk=m

Uj=a;z + E a;inZh;
h=2
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comme aucun des coeflicients @, n’cst nul, nous pouvons poser

h=m

a;,x
2 JhLhe
J1

h=2

Les n fonclions linéaires homogénes L; contiennent seulement les m —1 der-

nicres variables z,, 23, ..., Z. Attribuons a chacune de ces variables indépen-

n(n—i)
2

damment des autres -1 valeurs entiéres distinctes, ce qui donnera cn

1(n—1) m~1 . . .
tout [_LT_ + 1] systémes de valeurs de ces vaviables. Je dis que I'un au

moins de ces systémes fait acquérir aux n fonctions linéaires L; des valeurs
toutes diflérentes entre elles. Supposons, en effet, que le contraire ait lieu,
c’est-a-dire que, pour chaque systéme, deux au moins des fonctions Li; prennent la

n(n—1 m—2 n(n-—1
méme valeur. 1l y a [—(———) —+ 1] groupes chacun de —(~;~—2 1 sys-
2

témes, lels que les systémes de chaque groupe ne différent que par la valeur at-
tribuée & z,. Envisageons les systémes d’'un méme groupe, pour chacun d’eux il
existe une combinaison Lj, Ly, pour laquelle les valeurs de L;j et de L sont
égales, et, comme le nombre des systémes de ce groupe surpasse d’une unité le
nombre des combinaisons de n objets deux a deux, l'une au moins des combi-
naisons Lj, Ly doit se présenter deux fois. On a donc, pour les mémes valeurs de
Ly, Ziy ooy Zp et pour deux valeurs dilférentes de z,,

Ly—L;;
J /O
d’out 'on déduit
aje . aj 2 Aj3Ly~t-... -+ AimZm __ A3 Tyt A
ajy (’11 a;, aj
Posons
h=m
, 1 N
o —— a;,x
Jhvhy
ajl
h=3

fn{n—1 m- \
nous avons done [(———) -+ 1] systémes de valeurs de x5, ..., 2, lels que
2

dans chaquc systéme une des combinaisons L, L, présente des valeurs égales et

n(n—ri) m—3
= . Ces syslemes peuvent élre 1‘eparl15 en [——2——— —+ 1]
,/l J'1
groupes ol les systémes d’'un méme groupe ne différent que par la valeur de x;;

n(n— x)
2

le nombre des systémes d’'un méme groupe étant 22272 11, Pune des combi-

naisons L), Ly présentant des valeurs égales doit se présenter au moins deux fois,
jr 2P <)
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el 'on en déduit

ajy Qs Q3 Aj Xyt oo ot QT _ AT+ o4 Ay,

Ajy __ 4 +
— H

ajl dj'1

ap  a;y aj, - ajy

et ainsi de suite. De proche en proche on prouverait ainsi qu’il existerait dans I
deux facteurs linéaires U;, U; dont les coeflicients seraiecnt proportionnels.
F aurait donc des facteurs multiples, et le produit des facteurs d’un méme degré
de multiplicité donnerait un diviseur de I qui pourrait étre trouvé rationnelle-
ment. I ne serait donc pas irréduaclible.

Envisageons maintenant un systéme de valeurs de z, &3, ..., 2, pour lesquelles
les fonctions L; sont toutes différcntes. Divisons ces valeurs par leur plus grand
commun diviseur, nous aurons des valeurs entiéres premicres entre elles de .,
Z3y vy &y pour lesquelles les valeurs des L; sont toutes différentes; ces valeurs
peuvent étre prises pour éléments de la premiére colonne d'un déterminant a
¢éléments entiers et de valcur un. Dans F, sans changer la variable z,, soumettons
les m — 1 derniéres variables 4 la substitution dont les coefticients sont les
éléments de ce déterminant; les différents quolients g’i relatifs aux facteurs

J1
linéaires de la nouvelle forme seront précisément les valeurs des fonctions L;
toutes différentes entre elles. Par suite I'équation 9(5)=o, relative & la nouvelle
forme, n’aura que des racines simples; et chacune de ces racines étant connue,
on connait par cela méme le facteur linéaire correspondant.

Soit n = sk, et supposons que ’équation o(5) = o relative a la forme primi-
tive ait s vacines de degré A de multiplicité. Par la résolution d’une équation de
degré s, la forme se trouvera décomposée en s autres formes de degré k; sil'on
fait ensuite dans chacune de ces formes la substitution linéaire & coefficients
entiers qui vient d'étre indiquée, on voit que chaque forme d’ordre k pourra éire
décomposée en facteurs linéaires a I'aide d’une équation de degré £.

On peut encore remarquer que si la fonction F est irréductible et si ’équa-
tion 9(z)=o0 n'a que des racines simples, cette derniére équation est néces-
satrement irréductible. Car si ©(z) avail un facteur rationnel, le produit des
facteurs correspondants de I serait aussi connu rationnellement.

I

Considérons plus particuliérement les formes irréductibles décomposables en
facteurs linéaires et oir le nombre des variables égale Pordre 7 de la forme

F(‘l‘h‘z‘% "-)xn): (a“x,—i—a”xz—i—...—i—al,,ar,,)

>< (a2l x] + (122‘1‘2 +"‘+ a?ll xll)"'(alll ‘Z’l + all:_’xﬂ +"'+ a"ﬂxﬂ)'
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M. Hermite nomme ‘nvariant de F le carré du déterminant des coefficients
ajn (Jyh=r1,2,...,n). L'invariant est une quantité rationnelle.

En effet, d’aprés ce qui précéde, dans chaque facteur linéaire de F, les rapports
des n — 1 derniers coefficients au premier peuvent toujours s’exprimer comme
nous l'avons vu par des fonctions rationnelles des diverses racines d’une équation
d’ordre n & coefficients rationnels. L’invariant est, par suite, égal & une fonction

symétrique des racines de cette équation, multipliée par le carré du produit
@11y« Ay

qui est lui-méme égal au coefficient de 27 dans la forme; donc, c’est une quan-
Lité rationnelle.

Si Pinvariant n’est pas nul, aucun des coefficients aj, n’est nul, ni dans la
forme I, ni dans aucune forme équivalente.

En effet, d’aprés ce qui précéde, il existe une équation & coefficients rationnels

qui n'a que des racines simples z,, z5, ..., %, et telle que 'on ait
(11/,:7'[(5;), a?h:ﬂ.(zﬂ)y ERE) aj/l:ﬁ(sj)’ ceey anh:n(zn)7

=(z) étant une fonctlion rationnelle. De plus, cette équation est irréductible, sans
quoi F ne pourrait étre irréductible. Si donc on avait

n(s;) =o,

I'équation =(5)==o0, & coefficients rationnels, admettant la racine z;, devrait

admettre toutes les racines z,, %a, ..., 3,; on aurait alors
A p=Qyp==... = aAjp=v.. = Qpp— 0,

et le déterminant dont le carré donne linvariant ayant une colonne de zéros

serait nul,
j=n
Le coefficient de z} dans la forme F est égal a I I ajs. Alnsi dans F et dans
j=1
toutes ses équivalentes les coefficients des puissances ni¢™e des variables sont des
enliers qui ne sont jamais nuls.

\ : A Qrn sz
~D’apres ce qui précéde, deux des rapports —=, —= ne peuvent devenir égaux

an ary
. an , - .
que si les n rapports —a’—h (j=1, 2, ...,n) se partagent en un certain nombre s
it
de groupes différents contenant chacun le méme nombre £ de rapports tous égaux

entre eux. La décomposition de I en facteurs linéaires peut encore étre consi-
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dérée comme dépendant d’une équation E d’ordre n, & coefficients rationnels, et
qui n’a que des racines simples. Mais comme cette décomposition peut aussi élre
effectuée par la résolution d’une équation d’ordre s suivie de celle d’une équation
d’ovdre &, le groupe de Galois de U'équation E est alors nécessairement im-
primitif. A

Siles facteurs de I ne sont pas tous réels, on peut supposer les facteurs imagi-
nairves deux a deux conjugués. Soit p le nombre des facteurs réels, v le nombre
de couples de facteurs imaginaires conjugués, de sorte que w + 2v= n. Repré-
sentons par U; (j=1,2,..., ) les facteurs réels, et par U;j pour j = u +1,
U2, ..., n les fucteurs imaginaires conjugués. Supposons de plus que Upsr
soil conjugué de Uy, Uy, conjugué de Uy, s, et ainsi de suite. Considérons le

déterminant

[ a1y ayy . Ayp
|
@) A3y . Aan I
|
! i
| Quri,n Quege -0 Quagn |

D= iy

C Auvar Qpiaas oo Quian '
{ ;
| |
Ap—1,4 Qn-1,2 -+ Quoq.p !
|
’ Ap .y a,.» . An,n [

'

\

en combinant les lignes on reconnait aisément que ce déterminant est égal 3

D— L

Apii+ Ay

2,0 Apyrn

Ay 1+ Ay

An,y — Apogy

Ayy,2+ Auia e

Quva,2— Apia,2

Ap,a — Up_1,2

yn
Asp
Aui1,n+ Apia,n

Ayv2,n~— Aui1,n

Ap—gn+ Ay.n

Apn Ay - 1,7

Tous les éléments de ce déterminant autres que ceux des lignes de rangs @2,

w4, «.., nsont véels; les éléements de ces lignes sont des imaginaires pures.

Donc D est égal a (\/—— 1)’ multiplié par une quantité réelle. L’invariant étant
¢gal a D2, on en conclut que 'invariant a le signe de (— 1)y

Fae d= 1., 2° 8., V. 18
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III.
Soit
j=n
F(.Z‘,,l‘g, ey *Z'n)zl I Uj7

j=1

h=n

Uj:E Qjnhy
h=1

une forme i coefficients cntiers, irréductible, décomposable en n facteurs lindaires
) . , . ..
et dont l'invariant n’est pas nul. On se propose de déterminer les substitutions

linéaires a coefficienls entiers

j=n

(S) .I)i‘:z Otjjl':,-,

j=1

qui changent cette forme en elle-méme.
Par la substitution S, chaque forme linéaire U; se change en une aulre forme

linéaire que I'on peut représenter par U;S, et comme on doit avoir identiquement

- i
11u=]]us.
=1 =t

et que d’aprés la théorie de la division. des polynomes chaque facteur linéaire du
premier membre doit se retrouver dans ie second, a chaque indice j doit corres-

pondre un indice /; tel que 'on ait identiquement
(7) UjSt:EjUhj,

lorsque j pareourt les valeurs 1, 2, ..., n, U'indice correspondant /; prend succes-
J P y 2y y 14y J L A
sivement une fois et une seule chacune de ces mémes valeurs, de plus il faut évi-

demment que
j=n

(8) [[Ej“:i].

j=1

Nous distinguons maintenant deux cas.
Premier cas. — L’un des facteurs-U; se reproduit par la substitution $ a une
J I I

conslante multiplicative prés, ce qui s’exprime par les équations

ajy - Ajy -
(9) i=n T i=n ]

il=n ‘
—~
Z iy E Qji%is E @ji%in
=1

i=1 i=1

a’ju
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Or, & chacun des facteurs de F correspond, d’aprés ce qui précéde, une racine 5;
. ., . a; '
d’une équation irrédactible par laquelle les rapports ;th (h=2,3,...,n) s’ex-
/1

priment rationnellement. En vertu de Pirréductibilité de cette équation, les rela-
tions () subsistent quand on y remplace 5; par une autre quelconque des racines
de celte équation, ou, ce qui revient au méme, les coefficients de U; par ceux de
I'an quelconque des autres facteurs linéaires. Donc, si I'un des facteurs se repro-
duit & une constante multiplicalive prés, il en est de méme de tous les autres.

On a donc, pourj=1,2,...,n,
U;j8=¢; U,

Le déterminant de la substitution S est toujours égal & —+ 1.
En effet, on peut regarder cette substitution comme résultant de trois autres :
1° Substitution des variables U,, U,, ..., U, aux variables x,, s, ..., 2,;
2° Substitution aux variables Uy, U,, ..., U, des variables U’ u,, ..., U,
définies par les relations
Uj=¢; U

’

3° Substitution aux variables U, U,, ..., U, des variables 2, 2, ..., ).

Le déterminant de la premiére substitution est 'inverse du déterminant A des
coefficients des fonctions linéaires U;. Ledéterminant dela seconde est I I €j=1.

Le déterminant de la troisiéme est A, Le déterminant de S est nécessairement égal
au produit de ces trois substitutions et, par conséquent, a 'unité.

I R . .
La valeur commune des rapports (9) est —- Donce; s exprime rationnellement
p
j

par z;; elle appartient au corps algébrique déterminé par celte racine.
ej est une unité complexe. Soit, en effet,

une fonction linéaire qui se reproduit multipliée par une constante w quand on
la soumet a la substitution S, de telle sorte que l’on ait identiquement

i=n j=n j=n
[—
As a,j‘zj__,mE)\,xj,.
i=1 j=1 j=1
ce qui donne les relations
i=n
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ct par suite, en éliminant les quantités %,

oy — 6 Oy oy
Aya Lyg— ®W ... A
:O,
} Ain Apn— O |

équation a cocefficients entiers ot le coefficient de w” est égal A un. Or zj est néces-
sairement une racine de cellie équation. Done &; est un entier complexe, et,

d’aprés I'équation (8), ¢; est une unité.

Second cas. — Chacun des facteurs U; seumis & la substitution S se¢ trans-
forme en un facteur Uy, différent de Uj, multiplié par une constante s;.
Comme les rapports des coelficients de U; s’expriment rationnellement par la
racine 3j d’une équation d’ordre n qui n’a que des racines simples, on peut poser
. _— . ” -2 It -1
=k (byo -+ b3, + 03]+ by 3] ),

-
@iy = kj(byg - byy3; 4 buasi oo 0y 3770

(10) ’
A= kj(b110+ bnl:‘j+ bnz:} e o bn,lzflz;'l 1)’
les quantités byg, byyy ooy by ncry Doy oy buoy ooy buuoy sont des nombres

rationnels, k; est une quantité diflérente de zéro; pour avoir les expressions des
coefficients d’un aulre facteur linéaire Uy, il suffira de remplacer, dans les for-
mules (10), k; par une autre constante Ay, et 3; par la racine 3, (ui correspond au
facteur uy, les nombres b restant les mémes.

Il est évident que, pour que Pinvariant de F ne soit pas nul, il faut que le
déterminant des quantités b soit différent de zéro.

Metons, pour simplifier, 2 au licu de £;. Lidentité (7) donne alors

i=n r=n r

2: 2: I .
aji Oiplp = 2Ej

i=1 r=1 r

n

'
Afpp .,

b

1

i

ct, cn égalant les coelficients de x, dans les deux membres

i=

N

Ajidtiy =280, (r=tu,2, ..., n).

(11)

=1

Les équations (11) sont au nembre de 725 comme le délerminant des quantités a;,
est égal & un, on pourra en tiver les coefficients aj; comme fonctions linéaires des

coefficients ay.. Enfin en remplagant ajy, @jay -+, @jn par les valeurs (10) et en
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résolvant les équations ainsi obtenues, il vient

1 o i/{f-’f Coo —+ Cot 32 e co”n_,:}{“),
J
5; = Ejkk.h (¢ro +ceusn ..ot €asil),
J
3} :E—J'/Tk.—’—'(czo Y P I L L I/ A
J
...... B A T R A IR N R A A A I R )
:‘;'_l:Ejk—k'hf((‘”__Lo—i— Cn—1,13p+ .+ Cneyn—1 32"),
7

ou les quantités ¢ sont des coefficients rationnels; en divisant membre & membre
la seconde équation par la premiére, on aura 5; exprimé rationnellement en fonc-
tion de z;. On pourra toujours mettre cette relation sous la forme

:‘j:P-o‘*'P-ﬁh—*" P’éz;lt‘*_- . ~+Hn;15}l"' — q"(:/z)’

tu_y €tant rationnels. 3, étant la racine de l'équation

les coefficients wg, wy, .oy}

irréductible
(12) o(3)=—o,
les denx équations a coefficients rationnels
o(2)=0, ¢[Y(3)]=0,

admettent 3, comme racine, et, par suile, toutes les racines de la premicre
vérifient la seconde. Ainsi, en prenant pour s 'une quelconque des racines de (12),
¥ (z) est encore une racine de celle équation.

St I'on considére 'équation
1

;j:\P(;)’

il n’existe d’ailleurs qu’une seule racine de (12), 5= 2, qui vérifie celle équa-
tion. Ea effet, si 'on substitue & 3, dans 4(s), les n racines de (12), on obtient
n quantités qui, d'aprés la théorie des fonctions symétriques, sont les racines
d’une équation E rationnelle d’ordre n. Si deux racines de (12) substituées
dans ¢(5) donnaient toutes deux 3;, 5; serait au moins racine double de Péqua-
tion E, et E serait réductible, s; étant racine d’une équation rationnelle de degré

moindre que n, I'équation (12) serait réductible, ce qui est contre 'hypothése.
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Iv.

Le développement de la méthode indiquée par M. Hermite dans son Mé¢-
moire Sur la théorie des formes quadratiques (Journal de Crelle, v. 471,
1 Partie, V) permet : 1° de démontrer que pour un incariant donné il n’existe
qu’un nombre fini de classes distinctes de formes I'; 2° de déterminer la
nature des substitutions qui transforment en elle-méme une forme ¥ décom-
posable en facteurs linéaires.

Soient

U, Uy ..., U,

les facteurs réels de F,
Vi, Wi v,y Wy ooV, W,
les couples de facteurs imaginaires conjugués, de sorte que p —+2¢ = n. Nous

poserons

h=n

U; :Zajhxh (f=1,2, ..., P)
h=1

h=n

(13) Vj,ZE(bjh_‘_icjh)x" (J=1,2, ..., q) ([:y/-:?),

h=1

h=1
h=n
vvj:E(bjh'— L.th).l‘/, (J':Iv 2y ooy (]),
\
les lettres @, b, ¢ désignant des quantités réelles. On a idenliquement
i=p  j=q
(I,I) F(an, Xy ...,.Z‘,L):I IU_,I IVjo.
j=1 =1
Envisageons, d’aprés M. Hermite, la forme quadratique

(13) 0( 24y &gy ooy ) = R0 20T+ - W20+ 2 VW 2p2 VW,

pour toutes les valeurs des paramétres % et u. Comme entre plusieurs formes o
qui ne différent que par un facleur constant, il n’y a intérét qu’a en considérer

une seule, nous pouvons, sans porler atteinte a la généralité, supposer
(16) The. dpplplpr=1,

D'aprés cela, en désignant par I l'invariant de F, le déterminant de o est (—1yL
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Soit
ll=ll
(17) (8) szz %) Ty
h=1 .

la substitution & coefficients entiers el de déterminant un propre a réduire o pour
des valeurs particuliéres des quantités % et 1. Par celle substitution I devient

F/ (&), &), ooy 2h);
7=p Jj=q
A ’ 12
(18) F'(2,, &y ... x’,l):lIUj | |V;wj,
j=1 j=1

U’ est ce que devient U; par la substitution S. D’unc maniére générale, nous
représentons par des letires accentuées les quantités relatives a la forme I/, Dans

la forme ¢/, réduite de o, le coefficient de 7’ est

’

(’9) )‘? a,12/1. -+ )‘g a:zglt—‘_"‘—*“ )‘;Z)a;)?h -+ [J“I’ ( b’12/L+ cllzll) -+ P’T (bllzll+ 012/1) —+ [J‘E ( b;llz -+ C'-_’:'/l)

’ Iy

-+ I‘L‘i(b;gk"J'_clzzh) .. ‘U.:‘;'(b(zh—l— c;[-zh) -+ H;( brfh -+ c’{]:zll )’

il résulte de la relation (16) que le produit des termes de I'expression (19) donne
précisément le coefficient de ;" dans F'. Or, nous avons démontré que, F ¢lant
irréductible, les coefficients de x", z)*, ..., ' ne peuvent étre nuls, et comme
ils sont entiers, leur valeur absolue est au moins égale & un. D’aprés le théorcme
velatif & une somme de termes positifs dont le produit est constant, la somme (19)
esl au moins égale & n. Or, d’aprés le théoréme de M. Hermite sur les formes

délinies réduites, le produit des coetficients des carrés des indéterminces dans ¢/

3

. N . v . . T . .
est moindre que p(—1)'I, o étant un coefficient numérique qui ne dépend que

p(—1)'1

——» puisque chacun
nt=

de n. Le coefficient de x}’ dans o' est donc moindre que

des autres facteurs est au moins égal a n.

! chaque coefficient du carré d’une indéterminée cst

Donc, dans la forme g
compris entre une limite inférieure et une limite supérieure, toutes deux positives
et qui ne dépendent que de L.

On sait d’ailleurs, d’aprés M. Hermite, que les formes binaires quadratiques
obtenues en annulant dans ¢’, n — 2 quelconques des indéterminées sont Loutes
réduites; il résulte de cetle remarque et de ce qui précéde que, dans 2/, les coefli-
cients des rectangles des indéterminées ont tous des limites supérieures qui ne
dépendent que de 1.

De la résulte aussi que tous les coefficients de I ont des limites supérieures
qui ne dépendent que de L. En effet, la somme (19) ne comprenant que des termes

positifs et ayant une limile supérieure qui ne dépend que de I, il en est de méme
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de chacun de ses termes, par conséquent, les quantités
val. abs. 2,4}, (J=t,2,..,p; h=1,2,...,n)
iy mod (%, + ichy,), (j=1,2,...,¢q; h=1,2,...,n),
ont toutes des limites supérieures qui ne dépendent que de I.

Or, en clfectuant le produit des quantités U, V', W', on voit que chaque
coelficient de I est une somme de produits de la forme

, . . . .
ay, ay,. . .a;,,-l,( by, =+ icy,) - . .(l)’,”-.,+ tc:m) (O, — icw,)- - .(b’,,/,,,— wﬁ,,,rl),

on ne changera pas la valeur de cetle expression en la multipliant par le pro-

duit (16) qui est égal & P'unité, ce qui donne

~ ’ ’ - ’ 7 .’ 7 .7 ' L r s N

Ny, b @y e by &pi g (OY A 0C Yo g (Bgj - Ceg; )y (Dyp, — 86w, ) o g (Ogn, — ()
l Ng 9iq 1"q T

Dans ce dernier produit, chaque facteur avant une limite supérieure, il en est
de méme du produit.
Les formes I ayant des coefficients entiers dont les valeurs absolues sont

limitées, sont donc en nombre fini. Nous obtenons donc le théoréme de

M. Hermite.
Pour unincariant donné, il n’existe qu’un nombre fini de classes distinctes.

La méme méthode donne les transformations semblables de F ().

Soit '
92 32 2 2 2
(40) logat loz2; loghy logpi — _ logpi P
2 R L )
ry I, T, s, Sq
(21) Py Py e T, 28 L 28,= 0,

k est un paramétre que Uon fait croitre d’une valeur Ay & -+ o0, et ensuile
décvoitre de hy & — . Les quantités positives ou négatives r et s sont consi-
dérées comme fixes; p + ¢ —1 d’enire elles peuvent éire prises arbitrairement;
la derniére est alors déterminée par la relation (21) qui est une conséquence
de (16) et de (20). Nous dirons qu'une forme } cst réduite quand elle correspond
a une forme quadratique réduite pour des valeurs convenables des quantités %
¢t w. Pour un invariant donné 1, le nombre des formes réduites est limité,
comme nous 'avons vu, el a fortiord il est limité pour une méme classe.

En oénéral, les corps aleébrigques qui correspondent aux divers facteurs de I
8 ’ | 3 q l

(1) Comparer MINKOWSKI, Geomelrie der Zahlen, p. 137.
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sont distincts; nous supposerons que ’on adople arbitrairement pour ces corps
un ordre déterminé. On décomposera les formes réduites F en leurs facteurs
linéaires, et 'on rangera ces facteurs dans I'ordre des corps auxquels ils corres-
pondent. On ne considére pas comme distincts deux systémes de facteurs qui ne
différeraient respectivement que par des constantes multiplicatives.

Dans le cas ot les corps algébriques correspondant aux divers facteurs de F ne
sont pas distincts, on rangera d’abord les corps distincts dans un ordre déter-
miné, d’ott il résultera un certain ordre entre les groupes de facteurs linéaires
qui appartiennent aux différents corps. Pour disposer les facteurs linéaires a I'in-
térieur d’'un méme groupe, on adoptera d’abord un ordre arbitraire que I'on

soumeltra ensuile aux permutations dut groupe de Galois de P’équation
(3) o(s)=o.

Ainsi, dans ce cas, nous considérons comme dislincls certains systémes de facleurs
qui ne different que par l'ordre des facteurs. Mais nous faisons toujours
abstraction des constantes multiplicatives.

Soit dans tous les cas N le nombre des systémes de formes linéaires ainsi
oblenues.

Soit Fy une certaine forme de la classe considérée. On décomposera Iy en
facteurs, et I'on rangera ces facteurs

Uy Usy  ooey Upy iy aeey Vg Wy, L, Wy

dans 'ordre convenu pour les corps algébriques correspondants, si ces corps sont
tous distincts; dans le cas contraire, on choisira un arrangement qui, vis-a-vis
des précédents, ne soit pas en opposition avec le groupe de Galois de I'équa-
tion (3).

Envisageons la forme quadratique (15), (2, 2, ..., Z,) qui correspond a F,,
les valeurs des paramétres J et u étant obtenues d’aprés les équations (20). Soit P
un nombre dont nous nous réservons de disposer. Donnons a & les valeurs

. (N+1)P,

réduisons chaque fois la forme quadratique ¢, et faisons subir en méme temps
aux facteurs de F, la substitution propre a réduire ©; nous obtiendrons ainsi
N —+ 1 systémes de formes linéaires dont le produit donne une forme réduite. Or,

il n’y a que N pareils systémes qui soient distincts. Donc un systéme au moins
Uy, Uy ooy Uy Vi ooy Voo Wi, o, W,

se présentera deux fois, absiraction faite de multiplicateurs constants, pour
Fac. de T.,2¢S., V. ]9
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k=1P et pour A =mP, { et m étant deux valeurs différentes prises dans la suite

1,2,3,..., N+ 1. Soient

[ 2363 U023 63 Udo ok 23} Ut apd o} VW ko apd n3 VoW,

(22) !
f U+ A2 U2+, .+ )/’,e',,’ U;’,—i— a2 2ViW, 4.+ 2(.1.:12 -a:f V,W,,

les deux formes quadratiques réduites correspondantes, S et 8' les substitutions
qui ont servi respectivement a les réduire.
La substitution S transforme wy, wa, ..., Up, 01y «vvy Ogy W1y « o1y Vg TESPECLI-

vement en
a U, el ..., ¢,U,

meh Vi, o eV, ne W, Lo, ngem W,

ot By, 9,, ..., 0, désignent des arguments réels et S' transforme les mémes formes
linéaires respectivement en

! !

e Uy, U, ..o, €,U,

Y L PR 0 xar
'{/1 (:'B'VI, cee, .n"lez q V'I’ .nrl e-i01 W, ..., .n"I =09 W .

Donc S~' transforme Uy, U,, ..., Uy, Vi, ..y Vo, Wiy o0 Wy respecti-

vement en
- - ~1
Ellul9 Ezlu.‘), ey El, U[,,

nytem ey, L., ‘n;‘s"(’w,,, aptetbiw, L., 0t eldyw,,

et par conséquent la substitution S'S=! change respectivement u,, s, ..., ip,
Cry ooy Ogu P4, ooy (g CHE

’

¢ evtuy, e,etu "elu
1¢1 1y 2¢3 29 ceey Ep~/; D

;- . , . Fh - 06 - . 6!
ﬂxﬂllel‘m 0 ey, .., alnge’ @ 50y, nlnllex\O, W, .., ny,,qle.(e,, 0 ¢,

Posons pour abréger
el — P 4 —
°j€j —Ej, 10 -]'I/, 6‘/ QJ_OJ.

Le déterminant de la substitution S'S™! est égal & un. Si 'on adopte comme
variables les n fonctions linéaires indépendantes wj, ¢}, wj, & §'S~! correspond
sur ces variables une substitution qui en est la transformée et qui a, par suite,
méme déterminant. Ce déterminant est égal au produit des multiplicateurs E;,

H;e*9;. Donc
EE,.. . E, 0. =1,

et, par suite, S'S™* est une transformation semblable de Fy. Elle change chacun
des facteurs de Iy en lui-méme, & un multiplicateur constant prés. C’est une sub-
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stitulion appartenant & la premiére catégorie considérée au § 111. Tous les mulu-
plicateurs sont des unités.

Une pareille substitution peut évidemment élre caractérisée par les multiplica-
teurs correspondants.

Si S et T sont deux subslitutions de celle catégorie, les substitutions ST et TS
sont évidemment identiques et les multiplicateurs relatifs & ST sont les produits
respectifs des multiplicateurs de S et de T. Nous utiliserons maintenant la
remarque suivante :

Considérant toujours la méme forme Iy, si I'on attribue aux quantités X et
des valeurs satisfaisant & la relation (16) et en dehors de cela absolument quel-
conques, les produits

2

2 2.2 2.2
o MEpy pinY, .., pgng

~
—1e

«
—1y
-

~
9y

[
[
-

sont chacun compris entre une limite supérieure et une limite inférieure positives
(la limite inférieure n’est jamais nulle).
En elfet, en représentant les facteurs Uj, V;, W; d’aprés les formules (13), le

coefficient de x] par exemple, dans la forme (22) sera
2.2 2 320242 3222 52 2,27 52 2 202072 .2
Metat, +iielal ...+ 03e2ad, +opini (b ) .o aplnd(b + 2y,

nous savons que cette somme a une limite supérieure. Donc il en est de méme
a fortioride Xicia;,. D ailleurs, @,, n’est pas nul et ne peut prendre qu’un nombre
limité de valeurs; car les facteurs Uy, V;, W résultent de la décomposition des
formes réduites en nombre limité. Donc yi¢? a une limite supérieure. Le méme
raisonnement s’applique & 23¢3, ..., (0% +¢ci)), .. ..

On voit, en tenant compte de (16), que le produit

2.2 2 52,22 v b (]2 2 \2 b (D2 2 N2
Jetal Ajesal, ... pini (0], +ciy) coeptgng(bG +cgy)

est égal au carré du coefficient de 2} dans une forme réduite F,. Ce coeflicient
n’est pas nul, et il est entier; donc il est au moins égal & un. Donc 23eiaf, est
supérieur a l'unité divisée par les limites inférieures des autres facteurs, et
comme @, n’a qu'un nombre limité de valeurs X3¢} a une limite inférieure, et il
en est de méme des quantités analogues. On a donc

log(3e3) =12,  log(uin})= A\,
Zj et A, étant des quantités comprises dans des intervalles finis, d’ou

loge} =—loghj +Z;, logni=—logu?+A;
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ou en se reporlant aux équations (20) :

loge? =— 1 Pry+7, logn? =—1 Ps;+ A,
L loge?=—mPr;+17;, logn?=— mPs;+ \j,
d’ou
(23) logEi=(l—m)Pr;+71,—1, logH?=({—m)Ps;+A;— A,

De Ia résulte que les substitutions de la premicre calégorie qui transforment K,
en elle-méme ne peuvent dériver de moins de p + ¢ — 1 substitutions fondamen-

tales. Supposons, en effet, pour un instant qu’il y en ait un nombre v inférieur

! ” (a) (v)
N .. Wl ~ %l v . .
a +qg—1. Désignons par 2 ; e e ces substitulions
p / ° ] ) el ’ ’ z ’ ? el

fondamentales et par

. . (@)
E‘j") (/ =1, 2 ...y ), ll{j‘“cilol s

.. . (&)
les multiplicateurs relatifs a 2

On aurait
A=V

0"’];;:2[)“ logE»* (J=1,2 ceus P)s

a=V

logllj’“f:Epa logH#*  (j=1,2...,q),

ot les quantités p, sont v entiers positifs ou négatifs, ces équations étant au
nombre de p ¢, tandis que les nombres p, sontau plusaunombre de p+q —2,
les p -+ ¢ — 1 premiéres équations suffiront pour que I'on puisse éliminer entre

elles les quantités p,. On obtiendra ainsi une relation de la forme

j=p Jj=q—1
(24) Y.CilogE;+ ¥ K;logH;=o,
j=1 =1

ot les quantités C; et K sont des coefficients qui ne sont pas tous nuls. En rem-
placant dans la relation (24) les logarithmes par les valeurs (23), il vient en

divisant par ({ — m)P
. =

i=
= et N T — 1)) + ), K, (A —A))
WS - =1 = .
Yo X K .

j=1 j=1

[ ct m étant entiers et différents, ({ — m)P est au moins égal & I en valeur
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absolue. D’ailleurs le numérateur de la fraction est essentiellement limité, et
comme P> peut étre supposé aussi grand que 'on veut, il faudrait que 'on et

j=p /‘:,7_[
. O
(25) Z(‘,j/'j+ z K;s,=o,
j=1 j=1

mais une relation de la forme (25) est impossible puisque p 4+ ¢ — 1 des quan-
LiLlés 1, s; peuvent étre prises arbitrairement.

Les substitutions semblables de la premicre catégorie dérivent donc au
moins de p + ¢ — 1 substitutions fondamentales. Le nombre des substitutions
fondamentales qui correspondent a des unités dont le module analylique est
différent de wun n’est d’'ailleurs pas plus grand, comme on le reconnait aisément
d’aprés les considérations développées par M. Hermite dans sa quatriéme lettre
a Jacobi.

V.

Il s’agit maintenant d’étudier de plus pres les transformations semblables des
formes décomposables en facteurs linéaires. A ce point de vue, certaines de ces
formes se prétent & une recherche facile. Nous utiliserons ici une nolion Lrés
employée, celle du systéme de modules minimum.

Nous considérons un corps algébrique K comme I'ensemble des quantités qui
s’exprimentrationnellement & I'aide d’une racine z; d’une équationT a coefficients

rationnels :

Soit 1 le degré de cette équation.

D’aprés la définition générale des entiers complexes, les entiers du corps K
sont des quantités qui s’expriment rationnellement par I'une des racines de I' et
qui, en méme temps, satisfont & des équations a coefficients entiers dont le plus
haut coefficient est égal & 'unité.

On sait que la somme, le produit de plusieurs entiers complexes, et toute racinc .
d’une équation algébrique entiére dont le plus haut coefficient est I'unité et dont
tous les autres coelficients sont des entiers complexes, sont aussi des entiers com-
plexes. Ges propositions se démontrent aisément par la théorie des fonctions
symétriques.

Soient n entiers complexes du cbrps K:
Wyy Way oy Wy,
il résulte de ce qui précéde que

W, Mawe—+. ..~ Mym,
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est un entier complexe du méme corps en désignant par m,, my, ..., m, des
entiers non-complexes quelconques.
Soient

4 [N " ", . tn—-1) ‘n-1
Oy Oay  cuuy B3 O, ceey Wu5 ..y O A

les entiers conjugués de w,, ..., w,. Le carré du déterminant

6y 0y ... ®p

! !

b= ®, e e W,
(n—1) (n—1)

Wy . W,

est un entier non-complexe. En cffet, ce carré est une quantité rationnelle, car il
ne change pas quand on permute d’une maniére quelconque les racines de I'équa-
tion I'. Comme il satisfait d’ailleurs & la définition générale des entiers complexes,
c’est un entier de Parithmélique élémentaire. Car une équation a coefficients
entiers dont le plus haut coefficient est 'unité, n’a pas d’autres racines ration-
nelles que des racines entiéres. D2 est positif ou négalif suivant que le nombre des
couples de racines imaginaires de I'équation I' est pair ou impair.

Nous appellerons systéme de modules minimum un systéme d’entiers com-
plexes vy, w,, ..., w, appartenant au corps K et tel que la valeur absolue de D2
soit la plus pelite possible, sans étre nulle. Ce minimum existe cerlainement,
puisque D* ne peut prendre que des valeurs entiéres.

Tout entier complexe E du corps K peut se mettre sous la forme

M+ Myy— .o My 0y,

M, Ma, ..., m, étant des entiers non complexes. En effet, soient E, E', ..., E(*="),
les conjugués de E; déterminons les quantités m,; my, ..., m, par les équations

E —mye, MWy —eeet= M0y,
E =mo, +.....+m,ou,

P I R I R I N A )

ErD=m el P4+ . . 4+ moei;

les quantités m,, ma, ..., m, seront rationnelles, car leurs valeurs ne changent
évidemment pas quand on permute d’'une maniére quelconque les racines de T
Supposons que I'une au moins de ces quantités soit fractionnaire, par exemple,

my=m', + ry,

m/, étant un nombre eunlier et 7y une fraction moindre que 1. E; — m/ v est donc
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un entier complexe égal & 1, v, -+ Maws—+...4 m,w,. Or le déterminant
e} [ | 22

rwy +nmym, +...+m,w, 0)g e (O
. t ’ ’ ’ ’
rioy =m0, .. =, 0, @, ®,

| riof Ve myeP Vo my e oY L e

a pour valeur 7,D. Donc w,, vy, ..., v, ne constitueraient pas un systéme de
modules minimum, ce qui est contre 'hypothése (*).

Soit F(zy, 3, ..., z,) une forme d’ordre n irréductible et décomposable en fac-
teurs linéaires. Nous avons vu que la décomposition de cette forme dépend de la

résolution d’une équation irréductible
T 9(3)=o, -

quin’a que des racines simples. Ces racines déterminent n corps algébriques con-
jugués K, K/, ..., K=, Soit 0y, w,, ..., v, un systétme de modules minimum,

la forme
j=n—1

‘D(}'n Yay ooy ]n): [I_ (w{lj).),l_*“w(-zj)y?_*—" -+ (‘);tj)y")

j=0

a évidemment ses coeflicients entiers. Quant a F(x,, 2., ..., 2,), dans la majo-
rité des cas il ne sera pas possible de la décomposer en facteurs linéaires dont les

coefficients sont des entiers de K. Mais on peut toujours écrire

j=n

Fi(x, 2y ..., 2,) =A"F(xy, 23, .0y x,) = I I T;,

j=1

en désignant par A le coefficient de =7 dans F et par T des facteurs linéaires a
coefficients complexes entiers. En effet on voit aisément que ces coefficients
sont déterminés par des équations oit le coefficient du plus haut terme est I'unité.

Les transformations semblables de F et de F, sont évidemment les mémes. 11
suffira donc d’étudier celles de F,.

Considérons d’abord les transformations semblables de la premiére catégorie.
Nous avons déja démontré que, & une pareille transformation, correspond tou-
jours une unité complexe.

Réciproquement, je dis que, a toute unité complexe de K, correspond unc
transformation semblable de ®.

(1) Voir au sujet des théorémes que je rappelle ici I' Arithmétique de DiricnLET ou MiN-
‘KOWSK1, Geometrie der Zahlen.
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En effet, ¢ étant une unité du corps K, ew,, cw,, ..., cv, sont des entiers du
méme corps; donc on a

‘ €O = W0y WOyt = W, %y,

. EWa =6 Kyg t v ee cian -+ o, 0
(2()) ( 2 112 nv-n2y
’ ............................... ,
R O P ) B B Y = W%,

ou nous désignons par «; des entiers non-complexes. A cause de I'irréductibilité

de T, lesrelations précédentes subsistent si 'on y remplace v,, wa, ..., »,, s respec-
’ Y p y W2y eeey Wy P

Ry ) (k) . 4
Y e o Ry Ly, élant

des variables arbitraires, on déduit des relations (26) :

tivement par les quantités conjuguées v

(o i+ 0+ 0,00%)

- (’)l(ali)'l'*‘ 0‘12)'2‘*‘- o flm,)’n) +.oo wu(anlyl_*—' B “lm_}’n);

donc, en posant

h=n
(27) -szz %in) s
b=t
02Xy + W Ly +. ..~ w2, devient, par la substitution (27),

(0 Y1+ W)Yot WpYa)e

Le déterminant de la substitution (27) est égal & un. En effet, considérons les
variables (9, z(9 définies par les équations

j=n j=n
u“):y (,)‘.I)y- st = E o a;
J 7 i 7
(28) s .
j=1 j=1

(I=o0,1,...,n—1).

La substitution (27) a pour transformée la substitution définie par les équations

suivantes :
(29) 30 = @t ({l=o0,1,...,n—1).

Or, le déterminant de la subslitution (29) est égal au produit des quantités ¢,
¢'est-a-dire a Punité. D’ailleurs il est égal au déterminant de la substitution (27),
donc ce déterminant est égal & un.
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Revenons a la forme F,(z,, ., ..., z,). Les facteurs T; sont de la forme

h=n
L4 Ap— (¥
11—2“]’/{ L s

h=1

et comme les nombres ¢}’ sont des entiers complexes, on pourra poser

k=n

J) — Z @2}
'\p/{‘)—' blzk(l),‘{ ’

k=1

ou les quantités b4 sont des entiers non-complexes.
La fonction F,(z,, z,,...,2,) se déduit donc de ®(y,, ¥s,..., ¥n) pav la
substitution

=h

A
(30) ¥ :E bnjxy.
&

=1

La transformée de la substitution (27) par la substitution (30) est en général
une substitution a coefficients fractionnaires. Donc, 4 toute unité ne correspond
pas nécessairement une transformation semblable de I' 4 coefficients entiers et a
déterminant un.

Supposons d’abord que le corps K ne contienne pas d’unité dont le module
analytique soit égal a un.

Soient S,, S,, ..., S, les substitutions fondamentales qui transforment ® en
elle-méme.

A Sy, 8,, ..., S, répondent des multiplicateurs &,, ¢, ..., & qui forment un
systéme d’unités fondamentales. D’aprés la théorie générale exposée précédem-
ment, nous savons aussi que I posséde une infinité de transformations semblables
de la premiére catégorie dérivant de v substitutions fondamentales S, S, ..., S;,
qui correspondent aussi, comme nous I’avons vu, a des unitése¢’, ¢}, ..., ¢, et 'on

a nécessairement

I —am m m
gy =eftueh

Mgt L e,

o am v om
o L R v 2y

les exposants m étant des nombres entiers. S} est une substitution A coefficients

entiers et de déterminant un, et elle est la transformée par la substitution (30) de

la substitution obtenue en multipliant par ¢/, le facteur correspondant de ®. Ainsi,

a toute transformation semblable de ¥ correspond une transformation sem-
Fac.de T., 2*S., V. 20
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blable de ®. De plus, toute unité étant de la forme

E=c¢hels .. . ch,

on peut toujours déterminer des nombres entiers au nombre dev -1, %, 11y, ..., ny,

de maniére & satisfaire aux v relations homogeénes :

hhky= pymy - Mgy .y,

hhg= oy myy+ Pa Mgy . . .~ [y My,

. My =y My = P gy . Py Dy,
On aura alors
Er =g/ bagta. . g}t

Donc a E* correspond une transformation semblable de F de la premiére caté-
gorie.

La discussion du cas ou le corps K présente des unités dont le module analy-
tique est un est un peu plus compliquée, sans offrir de difficultés particuliéres.
Nous nous permettrons de 'omettre. Dans tous les cas, on arrive & la conclusion
sulvante :

1l existe toujours une puissance d’une transformation semblable quel-
conque de ® de la premiére catégorie dont la transformée par la substitu-
tion (30) est une transformation semblable de F.

On sait, d’aprés M. Hermite, que tout entier complexe dont le module analy-
tique est un, est une racine aliquole de I'unité.

Par suite, les transformations semblables de I qui correspondent 4 de pareils
multiplicateurs sont toutes périodiques et sont en nombre limité.

Reste a examiner les transformations semblables de la deuxiéme catégorie. Un
facteur de F ne peut étre transformé en un autre, & un multiplicateur constant
prés, qu'autant que les racines de I qui correspondent a ces deux facteurs s’expri-
ment rationnellement 'une par I'autre. Si cette circonstance se présente, d’abord
il est certain que la forme @ se transformera en elle-méme par des substitutions
périodiques échangeant entre elles les facteurs de ®.

En effet, les corps conjugués qui correspondent aux diverses racines de I' ne
sont pas tous distincts, et le nombre des corps conjugués distincts est un diviseur
de 1. Supposons que

. ' ’ " . (g-1 (g-1) (a-1)
Wiy Way eeey Wpi Wiy Why ee.y W3 ...; YV, @IV L0 @)

apparliennent au méme corps algébrique; comme w,, w, ..., w, forment un

systtme de modules minimum et que v/, w,, ..., v, sont des entiers complexes,
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on aura
h=n
(31) m}:Zajhm/, (J=1,2,...,0),

h=1

les quantités o, étant des coefficients entiers.
En remplacant les quantités w; dans les seconds membres de (31) par un sys-
teme quelconque de modules conjugués, on obtiendra encore un systeme de

’.
J
sur les quantilés wy et ainsi de suite, on devra finalement retomber sur le systéme

modules conjugués. Dés lors, si 'on opére surles quantités w’; comme on a opéré
de modules primitif. 1l en résulte que les quantités aj; sont les coefficients d’une
substitution périodique.

Considérons maintenant la substitution

j=n

— N
Xp— 2 OLinT

ji=1

cette substitution ne fait que permuter les facteurs de ®; c’est donc une transfor-
mation en elle-méme de ® appartenant & la seconde catégorie. Chacun des
q — 1 systémes appartenant au méme groupe que ©;, ..., W, donnera de méme
lieu & une substitution transformant ® en elle-méme.

Réciproquement, on voit sans difficulté que toute transformation de @ en elle-
méme résulte d’une transformation de la premiére catégorie suivie d’une trans-
formation de la seconde catégorie permutant simplement entre eux les facteurs
de @.

Quant aux transformations semblables de seconde catégorie des formes F, il
existe une puissance de 'une quelconque d’entre elles qui appartient a la premiére
catégorie; il existe aussi un nombre limité de transformations semblables de la
seconde catégorie qui raménent une transformation de la seconde catégorie a la
premiére catégorie.



