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RECHERCHES SUR L’HYDRODYNAMIQUE,
PAR M. P. DUHEM.

QUATRIÈME PARTIE.
DES CONDITIONS AUX LIMITES.

( SUITE ET FIN.)

CHAPITRE III.
DU RÉGIME PERMANENT AU SEIN D’UN FLUIDE VISQUEUX.

§ !. - LA CONDITION D’ADHÉRENCE DOIT ÊTRE ASSIMILÉE A L’INTRODUCTION
DE NOUVELLES LIAISONS. - ÉNONCÉ ET DÉMONSTRATION D’UN LEMME ( 3 ).

Lorsque deux fluides ne peuvent glisser l’un sur l’autre, lorsqu’un fluide ne
peut glisser sur un solide, doit-on traiter le système où deux corps adhèrent
entre eux comme on traitait le système où ces corps glissaient l’un sur l’autre,
en égalant simplement à o la vitesse relative le long de la surface de contact?
Doit-on au contraire regarder le nouveau système comme différant du premier
par l’introduction de nouvelles liaisons ? Les deux manières de voir sont plausibles,
bien que la seconde paraisse plus logique.

Ces deux manières de voir ne sont pas équivalentes; la première exige que le
vecteur py, pz) aboutisse normalement à la surface de contact, ce que la

seconde n’exige pas.
Une ambiguïté analogue s’est présentée dans l’étude du frottement de deux so-

lides l’un sur l’autre ; dans ce cas, la première manière de voir a dû être rejetée; elle
aurait Introduit plus de conditions que le problème ne comportait d’inconnues.

N’en serait-il pas de même dans la question qui nous a occupé au Chapitre
précédent? C’est ce que nous nous proposons d’examiner en celui-ci.
Dans ce but, nous allons établir un LEMME Qui EST VALABLE SEULEMENT DANS

L~HYPOTHESE OU L’ADHÉRENCE D’UN FLUIDE A UN SOLIDE ENTRAINE LA PERPENDICU-
LARITÉ DU VECTEUR ( px? pz) A LA SURFACE DU SOLIDE.

(1) Sur certains cas d’adhérence d’un liquide visqueux aux solides qu’il baigne
(Comptes rendus, t. p. 265 ; 3 février cgoz).



I98
Voici l’énoncé de ce lemme :

Si un fluide visqueux et non compressible adhère à un corps solide, les six
quantités

s’annulent aux points du fluide qui sont infiniment voisins de lcc surface du
solide.

Soient, en effet, u’, v’, w’, les trois composantes de la vitesse en un point du
solide; nous aurons 

~~ ~ 

J 
. ~ ,

U, V, W, Qz étant trois quantités qui dépendent exclusivement de t.
. S’il y a adhérence du fluide au solide, nous avons, en tout point de leur

commune surface,

Les trois fonctions

s’annulent donc en tous les points de la surface; partant on peut trouver, en
chaque point de cette surface, un vecteur F, G, H, tel que l’on ait

égalités qui peuvent encore s’écrire



Dans ces égalités, on a posé

Ces égalités nous donnent les expressions suivantes des six quantités (8g) :

Les trois premières égalités (9 1 ) donnent

Les égalités ~/3~ et ~/~4~ transforment les égalités ~5i~ de la le Partie de ces
Recherches eu

Les égalités (48) de la première partie deviennent alors

Mats, si le fluide adhère au solide, le vecteur (pas, py, pz) doit être normal à la
surface de contact; on doit donc avoir : - .



ou bien

ou enfin

K étant une quantité variable d’un point à l’autre de la surface.
D’ailleurs, les égalités (92) et (g5) donnent

Ce que nous avons écrit jusqu’ici s’applique aussi bien aux fluides compres-
sibles qu’aux liquides incompressibles; si nous restreignons dorénavant notre
analyse à ces derniers, nous devrons écrire 8 = o, partant, selon l’égalité (96),

Alors, des égalités (91) et (g5), découlera le lemme énoncé.
En oulre, les égalités (go ), (()5) et (96) donneront, en tout point de la surface

de contact du solide et du liquide

Supposons, en particulier, le solide immobile ou animé d’un simple mouve-
ment de translation ; nous aurons

et, selon les égalités ~~8~,

Ce résultat, .joint au lemme précédent, conduit à la proposition suivante :

Si rcn fluide visqueux et incompressible adhère à un solide, et si ce solide
est immobile otc animé d’un simple mouvement de translation, on a, era tout



point de la surface commune aux deux corps,

§ 2. - ÉCOULEMENT PERMANENT D’UN- LIQUIDE, DE PROFONDEUR ET DE HAUTEUR
INFINIES, COULANT ENTRE DES PAROIS VERTICALES.

Nous nous occuperons exclusivement de liquides, c’est-à-dire de fluides incom-
pressibles; nous supposerons que la température garde une valeur uniforme et
constante dans toute l’étendue du fluide. Nous nous trouverons alors (Ire Partie,
Chap. 2) dans un cas où il existe une fonction A( x,y, z, t) permettant de
mettre les équations de l’Hydrodynamique sous la forme ~ loc. cit., égalités ~I 5~ )~

et cette fonction A sera donnée par l’égalité Cloc. cit., égalité (158)~

Dans le présent Chapitre, nous nous proposions d’étudier un écoulement per-
manent, c’est-à-dire un écoulement où les composantes u, v, w de la vitesse

dépendent de x, y, z, mais point de t; dans un tel écoulement, on a

partant,



D’autre part, en un fluide incompressible où

est toujours nul, où p a partout la même valeur, où, en outre, d’après les hypo-
thèses faites, T a une valeur uniforme, on a [Ire Partie, égalités (58)]

Les équations (100) deviennent donc, pour les mouvements que nous avons en
vue d’étudier,

A ces équations, il faut joindre l’équation de continuité

Le fluide dont nous étudierons le régime permanent sera supposé illimité aussi
bien dans le sens des z positifs que dans le sens des z négatifs ; les parois du canal
dans lequel il se meut seront des cylindres dont les génératrices seront parallèles
à Oz. La vitesse de chaque point .matériel appartenant au fluide sera supposée
parallèle au plan des .z~, y, z, en sorte que l’on aura

seront supposés indépendants de ~.
Le canal s’étendra à l’infini, aussi bien en amont qu’en aval. A cet égard nous

ferons les hypothèses suivantes :
Si l’on désigne par 1 la distance d’un point du plan des x, y à l’origine des

coordonnées, lorsque 1 croît au delà de toute limite :
Les parois cylindriques du canal s’écartent infiniment; la largeur du canal croît

au delà de toute limite;
Les composantes de la vitesse et toutes leurs dérivées partielles tendent

vers o ;

Les 1 7 i= , 12 , l2~03BD, ne croissent pas au delà de touteLes produits ~ ~y ’ 

~~ 
ne croissent pas au delà de toute

limite.



Les équations (100 bis) deviennent

tandis que Inéquation de continuité (101 bis) devient

En vertu de cette égalité (io3), il existe une fonction y) telle que l’on
ait t

Si nous reportons ces valeurs de u et de v dans les deux premières égalités ~lo~~,
elles deviennent

De ces deux égalités, il est aisé de tirer une troisième relation où ne figure
plus que la fonction inconnue 03C6. En effet, différentions la première égalité (to5)
par rapport à y, la seconde par rapport à x et retranchons membre à membre les
résultats obtenus; nous trouvons

Traçons une circonférence de rayon l, ayant pour centre l’origine des coordon-
nées et située dans le plan des x, y. Soit ce la partie comprise à l’intérieur de
cette circonférence, du plan des x, y que recouvre le fluide. Considérons l’in-



que l’on peut encore écrire

Transformons-la au moyen d’une intégration par parties.
Soient:

L, le contour de l’aire c,
ni, la normale au contour L vers l’intérieur de l’aire c,

Nous aurons

Mais, selon Inégalité y o~ ~, la seconde intégrale n’est autre que J; nous trouvons
donc

D’autre part, nous avons

Les égalités (106), (ro~~, (108), (iog) donnent sans peine

Le contour L se compose de trois parties :
1° Une partie ~ qui coupe le canal en amont;
2° Une partie À’ qui coupe le canal en aval; J
3° Une partie qui est la section des parois du canal par le plan des y.
Tout le long de cette dernière partie, si le liquide adhère aic solide et si l’on

admet l’hypothèse énoncée au § 1, on a, en vertu des égalités (99),

partant



Nous pouvons donc écrire

Faisons maintenant croître au delà de toute limite le rayon 1. Diaprés les hypo-
thèses faites, chacun des deux termes du second membre tend vers o. Il en est

donc de même du premier.

Mais, au premier membre, la quantité sous le signe n’est jamais négative;
le premier membre n’est donc jamais négatif et il ne peut décroître lorsque
1 croît; il ne peut donc avoir o pour limite que s’il est constamment nul. Cela

exige que l’on ait, en tout point du fluide,

D’ailleurs, nous avons il y a un instant, que l’on avait, sur les parois,

On a donc, dans tout le fluide,

Nous voyons alors qu’il existe une telle que l’on ait

La condition de continuité (~03) nous montre que cette fonction vérifie l’équa-
tion de Laplace .

Il en est nécessairement de même de ses dérivées partielles u et v, en sorte
que, dans toute la partie du plan des x, y recouverte par le fluide, on a

Le long de l’intersection des parois du canal avec Je plan des x, y, on a les



égalités (99), partant les égalités

Si l’on observe en outre que

tendent vers des limites finies lorsque, dans le plan des x, y, le point (x, yj
s’éloigne à une distance infinie l de l’origine, on voit que l’on a nécessairement,
dans tout l’espace occupé par le fluide,

Le fluide ne peut présenter d’autre régime permanent que le r°epos.
Mais ces égalités (II4), reportées dans les égalités (I02), exigent que l’on ait

égalités qui sont les conditions d’équilibre de la masse fluide. Si nous supposons
que l’on dispose de la pression fi de telle sorte que les deux premières ne soient
pas vérifiées, le repos sera impossible et nous nous heurterons à une contradiction.

§ 3. - UN CYLINDRE INDÉFINI, AU SEIN D’UN FLUIDE INDÉFINI, ÉPROUVE UN

MOUVEMENT UNIFORME DANS UNE DIRECTION PERPENDICULAIRE AUX GÉNÉ-

RATRICES (1).

Une analyse très voisine de la précédente va nous permettre de traiter un pro-
blème dont un cas particulier a été examiné par Stokes.
Un cylindre indéfini, dont les génératrices sont parallèles à 02, est animé

parallèlement à Ox d’une translation uniforme de vitesse U. Il est plongé dans
un fluide visqueux indéfini qui adhère à. sa surface. Le mouvement dure depuis
très longtemps, de sorte que l’état dct , fluide, rapporté à un système d’axes
coordonnés invariablement lié au cylindre, est un état de régime permanent.
On suppose chaque particule fluide animée d’une vitesse normale à 0,~ et indé-
pendante de z

o ,, a,,

(1) Sur certains cas d’adhérence d’un liquide visqueux aux solides qu’il baigne
( Comptes rendus, t. CXXXIV, p. 265 ; 3 février 1902 ).



Si l est la distance d’un point à l’axe des z, on suppose que, lorsque l croît
au delà de toute limite, u, v et toutes leurs dérivées partielles tendent vers o et
que 

,

ne croissent pas au delà de toute limite.

D’après l’une des hypothèses faites, chacune des composantes u et v de la
vitesse doit avoir la même valeur, à l’instant t, au point dont les coordonnées
sont et, à l’instant t’, au point dont les coordonnées sont x’= x + U(t’- t ),
y’ = y, c’est-à-dire que u et v ne dépendent de x et de t que par le binome

(x- Ut), ce qui permet d’écrire

Moyennant les égalités (1 r5~ et (1 1 6), les équations (ioo bis) deviennent

tandis que l’équation de continuité (101 i bis) reprend la forme

Il existe donc une fonction --- Ut, y) telle que l’on ait

en sorte que les deux premières égalités (t i j ) deviennent

Différentions la première de ces équations (118) par rapport à y, la seconde
par rapport à x et retranchons membre à membre les résultats obtenus; nous



trouvons que la fonction doit vérifier l’équation

Dans le plan des x, y, la section du cylindre a pour contour L; dans ce plan,
de l’origine des coordonnées pour centre, et avec un rayon l, décrivons une cir-
conférence de cercle À; prenons 1 assez grand pour que le contour L soit, en
entier, à l’intérieur du cercle; soit ~ l’aire comprise entre les contours L et À.

L’égalité (1 1 9) nous permet d’écrire

Considérons l’intégrale

Nous pouvons écrire
n ,

NIajs, selon l’égalité ( 1 2 1), la dernière intégrale est précisément J; nous trou-
vons donc

Les égalités (mo~, (121) et (122) donnent sans peine



Au second membre de cette égalité y 23~, la première intégrale est nulle en
vertu des égalités (99), en sorte que ce second membre se réduit à la seconde
intégrale.

Faisons croître le rayon l au delà de toute limite. Visiblement, en vertu des

hypothèses faites, cette seconde intégrale tend vers o. Il en doit donc être de

même du premier membre de l’équation (i23). Or, cela n’est possible que si l’on
a, en tout point de l’aire cr,

et comme on a, en tout point du contour L, en vertu des égalités (99),

on doit avoir aussi, en tout point du plan des x, y extérieur au contour L,

Il doit donc exister, en tout point des x, y extérieur au contour L, une fonc-
tion  telle que 

’ 

,

cette fonction pouvant d’ailleurs n’être pas uniforme. Selon l’égalité (ro3~, cette
fonction vérifierait l’équation de Laplace et il en serait de même de u : :

Mais u est une fonction uniforme; elle s’annule à l’infini ; en tout point du con-
tour L on a, selon les égalités (99),

La fonction u doit donc être nulle dans tout le fluide, ce qui est impossible
puisque l’on doit avoir, en tout point. du contour L,



Stokes (’ ) avait déjà traité ce problème dans le cas particulier où le cylindre
est à section circulaire. Il était également parvenu à cette conséquence que le

régime permanent considéré ne peut s’établir ; mais, pour obtenir ce résultat, il avait

uniquement fait usage de l’égalité (127); il n’avait pas invoqué les égalités (99),
nécessaires pour que le vecteur (px, py, pz) soit normal à la surface du cylindre.
Le raisonnement qu’il a suivi pourrait donner prise à certaines critiques.
En effet, si Fanatyse exposée en ce paragraphe et au paragraphe précédent

aboutit à des contradictions, elle le doit à l’emploi des équations (99), c’est-
à-dire, en dernière analyse, à l’hypothèse que le vecteur (px. py, pz) aboutit nor-
malement à la surface le long de laquelle le fluide adhère au solide.

Si nous regardons cette adhérence comme constituant une liaison nouvelle,
rien n’oblige plus le vecteur (px, py, pz) à aboutir normalement à la surface

d’adhérence ; les impossibilités que nous venons de signaler disparaissent alors
d’elles-mêmes. Nous sommes donc contraints d’adopter cette supposition dans
l’étude du frottement des fluides sur les solides, comme nous l’avons adoptée
dans l’étude du frottement des solides entre eux. Par là, toute ambiguïté se trouve
levée dans l’établissement des conditions aux limites.

Nous allons faire usage de ces conditions pour traiter quelques problèmes très
simples relatifs au régime permanent des fluides incompressibles de température
uniforme. Nous aurons de nouveau occasion de constater que le vecteur ( px, py, pz)
ne peut aboutir normalement aux surfaces d’adhérence.

§ 4. - DE L’ÉCOULEMENT PERMANENT PAR FILETS PARALLÈLES.

Le cas le plus simple, que nous allons étudier tout d’abord, est celui du mou-
vement permanent par filets parallèles ; on nomme ainsi un mouvernent où toutes
les vitesses sont constamment parallèles à une droite fixe que nous pouvons
prendre pour axe des z. Cette hypothèse s’exprime par les égalités

Moyennant ces é g alités, l’équation de continui té I bis) se réduit à - o ;

elle nous enseigne que w est une simple fonction de ~~ et de y : :

( 1) STOKES, On the effect of the internal friction of fluids on the motion of pendu-
lurns (Transactions of the Cambridge philosophical Society, vol. IX, p. 8 ; 9 décembre

1850; Part I, Section IV, n°‘ 45 à 48. - Mathematical and physical Papers, vol. III,
p. 62. 

- Collection de Mémoires publiés par la. Société française de Physique, t. V,

p. 344).



Les deux premières égali tés ( 10o rédui tes â.

" ,.

nous enseignent que A est une simple fonction de z :

Quant à la dernière égalité (100 bis), elle devient

Les équations (I29) et (I3I) nous apprennent ne dépend pas de â.

partant, que A est une fonction linéaire de z; soient Ao, A, les valeurs que prend
cette fonction lorsqu’on donne à ~ les valeurs ~o, L’égalité (i 3 ~ ~ deviendra
alors

Telle est l’équation aux dérivées partielles dont dépend l’étude du mouvement
permanent par filets parallèles ; elle a été donnée par Navier 1 ’ ).

Pour compléter la mise en équations du problème, il convient de joindre à

l’équation précédente les conditions qui doivent être vérifiées le long de la surface
du solide où le fluide est contenu. Cette surface ne peut être, d’ailleurs, qu’une
surface cylindrique dont les génératrices soient parallèles à 0~,.

Selon les égalités (128) et (129), les égalités (51) de la Ire Partie de ces

Recherches deviennent

Si ni est la normale à Ja surface limite dirigée vers l’intérieur du tluide, nous
aurons cos (ni, z) = o et les égalités (133~, jointes aux égalités (48) de la première
partie, donneront

( 1 ) ) NAVIER, Mémoire sur les lois de l’écoulement des fluides, lu à l’Académie royale
des Sciences le 18 mars I822 (Mémoires de l’Académie des Sciences, année 1 823, p. 4 y),



Les conditions aux limites sont de formes différentes selon que le liquide glisse
ou ne glisse pas à la surface du solide.

Supposons d’abord que le fluide glisse à la surface du solide . ,Les conditions à

vérifier seront les conditions (80). Mais l’égalité (85), jointe aux égalités ~13~~
que nous venons d’écrire, donne

On voit alors que Ies deux premières égalités (80) deviennent deux identités,
tandis que la troisième devient

Si nous supposons que f et Q3 soient deux constantes, rien, dans les condi-

tions (1 32 ) et (1,35), ne dépendra plus de la variable z et le problème auquel nous
sommes amenés pourra s’énoncer de la manière suivante :

Soient o- la section droite du cylindre et L la ligne qui sert de contour à cette
section droite ; la direction ni sera normale à la ligne L, menée dans le plan de
l’aire r et vers l’intérieur de cette aire.

Il s’agit de trouver une fonction w(x, y) qui vérifie la condition (13a) en tout
point de l’aire a~ et la condition (13~~ en tout point du contour L.

Le sens positif de l’axe des z est arbi traire. Choisissons ce sens de telle sorte

que A soit une fonction croissante de z; P 
1 - 0 z1 - z0 

sera alors une q uantité posi-
tive que nous désignerons par K2 :

Inéquation (13a ) deviendra

Je dis que la fonction y), continue en tout point de l’aire a~, ne peut être

positive en aucun point de cette aire.
Supposons, en eflet, qu’elle puisse être positive en certains points de l’aire cr;

comme elle ne peut être infinie, elle admettrait une limite supérieure positive et,
comme elle est fonction continue de x et de y, elle atteindrait sa limite soit en

un point de l’aire cr, soit en point du contour L.
Imaginons, d’abord, que cette limite soit atteinte en un point M du contour L ;

écrivons, au point M, la condition y35); cw étant supposé positif, cette condition



deviendra

w serait positif par hypothèse ; f et ? sont essentiellement négatifs [IVe Partie,
inégalités ( 46) et (53)];  est essentiellemen t positif[Ire Partie, inégalité (62 
La condition (13~) donnerait donc

w croîtrait lorsqu’on s’éloignerait du point M selon la normale ni, en sorte que w
ne pourrait avoir atteint, au point M, sa limite supérieure.

Imaginons maintenant que w atteigne sa valeur maximum en un point M inté-
rieur à l’aire il faudrait qu’en ce point la forme quadratique en X et Y

ne fût positive pour aucun système de valeurs de X et de Y; partant, que ni

ni ne fussent positifs, ce qui est incompatible avec la condition i 32 bis)
La fonction w(x,y) n’est donc positive en aucun point de l’aire ce ; partout le

fluide coule dans le même sens, et ce sens est celui où A (z) va en diminuant.
w étant négatif en tout point de la ligne L, la condition (ï35) devient

Le problème que nous avons à résoudre se ramène sans peine à un problème
connu.

Soit r la distance entre deux points (x, y), (x’, y’) de l’aire o-. Posons

l’intégrale double s’étendant à l’aire o’. Nous savons que

Soit

Le problème se ramènera à déterminer w, (x, y) ; ; mais, selon les égalités


