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SUR
QUELQUES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE,

Par M. J. CLAIRIN,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Lille.

Le probléme que je me propose d’étudier dans ce travail est trés particulier; il
m’a cependant semblé utile d'indiquer les résultats auxquels je suis parvenu. La
théorie générale des transformations des équations aux dérivées partielles du
second ordre présenlte de nombreuses difficultés, la considération d’exemples
intéressants peut rendre de trés grands services.

Les transformations de Bicklund permettent, dans certains cas, de remplacer
une équation aux dérivées partielles du second ordre a deux variables indépen-
dantes par une équation plus simple, dont P’étude soit plus aisée. Il est naturel
tout d’abord de rechercher quelles sont les équations dont les transformées sont
des équations linéaires : dans ce qui suit j'indiquerai quelques équations qui
jouissent de cette propriété.

Soient

(2) F(x, y,5,p,q,r,s,t) =0,

(1) Fi(@1, Y1550 P1 71 7 81, 8) =0

deux équations aux dérivées partielles du second ordre écrites avec les notations
ordinaires : dans la premiére x, y désignentles variables indépendantes, = repré-
sente la fonction inconnue, dont les dérivées premiéres prises respectivement par
rapport a x et a y sont p et ¢; on a, en outre,

0’z 9z 9%z

r— s = =

Jz?’ T dxdy’ ay*’

dans la deuxiéme équation les lettres alfectées d’un indice désignent des quan-
tités analogues.
Fac.de T., 2* S., V. 56
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Supposons qu'il existe une transformation de Bicklund (') de deuxiéme espéce
qui permette de passer de (¢) a (g,) et inversement, la transformation faisant
correspondre a une intégrale de (¢,) une infinité d’intégrales de (¢), tandis qu’a
une intégrale de (¢) ilme correspond qu’une intégrale de (¢,). S'il existe un inva-
riant du premier ordre pour chacun des systémes de caracléristiques de (),
chacun des deux systémes de caractéristiques de (¢) possédera un invariant dua
premier ordre ou 'un d’entre eux seulement possédera un invariant du premier
ordre, l'autre possédant un invariant du second ordre (). En particulier, si I’équa-
tion (¢,) est linéaire, on peut toujours supposer qu’elle soit mise sous la forme

s;=ap; + b5y,

les deux systémes de caractéristiques admetlantrespectivement les invariants 2y, y .
A ces invariants correspondent deux invariants des systémes de caraétéristiques
de (&) dont I'un au moins est du premier ordre; nous allons étudier le cas ou ces
deux invariants sont du premier ordre. Si I'on effeclue une transformation de
contact convenable, ces invariants deviennent égaux a x et y; dans ce cas, on
peut imaginer que deux des équations qui définissent la transformation sont

=2, =Y

nous n’écrirons nulle part ces équations pour abréger un peu.

1. Les équations qui déterminent la transformation (B ) par laquelle on peut
passerde (¢) a (¢,) sont résolubles par rapport a p et ¢; elles deviennent, si I'on

imagine la résolution eflectuée,

Pif(w,y,Z; P> q1y 51)s
g=o0(x,y,5; Puq1,31)-

Puisque la transformation ne fait correspondre & une intégrale de (¢) qu’une
intégrale de (s,), ces équations ne sont pas résolubles par rapport a p, et ¢,;
d’ailleurs, par hypothése, en écrivant que les dérivées de p par rapport & y et
de ¢ par rapport a z sont égales, on doit trouver I'équation linéaire (¢,), c’est-
a-dire une équation qui ne contient pas ¢, 7y ni ¢,. Ces remarques montrent
immédiatement que, en dehors de z, y, 5, f ne peut dépendre que de p, et ¢ que
de z,, en excluant naturellement le cas o f serait une fonction de z, y, z, z, et ¢
une fonction de z, ¥, z, ¢, qui se déduit du précédent en permutant x et y ainsi

que x4 et yy.

(1) Jai étudié ces transformations et en particulier indiqué leur classification dans ma
These (Annales de I’Ecole normale supérieure, t. XIX, Suppl.; 1go2).
(2) Thése, n° 18.
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Cela posé, écrivons les équations de la transformation

p=S(z,¥,5p)

.. q=09(2,7,5% 51);
la condition
dr _ de
dy — dx

équivaut & 'équation linéaire (e, ) si I'on a identiquement

af af of Jdo do do
\ al T z —_ p- A e — — —_— .
(1) Q(x,y,2,51, 1) ap, (apy+bz,) + d)’_i—cp();: pye f()‘ Pi e —o0

Par des dérivalions successives, on trouve les équations

0 9  dedf  d9 . 0% ¢ _
(2) ()_:,1 =0 op, -+ d34 Jz dx 0z, f()z 9z, P Jz2 =o.
) PR _ O 0y Ff O Fo Po_,

0s.dpy ~  Op} 03y d30p,  Opy dzds dsr T

J9*Q _ e df 0% Po Po
(4) dsr T 93! 9z dz iz d—zd_z?—ﬂ?—o,
(3) Lo 20 &#f df Po Fo

dzidp, T 0s% 9sdp, Op, 95032 0z
(6) 0Q _ Po Ff 0f Fo

0s30p} 93} d3dp}  Opi 05057

2/ so

2. Plusieurs cas sont a distinguer : si n'est pas nul, non plus que

2 )
ops 053
s e e, . .. . , .
c¢’est-d-dire si f n’est pas une fonction linéaire de p, et si ¢ n’est pas une fonction

linéaire de 3, la derniére équation peut s’écrire

af o dH(x,y,3)
dsadp}  ds0zi ds

af — d*¢ = H(zy,s) )

opi UEH

On tire de 1A

f(‘%‘)f,5,P1):H($a}’,Z)g(m,_}’,lh)+ l(x,y,z)pl—i—m(x,)/,z),
C?(»T,)’, 3, ;l) :H(x,y,ﬁ)e(x,)’,zl) +)\(¢l',y,3)51+£’~ (1’:.}”5);

on peut toajours supposer que H se réduise & I'unité, car on retrouve ce cas par
ticulier si I'on fait un changement de variable défini par ’équation

dz
dl. — ———— .
H(x,y,‘:.)
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Cette opération étant supposée faite (*) remplacons dans I'équation (3)f ety

par les valeurs indiquées, nous trouvons

09 9l 0°0
(7) 553 — 55 =O-
dz} ds  0s}

Sil n’est pas une fonction de z, ) seulement, I'équation précédente donne

l=u(z,y)s

= w(z, y)e ¥y,

en n’écrivant, comme nous le ferons constamment dans la suite, que les termes
utiles. L’équation (7), par exemple, ne définit f qu’a une fonction linéaire de z,
prés, mais il suffit de changer 7 et i et 'on peut supposer cette fonction nulle.

Remplagons dans I’équation (4) f et ¢ par leurs valeurs, aprés avoir remarqué

qu'il est Loujours permis de supposer w égale a1,

=gz, p1)+ w(zx, y)spy+ m(x,y,s),
o = emY)E +)‘(I!)’)5)31+ (2, Y 3)s

nous aurons la condition

29 0 9% s du _
0z Yoz T Yoz T 0
de laquelle on déduit
ox ~ ds

« sera donc une fonction de y seulement que nous représenterons par Y (*);
m ne dépendant pas de z peul étre supposée nulle. Prenons comme nouvelle fonc-
tion inconnue Y 3,, cela revient & remplacer Y par I'unité dans les expressions

de f et o qui se réduisent a

=g(z, y:Pl) + 5P
C?:e:"‘"“)\(xr ¥ 3)5 4+ @z, ¥y 3).

(1) 1 serait trop compliqué de prendre de nouvelles lettres aprés chacun des changements
de variables que nous aurons a effectuer. Nous conserverons les notations indiquées au com-
mencement.

(2) Nous désignerons toujours par X, Y, ou par ceslettres affectées d’indices, des fonctions
qui ne dépendent, la premiére que de z, la seconde que de y. Nous emploierons la notation
de Lagrange pour représenter les dérivées de ces fonctions.
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I’équation (3) devient

d*g dg . Q}__

in prenant la dérivée du premier membre par rapport 4 5, on trouve que A doit
étre égale a une fonction linéaire de 5: g(x, )z + s (x, y). Nous avons donc,

e
si ¢ n’est pas nul,

JS=g(x, ¥, p1) + 5P,
(8)

o=z, .}’2

P(w,y)]z‘Jr”(x’y’:);

9 =e+p(a, y)[:+

. c . . . . .
nous prendrons, au lieu de z, 5+ - pour fonclion inconnue, ce qui revient &

supposer que o est nulle.
Ecrivons maintenant que f et ¢ satislont a I'équation (2)

98 . .9 _
(i +2) s == =

celte équation exige que I'on ait

98
__ 9 9 __p_
{)—_3*—7 g —b—A(‘T,y).

On en déduit
g =B (=, y)e'r,
Développons I'équation (1) en remplagant f el ¢ par leurs expressions, nous

trouvons

JoB JA
(9) (ABerr +z)ap, + a—y-et‘/’l—{—pll} @e*‘l’f

J J )
+ P pEpL— d_‘LxL-BeAmbﬁzwp‘:d_[::O'

En annulant les coefficients de p, e’ el e*” nous obtenons les conditions

JA JdB . op
(10) Aa—i—@_o, ?)“—);#_BFE’

nous voyons que . est une fonction linéaire de s et il reste I’équation

J 7}
APy 5~ Pt — pP 5 ~— a‘l—:—plzd—‘: = o.
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En développant on apercoit immédiatement que 1+ ne contient pas z et ne ren-
ferme pas de terme indépendant de z; on pourra donc écrire, en tenant compte
en outre de la deuxieme équation (10),

Y' ,.
p=vs  B=XY.

. . Z . . . ,
Nous prendrons pour fonction inconnue 3 au lieu de 5 et pour variables indé-

- d . .
pendantes fde et f% au lieu de z et de y, les équations de la tranforma-
tion (B,) se réduisent a
p=e\mipy zp,,

q—=¢e+p(x,y)s5,.

Pour que z, satisfasse & une équation linéaire il faut et il suffit que I'on ait

Ap—|—§—:o, A —p=—o.

On peut obtenir ces conditions en écrivant les équations trouvées dans le cours
de la discussion précédente et non utilisées, ou directement en considérant les
équations de la transformation telles qu’elles viennent d’étre écrites. On satis-
fera i ces conditions en posant

A~..X_+X ; Y
TTXT PETXGY

Les équations de la transformation sont donc

B <3
‘p:e ¥ i‘*‘zpls
¢ Y
(9:¢“‘f:?‘%

(11)

I'équation qui donne z, étant

Y’ XY’
(12) Sl+X+Ypl_— (X_’_Y)g"l:

0.

L’intégrale générale de cette derniére équation peut étre déterminée sans diffi-

culté :
X+ Y, Y,
UEXFY Y

2

X, représentant une fonction quelconque de z et Y, une fonction quelconque
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L Xe+ Yo Y, e
de y. Remplagons =, par z, -+ ‘—‘—Z—:_-—Y—O — T", et 5 pare XY Xjet Y, étant
définies par les conditions
X ¥

el prenons pour variables indépendantes — X, — Y, les équations (11) et (12)
deviennent

‘ p=— e—<x+y)1)r3+p,,
1)’ z
(1) ? q=—ex~F— __?“,

(z+)
D P4

(12)/ Sl'+ 11 1 —

vy (@ayp "

Reste a trouver l’équation correspondante. Remarquons que si I'on pose

(3]

z—3,=( et si 'on remplace ensuite z par — p on peul mettre la premiére

équation (11) sous la forme suivante

v

9%
()C o (r-+y) £‘+}7

J— .

U—JC - ’

(13)

uant & la deuxiéme équalion on peut l'écrire
q p

(14) g=(z+y)et—t
ou
d K-
,_c_ —_ e~Z~ t — q.
dy z -ty
L’équation (12) exprime que ¢, +.’r:1— est une fonction de y seulement, la
G S _ . X+Y
derniére équation écrite montre que { est une fonction de la forme log( — v )
T J e s U \
c¢’est-a~dire que df: et — ¢ % sont les dérivées par rapport & z et & » d’'une méme
fonction log(X +4- Y)= —&(z, y). Ecrivons avec ces nouvelles notations les

équations (13) et (14)
0_£ o ep— (4= y) g—i‘
dz !
% :e(/—<v+y)3;
dy a
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Remplacons 5 par 5 — (2 4 ) log(r + y), ces équations deviennent

d: p—[l + (X +y) %Z;]
1—|—(x—|—y)d;::x+e B
0%
|4 q - l+(r+)‘)——:
1+(x+y)g}:r+e [ ‘)’].
Nous en tirons
. 9% J
(15) (@) g =), (ey) =),

® et U" étant des fonctions implicites définies par les équations transcendantes
O(p)=1+4+er—2n  W(g)=1+ er-Ti0),

En prenant les dérivées des deux membres des équations (15), respectivement par

rapport a y et par rappoft a x, on trouve

Y dxdy  dx  dp”’
Y dxdy ~ dy — dq
9%
oz

. J%
Retranchons membre 4 membre et remplagons =2, 5o par leurs valeurs, nous
J

obtenons

©(p)—w(q)= (=G ) @+ )

D’aprés les équations qui définissent @ el W on a

@_‘I’——-I d¥V W —q
dp—~ @ dg T W’

et il reste simplement

s(x+y)=2(p)¥(q).

C’est 'une des équations que nous nous proposions de déterminer; on passera
. by ’ . A .
de cette équalion a I'équation (12)" par la transformation

z
-—(x+y)p,+-r—— Pt

p=e +y-—[),(x+}')+x+y

+ 1,

$+)’

21

Y g
g=c¢e “+ 5y

-+ 1.

L’équation (12) étant intégrable par la méthode de Laplace, I'équation
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transformée est intégrable par la méthode de M. Darboux; cette derniére équa-

tion a du reste été déja étudide a ce point de vue par M. Goursal dans un intéres-
sant Mémoire ().

3. Nous avons simplifié les équations (8) qui donnent les expressions de fet o
en fonction de , y, z, 5, p, en supposant que p(x, y) n’étail pas identiquement

nulle : nous allons maintenant étudier ce cas particulier. Les équations qui défi-
nissent la transformation de Bicklund étant

p=58(x, y,p1)+ 3p,,

g=eta(z, y)s+p(r, y, ),

cherchons a quelles conditions z, sera déterminée par une équation linéaire. La
condition (2) devient
il faut donc que 'on ait

S se réduit & g(z, ¥, p))+3p, et v a e 4wz, y, 3)
dans (1), il vient

portons ces valeurs

9g . ag o dn
(16) <d—p—1 +~)ap1+5;+pm——

ep, F
ox &9z fPig; =©
En annulant la dérivée du premicr membre par rapport a4 z, nous obtenons
I’équation

Op FpPp
Wi gz gz T 8 Gat TP g = O

g n’élant pas une fonction linéaire de p,, nous voyons immédiatement que p doit
é

, .

tre une fonction linéaire de z, le coefficient de z ne dépendant pas de x. Nous
écrirons donc
7/
V‘:YZ‘FM(‘E:.}’)’
mais en remplacant z par z + (2, ), ® satisfaisant a la condition

) 7/
%:‘Yﬁ—i—M,

nous pouvons toujours revenir au cas ou M est nul.

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. I, 189g.
Fac.deT.,2¢S., V.
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dy
Y’

Prenons enfin % pour nouvelle fonclion inconnue et remplagons y parf

nous trouvons

S=g(r,y,pi)+3p,  o=ch;

‘pour satisfaire & I'équation (16), il suffiL de supposer que g ne contient pas y.
Les équations de la transformation (B.,) sont donc

P = &(x,p1) + 3py, q == €%,

5y est une intégrale de
$1= 0,

*_<r E)
P 7 \"7q

Comme I'équation trouvée plus haut, cetle équation a é1¢ étudide par M. Goursat

Péquation qui donne 5 est

dans le Mémoire que nous avons cité.

4. En étudiant Véquation (7), nous avons supposé que {(z,y, 3) dépendait
effeclivement de 5. Si cette fonction ne contient que x et y, on peut imaginer
qu’elle s’annule a condition de moditier g(x,y,p,), et (7) exprime que 6§ est un

polynome du deuxi¢me degré en 3, ; nous écrirons donc

P=g(x,y,p1) +m(x,y,5),
g=w(x,y)s}+h(x,y,5)5+ p(x, s 5).

Dans ces équations nous remplacerons 5 par w(z,)')5, ce qui revient & sup-
poser w égale & I'unité.
Ecrivons la condition (1)

9g . dg  dm  dm _
o (ap,+ bzy) + Jy -+ oy + (32 4z + )
N ok J dl. 9
— 25, Py ~— APy — 5—5;,—9—% —-— <:., 72 - DL;) &+ m)=o.
Le coefficient de 57 étant %, cette quantité doil s’annuler, m désigne donc

une fonction de x,y seulement, qu’il est permis de supposer nulle. Nous écri-
rons que le coefficient de z; et le terme indépendant de 5, sont aussi égaux &

zéro, el nous obliendrons ainsi deux équations

/ g ah ar
) S bdpl——zpl—-(—);~cd;_o,
(r7
( ap, (—)P—I+W—~).p, e 8 3. =0
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On aura encore, en dérivant par rapport a 3,

o 9% 9*u
TP T oz 89T @
ce qui exige que l'on ait
0h P 0y
0: % 9zoz 9z @

Les deax derniéres égalités permettent d’écrire
7!

{J.:%TZ%—R](.I‘,_}').

En opérant comme plus haut, on voit d’abord que I'on peut négliger M, puis

.. d . . 1,
on prend ¥ pour fonction inconnue etf% pour seconde variable indépendante,

ce qui revient & supposer la fonction y identiquement nualle. Remarquons, en
outre, que A ne dépend que de x et de y.

D’aprés la premiére équation (17), £ est un polynome da second degré en p, :

T, 1 dA
§= 3 Pi+ g gzt eln ).

Ecrivons donc les équations de la transformation

o, 1 0) 1 1 0A\?2 1 /or\?
p=g 0t g garretenn=g(m s o) weten =5 (5)
L N o . )\ 2 ).2
g=si+Mz,y)z= ~'1‘*“‘2‘ —"Z
Remplagons =z, par z, — g; ces équations deviennent

T, 1 /O0R\?
P = 5[)I+P($,}’)*4—b(&) >

~
1o

—1y

q:5

&

~ I3

in écrivant que I'équation qui définit 3, est linéaire, on voit que

1 [/ 0A\? %
plx,y)— b <d—x> et — T

sont les dérivées, par rapport & x et & y, d’une méme fonction y(z,y).
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Si nous remplagons z par 5+ y(z,)), nous voyons que les équations de la
transformation se réduisent a

-1

P P

l
S

[A]
()

q

Cetle transformation a é1é étudiée par M. Goursat ('), elle permet de passer
de I'équation
s=2\b(x,y)pq
a I'équation linéaire
1 dlogd
2 Jy

8§ — p—bs =o.

5. Nous avons supposé, dans tout ce qui précéde, que f n’était pas une fonc-
tion linéaire de p, et que © n’était pas une fonction linéaire de 5, : nous allons
rechercher ce qui se passe lorsque fest linéaire par rapport a p, sans que o le

soit par rapport a 5,. Nous supposerons, ce qui ne restreint pas la généralité, le
coelficient de p, dans f égal a I'unité; nous avons donc

P':f(x,.)’, 5:P1):P|+H(x,]/;5),

(/:(P(‘Z"}") ;9 ;1)'

L’équation (5) s’écrit alors

el, en inlégrant, on trouve
(2, ,5,5,)= ‘-P(JU,}’, 5—35)+ A(%)’ﬁ)%*’- B(x,.)’, 3).
Posons z; — 5 == u, I’équation (4) devient

FUN PR X 3

(18) Jdu? dz  drxdu? +e Ju?

— 0,

la dérivée par rapporta z du premier membre doit étre nulle, on a, par con-

séquent,

Y

ooy ooty
u* 03% 05 du®

(19)

<

9%y
Ju?

ne s'annule pas, si @ n’est pas une fonction de z,y seulement, on peut

(Y) Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, 1897, p. 36. — Lecons sur les équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre, t. 11, p. 252.
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écrire
0*d 0%
du® ds*
,”dw —-_”(‘);‘—m(x’.}’)’
Jdu? Js

et Pon tre de la
Y=oa(x, y)e®Ne,  p=0L(x,y) e "N 4 y(z, ¥).

Portons ces valeurs de ¢ et de i dans (18), cette équation se réduit a

J
I8 ! o 0!&)2€wu — o) &)360)"20.
(18) 9 ) — oy
En développant, on trouve d’abord que w est une fonction de y seulement; on
peut remplacer cetle fonction par I'unité, en opérant comme nous avons déja
fait plusieurs fois; I’équation (18) donne alors
p ybeq

__dloga
1= "9z

Cette égalité montre qu'il suffit de remplacer 5 par z — loga pour revenir au

cas ou l'on a
a=I, y:O.

Les équations de la transformalion sont donc

p=pi+p(x,y)e,
g=e 4+ A(x,y,2)s,+ Bz, y, 2).

Ecrivons la condition (1)

0
(aj)pl—sz)—{—d—ﬁe""—@c"(Asl—%—B)

dA B JA JB

— Ap, — il P <E B %) (pr+fe?)=o;

en annulant les coefficients de p, s, et de z,e7%, on voit que A doit se réduire
identiquement a zéro et il reste les équations

9B B

gy "R =
. OB b oB
= tTe n

Elles montrent d’abord que B est une fonction linéaire de z indépendante
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de x, c’est-a-dire que 'on peut poser

n portant dans la premiére équation, on voit que Y, s'annule et que 3 est
; LNV Qs . . “dv
égale 4 XY. Si I'on remplace s par s +1logY, ct si 'on prendf)& dx etf v
pour variables indépendantes, les équations de la transformation se réduisent &

p=pite

(] — e~sis,
Les deux équalions qui se correspondent par cette transformation sont

$,°= 0,

$+qge*=o.

6. Dans la discussion précédente nous avons écarté le cas ol u est une fonc-
tion de 2, y seulement, cas que nous allons examiner maintenant. Comme on
peut ajouter a 5 une fonction quelconque de z, y, il est permis de supposer
que v s’annule.

En écrivant la condition (1), nous trouvons

Y ) JdA | 0A JB  dB

(20) ap,+ bz — ()_‘E“A‘)‘_—d—; ST S JEl s W SRl

I faut d’abord que 1'on ait
0.

—~— = 03,

J

-

(R}

‘nous supposerons nulle la fonction A qui ne dépend pas de 5. On peut, en
elfet, dans ce cas, écrire

oz, ¥y 5, 5) =42, ¥, 50— 3) + A(w, ) (5,— 3) + Bz, 3, 5) + A, ¥) 5

ce qui montre que » est la somme d’ane fonction de z, y, 5, — s et d’une fonction
de z, y, =.

L’équation (20) se décompose en deux autres

B oY 0B
= b.'»p——b; -+ b—;'

D’aprés la premiére il est permis de poser

B=a(x,¥)3+ a(x, ¥);
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en portant dans la seconde, il vient

oV Jda L

21 bz = S e
(21) = 9r T ox dx
¥ ne dépendant que de z, y, u (5, — 5= 1), nous devons avoir
Jda
b= -
0w

Supposons qu’il en soit ainsi, on trouve en intégrant (21)
Y(x, y, ) =o(y,u) + aw—o.

Il suffit de remplacer « par sa valeur pour déduire de la les équations de la
transformation de Bicklund

P =7"D
q = o(y,s—3)+a(r,y)s.

On trouve sans aucune difficulié les ¢quations qui définissent = et 3, :

s—a N s——ap
7=0() ()aﬂ-; +ﬂ(~f’)')—Tl’
Jor or
s — ap,— 5;':‘20.

On peut encore salisfaire 3 I’équation (1) en prenant pour w une fonclion
p q 9 p h

linéaire de 5 et pour 4 un polynome du second degré en u; je ne développerai
pas les calculs parce que cette étude ne fournit rien de nouveau : les transforma-
tions de Biicklund que I'on obtient ne sont que des cas particuliers de celles que

nous avons Lrouvées en dernier lieu.

7. 1l reste & étudier le cas ol » est une fonction linéaire de 3,, f n’élant pas
linéaire par rapport & p,. Nous pouvons, ici encore, supposer le coefficient de ;-
dans © égal al'unité et écrive

P =S (2,055 pi)s
g=35+0(z,),5s).

L’équation (2) donne

et, en intégrant, il vient

S=g(x, y, pr—bz).
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Posons p, — bz = u et écrivons la condition (1)

aud—g —l—abz()g

du

98 _

Jdu + dy

dg 99

= — = —

du Odx -bz—g&-:o.

En dérivant d’abord deux fois par rapport a z, puis une fois par rapport a u,

nous trouvons

010 05 90 »0
(22) bdz-Z Ju ' 0z ds? g(ﬁﬁo’
020 0% 0dg 0*0
(23) 07 9ut T w97 = O
E)ﬁ 2

écrire la derniére équation

50 est certainement différent de zéro; s'il en est de méme de

/]
F » nous pOllVOl'lS
<

030 g
R

T oy )
03? du

et en déduire

P=g(z,y, py— bz) =w(x, y)e* &) (P=b3) 4 t(z, y),

g=5+0(x,y,5) =z+w(x,y)e2@ybos p(z, y)z+o(x, ¥).

En remplacant z par 5 + {(x, y), { satisfaisant a la condition

d:—p"—i—c
dy T

nous substituons au systéme précédent un systéme analogue ot 'on aurait sup-
primé . Quant a I’équation (22) elle devient

d(ab) —

X

%(wcx‘-’b?) —wtath— watbs

Nous avons d’abord a6 =Y. En remplagant « par sa valeur, les équations de
la transformation deviennent

Y -
p=w(z,y)e " r(z y),

g=s5+uw(x,y)e V+pz,

et, en prenant Yz et Y 3, pour nouvelles fonctions inconnues, nous leur donnons
la forme plus simple

Pr_,
o —z

-+,

(24) p=me
q ——

S+ we *+ps.
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Ecrivons la condition (1),

w s ow ' w 0b Bo_z o Be_ o
Ze" (ap,—l—bz,)—l—a;e" -—E(Typleb +—0y—meb (51 +p53)
Pi_s
—pl——gge—z——g—i_:—i—mre—z—p(we” +‘L'>:0.

On apercoit qu'il y a un terme en p, qui ne peuat pas disparaitre quelles que
soient les expressions des fonclions w, %, w, o; les équations (24) ne peuventdonc
dans aucun cas définir une transformation (B,) telle que 3, satisfasse 4 une équa-

tion lindaire.

8. On peut encore satisfaire a la condition (23) en supposant que § soit une

fonclion linéaire de z ou en supposant que I'on ait
(25) b—o, —— —o.

Examinons le premier cas : en raisonnant comme nous avons fait a plusieurs
reprises, on voit que 'on peut supprimer dans § le terme indépendant de = et
écrire

p=g(x, y, pp— b3),
q=z+a(z,y)s.

L’équation (1) devient, en remplacant p, par « + b3,

0_g+§§r__gé %—abz%f—zt—bz—ag—z% =o,
ox

(26)  a(u+0b3)5, dy T dy du du

et, en annulant le coefficient de 3, nous trouvons

ab \ dg do
<ab—d—y—ab)%—b——_o,

ce qui exige que P'on ait

db do
(27) ab——yy—ab_o, b+d—x_o,
puisque, par hypothése, f n’est pas une fonction linéaire de py, c’est-d-dire g
n’est pas une fonetion linéaire de u

Posons

Fac. de T., 2¢ S.,V. 58
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il vient
d%n dn 0 Jd%n
Ja gy’ a= log

Quant a I'équation (26) elle se réduit a

9 , 9%

au 2 u—oap==o0;
du dy = ’

celle équation s'intégre facilement sil’on remplace a et « par leurs expressions et
Pon a, en désignant par w une fonction arbitraire,

dn
dx . ' efu
g(x, v,u) = WU—{—C"“&) zx, T
oxdy dx dv

Ecrivons maintenant p, — bz au lieu de «, b ayant la valeur indiquée plus haut,
¢t nous avons les équations de la transformation de Bickland

an
ox dn . enp, o0
. 2t ~1 - — ez,
p= pi Py ‘)xﬁ,—q—e ol x, o e
dx dy dx dy
g=z— 20
7= %4 ()_)’~'

‘n prenant ez comme nouvelle fonction inconnue, on met ces équations sous
la forme un peu plus simple

Q;n_
dx P
— e — 3\,
(28) p e P P+l x, P
dx dy dx dy
\ g = €5,
3, satisfait & 'équation linéaire
X 4)'2‘/]
) ()]ODdxd), dgﬂ —
TNy T T oy YT Owdy T
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. ) . . ' Jn
Remarquons que, si aprés avoir permulé x et » on remplace Jy par a(z, y),

cette derniére équation devient

— s L S—ap _ .
(29) 9= g B—ap)+ oy —5- s\

dx oz

c’est-d-dire que 'on retrouve ’équation obtenue plus haut (n° 6). De chacun des
deux systémes de caractéristiques de cette équation on peut déduire une transfor-
mation (B.,) (') qui permet de la remplacer par une équation linéaire. En échan-
geant z et y dans les équations (28) on trouve

p =€z,
on
(30) .oy eng
T= T (P T
dx dy dx dy

A Paide de cette transformation on passe de ’équation (29) A

o ologn
o 2.
s;+<d—n- _ vdxdy)q, 9*n 2 —o,

ox Jox

. . , . dn
a élanl loujours égale a o
La transformation (30) de I’équation (29) est déduite du systéme de caractéris-
tiques qui posséde I'invariant y tandis que la transformation du n° 6 était déduite

du systéme qui posséde U'invariant z.

9. Nous avons laissé de coté les équations (25). La deuxiéme de ces équations
exprime que § est un polynome du second degré en z; en formant les fonctions f
et © et en écrivant qu’elles satisfont a la condition (1) on voit de suile que le coef-
ficient de 32 est nul et il semble que nous soyons immédiatement ramenés au cas
précédem; mais, b étant nul, la premiére équation (27) ne donne plus a, il faut
reprendre I’étude de cette question.

On a

pP=8(x, ¥, p1)s
q =

s+ a(x, y)s,

(1) Thése, n° 4.
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et la condition (1) s’écrit

dg | Og do
ap, Jﬁ;—l—d———pl—d—x:—ag_—:o;

.Y . 5 .
2 est une fonction < de y seulement. Sil’on prend y pour nouvelle fonction

Y
dy . . , .
et [ 5 pour nouvelle variable & la place de y, on donne aux équations de la
transformation la forme

P=g(x, ¥ P1)

q:;i,
& devant satisfaire a
dg 9
Py gy — P10
En intégrant, on trouve
p D 2
S5 — ﬁ P1+q/(2g ).Z‘>,
dy \ 0y
¢ élant une fonction arbilraire, si I'on a posé
an
B dlog;}—/
= =2
La transformation
0 /
P= G P r>
dy dy
q =53

élablit une correspondance entre les intégrales de I'équation

N g/ 5
1}—“—(2——11—3—4‘<()—_n)x>
dy oy

/

et celles de I’équation linéaire

dlogg2

Sy —

()}/ Pi1=o0.

En particulier, si 7 est égale & y, on voit que '’équation

p—sy=vy(s.x),
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intégrée par M. Goursat, a pour transformée

s;=o.

10. 1l faudrait encore considérer le cas ol f est une fonction linéaire de p,
et @ une fonction linéaire de z, : cetle étude ne présente pas de difliculté; on
trouve ainsi les transformations étudiées par M. Lucien Lévy qui permettent de
déduire d’une équation linéaire une autre équation également linéaire dés que l'on

connait une intégrale de I'équation donnée.
En résumé, abstraction faile des équations linéaires, les équations que nous

nous sommes proposé de déterminer sont les suivantes :

(N s(z+y)=0(p)¥(g),

[(I)([))-—_— ]+eli—‘I’(P)’ lIJ'(q)—_—,+eq—‘If(q)],

1I p—52 = (x,f)
(II) ; g 8\®g)
(1) s=2/b(z,y)pg,
(IV) s+qge*=o,
n s
(V) O ¢ a7
dy dy
I - s—ap —_3 > S_apo
(VI) 7= Y 5 +a(z, y) Ja
Les équations qui leur correspondent sont
I\/ Pl . 51 —
“ B A s e
(I’ s, =o0,
t dlogb
(ry’ $1— py 7yg— 1— bz =o,
(IV)/ $§1=0,
Y lae 91
010°Q—y

(V) G 9
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aPéquation (VI) on peut faire correspondre soit I’équation

. 7]
(VLY s;—ap,— —0%51:0,

soit 'équation

) -
o 010g<¢)xdy> 90

(V1) Tl T 1T syt

1 =0,

On peat passer de I'équation (VIY a (VI)” par une transformation de Laplace.
Les équations (I) et (IIT) sont aussi telles que des deux systémes de caractéris-
tiques on puisse déduire une transformation (B,) qui permette de passer de
I'équation donnée & une équation linéaire, mais si 'on permute z et y chacune
de ces équations est remplacée par une équation de méme forme; les deux trans-
formations ne sont donc pas essentiellement différentes comme celles dont dérivent
(VI) et (VIY. _

Remarquons encore que, si 'on excepte (II1) et (VI), toutes les équations

linéaires que nous avons lrouvées ont au moins un invariant nul M.

(*) Cf. un Mémoire de M. Goursat (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
2¢ série, t. IV, 1902, p. 334).



