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THEORIE GENERALE DES FONCTIONS FONDAMENTALES,

Par M. W. STEKLOFF.

INTRODUCTION.

1. La solution de la plupart des questions de la Physique mathématique se
raméne 3 la détermination d’une fonction dépendant du temps ¢ et des coordonnées
rectangulaires .z, ¥, 5 et vérifiant dans un domaine donné (D), limité par une sur-
face fermée (S), telle ou telle équation linéaire aux dérivées partielles du second
ordre jointe a certaines conditions aux limites ainsi qu’a certaines conditions ini-
tiales correspondant a une valeur donnée de la variable ¢ (par exemple ¢ = o).

La plupart de ces équations différentielles peuvent étre parlagées en deux cat-
gories différentes : les unes se représentent sous cette forme générale

0?U 0*U 0*U U ddU ou

U
(I) ?t—z-‘_a-d;{—*_b—d—}”:—i_cdzz_‘_ d—.’l)‘_‘—e}j’_—‘—f&‘%—gU_o,

les autres sous la forme suivante

(2) 9E+agﬂ_U+bg?_U+cﬂJ_+ng+ed_q+fgg+gU:O
at 0x? oy* ‘032 ox oy 03 ’

ot a, b, ¢, d, e, f, g sont les fonctions données des variables z, y, z. Divers pro-
blémes de ’'Hydrodynamique, de I’Acoustique, de I'Electricité et du Magnétisme,
de I'Elasticité, etc. dépendent de I'intégration des équations de premiére espéce (1),
la solution de plusieurs questions de la théorie analytique de la chaleur se rameéne
a 'intégration des équations de seconde espéce (2).

Rappelons quelques cas les plus simples et les plus importants. Posons
dans (1), : ' ' T

a—b=c=—k, d=e=f=g=o0;

il viendra

3) . MkAU:/f( Y
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’ ’ . . . ’
C’est I'équation du mouvement vibratoire d'une masse gazeuse renfermée dans
un vase solide.

Faisant les mémes suppositions dans (2), nous obtiendrons
au
— = kAU
I’équation de refroidissement d’un corps solide.
Supposons, par exemple, que le vase solide reste immobile. Le probléme de
I’Acoustique se raméne a la détermination d’une fonction U des quatre variables ¢,
x, y, & vérifiant I'équation (3) et satisfaisant aux conditions

i7J0F

(5) Jn

—o sur(S),
U
(6) U=/f(=,y,3), W:ft(‘x’y’z) pour {=o,
ou f et f, désignent des fonctions dounées; (S) désigne la surface du vase, n la

direction de la normale extérieure a (S), le symbole

oU;
on

désigne la limite vers laquelle tend I'expression

U U U
d—xcos(n, x) -+ oy cos(n, y)+ 35 cos(n, z),
lorsque le point z, y, 5 tend vers un point de (S) en restant constamment a I'in-
térieur de (S) (sur la normale ).
Quant au probléme de la chaleur, il se ramépe & la détermination d’une
fonction U satisfaisant 4 I'équation (4) jointe aux conditions

(7) %[,]Z"—}-hU:o sur (8),
(8) U=/f(z,y,5) pour t=o,

ol & est une constante positive.

Dans les cas limites, la constante & peut se réduire a zéro ou & I'infini; dans le
cas de & = o, la condition (7) se réduit & (5); dans le cas de & = oo, elle se rem-
place par la suivante :

(9) U=o sur(S).

Si la fonction U ne dépend pas de ¢, les équations (1) et (2) se réduisent & la
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suivante :

ﬂ+b02—U +c@+d@+e@+
@0z ay? 032 Jx ay

U
yi -d— +gU=o.

03

Les conditions initiales perdent leur sens et 1l ne reste que les conditions aux
limites; rappelons, pour exemple, les problémes classiques de Dirichlet et de
C. Neumann. '

2. Fourier, Cauchy et Lamé furent les premiers qui ont proposé une méthode
générale pour résoudre tous les probléemes dont nous avons parlé au début
du n° 1.

Pour expliquer les principes de cette méthode, il suffit de considérer certains
exemples les plus simples.

Posons dans (3)
U=V (A cosit+ Bsinkt),

A et B étant des constantes arbitraires, A un nombre positif, V une fonction ne
dépendant que de z, y, 3.

Substituant cette expression de U dans (3) et (3), il viendra

AV 2/\‘— V=0 alintérieur de (S),
av;
op O sur (S)

Supposons, pour plus de simplicité, que & soit égal & une constante positive.
Supposons ensuite qu’il existe une infinité de nombres positifs

)‘1’ )\2) )\3’ IS ] }\k,
et de fonctions correspondantes

V“ V2’ Vs’ sy V/n

vérifiant les équations
(10) AV,+ 2. V,=o0 alintérieur de (S) (k=1,2,3,...)
jointes aux conditions

an

(11) =o sur(8) (k=1,2,3,...).

La série
U :EVk(Ak cost\/khy+ BysineyVkh,) + By,

k=1
Fac. de T., 2¢ S., VI 46
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By, Ak el By (k=1, 2,3, ...) étant des conslanles, représentera la solution du
probléme, si nous choisissons les Ay (k=1, 2, 3, .. Jet By (k=o0,1,2,...) de
fagon que l'on ait

(12) DANV=S (@ 0,5, SWELBY+ B,= fi(a, ¥, 2).
k=1 k=1

La méme méthode s'applique & I'équation de la chaleur (4);1l suffit de poser

(13) U= A, Vie i,
k=1

ou Vi(k=1,2,3,...)sont les fonctions de z, y, z satisfaisant aux conditions
AV, + 21, Vi=o0 Aalintérieur de (8S),

([[l) —*—*—i—]lV];:O SUP(S) (k:l,2,3,...).

La série (13) représentera la solution du probléme, si nous choisissons les
constantes Ak (k =1, 2, 3, ...) de fagon que la premiére des équations (12) soit
satisfaite.

La méthode dont il s’agit s’applique aussi au cas ot la fonction cherchée U
ne dépend pas de ¢.

Rappelons, pour exemple, le probléme de Dirichlet :

Trouver une fonction de x, y, z vérifiant I’équation
(15) AU =o a Uintérieur de (S)
et se réduisant a la fonction donnée f sur (S).

Soil Vj une solution particuliére de Iéquation (15); I'expression AV, Az étant
une constante, le sera aussi.

La série

(16) _ EA,..V,,
k=1

représentera la solution générale, si nous choisissons les solutions simples
Vi(k=1,2,3,...) et les conslantes A; de fagon que celte série soit convergente
a l'intérieur de (S) et se réduise a la fonction donnée f sur (S).

La méme méthode s’applique aux autres problémes analogues, par exemple au
probléme de Neumanun.
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3. On voit, par ce qui précéde, que le probléme se partage, en général, en

deux parties principales :

(A). Démontrer Uexistence d’une infinité de solutions simples des équa-
tions du probléme (en faisant abstraction des conditions initiales).

(B). Etablir la possibilité du développement d’une fonction donnée
f(z, ¥, 5), dans un certain domaine (D), en séries procédant suivant les
fonctions Vi(k=1.2,3,...), auxquelles se réduisent les solutions simples
pour t=o.

Faisons quelques remarques relatives au probléme (A) en nous bornant aux cas
des équations de I’Acoustique et de la Chaleur. Les solutions simples satisfont,
comme nous l'avons vu, aux équations (10).

Si nous prenons les conditions aux limites sous la forme
(17) Vi=o sur(8),

nous obtiendrons les fonctions V4 (k =1, 2,3, ...) dont I’existence a été élablie
pour la premiére fois par M. H. Poincaré dans son Mémoire connu : Sur les équa-
tions de la Physique mathématique (Rendiconti di Palermo, 1894).

Si nous posons /& = o, nous obtiendrons les fonctions Vi (k=r1, 2,3, ...)
satisfaisant aux équations (10) jointes aux conditions (11). J'ai établi I'existence
de ces fonctions dans mon Mémoire : Sur les problémes fondamentaux de la
Physique mathématique (Annales de I Ecole Normale, 1902) ().

Supposant enfin que /4 est une constante différente de zéro, nous obtiendrons
les fonctions Vi vérifiant les équations (14). La démonstration de I'existence de
ces fonctions se trouve dans divers Mémoires de MM. H. Poincaré, S. Zaremba,
A. Korn ainsi que dans mon Mémoire tout a ’heure mentionné.

Il importe de remarquer que toutes les fonctions considérées peuvent étre
définies par certaines équations fonctionnelles, comme je I'ai déja montré dans
mes recherches antérieures.

Dans le cas (17) on trouve, en effet,
Vk:)‘ka(xa Y>35 E, n, C) VIc(E’ n, C) de',

P'intégrale, prise par rapport a &, 4, g, étant étendue au domaine (D) tout entier,
(> désignant la fonction de Green (voir H. Porncarg, loc. cit.).

Les fonctions, satisfaisant aux conditions (10) et (11), vérifient les équations

V,b,:.}A,CfJ(x, Y>35 80,8) Vi(&,n, €) dr,

(1) Voir aussi W. STEKLOFF, Sur les équations différentielles de la Physique mathé-
matique [ Recueil mathématique de Moscou, 1896 (en russe)].
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ol J désignent une fonction symétrique en z, y, s et §, 4, {, continue a 'intérieur
de (S), sauf pour
x=E, y=nm, 5=,

ot elle devient infinie comme %, ¢ étant une constante,  la distance de deux points

m(z, ¥, z) et my (&, 1, ), et satisfaisant aux conditions

A) = Ii) a lintérieur de (S),

ol
on =0 sur(8) ()
D désignant le volume du domaine (D).

Dans le cas général, ot A est une constante positive différente de zéro, on a
VA': )\l;fH(xy Yy %3 E) T, t-) VL(E’ M, C) dT,y

H étant une fonction dont j’ai établi 'existence dans mon Mémoire cité (p. 250),
continue dans (D), sauf pour

x=E, y=nmn, 3=2C,

ou elle devient infinie comme %, et symélrique en z, ¥, %; &, n, C(2).

%. Passons maintenant au cas ot la fonction cherchée U ne dépend pas de ¢
(voir n° 2) et considérons les solations simples de I'équation de Laplace corres-
pondant aux problémes de Dirichlet et de Neumann.

Les fonctions fondamentales de M. H. Poincaré (Acta mathematica, t. XX),
les fonctions de M. Ed. Le Roy (Annales de I’Ecole Normale, 1898-189g) et les
fonctions fondamentales dont j'ai établi I'existence en 1899 (*), représentent ces
solutions simples de 'équation de Laplace.

On pourrait démontrer que toutes les fonclions considérées satisfont aux

(1) W. SteELOFF, Sur les problémes fondamentauwz, ete. (Annales de U’Ecole Nor-
male, 1902, p. 248).
(2) Rappelons que H satisfait aux conditions

oH;

AH = o, o

+hH =0 sur(S)

(3) W. StEkLO¥F, Sur Uexistence des fonctions fondamentales (Comptes rendus,
27 mars 1899).
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équations de la forme
Ve [pED 6 505550, 0) Vel D

Pintégrale élant étendue a la surface donnée (S).
On a, par exemple, pour les fonctions de M. Le Roy,

* I
Vi= e [ P&, ) LValEn, ) d
ou p est une fonction positive ne s'annulant pas et continue sur (S).

5. On voit, parce qui précéde, que toutes les fonctions dont il s’agil se partagent
en deux catégories :

Les unes, que nous désignerons, en général, par Vi (k=1,2,3,...), ont
celte propriété commune : elles satisfont aux équations fonctionnelles de la

forme

Vk:)‘kf])(i’ 0, §) G(x7 Y>35 E’ n,8) Vk(E’ n,C)d‘E',

ot Ax sont des constantes, p est une lonction conlinue positive et ne s’annulant
pas dans le domaine (D), G est une fonction symétrique en z, y, 5 et £, &,
continue en tous les points de (D), sauf pour le point

x =, y=nm, 3=%¢,

ot elle devient infinie comme la fonction &,
r

Les autres, que nous désignerons, en général, pav Wi(k =1, 2, 3, ...), vérifient

les équations suivantes
We=pue [ 46 012, 2,53 60, 0) Waly .0

ot ug sont des constantes, ¢ et J les fonctions jouissant des mémes propriétés par
rapport aux points de la surface (S) que les fonctions p et G par rapport aux

points du domaine (D), limité par (S).

6. Il est naturel maintenant de poser ces questions générales :
1° Peat-on trouver, pour chaque domaine (D), limité par une surface
donnée (S), et pour toutes les fonctions données p(z, y, z) et G(z,y, 5; &, 1, $),

salisfaisant aux conditions générales énoncées dans le numéro précédent, une
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suite de nombres réels

et de fonctions correspondantes

Vl’ V'Z, VS, ©y V/c; R

continues dans (D) et satisfaisant aux équations fonctionnelles
Vk(x’ Vs 3)= )‘kfp(g) T, C) G($, R 'Ct, n, C) Vk(g’ T, C) dT’;

2° Peut-on trouver, pour chaque surface fermée (S) et pour toutes les fonctions
données ¢ (z, y, 3) et J(x, ¥, 5; §, 0, {) jouissant des propriétés générales, indi-
quées a la fin du n°® 3, une suite de nombres réels

15 sz P':;y vy H/f’

el de fonctions correspondantes
W, W,, W, ..., W, ...,

continues et vérifiant les équations
Wk(xy Y 5) — “L/q(é’ 1, c) J(‘["a Y53 E,y T C) VVIL'(E.’ iy C) ds'.

La solulion de ces questions générales fera I'objet du premier et du quatriéme
Chapitres du Mémoire qui va suivre.

7. Passons maintenant au probléme (B) du n° 3.

J'ai proposé, dans mes recherches antérieures, une méthode générale qui permet
d’établir la possibilité du développement d'une fonclion arbilraire en séries pro-
cédant suivant les fonclions, dont nous avons parlé dans les n* 3 et 4, sous cer-
taines suppositions trés générales.

Jai pris pour le point de départ ce théoréme, établi dans toute sa généralité
dans mon Mémoire récent : Sur certaines égalités communes & plusicurs séries
des fonctions souvent employées dans I’ Analyse (Mémoires de I’ Académie des
Sciences de Saint-Pétersbourg, 19o4):

Quelle que soit la fonction f, bornée et intégrable dans un certain domaine (D),

a9

on a loujours, pour toutes les fonctions Vx(k=1,2,3,...), mentionnées plus haut,

flj("v’ Js Z)fz(xr Y S)dT:ZAZ-,

k=1
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<

ou 'on a posé

Ak:fmx, ¥y ) S (@, 3, 8) Vil 3, 5) ds,

dt désignant I’élément différentiel du domaine (D).
II est naturel de se demander : ces égalités ont-elles lieu pour toutes les fonc-

tions da n° 67
. ) . A L .o
Quant au développement d'une fonction donnée en séries des fonctions

Vi (k=1,2,3,...), jal remarqué que loute fonction f(m) qui se représente

sous la forme

(18) f(m):fG(m, my) o (my)de dans (D),

G désignant la fonction de Green, se développe en séries des fonctions fondamen-
tales Vi (k=1,2,...), correspondant & la fonction de Green; toute fonction

vérifiant 'équation

f(nz):f,](m, my)e(m,)ds  dans (D),

se développe en série des fonctions correspondant a la fonction J(m, m,); enfin,

toute fonclion se représentant & I'aide de l'intégrale
f(m):f[{(m, my) o{m,)d<  dans (D),

se développe en série des fonctions Vi (A=1, 2, 3, ...) correspondant a la fone-
tion H(m, my) (V).

1l est naturel de se proposer d’étendre ces résultats particuliers & toutes les
fonctions G(m,m,) du n® 6 qui jouissent des propriétés analogues & celles des
fonctions G (fonction de Green), J et H.

Nous trouverons la solution de ces questions dans les Chapitres I et VY de ce
M¢moire.

Les Chapitres IV et VI seront consacrés & diverses applications des résultats
obtenus dans les Chapitres précédents.

(1) W. STEELOFF, Sur un probléme de la théorie analytique de la chaleur (Comptes
rendus, 4 avril 1898). — Sur le développement d’une fonction donnée suivant les fonc-
tions harmoniques (Comptes rendus, 30 janvier 1899). — Sur les problémes fondamentaux
de la Physique mathématique (Annales de U’Ecole Normale, juillet 1902, p. 255, 259).
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CHAPITRE .

REMARQUES PRELIMINAIRES.

1. Désignons par (S) une surface fermée satisfaisant aux conditions suivantes :

1° En tout point de (S) il existe un plan tangent déterminé;

2° Autour de chaque point p de (S) on peut décrire une sphére (s) d’un
certain rayon D, assez petit mais déterminé, de telle facon qu’une paralléle
a la normale & (S) en p ne puisse rencontrer la surface (S), & Uintérieur
de (), gu’en un seul point;

3> Langle aigu que font les normales & (S), en deux points quelconques p
et p' de(S), est plus petit que ar, a désignant un nombre fixe ne dépendant
pas de la position des points p et p' sur (S), r désignant la distance pp'.

On sait que le principe de Neumann s'applique a toute surface (S) jouissant
des propriétés énoncées.

On peut donc résoudre le probléme de Dirichlet pour toute surface (S) appar-
tenant a la classe considérée, c’est-a-dire trouver une expression analytique de la
fonction U satisfaisant aux conditions

U U 09U

AU = y i o -+ 57 = ° 4 intérieur ou 4 Vextérieur de (S),

C=f(x, y,5) sur(8),

gnelle que soit la fonction donnée f, continue sur (S).

Cela résulte de diverses recherches de MM. S. Zaremba, A. Liapounoff et
W. Stekloff (Voir Journal de Mathématiques, Annales de I’Ecole Normale,
Communications de la Société mathématique de Kharkow, Bulletin de I’Aca-
démie des Sciences de Cracovie, 1899-19o2).

Nous n’allons considérer, pour fixer les idées, que des surfaces satisfaisant aux
conditions 1°, 2°, 3*, mais il est utile de remarquer d’avance que plusieurs résul-
tats de nos recherches, qui vont suivre, resteront vrais pour une classe de surfaces
beaucoup plus générale, & savoir pour toutes les surfaces auxquelles s'applique
le principe de Dirichlet (voir H. Poincant, American Journal, t. XII).

2. Désignons le domaine de 'espace, limité par une surface (S), par (D); le

domaine cxtérieur a (S), nous le désignerons par (D'). Remarquons qu’on peut
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considérer (D’) comme une limite d’'un domaine, limité par la surface donnée (S)
et par une sphére, décrite autour de I'origine des coordonnées, de rayon R,
lorsque R tend vers I'infini.

Soit f(z, y, ) une fonction quelconque de trois variables réelles z, ¥, z; on
peut la considérer comme une fonction du point m de I'espace, en entendant par z,
Y, 5 les coordonnées (rectangulaires) du point m.

Nous désignerons une telle fonction simplement par

Sf(m).

Toute fonction F(z, y, z; & n, {) de six variables réelles z, ¥, z et &, =, { peut
étre considérée comme une fonction de deux points m et m, ayant respectivé-
ment z, y, z et £, 7, { pour coordonnées.

Nous désignerons une telle fonction par

F(m, m,).

L’intégrale d’une fonction quelconque F(m,m,), prise par rapport aux
variables z, ¥, z et étendue au domaine (D) tout entier, nous la désignerons par

fF(m, my) drs

I'intégrale analogue, prise par rapport aux variables & %, { et étendue au
domaine (D), nous la désignerons par

fF(m,mi)dr’,

dr et d7 étant les éléments de volume du domaine (D).
Désignons encore par

fF(m, m,)dT

'intégrale, prise par rapport a m(z, y, z) et étendue au domaine, composé de
deux domaines (D) et (D') (c’est-a-dire I'intégrale, étendue a I’espace tout entier).

Désignons enfin par
[Fim)ds,

F(m) étant une fonction quelconque du point m, l'intégrale, étendue au do-
maine (D), dr, étant 1'élément de volume de (D’).

3. Avant d’aller plus loin, signalons un lemme remarquable qui jouera un réle
important dans les recherches qui vont suivre.
Voici I'énoncé du lemme dont il s’agit :

Fac. de T., 2* S., VI. 49
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Soit
Slm) =ay fi(m) +ay fo(m) +. ..+ 2y fr(m),

o as(s=1,2,3,...,n)sont des constantes indéterminées, fi(m)(s=1, 2, ... n)
Jonctions du point m, linéairement indépendantes et continues avec ses dé-
rivées du premier ordre dans le domaine (D).

On peut toujours disposer les constantes % (s=1,2,3,...,n), en les assu-
Jettissant a vérifier un certain nombre d’équations linéaires et homogeénes, de
telle manicre que le rapport

110 ()~ (e
ffwf

soit plus grand qu’un nombre L,, ne dépendant que de la surface (S)[nre

dépendant pas de f(m)]et infiniment croissant avec Uindice n, de sorte que

lim L, = .

Je me permets de ne pas exposer la démonstration que le lecteur trouvera dans
le Mémoire bien connu de M. H. Poincaré, Sur les équations de la Physique
mathématique ( Rendiconti di Palermo, 1894).

Jappellerai ce lemme lemme Jondamental de M. H. Poincaré.

SOLUTION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE FONDAMENTALE.

4. Désignons par p(m) une fonction positive, bornée, intégrable et ne s’annu-
lant pas dans le domaine (D).
On aura, quelle que soit la position du point m dans (D),

() o< p(m) < B,

a et B élant des nombres fixes.
Soit H(m, m,) une fonction de deux points m et m, satisfaisant aux conditions

suivantes :
(a) Elle est symétrique en m(z, y, z) et my(&,n,¢);
(0) Elle reste continue en tous les points m, intérieurs a (S), quelle que

soit la position du point m, dans (D) (et inversement),
(¢) Il existe un nombre fizxe A tel qu’on ait

(2) /l H(m, my)|do'<<A,
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quelle que soit la position du point m dans (D) [les points de la surface (S)y
compris .

Désignons par G (m, m,) la fonclion suivante
(3) G(m,ml)::H(m,mi)-}ﬂ%,

i étant une constante, r la distance mm,.

Il est évident que la fonction G(m, m,) est aussi symétrique en m et m,.

5. Maintenant, proposons-nous de résoudre le probléme suivant :

Trouver une fonction NV (m) vérifiant l’équation fonctionnelle
(4) V(m):lfp(ml)G(m,mi)V(ml)df’—%f(m),

JS(m) étant une fonction donnée, bornée et intégrable a U’intérieur de (D),
A étant un paramétre.

L’équation (4) représente une généralisation de 'équation fonctionnelle

o)+ [ @, p) o) dy = (),

étudiée par M. I. Fredholm, sous certaines suppositions trés générales par
rapport a la fonction f(x), dans son Mémoire : Sur une classe d’équations
Jonctionnelles (Acta mathematica, v. XXVII, p. 365) (*).

J'emploierai, dans mes recherches, une autre méthode, différente de celle de
M. I. Fredholm, a savoir la méthode de Schwarz-Poincaré (Rendiconti di
Palermo, 1894).

Jimposerai encore certaines restrictions a la fonction G(m, m,) dont j’ai déja
signalé quelques-unes au numéro précédent, sans traiter le probléme dans toute
sa généralité, mais les restrictions dont il s’agit sont justifiées par les applications
de 'équation (4) & la Physique mathématique, comme nous verrons cela plus tard.

Moyennant la méthode de Schwarz-Poincaré, cherchons V (m) sous la forme de
la série

(5) V(im)=v,(m) 4+ Ao (m) +220y,(m) +...+ My (m)—+...,

ot ox(m)(k =0, 1,2,...) sont les fonctions du point m.

(') Voir aussi D. HILBERT, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen (Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, Heft 1, 1904). — V. Vovrerra, Sopra alcune questioni di inversioni di
integrali definiti (Annali di Matematica, v. XXV).
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Substituant cette expression de V(m) dans (4), on trouve

(6) Vo(nl):f(m),
(64) Vk(m):fp(ﬂu)(}(m,ml)Vk_i(mi)d‘r' (k=1,2,3,...).

Désignons par Jx (k=o0, 1, 2,3, ...) 'intégrale suivante

(7) J;,:fp(m)v}c(m)dr>o.

De Pégalité (6,) on tire
(72 om)= [pm) G(m, mo)ae [pmo) oty (m)d' =1y [P G2om, my e
ou, en vertu de (3),

fp(mnGﬂ(m,m1>dr'<zfp<ml>[ﬂﬁ<m, m>+“—]d

Désignons par (S;) une surface fermée intérieure & (S), par (D;) le domaine
Limité par (S;).
D’aprés 'hypothése faite par rapport & H(m, n2,), on peut assigner un nombre

fixe AZ, tel qu'on ait

(21) fH*(m,mi)df’<Af,

pour tous les points intérieurs a la sarface (S;) qui peut éire si voisine de (S)

qu’on le veut.

D’autre part, on sait que
dr!
— < anl,

;
{ désignant la plus grande distance de deux points de (S).
On trouve donc, eu égard a (1),
(22) fp(ml)Gz(m,mi)df'<2@(A?+MH”):QE,
quelle que soit la position du point m dans le domaine (D;).
On a donc, eu égard a (7,),
(8) vk (m) < QJp—r-

On peut dire, en se rappelant les propriétés de la surface (S;), que cette inéga-

lité a lieu pour tous les points m, intérieurs au domaine (D).
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6. Reprenons 'équation (6,) et posons
S= [ p(m)H(m,m,) exy(my) e,
R:P.fp(ml)(;{c—1(ml)drl.
On trouve, en vertu de (1) et (2),
$t= [ p(m) | B, mi) |42 [ p(mo) | B my m) |03 (m)

<BA [ p(m) [ H(m, m) | vh (my) .
D’autre part,
R2<<omp?lBJ;_,,
et, par suite,

vi(m) <2(8+ R2)<2ﬁ[Afp(m1)|H(m, mx)lV%~1(m1)df’+2ﬂp’le_,:|,
d’ou, eu égard a (2),
(9) fp(m)V}Z,-(M)df:Jk<zﬁ2(A2+27rpa2lD)Jk-A,:B?J,,._l,
D désignant le volume du domaine (D).

7. Multiplions maintenant (6,) par p(m) ok (m) dv et intégrons, en étendant
'intégration au domaine (D).

On rouve, eu égard a (7),
Jk:fp(m) vp(m) </p(m1) G (m,m;) vk_,(m,)dr’> dr,
d’ott 'on tire, en échangeant 'ordre des intégrations,

Jk:f]’(mi) Vr—1(my) <fp(m)G(m, my) vk(m)a'r> dt'
= [ P} oams(my) o1y () e
car la fonction G(m, m,) est symétrique en m et m,.
De cette égalité on Lire I'inégalité suivante
(10) ! S R PR

ayant lieu pour toutes les valeurs de I'indice k =1, 2, 3, .. ..
Les inégalités (9) et (10) donnent

o _ e T ) .
(11) J0< 2<J—3<...<JA__ <...<B?,
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8. Comparons maintenant les séries

(5,) Vi(m)=y9¢,(m) +ho,(m)+...+ Mo (m)+...

et ,
QVIo+ QM/I, + QR VI, 4+ .= QM= I +. .,

dont la derniére converge, pourvu que

Pos

12| < tim Y34zt —
k=w ka

ou, en vertu de (g),
I
P> g
est un nombre positif, différent de zéro, quelle que soit la fonction f(m). On
en conclul, eu égard a (8), que la série (5,) converge absolument et uniformé-
ment a Uintérieur de (D), pourvu que

Vi

(12) ‘)\l<p0:llm*,T
. k=o ka
Donc la série (5,) représente une fonction V' (m) continue & I'intérieur du
domaine (D) pour les valeurs du paramétre & satisfaisant a la condition (12).

9. Quant a la série (5), elle représente une fonction bornée et intégrable
dans (D).

Si nous supposons que f(m) soit continue & l'intérieur de (D), il en sera de
méme de la fonction V(m), car, en vertu de (6), (5) et (5,),

V(m)=f(m)+ V' (m).

1l ne reste qu’a prouver que la fonction trouvée V(m) satisfait a I'équation (4).
Remplagons dans (5) m par m,, maltiplions I'égalité ainsi obtenue par
p(my)G(m,m,) et intégrons-la.

On trouve, en se rappelant que la série (5,) converge uniformément dans (D),

>

[ pm) G, m) V() e = B3 [pCms) 6O, m) os(oma)

k=0

d’oti 'on tire, en tenant compte de (5), (6) et (64),

I

[ pm) G mym) Vim)ds'= 5 B at vpamy = 1LV 0m) e (m)]
A=0
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ou

V(m) :Xfp(m,) G(m, m,) V(m,)dt'+ f(m);
c’est précisément Péquation (4). C.Q.F.D.

10. Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que la fonction S(m) soit
continue dans (D).

Considérons V(m) comme une fonction du paramétre X et désignons par o le
rayon de la convergence absolue et uniforme de la série (5).

L’inégalité (12) montre que
(13) P po-

Montrons que p est précisément égal a g,.
Posons, en général,

(14) J,.’szfp(m)v,.(m)vs(m)d‘r,
r et s étant des entiers quelconques.

On trouve, conformément aux notations du n° 3 ['égalité (7)],
(15) Jor=1J. (r=o,1,2,...).

Remplagons dans (6,) & par s, multiplions le résultat ainsi obtenu par
p(m)v,(m)dx et intégrons. ~
On obtient

J,.’s::fp(m) v,.(m)(fp(mi)G(m, my) Vsﬂ(mi)dr’>dr
zfp<m1)vsf,<m1>(fp<m)G(m, my) o, (m) de ) de!
:./‘P(ml) Os—1(my) vy (my) d’' = Jr+1,s—1,
d’ou
(16) JI',S: Jr'+k, )

k étant un entier positif, plus petit que s.

Supposons que s > r et que les nombres s et 7 soient pairs ou impairs a la fois.
On peut toujours poser
S=r+a2j,

J €étant un entier convenablement choisi.
Remplagant dans (16) & par j, il viendra, eu égard a (15),

(17) Jl-,s:Jr+j,1-+j:Jr+j:J:-+.c-
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Cela posé, considérons les séries

(18) So(m) =y9,(m) + R oy(m) + 2o, (m) ...+ Wk (m) +...,
(18)) si(m)=vy(m) 4+ oz (m) -+ Mo (m) ...+ A0y (m) 4. .

Le rayon de la convergence uniforme de ces séries ne surpasse pas celui des
séries

fP(m)so(m)"O(m)dT

:[p(m)vg(m)dr—i—?\?fp(m) po(m) va(m)dr—+... .+ 2% [ p(m)p,(m) pyp(m)dr ...
et

[ pmysiim)ev(m) ds
:fp(m) v%(m)d‘r—i—)\?fp(m) o (m) as(m)df—%—...—l—)\ﬂkfp(m) or(m) Oy (m)de+. ..

qui se réduisent, en vertu de (17), aux suivantes :

(182) J0+)\2J1+7\4J2+...+)\2k:’k+-..
et
(18;3) R LN PR L3 PR R N LLA PP S

Supposons que A > o. Chacune de ces derniéres séries ne peut converger que
pour les valeurs de X, plus petites que le nombre p,,

VI
= lim ~—-
po fk=o \/Jk

Donc, les séries (18) et (18;) ont le méme rayon o, de convergence qui est au
plus égal a p,.

Or, le rayon p de convergence de la série (5)
po(m) +Aho (m) +220y(m) ...+ Mo (m)+...=sy(m) + ks, (m)

est, évidemment, égal a o,.
Il s’ensuit que
P=p1Zpo-

On a donc précisément, eu égard a (13),

P = po C. Q. F. D.

11. Nous n’avons considéré les valeurs de la fonction G(m, m,) et des fonc-

tions ¢x(m) (k=o0,1,2,...) que pour les points intérieurs a (S). Or, la fonc-
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tion G(m, m,), considérée, par exemple, comme une fonction du point m,
peut étre prolongée a l'espace extérieur a (S), c'est-a-dire a tous les points du
domaine (D'), et cela d’une infinité de maniéres.

A chaque prolongement déterminé de la fonclion G(m, m,) correspondra un
prolongement bien déterminé des fonctions vx(m) (k =1, 2,3, ...), définics par
les relations (6, ).

Supposons maintenant que la fonction H(m, m,) reste continue avec ses déri-
vées du second ordre dans le domaine (D) tout entier [les points de la sur-
face (S) y compris].

Dans ce cas, on peut trouver deux nombres fixes A et L, de facon que l'on ait
(19) fGﬂ(m, my)dt' <A, /[AH(m, my)]?dz << L2,

quelle que soit la position du point m dans le domaine (D).
Formons la fonction U(m, m,) satisfaisant aux conditions

2U U U

AU(m”n’):W+dy2+F:O a I'extérieur de  (8),

U(m, m;)=H(m,m,) sur (8),

et se comportant a I'infini comme un potentiel newtonien.

C’est le probléme extérieur de Dirichlet qui peut étre résolu dans le cas consi-
déré, car, d’aprés les suppositions faites, la surface (S) satisfait aux conditions 19,
2° et 3° du n° 1 et la fonction H(m, m,) reste continue sur (S).

Nous supposons toujours que le point m, se trouve dans le domaine (D).

Prenons maintenant pour G(m, m,) la fonction, définie par les conditions

suivantes :
G(m,m;)=H(m,m,) + ‘i—L a intérieur de  (8),
G(m,m)=U(m, m,) + IE a I’extérieurde (S).
Dans ce cas, toutes les fonctions ox(m) (k =1, 2, 3, ...,, délinies par les

relations (6,), seront continues dans Uespace tout entier; leurs dérivées du
premier ordre seront continues a U'intérieur et & lextérieur de la surface (8).
Désignons par R la distance du point m a Porigine des coordonnées.
On aura, quelle que soit la position du point 7, dans le domaine (D), exté-
rieur a (S),
R|G(m,my)| <A,

R2 ()G(m»m1)J<B
Jx
Fac. de T., 2¢S., VL. 48
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et les inégalités analogues pour les dérivées de G(m, m,) par rapport & y et a s,
A et B étant des nombres fixes.
Par conséquent,

Rep(m)| <fp(m,)l{|G(m,m,)]|0k_l(m,)]df'< Afp(m,)lvk_l(m,)]df’: A,

d vy
v(,;;m)l<fp(mi)R2 dG(m, my)

R2
ox

|0(ms) | de’ < B f p(m3) |91y () d' = By,

A, et B, étant des nombres fixes.

On en conclut que chacune des fonctions ¢x(m) (k=1, 2,3, .. .) se comporte
a l'infini comme un potentiel newtonien.

Il est évident ensuite que chacune des fonctions vx(m) (k=1, 2, 3, ...)
admet les dérivées du second ordre, continues dans (D'), et satisfait a
l’équation -

(20) Ay,(m)=o0 Aalextérieur de (8S).
Supposons encore que la fonction p(m) soit choisie de fagon que le potentiel

fp(m)vk(m)dr
—

admette les dérivées du second ordre & U'intérieur de (D).

Cette condition étant remplie, on trouve
(21)  Api(m)=—h4mpp(m) e (m)-+ p(my) vp_y(my) AH(m, my) dc’
A Pintérieur de (S).
19. Introduisons maintenant les notations suivantes :
(oUN2 /00N /0U\? JU\?
(5e) - () + (%) =2 ()

U 9V U 9V U OV _ 50U OV,
ox 0z dy dy = Jds 05 4oz 0z

Désignons par n la direction de la normale extérieure a (S).
Les limites, vers lesquelles tend une fonction quelconque F du point m,
lorsque m tend vers un point de la surlace (S), nous les désignerons par

Fi et FC,

selon que m reste constamment a l'intérieur ou a Pextérieur de (S).
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Désignons encore par les symboles

2&. et dFe
an dn

ce qu'on appelle dérivées normales intérieure et extérieure de la fonction F,
c’est-a-dire les limites vers lesquelles tend I’expression
ot cos(n,x) + chos(n )+ oF cos(n,s)
0x ’ dy 'Y oz 2T
lorsque le point m(x, y, z) tend vers un point de (S) en restant respectivement
a Pintérieur ou a V'extérieur de (S) (sur la normale n).
Comme, d’aprés 'hypothése faite, H(m, m,) reste continue sur (S) avec ses
dérivées de deux premiers ordres, la fonction U(m, m,), définie dans le numéro

précédent, admet la dérivée normale
ou,
dn

réguliére sur (S) (').
On peut donc trouver un nombre fixe L,, tel qu’on ait

JH; 00U,
2 s — Pl U 2
(19,) fP ds 4f< o ()n) ds < L3,

Pintégrale étant étendue a la surface (S).
Cela posé, appliquons le théoréme de Green a la fonction ¢;(m).
On trouve, conformément aux notations introduites (voir aussi n° 2),

doe\t 0vs;
S0 st
et, en vertu de (20),
fE <%‘%>_drl [ A‘;k dz'l _J Ore ()dV’kLe ds — __f(,kl_ dd"’lze ds,

car ¢ reste continue dans l'espace tout entier.

Or,

vr(m) _—_fp(m,)H(m, ml)vk_l(ml)df'+pfﬁm—’)%{i"(—m')dr’.

(1) Voir mon Ouvrage: Les méthodes générales pour résoudre les problémes fonda-
mentaux de la Physique mathématique, Kharkow, 1901, p. 181 (en russe). Les conditions
plus générales de l'existence des dérivées normales d’une fonetion harmonique sont indi~
quées dans le Mémoire de M. Liapounoff : Sur certaines questions qui se rattachent au
probléme de Dirichlet (Journal de Mathématiques, 1889g).
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Les dérivées du premier ordre du potentiel newtonien

f Plm) ek (mi) 4
.

restent contlinues dans I'espace tout entier; on a donc

i Vg JH; 00U,
Tt 20t — [ pom) v ) (T — O e

et, eu égard a (21),

Jop\? .
(22) lk:fz<%‘%‘) //_l‘:!;wpnfpvkvk_, dr~ka<fpvk_,AHdz-’>dr M

‘oH;  JU,
—+ sz[ [P(mt)(’k 1(1n1)( o on >([T'] ds.
2 2
[ka<fpvk_.l AH df'> dr] ifvﬁc dff(fpvk,lmdr'> de
<fpvk_lAH a‘r')ui\/‘pvi_ld‘z"‘/‘p(AH)2 dr',

d’ot, en vertu de (1), (7) et (19),

< f pors AH dr'>‘< BL ;.

Par conséquent, en vertu de (g),

’/‘vk(/fpvkﬂ AH dt’) dr

D’autre part,

[ka[<fp(lizi)vk_l(ml)Pdr’j)fis]?ikaldsf<fp(m, ) Op— l(m,)Pa’r) ds,
([romonstmpas)'s [pim) ok, (moyas' [pemypea,

et, en vertu de (19,),

fds(fp(mi)vk-l(m,)P df’\)giJkﬂfp(ml)<fP2ds)df’< BDL2J; ;.

(') Nous écrivons, pour plus de simplicité, F au lieu de F (;m), H au lieu de H(m, m,), etc.,

Or,

et

<L\/@\/J_M/E: <BL\/§1—’J,H.

ce qui ne peut donner lieu a aucun malentendu.
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Par conséquent,

1kai<ufp(m,)vk,,(m1)P dr’>ds

Or, dans le cas considéré, I'inégalité (8) a lieu pour tous les points du

domaine (D) [les points de (S) y compris |.

On a donce
| fou( [ ptm) oncs(miypae')as

S désignant la grandeur de la surface (S).
On trouve donc finalement, eu égard a (22),

Lo]=

<L.v'@—wm(fvzids) .

< SLI Q \/B-]TJIC-—U

(23) Li< <[m;LB+BL\/@—O:1 +SL,Q\/B_D>.Ik_,:NJk1,

‘fpvkvk_l dr

L'inégalité (23) donne

car, en vertu de (g),

<VTVT <BJe .

I
I

J ; fv;_dr fv,zdf
B 5(C R e

Il est utile de remarquer que dans certains cas particuliers la démonstration de

fv,adf
‘ '.1 d(’k 2

Tet
T

<N

d’ou

I'inégalité

Ik

(241) J—<Nﬁ
k—1

peut étre essentiellement simplifiée.
Supposons, par exemple, la fonction G(m, m,) choisie de fagon que 'on ait

00
(19) kai ;’I; dsZo

pour toutes les valeurs de 'indice £ =1, 2, 3, .. ..

Ces conditions étant remplies, 'introduction de la fonction U (m, m,) ainsi que
de I'inégalité (194) devient inutile.
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En effet, de I'inégalité

00, \?2 0V p;
SR (= frnes

on tire immédiatement, eu égard a (19,),

FE (8o frsn]

d’ou, comme précédemment,

fZ(%%;—C—>2dr< <47rptB -+ BL \/@) Vo =NJi,.

Cette inégalité conduit tout de suite & (24, ).

Supposons encore que la fonction symétriqne H(m, m,), considérée comme
une fonction du point m, jouisse des propriétés suivantes :

Elle reste continue avec ses dérivées du premier ordre dans 'espace tout entier,
admet les dérivées du second ordre continues dans (D), se comporte a l'infini

comme un potentiel newtonien et satisfait & I’équation
AH(m, m;) =0 al’extérieur de (D) ().

Ces conditions étant remplies, U'introduction de la fonction U(m, m,) sera aussi
inutile, car toutes les fonctions ¢z seront continues avec ses dérivées du premier

ordre dans I'espace tout entier, de sorte qu’on aura

de,j d‘)kc
(19s) f(vki?n_—“)kgd—n>ds:0

et, par suite,

2
I,;:fE(%) dT:[mq.prvkvk_l dr — vk<fpvk._1AHdc’>dr,

d’ou 'on tire, comme précédemment, I'inégalité (23) et puis I'inégalité (24).
Nous aurons Poccasion de faire usage de ces remarques plus tard.

13. Supposons maintenant que la fonction f(m) dans ’équation (4) se repré-

sente sous la forme suivante :

j:ai.fl+a2f2+' . '+‘anflw

(1) Ce sont les suppositions que jai faites dans ma Note: Sur certaines égalités com—
munes & toutes les fonctions fondamentales (Comptes rendus, 4 juillet 1904).
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as (s=1,2, ..., n) étant des constantes indéterminées, f; (s =1, 2, ..., n) étant
des fonctions du point m, linéairement indépendantes et continues dans (D).
Les relations (6,) montrent que, dans le cas considéré, chacune des fonctions ¢
sera une fonction linéaire de constantes a;.
D’aprés le lemme fondamental de M. H. Poincaré (n° 3), on peut toujours dis-

fv2 dr .
T3

Nous aurons alors, eu égard a (24),

2dr v2dr

J. ] f‘)k . fk N

Jk_k_i <1\6 Q /de 2dT<l\ﬁ * dvk 2d <L_f
/Z(day) jE(()x) ‘

et, en vertu de (11),

poser les o, de fagon que l'on ait

L,

Désignons par (E;) 'ensemble des valeurs des a, pour lesquelles ces inégalités
ont lieu.

Remplagons & par & - 1; nous obtiendrons, comme précédemment, les inéga-
lités suivantes :

Vo \/Jl VI Vs

Vi _ Vi, I Ve R

ainsi qu'un ensemble correspondant (E;,).

Comme ces inégalités entrainent les inégalités précédentes, on en conclut que
I'ensemble (Ez,,) est renfermé dans (Ej).

Supposant que I'indice A croisse indéfiniment, nous obtiendrons une suile
d’ensembles

(Ek)y (Ek+i)? (Ek+2), s vy (Elc+p)9 e ey

dont chacun des suivants est renfermé dans le précédent.
11 s’ensuit que chacun des ensembles (Ex,,) est un ensemble bien déterminé,
quel que soit le nombre p.

Supposant que p croisse indéfiniment et en passant a la limite, nous obtien-
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drons un ensemble déterminé (E,_) = (E) de valeurs des oy, telles qu’on aura

VA VK

VI Vi VA VLa

Dans ce cas nous aurons (voir n° 9)

(25) p=lim VIis = Vi,
k=w \/J; VK

I'inégalité qui nous sera nécessaire plus loin.

14. Montrons maintenant, en suivant une voie indiquée par M. H. Poincaré,
que V(m), considéré comme fonction du paramétre X, est une fonction méro-
morphe en \ n’ayant que des péles simples et réels.

Formons les séries

[ uy =9, +Avy +A¢; +...,

u, =y +Avs +A%¢, +...,
............................... ,

(26) (U = Ve Ao Ao ..,

Upy = O = A0py = N vpa—+. .o,

bV Upy ==V A Vnt1 A2 Vet ..oy

qui convergent, évidemment, absolument et uniformément dans (D) pour les
mémes valeurs du paramétre h que la série (3).

Elles représentent donc les fonctions wy (k=1, 2,..., n 4 1) continues dans (D).
Ces fonctions satisfont aux conditions

(27) uk'_)‘uk—i—i:‘}k—l (h=2, 3,...,n),

(28) uk(m):fp(m,)G(m,m,)u,t_,(ml)dr’ (k=12,3,...,n+1),

ce qui résulte immédiatement de (6,) et (26).
Désignons maintenant par

0(1, 2 S ] 29
n constantes indéterminées et posons
(29) w=—o,V-+ dollyg—+ ...+ Qplly.

Multipliant cette égalité par A p(m,) G(m, m.) d<' et intégrant, on trouve, eu
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égard a (4), (27), (28) et (29),

x[p(mn G (m, my) w(my) de’

=, V(m) — oty v5(m) + Aoty ug(m) + Aotz uy (M) +. .. + Aoty Upiy (1)
=w — ayvy— dy(Ug— AU3) .t oty (Up— Nllpyy)

=w — (o Vg Ay ¥+ A3 Vst oo+ Ay Viq).

Donc, la fonction w(m) vérifie I'équation fonctionnelle

w(m) = [ p(m) Glm, my) w(my) de+ film),
ou 'on a posé
film)=o,vg(m) 4+ a0y (m) + azvs(Mm) +...4 oy ¥pq(m).
(’est une équation de la méme forme que (4), que nous avons pris pour le point
de départ de nos recherches.

Répétant presque textuellement les raisonnements précédents (n°* 4-11), on
s'assure que w(m) se représenle sous la forme de la série

(30) W=y Aw; 4+ Nw, 4. ..+ Mw, 4. .,

dont le rayon p, de la convergence absolue et uniforme est égal a

. 2y
1= lim = k )
k= \dpyy

ou l'on a désigné par J) ce qui devient J; [voir n° 5, I'égalité (7)], st 'on y rem-
place ¢z par wi (k=o0, 1, 2, ...).
Ce résultat reste vrai, quelles que soient les constantes a; (s =1, 2, ..., n).
Or, d’aprés la proposition établie dans le n° 13, on peuat choisir les o de fagon
que l'on ait
VL,
p1=> ﬁ{:‘

D’autre part, en choisissant convenablement le nombre 7, on aura

VL,
p1=> \T—_ > A,
K
A étant un nombre donné & l’avance, qu’on pourra prendre aussi grand qu’on

voudra, car (voir n° 3)
limL, = c.

n—w

Fac. de T., 2¢ S., VL.

S
O
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On en conclut qu'on peut toujours choisir le nombre n et disposer ensuite
les constantes ag(s =1, 2, ..., n) de facon que Uon ait

(31) Pl>P:

p désignant le rayon de convergence de la série (5).

15. Nous avons va (n° 13) que le rayon o de convergence de la série (5),
représentant la solution de I'équation (4), dépend du choix de la fonction f(m),
mais il ne peut pas dépasser un certain nombre positif et différent de zéro.

En le désignant par /,, supposons que la fonction f(m) soit choisie de facon
que

p=1.

Supposons encore que les constantes o, soient choisies de fagon que [I'inéga-
lité (31) du numéro précédent |
p1 > p-

Formons le systéme d’équations linéaires

V —hus=v,,
Uy ——7\u3:V1,

Up—1— A Up=Yn—2

o VA4 agltyg 4. ..~ oty = .

En les résolvant par rapport &4 V, on trouve

_P(m)
(32) Vim) =y
ou l'on a posé
w o (m) a, oy ... Oy Oy
9o (m) —% o ) o
(33) P(m)= v, (m) 1 —A o ) ,
Vpg(m) o 0 —A o
Vp_2(m) o o 1 —A
oy s oty o,
1 —A o o
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La fonction P(m) se représente sous la forme de la série
(39) P(m)=Py(m) +AP,(m) + 1 Py(m)+...+ A Pr(m)+...
qui converge absolument et uniformément dans (D), pourvu que
(36) I <pi>

Or, nous avons vu que la fonction V(m) cesse d’étre continue pour les valeurs
de A dont le module est égal a /,.

I s’ensuit que le polynome D (1) admet au moins une racine X' dont le module
est égal a /,; cette racine représente en méme temps un pdle de la fonction V(m),
considérée comme fonction du paramétre A.

On en conclut que la fonction V(m) vérifiant I’équation (4) est, en général,

une fonction méromorphe du paramétre X.

16. Démontrons qu’elle ne peut admettre que des pdles simples.
Soit A = X un péle de la fonction V(m).
Substituant (32) dans (4), il viendra

(37) P(m)y=1 [ p(m,) G(m, m,) P(m,)de'+ D () f(m).
Désignons par V/(m) ce que devient P(m), si 'ony pose A= V.
On aura

(38) V’(m):l’fp(ml)G(m,m,)V’(ml)dT’.

Supposons que A’ soit un pole multiple de la fonction V(m) et, par suite, une
racine multiple de polynome D (1); soit ¢ + 1 son ordre de multiplicité.

On a
(39) D(N)=o, DO(X)=o, D®WN)=o, ..., D@Q)=o,

D@ () désignant la dérivée de s**™¢ ordre du polynome D (}).
Désignons par P()(m) la dérivée de s**» ordre de la fonction P(m), prise par
rapport 4 A; on a

G0 p . B!

; 1 MPo+....

(40) PO =s! P+

Or, I'égalité (33) montre que

Pove=(—1)""'wiy (k=o0,1,2,...).
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On en conclut que le rayon de convergence de la série (40) est égal a celui
de (30); la série (40) représente donc une fonction continue dans (D), pourvu
que X satisfasse & I'inégalité (36).

Différentions maintenant (37) s fois par 2; il viendra, eu égard a (39),

§—1
. — 1)k (k)
(41) PO (m)= )-’/P(ma) G(m, mi)P‘(deT’-l—s!Z (_)(\/)s——% %
k=0

Cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de s a partir de s =0 jusqu’a s = q.

On en tire, en remplacant s par s — 1,

§—2
(2) Pty =1 [ p(ma) G (m,my) Pl (my) e+ (s — 1)1 X, sl T
k=0

Posons
fp(mi) G(m, m) PV (my)de'=U(m).
On aura, cn se rappelant que G (m, m,) est une fonction symétrique en m et m,,
fp(m) G(m, m;) P6—Y (m) de' = U(m,).
Supposons maintenant que
P®(m)=o pour k=o,1, 2, ..., s—2.

Multiplions (41) et (42) respectivement par

p(m)PE—U(m)dr el p(m)P®(m)dr,

retranchons et intégrons le résultat ainsi obtenu.

Remarquant que
[pim) P(M(m)(fp(m»t}(m ) P (m,) d ) s
= [p(m)Pe(m) (fp(m) G, ) PO~ (m) d ) ai'= [ p(me) PO () Uy
[y 2@y ([ pim)Gom, ) P () ') e = [(p(m) P (m) U(m) d,

on lrouve

fp(m)[P(s—”(m)]2 dr = o,

d’ou
Pt=1(m)=o,

car p(m) reste positif dans (D).
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Or, si ) est un pdle multiple de V(m), on aura nécessairement

PO (m)=V,(m)=o.

Par conséquent,

PW(m) =P (m)=...=P@(m)=o
et
P@(m)
V(im)= T)T'I_)—(L;S s

ol P@(m) est différent de zéro.
Supposant, en effet, que

P@ (m)=o,
on aura pour A =N
__ P (m)
V(m) = D'—-———(q_'_”()\,);

ou D@+ (V) est différent de zéro.

La fonction V(m) se représentera, pour k=%, sous la forme de la série (5),
ce qui est impossible.

Done, P@ (m) est différent de zéro.

Il s’ensuit que X' est un pdle simple de la fonction V(m), car il est en méme
temps la racine simple du polynome D@ (3).

On peut donc supposer que P(m), dans I'équation (32), est une fonction bien
déterminée et différente de zéro pour A =70

17. Démontrons encore que tous les pdles de la fonction V(m) sont réels.
Soit
N=a+1if, i=y—1,
a et 3 étant deux nombres réels différents de zéro, un pole de la fonction V(m).
On peut poser
Vi(m)="U,(m) + i Uy(m),

ou U, (m) et Uy(m) sont les fonctions réelles du point m.
La fonction V'(m) satisfait a 'équation (38) qui donne

(43) U.(m):afp(m,)mm,mn'Ul(m1>dr'—ﬁfp<ml>G<m, ma) Uy (my ) de’,
(44) U:(m)zﬁfp(mnG(m, m) Us(ma) '+ o [ p(m,) G (e, my) Us(m,) '

Multiplions (43) et (44) par p(m)U,(m)dx et p(m)U,(m)d=, retranchons
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et intégrons le résultat obtenu; on trouve

(45) [rom )UAm)(fp(mi ) G(m, my) Uy (my) de' ) de

car

(46) f (m) Uy (m) <fp(m1)G(m my) U, (m,)de' ) dz

)
+ [ U ([ pme) Giom, m) U ) de =,
)

:fp(m)Ul(m)<fp<m1)G(7n, m.l)Uz(ml)dT'>dT.

Multipliant maintenant (43) et (44) respectivement par p(m) U, (m)dr et
p(m) Uz (m)dr, additionnant et intégrant le résultat, on trouve, eu égard a (45)

et (46),
[ P[0 (m) + U (m)lde =o,
c’est-a-dire

Uy(m)=Uy(m) =V (m)=o,

ce qui est impossible.
Donc, tous les pdles de la fonction V(m) sont réels.

18. On peut maintenant énoncer ce théoréme général :

Tatorime. — Soit (S) une surface fermée, a laquelle s’applique le prin-
cipe de Neumann ('). Soit p(m) une fonction du point m(z, y, z) continue
positive et ne s’annulant pas dans le domaine (D), limité par la surface (S).

Supposons encore que la fonction p(m) soit choisie de facon que le poten-

fp(m)cp(m)dr,
r

tiel newtonien

admette les dérivées des deux premiers ordres dans (D), quelle que soit la
Sonction o(m) continue avec ses dérivées du premier ordre ().
Soit f(m) une fonction du point m, continue (*) dans (D).

(1) Il suffit de supposer que (S) satisfasse aux conditions 1°, 2° ¢t 3° du n° 1.

(2) Il suffit de supposer que p(m) reste continue avec ses dérivées du premier ordre a l'in-
térieur de (D). Quant aux conditions plus générales, woir O. HOLDER, Beitrdge sur Poten-
tialtheorie, Stuttgart, 1882.

(3) Remarquons que cette restriction n’a rien d’essentiel; il suffit de supposer que f(m)
soit bornée et intégrable, mais ici nous n’insistons pas sur ce point.
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Soit enfin H(m, m,) une fonction de deux points m(z, y, z) et my (E, n, £),
symétrique en m et m, et continue avec ses dérivées des deuzx premiers ordres
dans le domaine (D) tout entier [ les points de la surface (S) y compris].

Posons

G(m’ my)=H(m, m;)+ %7

. désignant une constante, r la distance de deux points m et m,.
Ces conditions étant remplies, I’équation fonctionnelle

V(m>=Afp(mnG(m,mi)V(m1>dr’+f(m),

A étant un paramétre, admet toujours une solution V(m) qui se représente
sous la forme de la série procédant suivant les puissances croissantes de \ et
absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que le module
de ) ne surpasse pas un certain nombre 1y, positif et différent de zéro.

Cette solution V(m), considérée, en général, comme une fonction du para-
meétre ), est une fonction méromorphe en \ n’ayant que des péles simples et
réels.

FONCTIONS FONDAMENTALES.

19. Des recherches précédentes il résulte immédiatement que le nombre
positif ; représente un pole de la fonction V(m) vérifiant I’équation (4).

Le point
A=—1

peut aussi présenter un péle de la fonction V(m:).

Il existe donc au moins un nombre X, dont la valeur numérique est égale a Z,,
et une fonction V, (m), bien déterminée, différente de zéro et telle qu’on ait

v1<m>:mfp(ml>e<m, my) Vy(m,) de.

I3

Reprenons maintenant I'équation (4) en y remplagant f(m) par une autre
fonction f, (m).

D’aprés le théoréme du n° 14 on peut choisir £, (m) de fagon que le rayon de
convergence de la série

(47) vo(m) 4+ Ao (m)+Roy(m)+...4+ Mo (m)+...,

\

ou

bo(m) = f,(m), Vk(m):fp(mi)G(m, ) Vpy (my) ',

sera égal & un nombre /, plus grand que /,.
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Appliquant au cas considéré les raisonnements précédents, nous nous assurerons
que le nombre /; sera un pdle de la fonction V(m) vérifiant I'équation

V(m):Afp(mnG(nz,mnV(mndr'Jrfl(m)

et que le point
A=—1,

peut aussi présenter un péle de la fonction V(m).
Il existe donc au moins un nombre A, dont la valeur numérique est égale

aly> {y, et une autre fonction V,(m), différente de zéro et vérifiant 'équation
Va(m) =3y [ p(my) G(m, my) Vi (m,) de'

Remplagant ensuite dans (4) f(m) par fo(m) et choisissant la fonction f,(m)
de fagon que le rayon de convergence de la série (47), ot il faut poser maintenant

vo(m) = fa(m),

soit égal & I37> {,, nous obtiendrons, comme précédemment, un nombre A3, dont
le module est égal & /5, et une troisiéme fonction V,(m) satisfaisant & ’équation

v3<m>:xsfp<mnG<m, my)Vs(my)de.

Continuant ainsi, nous démontrerons successivement 'existence d’une suite de
nombres

(48) My Aay sy eeer Dy

et de fonctions correspondantes

(49) Vi, Vo Vi, oo, Vi o,

vérifiant les équations

(50)  Vi(m) :xkfp(m,)G(m, m)Vi(m)de  (k=1,2,3,...).

La suite (48) peut étre, en général, limitée ou illimitée.

20. Revenons a la fonction V(m) vérifiant I'équation

(51) V(m) =xfp(mn G (1, my) V (my) de’ + f(m).
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Nous avons vu (n° 18) que V(m) est une fonction méromorphe en A se repré-
sentant sous la forme suivante

» ; P
(52) \(m):l—)((’)n—\))

et n’ayant que des poles simples et réels.

Il est évident que ces poles dépendent du choix de la fonction f(m) dans
I'équation (51).

En entendant dans (51) par f(m) une fonction choisiec d’une maniére quel-
conque bien déterminée, désignons par

(53) )\11) )‘129 )‘13y crey )11;) e

la suite de nombres représentant les poles de la fonction correspondante V(m).

Supposons que les nombres (33) soient rangés par l'ordre croissant de gran-
deur de leurs modules.

Chacun des nombres A x(k =1, 2,...) représenle en méme temps une racine
simple de polynome D(}).

Si nous posons dans (52) A=\, la fonction P(m) se réduira a une fonc-

tion U,x(m), bien déterminée différente de zéro et satisfaisant a I’équation
Us(m)==ue [ p(m) G (m, ) Une ()
Nous obtiendrons ainsi une suite de fonctions

(5[4) U“’ Um! Ui:i, ey Ux/w oo

correspondant aux nombres (53).

Remplacons dans (51) f(m) par une autre fonction fi(m). Nous trouverons
une autre suite de nombres

(55) 1‘21» )\227 )‘23’ i3 )"lka e
et de fonclions correspondantes
(56) Uzn Uziy Uzs, .y U‘ek; s

Les suites (53) et (55) ne sont pas, en général, identiques, mais elles peuvent
contenir des nombres égaux.

11 est aisé de voir qu'une seule fonction ne peut correspondre a deux nombres
inégauzr.

Soil, en effet, U(m) une fonction correspondant & deux nombres différents %,
et ha.

Fac. de T., »* S., V1. 50
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On doit avoir a la fois
U(m):).,fp(ml)G(m,ml)U(m,)dr',
U(m-):)\,fp(ml)(i(m, my) U(m,) de,

ce qui est impossible, si }, 2k, (V).

Or, a un seul nombre My peuvent, en général, correspondre plusieurs Jonc-
tions, linéairement indépendantes.

Choisissant les fonctions f(m) dans (51) de toutes les maniéres possibles, nous
trouverons toules les suites possibles de nombres

)~j1) )7'2, ).j;, ey )‘fk’
et de fonclions correspondantes
Ujl’ U/'-g, Uj3, ey Ui’-" ceee

Disposons tous les nombres A par Pordre de grandeur croissante de leurs
modules et désignons ces nombres successivement par

(57) T P PO ¥ T
Les fonctions correspondantes Ujx, nous les désignerons maintenant par
(38) Vio Vo Vi ety Vi .

J’appellerai ces fonctions Vi(m) (k=1, 2, 3,...), dont nous avons établi existence,
Jonctions ronpAMENTALES appartenant au domaine donné (D) et correspondant
a la fonction cinkrarrice G(m, m,) et & la fonction caracrinisTique p(m).

Quant aux nombres A(k=1,2,3,...), je les appellerai nombres caracté-
ristiques pour les fonctions fondamentales Vi(m) (k =1, 2, 3, ...).

21. Soient V, et V, deux fonctions fondamentales correspondant aux nombres
caracléristiques A, et A,.
Supposons que

(59) A2 A

') La fonction U(m) n’est pas ézale identiquement a zéro.
) (m) p 3 q
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On a
(60) V,.(m)= l,.fp(ml)(}(m, m)V, (m)dr,
(60,) Vi(m) = 7.sfp(ml) G(m,m)Vi(m,)dr'.

Ces égalités donnent
fp(m)V,.(m)Vs(m)d'r:k,fp(m)Vs(m) (fp(m,) G(m, m,)V,(m,)dt’) d=

=3 [PmVemVam) s = o)V, Vaim)ds,

d’odi, en vertu de (59),
(61) fp(m)V,.(m)Vs(m)dz-:o.

Soit V,(m) une fonction quelconque satisfaisant a 1'équation (60). Il est évident

que toule fonction
C.V,.(m),

C, étant une constante arbitraire, satisfait 4 la méme équation.
On peut toujours choisir C, de fagon que I'on ait

Cﬁfp(m)Vi(m)dr:r,

et prendre pour les fonctions fondamentales Vy(m)(k=1, 2, 3,...) celles qui
satisfont aux conditions

(62) fp(m)V,i(m)dr:x (k=1,2,3,...).

22. Cela posé, désignons par /; le module d’un nombre quelconque s Nous
obtiendrons ainsi une suite de nombres positils & (k=1, 2,3, .. .) correspon-
dant 4 la suite (57) de nombres s (k =1, 2, ...) et satisfaisant aux conditions

(63) LELSLSLE S0

La suite (57) et, par conséquent, (58) et (59) peuvent étre limitées ou
illimitées.
Supposons que la suite (63) soit illimitée.

Démontrons que dans ce cas les nombres l; croissent indéfiniment avec
Uindice k. .
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Soit
(64) TP VIR VIR

gs (s=1,2,...,n) étant des entiers quelconques, une suite de nombres carac-
téristiques.

Formons la suile correspondante de nombres positifs l,, et supposons que X,
soient choisis de fagon que I'on ait

(641) <, <l <...<l,.
Formons la fonction

U=a,V, + Vg, 4. ..+ a,V,,

%5 ($=1,2,...,n) élant des conslantes indéterminées, V, (s=1,2,...,n) étant
les fonctions fondamentales correspondant aux nombres caractéristiques (64).

Il est aisé de s’assurer, en tenant compte de (6o ue U satisfait a 'égualion
) I » q q

(65) U(m):fp(m,)G(m,ml)\V(m,)dt’,
ou l'on a posé
W(m)=o, 0V, (m) 4+ a2, V,,(m) 4.+, 2,V (m).

Appliquant a Péquation (65) les raisonnements du n® 12, nous obliendrons

fE <3—g>2dT<pr(m)W2(m)df,

N désignant un nombre fixe (voir n° 12).
Or, en vertu de (61) et (62),

I'inégalité

fp(m)“"-‘(m)dr: AP+ Ay, gy,

] :ot'fl,‘jl—{—agl?h—i—...+a;’;l,'7".
Par conséquent,

(66) f2<%>'d'r<N(a‘;’z;;‘+agl;2,2+...+a,~2,1,-;).

Envisageons maintenanlt le rapport

B

‘/'Uz dr
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J2(5) = 3(5)

—— <K<p—rr
jU*dr

-/.p U2 dz
B désignant le maximum de p(m) dans (D).

On a évidemment

Par conséquent, en vertu de (66),

/‘2<@>2(1*
J&\oe) T yp ittt ol
j.U?d~ altai.. Fo

car, en vertu de (61) et (62),

(66,)

przdr:o:‘;’—i—ai—i—...—}—aﬁ.

De D'inégalité précédente on lire, en tenant compte de (64,),

J2(5)

(67) e <NBL4.
jU?(lr

Celte inégalité a lieu quels que soient les nombres 25 (s =1,2,...,n). Prenons
o] I P )

maintenant dans la suite (63) n premicrs nombres successifs inégaux corres-

pondant aux nombres caractéristiques hx inégaux.

Appliquons l'inégalité (67) a la fonction
U=V, +a,Vot+...+a,Va,

Vi (k=1,2,3,...) élant les fonctions fondamentales linéairement indépendantes

correspondant aux nombres Ak

[2(5)

~—— < NB{.

fU’dr

Or, les fonctions Vi (k =1, 2, ..., n) élant linéairement indépendantes, on peut

On trouve

disposer les conslantes a; (s =1,2,...,n) de facon que l'on ait (lemme fon-

damental de M. H. Poincaré)
oU\?

jU2 dr

L. < < Np&&.
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En se rappelant que le nombre L, tend vers 'infini en méme temps que l'in-
dice n, on en conclat que I, tend vers l’infint, lorsque n croit indéfiniment.

. C. Q. F. D.

23. Nous avons déja dit (n® 20) qu’a un seul nombre caractéristique A peuvent
correspondre plusieurs fonctions fondamenlales linéairement indépendantes.

Montrons qu' un seul nombre Wy ne peut correspondre qu'un nombre fini
de ces fonctions.

Soient
Vik; V?/u V:ik’ ey ‘rnk

n fonctions fondamentales linéairement indépendantes et correspondantes au
nombre Ax.

Il est évident que toute combinaison linéaire de fonctions fondamentales, corres-
pondant & un nombre quelconque A4, représente aussi une fonction fondamentale
correspondant au méme nombre.

Posons
(68) Ug=aVir+ 2V +.. .+ anVar (s=1,2,...,n),
agj (5,J=1,2,...,n) élant des conslantes.

Nous obtiendrons un groupe de n fonctions
(69) Ulky U2k’ LS U;zk

linéairement indépendantes et correspondantes au nombre hx.
Choisissons maintenant les conslautes a, qui restent indéterminées, de fagon
que I'on ait

(70) przsdr:I, pr,;sUk,.dr:o pour sZr,

ce qui est toujours possible; il suffit de supposer, en elfet, que la transformation
linéaire (68) représente une transformation linéaire orthogonale.

Prenons les fonctions (6g) ainsi définies pour les fonctions fondamentales
correspondant au nombre Ax; posons, comme au numéro précédent,

U=oa, U+ Upyp+... 4+, Upzy

ax étant des conslantes arbitraires, et appliquons a la fonction U 'inégalité (66, ),
ce qui est évidemment possible, en vertu de (70).
En remarquant que dans le cas considéré

{

g =" l,/’::. = l,“: Uiy
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on retrouve, comme au numéro précédent,
(71) Ln<NBlk~

Supposons que le nombre X se trouve dans un intervalle quelconque (— A, + A),
A étant un nombre positif, donné a I’'avance. On a

(72) I, << A.

Si le nombre des fonctions fondamentales correspondant au nombre % élait

infini, nous pourrions choisir le nombre n de facon que l'on ait

L,> ANB,
c’est-a-dire, en vertu de (71).
lk> Ay

ce qui est impossible, car, d’aprés Phypothése faite, 4 est plus petit que A.
Donc, le nombre n ne surpasse pas une certaine limite fize.
C. Q. F. D.
M. H. Poincaré a montré que ( Rendiconti di Palermo, 1894)
T2
L,> an?,
a étanl une constante positive, ne dépendant pas de n.
On a donc, eu égard a (71) et (72),

2
an®* <<NBA,
d’oul
3

NBA\?
n< <_E_ )
a
Il s’ensuit que le nombre des fonctions fondamentales linéairement indépen-

dantes correspondant & un nombre caractéristique dont le module est plus
petit que A reste inféricur &

3
E (N BA) 27
[4]
E désignant le plus grand nombre entier contenu dans le nombre
3
NBA\?
)

24. Désignons mainlenant par ¢x le nombre des fonctions fondamentales
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linéairement indépendantes correspondant au nombre hi (k=1,3,...), par
V/.-x, Vk‘?., Vk37 ey Vk!]k

la suite de ces fonctions, en les choisissant de facon que 'on ait (n° 23)
fpV,‘{,sd-::l, fka,.V,,..;dr':o pour rzs (s==1,2,...,qx)

On obtient ainsi une suite de nombres
) P P VO P
et une suite de groupes des fonctions fondamentales
(13) (Vo Vi o+ 5Vigds (Vais Vass s Vags ovvs (Vies Vi oo, Vigds o

satisfaisant aux conditions
‘/p\r,g\ T=1

f[)\quV1'1) dv = o,

et

dont la derniére a liea toujours, pourvu que
>
rs.

Nous pouvons maintenant échanger les notalions de la maniére suivante :

Désignons les fonctions (73) successivement par la lettre V avec un seul
indice k, en donnant & & consécutivement toutes les valeurs entiéres & parlir
de k =1, et faisons correspondre une seule fonction fondamentale Vi a chaque
nombre caractéristique hy.

Employant ces notations nous pouvons énoncer ce Lhéoréme général, qui

résulte immédiatement des recherches précédentes :

Trtorime. — Toute surface fermée (S) jouissant des propriétés 1°, 2° et 3°
du n° | donne lieu & une suite de nombres

(7-’!) )~1; )‘2, )\3) oy 7\k,
dont les modules Iy (k=1,2,3,...) satisfont aux conditions

(741) LELSLE. 2L

WA
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et de fonctions correspondantes

Vn Vza V;n vy V/." LS ]

linéairement indépendantes et satisfaisant aux conditions

(75) Vi(m)=he [ p(m) G, my) Va(m,) e,
(76) fp(m)Vi(m)dr-x,
(77) fp(m)V,.(m)V_((nz)(l::o pour rZs,

ot p(m) et G(m,m,) sont des fonctions donnces satisfaisant aux conditions
du théoréme du n° 18.

Certains d’entre les nombres L, pris successivement dans la suile (74),
peuvent étre égaux les uns auzr autres; les groupes de ces nombres égaux se
séparent par des nombres inégaux, les modules de ces nombres satisfont aux
conditions (74,), ot, entre deux nombres inégauzr ne peut se (rouver aucun
nombre intermédiaire représentant le module d’un nombre caractéristique,
auquel pourrait correspondre une fonction fondamentale différente de zéro.

La suite (74) peut étre limitée ou illimitée; dans le second cas les nombres Iy
croissent indéfiniment, lorsque Uindice k tend uers Uinfini.

Remarquons enfin que les fonctions Vi, quelles que soient les fonctions
données p(m) et G(m,m,) (jouissant des propriéiés indiquées plus haut),
restent continues avec les dérivées des deux premiers ordres a Uintérieur dy
domaine donné (D).

REMARQUE SUR LE CALCUL DES FONCTIONS FONDAMENTALES

ET DES NOMBRES CARACTERISTIQUES, LORSQUE CES DERNIERS SONT TOUS POSITIFS,

25. Soit p(m) une fonction quelconque, continue avec ses dérivées du premier
ordre dans le domaine (D).

Envisageons I'intégrale
K= /.p(m) @(m)(fp(ml)G(m, my) qo(ml)dr’> dr,
ot G(m, m,) désigne une fonction génératrice ayant les propriétés indiquées plus

haut.
Tac.de T., 2¢ S., VI 51



394 W. STEKLOFF.

L’intégrale K représente une constante qui peul étre positive ou négative, selon
le choix des fonctions o (m) et G(m, m,).

Supposons que la fonction G(m, m,) jouisse de la propriété suivante :

Lintégrale K reste toujours positive indépendamment du choiz de la
SJonction ¢(m).

Il est aisé de voir que les nombres caractéristiques des fonctions fondamen-
tales Vx (k =1, 2,3, ...) correspondant & la fonction génératrice G(m,m,),
qui satisfait a la condition tout & I’heure énoncée, sont tous positifs.

Posant, en effet, dans K,

o(m) = Vi(m),

on trouve, eu égard a (75) et (76),
K:/p(m)Vk(l)z)<fp(11L,)G(ln, lni)Vk(nh)dT’)dT: )L,
. &

d’ol, en vertu de 'hypothése faite sur K,

2> o,
quel que soit l'indice 4.

Nous verrons plus loin que, dans la plupart des applications, les fonclions
fondamentales appartiennent a une classe de fonctions n’admettant que des
nombres caractéristiques positifs et méritent, par conséquent, une atlention parli-
culiére.

Dans ce cas, nous pouvons indiquer une méthode générale pour calcul approché
des fonctions fondamentales Vi et des nombres caractéristiques Az, qui peut étre
considérée en méme temps comme une méthode de la démonstration de I'existence
des fonctions fondamentales correspondant a une fonction génératrice G(m, m,)
satisfaisant & la condition

(78) fp(m)rp(m)(f/:(ml)G(/n, ml)’la(/n,)d‘r'>d7>o,

quelle que soit la fonction ¢(m) continue avec ses dérivées du premier ordre

dans (D).

26. Revenons a la fonction V(m) vérifiant 'équation (4).

Nous avons vu que V(m) reste holomorphe en %, pourvu que |A| ne surpasse
pas une certaine limile que nous désignerons maintenant par A,; elle est, en
général, une fonction méromorphe du paramétre A, n’ayant que des pdles réels;
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ces poles représentent les nombres caractéristiques des fonclions fondamentales
correspondant 4 la fonction génératrice G(m, m,) qui figure dans I'équation (4).
Si la fonction G(m, m,) satisfait & la condition (78), tous les nombres
caractéristiques sont positifs et, par suile, tous les pdles de la fonction V(m)
sont aussi positifs.
Supposons que )k, est le plus petit des poles de la fonction V(m) et désignons
par V/(m) le résidu correspondant.

On sait que V/(m) est une fonction du point m vérifiant I'équation

(79) Vi (m) :)\lfp(m,)G(m, m) V' (m,)dz'.
Posons
(80) V=0V,

C désignant une constante, et choisissons C de fagon que U'on ait
(81) fpV'ﬁdr:sz])V’ng:l.

En se rappelant que % est un pdle simple de la fonction V{m), on peut poser

(82) v=_" P

ot P’ est une fonction holomorphe en % pour toutes les valeurs de % dont le
module ne surpasse pas un certain nombre %,, plus grand que ;.
L’égalité précédente donne
b Pl
%, D)

Désignons par P'(k,) et P(3%,) les valeurs de P’ et P pour X =X,. Supposons
que X tende vers A, et passons a la limite; on trouve

, P Y
83 P(h)y= —"UK=_1K
( ) ( l) A[ K C)l h’
ou I'on a posé
5 s
8 — im 22
(%) K=lim 5535

Reprenons I’équation (37) du n° 16 :

P(m)= )\fp(m,) G(m, m) P(my)dc’ 4+ D(X) f(m).
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Oun en tire, cu égard & (79) [sil'on y remplace V/(m) par V,(m)),
fp(m‘)Vi(m)P(m)a'T
;—:pr(m)v,(m)<fp(ml)G(m, m,)l‘(m,)df’)d‘z'—i—])(7.)ff(m)p(m)V,(m)d‘:

A
:}—fp(nh)P(m,)V,(m,)d'r’—i—I)()\)AA.,
‘1

ou I'on a posé

1\A,:fp(llt)f(llt)Vl(m)a’f.

Supposant que A lend vers A, et cn passant a la limite, on trouve, eu égard

a (80), (81) et (84), K— A

car P(m) se réduit & V'(m) pour A =1,.
On a donc, en vertu de (83),

(83) P'(h)=A,V,

27. La fonction P/()) se représente, pour les valeurs de X dont le module ne
surpasse pas Az, sous la forme de la série
(86) PI:P0+}‘P1+;\2P2+...‘*—)\/‘.l)k—lr...,

Py (k=o0,1,2,...) étant des fonctions du point m.
Substituant cette expression de P’ dans (82), il viendra
P, P, P,

P, p
—_ : o0 2 1 k k—1 -0
V_Poa—)\(P‘—a— M>+x <pz+ 3 +H>—|—...+A <Pk+ i +"'+M‘>+""

La série du second membre converge uniformément dans (D), pourvu que
[A] <R

La comparaison de ce développement avec (5) donne

vo=P,,

Pk—'l Po _
n +...—|—7\? (k=1,2,3,...),

©p== Pk -+
d’on

(87) Pls:"/r—)\—l:
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I’équation qui restera vraie pour toutes les valeurs de I'indice &, & partir de k = o,

si nous supposons que

Oy ==

Les fonctions ¢4 (k =o0, 1, 2, ...) sonl connues [voir les ¢galités (6) et (6,)].
Quant au nombre %,, on peut le considérer aussi comme connu, car

\/Jpv,‘f. dr o
(88) )-1: lim Ee—— = lim ———\ JI'. .
h=wo \/'/ p V2.+1 d-:- k= \/Jl-'+l

Les relations (87) déterminent successivement les fonctions P;.
Posant dans (86) X =, on trouve I'expression de P'(}) sous la forme de la
série
P () =P+ 2P+ 2Py +...+ 2P+ .,

ou tous les éléments sont connus.
Substituant dans P'(%,) les expressions de P4 (87) et en tenant comple de (83),
on obtient

Lo < - . .
P = Aiv,:kEw;(V,,_ - ’) — lim Moy,
=0

k=o

I'expression analytique de la fonction

U,(m)=A,V,
vérifiant I'équation

(89) U(m)= )\,fp(m,) G(m, m) U,(m,) d7'.

Nous avons ainsi trouvé le premier nombre caractéristique > o et la
Jonction fondamentale correspondante U;(m) [les formules (88) et (89)].

28. On peut poser maintenant, en tenant compte de (82) el (85)

AV
V== + Qo+ 2+ 2 Qu+ .+ M Qe

J — —

2

ou la série du second membre converge uniformément dans (D), pourvu que |} |
soit plus petit qu’un nombre positif X,, plus grand que 2.
La comparaison du développement, qui résulte de cetle derniére expression
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de V, avec (5) donne

AV
Qr=vi— A;\A_' (k=o0,1,2,3,...).
1

De cette égalité on tire, eu égard a (6,) et (79) [ou il faut remplacer V'(m)

par V,(m)],
fp(m‘)G(m" my) Qr(m,) dt’
:fp(mi)G(m, m,) ¢p(m,)dc

A , AV
— r};fp(ml)G(nz, my)) Vy(m))dt' = o5 — ﬁ =Q-
i}

On en conclut que la série
(90) Q=Q+2Q,+2Q+... +2"Qr +...
représente une fonction du point m vérifiant I'équation
(90 Q)= [ p(m) 6 (m,m) Qi) '+ Q,

:).fp(ml) G(m, m) Q(m,)dd'+ f(m) — A, V,(m),

car
Qu=ro— AV}, co=/"
29. Désignons maintenant par J; P'intégrale
Ji= [ p(m) Q}(m)dxz.
Appliquant a I'équation (g1) les raisonnements des n® 3-18, on s’assure, comme

précédemment, que la série (go) converge absolument et uniformément dans (D),
pourvu que

= 1s,

nr
|3] < lim "f’f

k= J/.-\\—1

etque Ay (> ) est un pole simple de la fonction Q; le résidu correspondant a

ce pole est égal a
A,V,,

ou

(92) A= p(m)[f(m)— A,V (m)]V,(m)dr,
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V., est une fonction différente de zéro et vérifiant I'équation
r

(93) Vo(m) =1, / p(my) G(m, my) Vy(my)dd,

o/

jointe a la condition

fl’('") V2(m)dr=r1.

L'équation
(94) 1= lim Y
= =
k== VJ2'+1

détermine un second nombre caractéristique hy>> A > o, auquel correspond
une fonction fondamentale V,(m).

Les équations (79) et (93) fournissent la relation suivante
fp(m) Vi(m)V,(m)dr=o,
el I’égalité (92) se réduit a
A;_,:fp(m)f(m)Vg(m)d':.
30. Formons maintenant une expression analytique de la fonction fondamen-

tale correspondant au nombre caractéristique 2.
Posons, comme au n® 26,

n
Q= P —
| A
~ 5
ol
(95) P'=Py+ P+ 0P, + .. + 3P +...

est une série absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que
[ 2] <<hy> D,

On trouve, en répétant les raisonnements du n°® 27,
(96) Pi=0— Xt Q=0 (k=o,nn,..).

Si I'on pose
A=0,,
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on aura
P”O\z) =A,V,

CL, en vertu de (95) ct <96),
{ 9 = A2 "2_ E N}'(Qk— ——Q.k 1> — lim )\/;0/’
Il._. 2 h

AZ =
k=g

ou Qy et A, sont connus.

On obtient ainsi une expression analytique de la fonction U,(m) satisfai-
sant & Uéquation

Uy(m) = lﬁfp(ml) G(m, m) Uy(m,) d,

c’est-a-dire de la fonction fondamentale correspondant aw nombre Ay, défini

par Uéquation (94).

31. Posons ensuite

——.,T+Q(,+XQ’1+)\2Q;+,...

Répétant presque textuellement les raisonnements précédents, on trouve

. AV,
Q/.:Qk‘ )A’ :
‘2

Ces équations déterminent successivement les fonctions Q; (k=o,1,2,...),
car Qx(k=o,1, 2,...), Ay Vy el A, sont déja connus.
Si nous posons

Vo= [ p(m)[Qi(m]) =,
nous obtiendrons un troisi¢éme nombre positif

(97) 3= lim A

. "
k== k+1

> hy,

qui représentera un pole simple de la fonction

P n

Q=

=)
. A
Ay

ot P” est une fonction qui se réduit pour A =12%; a une fonction U, (m) vérifiant
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I'équation

U3<m>:xsfp<'m1>ﬁ<m, my) Uy (my) d.

Donc, Us(m) est une fonction fondamentale correspondant au nombre caracté-
ristique Aj.
La fonction P” se représente sous la forme de la série

P'=P, + AP, + P, +.. .+ 2P +.. .,
absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que
A <h> 2.
Les fonctions P} s’expriment & I'aide des fonctions connues Q) comme il suit :

QF
= Qr— ) L, Q ,=o (k=o,1,2,...).
‘3

La fonction U, se représente sous la forme suivante

(98) U= Ay Vo= D2 Q4 2t ) = fim 36,
k=1

ou

3:fpf V3 dr,
V; étant une fonction vérifiant Iéquation

Vy(m) = Apr(’nl) G(m, my) Vy(my)de,

fpV§ dr—1.

L'égalité (97) détermine un troisiéme nombre caractéristique hy; Uéga-

jointe 4 la condition

lité (98) donne une expression analytique d’ure troisiéme fonction Jonda-
mentale correspondant au nombre \;.

En continuant ainsi nous déterminerons successivement une suite de nombres
positifs
)\1’ )‘2’ )\3; ey )\k’ RS

et de fonctions fondamentales corre-pondantes

Ui; U2, U:’n Tty U/c’
Fac. de T., »* S., VI. 52
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vérifiant les équations

Uk<m>:xkfp<m1>G(m,ank(mi)dr' ().

32. Les expressions analytiques des fonctions Ux(m) étant trouvées, il est aisé
de déterminer les fonctions Vi(m)(k=1,2,3,...) satisfaisant aux conditions

(99) Ve(m) = [ p(m) Glm, my) Vi(m) i,
(100) fp(m)V,“’c(m)dr:I (k=1,2,3,...).
Pour cela, 1l suffit, évidemment, de calculer les constantes

Ap= f pf Vs de.
Remarquant que la série

le—2) N\

U= Aka:i A5 <Q(Sk~z)_ g{;kﬁ) zgo)\% <Q.(gk—2)__ %—) T,

s=0

-2 (s —o0,1,2,...) élant des fonctions connues, converge uniformément, on

peut trouver un nombre v tel qu’on ait
(101) |r,1<<e pour n3v,
e étant un nombre positif donné a I'avance.
De I’égalité
n 23
AuVe= U= 2 (0 — B2 ) - r= Qi+

§=0

on tire, eu égard a (100),

(102) ' A}{.:l?c"fp[Qﬁ,"—”P dr + ZKprr'nQ‘n”*” dr +fpr,2bd1.
Posons

J—1) — =22 g, _— ride + 222 | pr,Q% - dr,
" pLQY p pra

L’égalité (102) se réduit a
AZ=23"J0 D p,.

(1) Voir E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 11, p. 125.



Supposons que n croisse indéfiniment et passons a la limite; on trouve

Or
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F=lm A" Jf 1+ lim p,,.

n=—w

n=wo

403

I
lon|<< [| pridc+2A% . r de\/JE0 — pr dr | 2N/ J%-0 ) ridr).
i p N p n n p 7

D’autre part, on sait que

On a donc

Par conséquent,

d’oti 'on conclut que

Par conséquent,

et

On peut donc écrire

D’autre part,

On trouve donc

(k—1)
I

(k—1)
h

J(k—l\ J(k—i)
2 n
(k—1) (k—1

Ji Iy

. \/J(/c—-i)
)‘k: lim L

— (h—1
n=e® \/JIL-FI :

MVIET <V

lpnl<A\/ pr; dr,

A étant un nombre fixe ne dépendant pas de n.
Or, en vertu de (101),

fP’ﬁd‘L'<82 pdr pour niv,

Ak:i

lim | pridr—=o.

n—owo

limp,=o

n=ow

Ap=lim 23" Jy,

n=wo

n=—oo

lim A2y/J 1.

Up=A, V= lim A2 QU1

-+

T limAJED

n=wo

lim A% Q-0

n=—ow

n=o
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Iy

On peut prendre & volonté le signe -~ ou —, car la fonction — V. satisfait
aux mémes conditions (99) et (100) que la fonction + V;.

CHAPITRE II.

CERTAINES EGALITES GENERALES COMMUNES A TOUTES LES FONCTIONS

FONDAMENTALES.

1. Revenons au cas général, ol les nombres caractéristiques correspondant au
domaine donné (D) et aux fonctions données p(m) et G(m, m,) peuvent étre
aussi bien négatifs que positifs.

Nous désignerons tous les nombres caractéristiques successivement par
(1) My hay Ry oeees My ooen,
et nous supposerons, dans ce qui va suivre, qu'ils soient arrangés de facon que
Ton ait

LELSLS. . SLE. ..

Ix désignant la valeur numérique du nombre ).

ILes fonctions fondamentales correspondant aux nombres A, nous les désigne-
rons, comme précédemment, par Vi(m) (ou simplement Vi) (k=1,2,3,...) en
supposant toujours qu’elles satisfassent aux conditions

fp(m)Vi(m)df:l (k=1,2,3,...).

2. Supposons que la fonction f(m) dans I'équation
() V(m) =1 [ pm) G (m, m) V(my) d' -/ (m)
satisfasse a la condition
(3) [ ptm)fim) Vitmy ds=o.
L’équation (2) donne, eu égard & (75) (Chapitre précédent),
[pmVim Vaimyde=2 [ pim Veem)( [ pim) G )V (m) de') e

A
:T;fp(ml)v(nh)V/C(I)Zl)d';'
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ou

(=) [ p(m) V() Vi(m) de=o,

et, en vertu de (32) (Chapitre I, n° 15),
h—
0 fp(m) Vi(m)P(m)dr=o.

Supposant que X tend vers A4 et en passant i la limite, on trouve, en se rappe-
lant que P(m) se réduit & Vi(m) pour k =2y,

)lizlg?k)—\])——?)\l)lc-fp(/ll)v,zc(m)d‘rzo,
ce qui est impossible. _

Done Ay est un point simple de la fonction V(m), si f(m) satisfait a la
condition (3).

3. Supposons que f(m) satisfasse 3 n conditions
(4) [rem ) Vamyde=o  (k=1,2,3, ..., ),

Vi étant les fonctions fondamentales correspondant aux nombres (1).

Le théoréme du numéro précédent montre que dans le cas considéré Lous-les
points i (k=1,2,3,...,n) sont les points simples de la fonclion V(m). 1l
s’ensuit que la fonction V(m) ne peut admettre aucun péle dont le module est
plus petit ou égal a /.

Donc, si la fonction f(m) satisfait & n conditions (4), la fonction V(m)
reste holomorphe en X, pourvu que | A < lugr.

4. Désignons par ¢(m) une fonction quelconque, bornée et intégrable dans
(D), et posons

(5) ¢(m) =A,V(m) + A;Vao(m) +...4+ A, V, (m) +R,,
ol n est un entier,
A;c:fp(m)cp(m)Vk(m)dr (k=1,2,3,...).

L’égalité (5) donne, en vertu de (76) et (77) (Chapitre I, n° 24),

Sn:fp(m)RZ(m)a’z‘:fp(m)(p*(m)dr—~Af——A§—...—A?,.
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On en conclut que S, décrott, lorsque n croit indéfiniment et que la série

Sai
k=1

converge toujours, pourvu que la fonction o(m) reste bornée et intégrable
dans (D).

5. Envisageons maintenant I’équation suivante :

(6) V(m):)\fp(m,)G(m,ml)V(m,)dz"+Rn.
Il est aisé de s’assurer que R, satisfait & n conditions,

(6,) fp(m)Rn(m)Vk(m)dT:o (k=1,2,...,n).

On en conclut, en tenant compte du théoréme du n° 3, que le plus petit des
modules des péles de la fonction V(m), satisfaisant a 1'équation (6), est plus grand
ouégal a l, .

Par conséquent (Chapitre I, n° 10),

VI .

lim Z e

k= \/Jpry

On en tire, eu égard a (11) (Chapitre I, n° T), .
Vi,

i > ln ’
(7) \/J1 +4

ou
8) Jo:fp(m)V%(m)dT:fp(m)R%(m)dT,

(9) lefp(m)v?(m)dr:fp(m)(fp(m)G(m, ml)R"(ml)d’f’>2d‘f,

6. Supposons d’abord que la suite de nombres caractéristiques soit limitée et
contienne n nombres.
Dans ce cas, la fonction V(m) vérifiant I'équation (6) sera holomorphe dans

le plan de la variable A tout entier, ce qui donne

lim Jk —
k=w\/J
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et, a fortiori,
s
VI

Il s’ensuit que
2
3= [ p(m) (fp(m)G(m, moRn(mi)dr') dr=o,

car J, ne surpasse pas une certaine limite fixe.

Posons

(10) Tn<m>:fp(m1)G<m, my) Ry (my) de.

Il est évident que T, (m) reste continue dans (D).

Par conséquent,
L(m)zfp(mne(m, my) Ry(my) de' = o

dans (D).
Or,
R.(m)=9¢(m) — A, V,(m) — A, Vy(m) —...— A, V,(m).

On a donc, eu égard a (75) du Chapitre précédent,
A, A A,
,fp(mi)G(m, my) ¢(m,y) dr = T:Vl (m)+ TfV.z(m) +...+ TVn(m).

Cette égalité a lieu, quelle que soit la fonction ¢(m) bornée et intégrable
dans (D).

Le résultat analogue est indiqué aussi par M. D. Hilbert dans son Mémoire
récent : Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgler-
chungen (Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gattingen, Heft 1, 1904).

7. Soit m, un point quelconque du domaine (D).
Décrivons autour de m, comme centre, une sphére (o) de rayon p assez petit,
et posons '
p(m)=o a I’extérieur de (o),

T

p(m)

o(m)= a l'intérieur de (o).
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Désignant par dx, ’élément de volume de (¢), on trouve

fG(m, my)dry= Vi)(\*lm)/'Vdmi)d‘L'0
—I—Y?—;\m—)sz(ml)dfo—i—...—l— V”—;m—)an(mi)dr.,.
2 n

Cette égalité a lieu quelque petit que soit p.
On en conclut, en se rappelant que G(m, m,) et Vi(m)(k=1,2,3,...,n)
restent continues dans (D), que

G(m, m) = Vi(m))\Vi(ml) " Vg(m))\Vg(m,) N Xn(m))\—vn(ﬁ‘)’

condition nécessaire, a laquelle doit satisfaire la fonclion génératrice pour que la

suite de nombres caractéristiques, appartenant au domaine donné (D), soit li-
mitée (*).

8. Passons maintenant au cas le plus intéressant, ou la suite de nombres carac-
téristiques est illimitée.
L’inégalité () a lieu toujours, quel que soit le nombre 7.
Supposons que n croisse indéfiniment et passons a la limite.
v o s .
En se rappelant que /,, tend vers l'infini et que J, ne surpasse pas une certaine
limite fixe, lorsque 7 croit indéfiniment, on obtient

limJ, =o,

n=owo

c’est-a-dire, en vertu de (9) et (10),
(11) lim | p(m)T2dr =o.

Remarquons que cette égalité représente une simple généralisation d’une éga-
lité analogue que j’ai établie, dans un Article inséré, il y a 8 ans, dans les Commu-
nications de la Société mathématique de Kharkow (en 1896) (2), par une mé-
thode tout a fait identique a celle que je viens d’exposer.

Remplagons maintenant dans (5) m par m,, multiplions le résultat par

(Y) Voir M. D. HiLBERT, loc. cit., p. 72.
(%) W. StekrorF, Sur le développement d’une fonction donnée en série procédant

suivant les fonctions harmoniques [ Communications de la Société mathématique de
Ktarkow, 1896 (en russe)].
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p(m,)G(m, m,)d7 et intégrons; il viendra, en vertu de (9g),

A, An
f(m):fp(ml) G(m,my)o(m,) df:j:—:-vi(m) +)\—2'V2(m) ot TnVn(m)+T:1,

d’ou l'on tire aisément, eu égard a (6,) et (10),

Az A2 A2
fp(m)f’(m)dr:-}\—%—|—)\—§—i—...+)\—ﬁ+fp(m)T,2,d‘:,

et, en vertu de (11),

fp(m)ﬂ(mngig.
Posons
Bu= [ p(m) f(m) Vi(m) d.
De I'égalité
Fm) = [ p(m,) Gmym) o (my) d
on tire

A

Bk:—); (k=1,2,3,...).

Par conséquent,
[pm s myde =381 Bi=[p(m)f(m) Vi(m) ds,
k=1

ce qui exprime le théoréme suivant :

Quelle que sott la fonction f(m) se représentant & ’intérieur de (D) sous
la forme de Uintégrale

(12) f(m):fmml)G(m,mncp(ml)dr',

¢ étant une fonction bornée et intégrable, on a toujours, pour toutes les fonc-
tions fondamentales, le développement suivant :

fp(m)f‘-‘(m)dr:ZB}f,, Bk:.fp(m)f(m)Vk(m)dr.

k=1

9. Dans une Note, insérée aux Comptes rendus du 4 juillet 1904, j’ai énoncé
un théoréme plus général; or, il est aisé de remarquer que j'y ai fait une hypothése
particuliére sur la fonction génératrice G{m, m,), comme le montre la méthode

Fac. de T., 2 S., VI. 53
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méme de la démonstration. J'ai choisi, en effet, de toutes les fonctions fonda-
mentales celles qui correspondent & un groupe de fonctions génératrices satisfai-
sant aux conditions suivantes :

1° La fonction H (m, m,), qui figure dans l'expression (3) (Chapitre I) de
G(m, m,), reste continue avec ses dérivées du premier ordre dans I'espace tout
entier, se comporte a I'infini comme un potentiel newtonien et satisfait & I'équa-
tion de Laplace a V'extérieur de (S).

2° La constante ., dans V'expression de G(m, m,), satisfait & l'inégalité

DE,

oL

frp > L

Nous allons établir, dans ce qui va suivre, certaines propositions plus générales,
en employant une autre méthode de la démonstration, un peu plus simple.

Il faut remarquer, en général, qu’a tout groupe de fonctions génératrices, salis-
faisant a telles ou telles conditions particuliéres, correspond un groupe de fonc-
tions f(m)dont chacune peut se représenter sous la forme de I'intégrale (12).

Ce groupe se caractérise par certaines conditions, auxquelles doit satisfaire
chaque fonction f(m), appartenant au groupe considéré, pour que I'équation (12)
soit satisfaite.

On peut partager ces condilions, en général, en deux catégories : les unes,
auxquelles doivent satisfaire les fonctions f(m) a intérieur du domaine (D) (con-
ditions intérieures); les autres, auxquelles ces fonctions doivent satisfaire aux
points de la surface (S) qui limite le domaine (D) (conditions aux limites).

Ces conditions peuvent se varier d’une infinité de maniéres, mais dans la plu-
part des applications les conditions intérieures supposent Ia continuité de la fonc-
tion primitive f(m) et_de ses dérivées jusqu’a un certain ordre %, les conditions
aux limites imposent certaines restrictions sur les valeurs de f(m), ou sur ce]les
de ces dérivées, ou donnent certaines relations entre la fonetion f(m) et ses
dérivées pour les points de (3).

Soit maintenant f(m) Pune des fonctions satisfaisant 3 un ensemble déter-
miné (a) des conditions intérieures de I'espéce tout 3 ’heure indiquée ainsi qu’a
un ensemble analogue () des conditions aux limites.

Rassemblons en un seul groupe (A) toutes les fonctions G(m, m;), pour les-
quelles I'égalité (12) a lieu toujours, quelle que soit la fonction 7(m) satisfaisant
aux conditions (a) et (b).

Le théoréme du n® 8 montre que U'égalité

(13) fp(m)fﬂ(m)dr:ZBz, Bk:fp(m)f(m)vk(m)dr
k=1
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alieu toujours pour toutes les fonctions fondamentales correspondant a toute
Jonction génératrice G(m, my), qui appartient au groupe (A), et pour toute
Joncton f(m) satisfaisant aux conditions (a) et (b).

10. Prenons sur la normale 7 en un point quelconque p de (S) un autre point P,
situé & l'intérieur de (S), et désignons par 8 la distance pP.

Le lieu géométrique des points P représentera, 3 éiant un nombre fixe suffi-
samment petit, une surface fermée, paralléle a (S) et tendant vers (S), lorsque &
tend vers zéro ().

Désignons cette surface par (S:), par (D;) le domaine limité par (S;), par (D,)
le domaine limité par (S;) et (S), par dz; 'élément de volume du domaine (Di),
par dr, celui de (D,).

Supposons maintenant que la fonction f(m), étant continue avec ses dérivées
de % premiers ordres dans (D), ne satisfait pas aux conditions (&) sur (S).

Formons une autre fonction P(m) satisfaisant aux conditions (a) et (b) ala
fois et telle qu’on ait

[r—pras<a,

¢ étant un nombre positif donné a I'avance.
Pour cela, il suffit de choisir P(m) de facon que Pon ait

(14) JS=P -+ dans (D)),
ou
(15) [n|<<e; en tous les points de (D,),

¢y étant un nombre positif donné a ’avance.
On a, en effet,

f(f—P)2dr:f(f—AP)‘-’dr,-+'/n(f~P)2 dz,.
Or, en vertu de (14) et (15),

f(f——P)“’dr,-<st,-<s§D

(*) Rappelons que la surface (S) satisfait aux conditions 1% 2° et 3° du n° 1 du Chapitre
précédent.
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et

f(f—— P)2d10<M2fdro<M2S6,

¢ désignant la grandeur de la surface (S), M le maximum de module de ( f— P).
Par conséquent,

(16) f(f—P)zdr<53D+Mﬂsa:sz.

Le théoréme énoncé & la fin du numéro précédent s’applique a la fonction P,
car elle satisfait aux conditions (@) et (b).

pr“ d==Y'B}, B,,:fppvkdr.

k=1

On a donc

’.

Ecrivons cette égalité sous la forme suivante

fpf‘-’dr+ 2fpf(P—~f)df—1—fp(P——f)2d‘r:i(Ak+ Ce)?s

k=1

eny posant

Ak:fprkdr, C,,:fp(P—~f)V/.-dr-

L’égalité précédente donne

(17) fpfzdr —iAZ:iC‘;’C—F- 2i|AkC.;,.f~fp(P_f)2 dr——zfpf(P—f)dr.
k=1 k=1 k=1

Soient maintenant

Ay, Aoy ooy dpy

by, by, ..., by

deux suites de nombres arbitraires, n étant un entier quelconque. On a toujours

n n
2 2
i 2 Ia/f 2 Ibl;)
k=1 k=1

quels que soient les nombres ax et by (k=1,2,...,n).

n

Eakbk

k=1

(18)

Si les séries
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Eakbk‘< Zaz‘/ b
k=t I k=1 k=1

Appliquons cette inégalité générale au cas de

convergent, on aura

ar= Az, br=Cy.

En se rappelant que les séries

©

EA,‘-; et ic,
k=1

k=1

< \/iA}’c icz
k=1 k=t

Saisfpras, s [pe—prae
k=1 k=1

convergent (voir n° 4), on trouve

iAk Cr
k=1

Or,

et

| [pr®—p

On a donc, eu égard a (16),
C2 < fe2, N ALC VBA/ [ prrds,
E € % #Gr | <<e ﬁ\//pf T
,lfpf(P——fWr!<s\/5\/fpf2df-

Ces inégalités et 'égalité (17) montrent que

[prras “,,2; A
(o s/ o)

est un nombre fini positif.

< &N,

b 4 M4 ’ ’ ’ . 0y .
L’inégalité précédente démontre le théoréme suivant :

(for dr);( [ —f)za’ff-

413
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Quelle que soit la fonction f(m) continue avec ses dérivées jusqu’a un cer-
tain ordre k dans (D) [ conditions (a) du n° 9], on a toujours

fp(m)fz(m)dr:zA‘;’., A,,:fp(m)/(m)Vk(m)dr
k=1
pour toutes les fonctions fondamentales appartenant au groupe (A) (*).
11. Soit maintenant f(m) une fonction quelconque qui n’est que continue
dans (D).

Quelle que soit la fonction f, continue dans le domaine (D), on peut toujours
construire un polynome P tel que ’on ait pour tous les points du domaine (D)

I.f—‘ P I <&
ey étant un nombre positif, donné a U’avance.

C’est le théoréme connu de Weierstrass.
Le polynome P admet les dérivées de tous les ordres dans (D), et satisfait, évi-
demment, & la condition

f(f—-P)ﬁd‘:\‘st::s?.

En répétant textuellement les raisonnements du numéro précédent en y enten-
dant par P le polynome, défini de la maniére tout a I’heure indiquée, nous
démontrerons le théoréme suivant :

Quelle que soit la fonction f(m) continue dans (D), on a toujours

/szdf :ZA;“ A/c:'—‘fl’kadf
k=1

pour toutes les fonctions fondamentales appartenant au groupe (A).

12. Supposons enfin que f(m) n’est que bornée et intégrable dans (D).
Décomposons le domaine (D) en domaines élémentaires

61, 62, RS eq)

g étant un nombre entier quelconque.

(1) Gompar. W. STEKLOFF, Sur certaines égalités générales communes aplusieurs séries
de fonctions, etc. (Mémoires de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, 1904,
p- 7, etc.) (présenté le 26 novembre 1903).
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Désignons par e ceux de ces domaines, ol 'oscillation Oy de la fonction J est
plus petite qu'un nombre ¢, donné a 'avance, par e; ceux ou l'oscillation O; de N2

surpasse ¢.
Comme f est intégrable dans (D), on peut choisir une décomposition conve-

nable telle que I'on ait
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