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SUR L’ INTEGRATION

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par K. M. PETERSON.

DEUXIEME MEMOIRE.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine a Toulon (').

X}, — EqQuATioNs AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES, BILINEAIRES

ET NON LINEAIRES.

Une équation aux dérivées partielles d’ordre » —1, ol entre une fonction
arbitraire b = @a, s’exprime en général par deux équations F = o et f==o entre

les variables principales d’ordre n — 1,
. - P P -(n—
Ly ¥y Sy B, Bpy ey =D, ., Eug,

qui conliennent @ et b, mais peuvent aussi renfermer différentes formes de la
fonclion b, provenant de la différentiation ou.de Pintégration de la fonction &
par rapport & 'argument a.

Si cette fonction arbitraire 6 n’a qu'une forme dans les équations F=o0 ¢t

J=o0, elle peal toujours étre éliminée des équations dérivées de F = o et f=o,

(') Le deuxiéme Mémoire de K. M. Peterson, Opb HUHTErPHPOBAHIN YPABHEHIH €T
YACTHBIMIL TTPOU3BOANBIMI, a paru dans le tome IX (p. 137-192) du Recueil mathéma-
tique (MATEMATHYECKIN ¢cBOPHUEDL) publié par la Société mathématique de Moscou; il a

été lu le a1 janvier 1878,
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par rapport & z et )7, et nous obtenons ainsi une équation aux dérivées partielles
d’ordre n, qui a pour intégrale intermédiaire I’équation d’ordre n — 1, F=o,
f=o.

En effet, des équations dérivées totales

dF  dF da _ dF  dF da _

. dz = da dz 7’ Ty+cﬁ@'-o’
1

df  df da _ df  df da _

dz Tdade =  dy Tdady  °

e da da dF df
s’éliminent —

T2 dy da’ da’ ©

-

nous obtenons la proportion géométrique

) ¥ d¥-_ df  df
) dx'dy_dz'gl;f

qui, par élimination de @ et b au moyen de F=o0 et f= o, exprime une équa-
3

tion aux dérivées partielles d’ordre n.
I

(2) Quand, des deux équations F = o, /= o par lesquelles s’exprime 'équa-
tion d’ordre n—1, unc équation seulement, F=o0 est d’ordre n—1, et la

seconde équation, f= o, d’ordre inférieur; alors, dans la proportion

dF dF __ df df

(2) CT%‘_ ‘ El“)—/ - d—l‘ . (—i;,

s

dF  dF ] L df  df .
T ay seront des expressions linéaires d’ordre n, e & dy des expressions

d’ovdre inférieur, et, dans ce cas, I'équation d’ordre n qui est exprimée par la

proportion (2), el se raméne a la forme

sera une équation linéaire d’ordre n.

() Siles deux équations F=o et f=o sont d’ordre n —1, les quatre termes

de la proportion
dv d¥ _df df

dx dy — dx dy
sont des expressions linéaires d'ordre n, et, dans ce cas, I'équation du ni"® ordre

_dFdf _dF df _

T dx dy dy dx

contient, non seulement les premiéres puissances des dérivées partielles d’ordre 7,
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(W, ..., z,, mais aussi leurs produits deux a deux, et nous appellerons une telle

équation une équation bilinéaire d’ordre n.

(7) Quand la fonction arbitraire 6 a plus d’une forme dans les équations F = o

et f—=o, elle n’est éliminée des équalions dérivées que lorsque I’équation d’ordre
’ q q
dF

n—1,F =0, f= o0 se raméne a la forme normale F — o, da = © ou F contient
a

d . .
une forme de b et, par conséquent, Z—f la seconde forme &' = 572 de la fonction

arbitraire. Dans ce cas, les dérivées tolales de F = o par rapport a z el y se

dF . . )
transforment, en vertu de T =05 dans les équations d’ordre n
a

dF dF

dz = 0, d—y — O,
ct, en éliminant @ et b au moyen de F = o, nous obtenons une équation aux
dérivées partielles d’ordre n, qui aura une forme plus générale que dans les deux
cas précédents, et que nous appellerons une équation non linéaire d’ordre n.
Quand une fonction arbitraire b = oa entre d’une facon générale dans Péqua-
tion d’ordre n — 1 donnée F = o, /=0, nous obtenons deux équations aprés
avoir éliminé da et da
dx dy
nous avons quatre équalions

des quatre équations dérivées (1) et, par conséquent,

dF  df _ dF df dF  df _ d¥ _df

) T'deTda‘da’  dy'dy —dada F=o,  f=o

dont il faut ¢liminer 'argument a et toutes les formes de la fonction arbitraire b,
pour obtenir une équation aux dérivées partielles d’ordre n. Il en résulte que
deux [ormes seulement de cette fonction peuvent entrer dans les équations (3), si
son élimination est possible.

Quand, dans les équations F = o, /= o, n’entre que I'une de ces deux [ormes,
nous avons vu que I’élimination était possible et que I'équation d’ordre n obtenue
est bilinéaire ou linéaire, selon que les dérivées partielles d’ordre n — 1 entrent
dans les deux équations F = o el /= o, ou seulement dans 'une d’elles.

Quand, dans les équations F =0 et f= o, entrent les deux formes de la fonc-
tion arbitraire, lesquelles peuvent se présenter dans les quatre équations (3),
les dérivées de ces formes doivent se réduire dans I’expression ? : ar. Il en

a " da
résulte que, si les deux formes entrent dans une seule équation F = o, 'une de
ces formes au moins doit entrer dans 'autre équation f= o; les deux équations
se raménent alors algébriquement a deux équations F = o et f= o, dont chacune

contient une seule forme, et ce cas seul devra étre examiné.
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Quand b entre dans équation F = o, la dérivée &’ de b par rapporl & a entre

dF . . . .
dans T et sera la seconde forme qui entre dans I’équation f=o. La dérivée

af

db
' = — entre alors dans 0

ua
df i , ) . .
~m = 0; par conséquent, Péquation donnée d’ordre n—1, F=o0 f=o0 se

dF d .
et ne peut se réduire dans I’expression — T - d—{z‘ que si

raméne a la forme normale F = o, =0, ol F ne contient qu’une forme de la

da
fonction arbitraire b = va.

; . d
Les équations (3), dans le cas ot f.— F, prennent la forme

L dF
dv — % Ay~ ” =% da="°
el nous en déduisons, en éliminant @ ct b des trois équations aF _ o, ar _ 0,
dx dy

F = o, une équation non linéaire d’ordre n, ® = o.

Toute équation linéaire ou bilinéaire d’ordre n, ® = o, obtenue au moyen de
I’équation d’ordre n—1, F=o0, f=o0, a une équation conditionnelle d’ordre
n — 1 qui n’exisle pas pour une équalion non linéaire.

En effet, quand, dans les équations F = o, f= o, n’entre qu'une forme de la
fonction arbitraire b, alors, en déterminant b et @, nous mettons ces équations
sous la forme b= o, a = 1.

En égalant a zéro b et da, nous obtenons par suite Péquation conditionnelle

do=o si dy=o,
exprimée par deux équations différentielles entre les variables principales d’ordre
n — 1. Léquation différentielle dy = o exprime 'hypothése que @ ne varie pas;
équation différentielle do=o veut dire que, sous cette hypothése, b ne varie pas
non plus; en d’autres termes, que b dépend de a. Cette dépendance indéterminée
entre les variables @ et b constitue au fond P'intégrale intermédiaire F =o, f=o.

Nous pouvons obtenir la méme équation conditionnelle d’ordre n — 1 sous la

forme

dF =o si df = o,

en égalant & zéro db el da, dans les différentielles totales dF = o et df = o, et en
éliminant b et @ au moyen de F = o et f=o (cette élimination est impossible s’il
entre, dans les équations F=o, f=o, plus d’une forme de la fonction arbi-

traire b, ¢’est-d-dire si ’équation ® = o est non linéaire).
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La simultanéité des deux équations différentielles

. dF aF ,
et
_dr ar ,

par lesquelles s’exprime ’équation conditionnelle dF = o si df = o, est évidem-
ment exprimée complétement par la proportion

dF d¥ _ df df
T dy e dy

qui représente une équation d’ordre n,
d—=o.

Il en résulte que Péquation aux dérivées partielles du n*™¢ ordre ® = o, son
intégrale intermédiaire d’ordre n— 1, F=o0, f= 0, el son égnation condition-
nelle d’ordre n — 1, dF = o si df =0, expriment, sous différentes formes, la
méme dépendance entre z, y, 5.

Dans les paragraphes suivants, les trois formes d’équations aux dérivées par-
tielles d’ordre n (forme linéaire, forme bilinéaire el forme non linéaire) que nous
avons obtenues ici au moyen de l'intégrale intermédiaire d’ordre n — 1, seront
considérées indépendamment de cette intégrale intermédiaire d’ordre n — 1, qui

n’existe que dans un cas particulier.

XII. — EQUATIONS BILINEAIRES.

Nous avons dit qu’une équation aux dérivées partielles d’ordre n est bilinéaire,
quand elle a une intégrale intermédiaire d’ordre n — 1, exprimée par deux équa-
tions d’ordre n — 1, F = o0, f= o0, dans lesquelles la fonction arbitraire d’inté-

gration b= v(a) entre sous une forme seulement.
De cette intégrale intermédiaire F = o, f= o0 nous déduisons une équation

bilinéaire, sous la forme d’une proportion

o d¥ ¥ _ df df
! ‘E.dy_%';i;’

enlre quatre expressions linéaires d’ordre n, prenant, par élimination des variables
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a et b au moyen de I = o, f= o, la forme suivanle :

dF !

= Az® + AP+ +A, 5, +A, =G,

dar tn-1) (n—2) M

CT)fZAlzl +A25~2 +-~~+Auf15n +Au+1:(rn
(2)

df —_ ~(n) ~(n—1) /

EZ‘-—B 5 +B14:1 +..-+B,L_.1Z”_1+Bn :G‘Z’

df (n—1) (n—2)

@ :Blz| +Bzv32 +...+Bu 5 +B =G,

ou tous les coefficients A, ..., B,,, sont des expressions d’ordre n —1 ou
inférieur.

La proportion (1) contient par conséquent 2(n + 1) coefficients indépendants
Ay, .., B,y d’ordre n 41, car nous pouvons égaler a 'unité les premiers coef-
ficients A et B. ‘

D’une maniére indépendante de I'intégrale intermédiaire F =o, f=o0, d'ot

nous avons déduit I’équation bilinéaire

d¥ dF _df df
dz " dy — dx " dy’

nous appellerons équation bilinéaire d’ordre n, toute équation aux dérivées
partielles qui consiste en une proportion géoméirique entre quatre expressions
linéaires d’ordre n, dont la forme est exprimée par les équations (2) el que nous
désignerons par G, Gy, G,, G;.

Nous pouvons mettre 'équation bilinéaire d’ordre n donnée

(3) G:G,=G6G,:G,

sous la forme

(G 4+ pGy) 1 (G4 pGy) = (vG + Gy) 1 (vG, + Gy)

et déterminer les deux variables arbitraires y et v de telle fagon que, dans les
termes moyens de cctle proportion, n’entrent pas les derniéres dérivées () et 3,
d’ordre n.

Nous appellerons la forme nouvelle de la proportion donnée (3) que nous

obtenons ainsi, la forme la plus simple de cette proportion. Elle s’écrit

(i) H:leHg:Hg,
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ou .
H=:sm 4+ A" V4. +A, 52 ,+A,,

Hy= 200 A sy - A5+ Ay,
Hy= "0 B, 50 4. 4+ B,_yzi, + Baey,

Hy=50""24+B,s0" ¥ 4. ..+ B,,z, +B,

et contient 2n coefficients arbitrairement donnés d’ordre n—1, A,, ..., A,
By, ..., B,. Quand, dans les deux termes d’un méme rapport G : G, ou G, : G; de
la proportion donnée (3), n’entrent pas les derniéres dérivées 3 et z,, la forme
la plus simple (4) n’existe pas. Dans ce cas, la proportion donnée représente une
seconde forme particuliére, dans laquelle entrent 2n coefficients indépendants, et

que nous désignerons par
(5) K:Kl.—:KQ:Ks,

ou K, et K; ne contiennent pas les derniéres dérivées z, et 3.
Toute équation bilinéaire d'ordre n, donnée par la proportion

G:G,=G,:G,,
peut s’écrire

(6) F=GG,— G,G,=HH,— H,H,— o,

ou H, H,, H,, H; sont les termes de la forme la plus simple, et contient, écrite
ainsi, non seulement les premiéres puissances de toutes les dérivées partielles
d’ordre n, 3™, ..., z,, mais encore leurs produits deux a deux.

Ces produits ont deux a deux un seul et méme coefficient et se réunissent en
un seul terme, que nous appellerons terme bilinéaire d’ordre n.

Les termes bilinéaires da premier ordre n’existent pas; il y a un seul terme
bilinéaire du second ordre 7¢ — s*; trois du troisiéme ordre gk — h2, gl — hk,
hl — k?; six du quatriéme ordre et, d’'une facon générale, ﬁ(—’—l2——l) termes bili-
néaires d’ordre n.

Nous appellerons équation d’ordre n & termes bilinéaires toute équation aux
dérivées partielles d’ordre n qui contient des termes bilinéaires, outre des termes

linéaires. Une telle équation comprend en général n—+ 2 termes linéaires et
n(n—r) n(n—ri)
T2 o

arbitraires d’ordre n — 1, si le premier coefficient est réduit a 'unité. Une

termes bilinéaires; elle a, par conséquent, ~+ n—+1 coefficients

équation bilinéaire d’ordre n consiste en général dans la proportion la plus
simple (4), qui ne contient que 2n coeflicients arbitraires; il en résulte que les
n(n—r)

> —+ n 1 coefficients de I’équation donnée d’ordre n a termes bilinéaires

Fac. de T., 2¢ S., VIL. 23
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(n—1)(n—-=2)

2

® = o doivenl salisfaire 3 équations algébriques pour que celte

équation donnée se réduise a la proportion géométrique de la forme la plus
simple (4), ¢’est-a-dire pour qu’elle soit une équation bilinéaire.
En effet, en égalant une telle équation ® =0 a une équation bilinéaire de la

forme

(6) F=HH,— HH,=o,

nous oblenons -+ n +1 équalions algébriques entre les cocfficients des

n(in—r)
2

deux équations ® = o et F = o. Parmi ces équations algébriques, il se trouve
an équations du premier degré, au moyen desquelles sont déterminés les an coef-

ficients de la proportion géométrique de la forme la plus simple
H:H,=H,: H,.

Les n(n-—r)
Les ———

aulres équalions algébriques, que nous appellerons conditions de

décomposition de I'équation donnée ® = o, doivent éire remplies par les coeffi-
cients de cette équation, pour qu’elle soit une équation bilinéaire.

Quand les derniéres dérivées 5 et 5, mais non Jeur produit 57 5, entrent dans
I’équation d’ordre n & termes bilinéaires donnée ® = o, cetle équation peul élre
une équation bilinéaire, mais ne consiste pas alors en la proportion géométrique
de la forme la plus simple

H:H,=H,: I,

Si les conditions de décomposition sont satisfaites, une équation telle que

@ = o consiste dans la scconde forme particuliére de proportion géométrique
(3) K:K =K,:K,,

taquelle, dans les derniers termes K, ¢t K3, ne contient pas les derniéres d¢-
rivées 5% et z,. Les an coefficients, dans cetlte décomposition, sonl tous déter-
minés comme dans le cas précédent.

I.’équation a termes bilinéaires donnée @ = o sera, par conséquenl, une équa-
tion bilinéaire si les conditions de décomposilion sont salisfaites, et, dans
ce cas, elle consistera soit dans la proportion géoméirique de la forme la plus
simple (4), soit dans la proportion géomélrique de seconde forme particu-
liére (3).

Dans un cas seulement, nous obtenons deux décompositions, et les deux formes

décomposées s’expriment par des proportions géoméiriques de la forme la plus
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simple (4). 1l en est ainsi, quand les termes moyens

H=5"Y4+ A0 4+.  +A, 55, ,+A,

H, =51+ Bz 4. . +B,.5, ,+ B,
de la proportion de la forme la plus simpie
H:H,=H,:H,

ont les mémes coefficients pour toutes les dérivées partielles s(~", ..., 5, _,, de
sorte qu’ils ne différent que par les derniers coefficients A, et B,_,.
Dans ce cas, nous obtenons, aprés déplacement des termes moyens H, et H,, la

seconde proportion géométrique de la forme la plus simple (4),

H:H,=H,:H,.

La décomposition la plus simple s’obtient, en général, au moyen d’équations
algébriques du premier degré seulement; dans le dernier cas, au contraire, il est
nécessaire d’ajouter, & ces équations du premier degré, une équation quadratique,
aux deux solutions de laquelle correspondent les deux proportions de la forme la
plus simple mentionnées plus haut; ces deux proportions se confondent en unc

seule, quand les derniers coefficients A, et B,_, sont égaux.

Toute équation bilinéaire d’ordre n donnée a une équation conditionnelle
d’ordre n — 1.
En effet, si, dans la proportion G: G, = G, : G, de forme générale (2) suivant
s S1, prop 2 3

laquelle est écrite I'équation donnée, nous désignons G:G, ou G,: G, par w,
.. . dy

nous obtenons, sous la condition dy +udz=o ( pour la relation -~ = — « entre
x

z ety), I’équation conditionnelle d’ordre n —1

Gdz +Gydy =o si Gydx + Gydy = o,

exprimée par deux équations différentielles d’ordre n — 1 qui, aprés introduction

des valeurs (2) de G, G,, G, G;, prennent la forme

Ads®™ D+ A dz" Y ..+ A,y dzy  +Ayde+ A, dy =o,
st
Bdzn=t 4+ B, ds" P +... + B, dsy_1+ B, dx + B, dy =o.

Cette équation conditionnelle d’ordre » — 1 sera la méme, quelle que soit la
variété de la proportion dont nous la déduisons, et elle correspond & une racine
déterminée de I'équation aux racines u.
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Nous appellerons la racine « que nous obtenons, d’aprés ce qui précéde, méme
st Péquation aux racines « ne se résout pas algébriquement, une racine bilinéaire
de I'équation aux racines.

Quand I'équation différentielle d’ordre n — 1, Gdz + G, dy = o s’intégre, si
G, dz + G; dy = o, nous obtenons alors I'intégrale intermédiaire d'ordre n — 1,
correspondant a la racine bilinéaire.

Quand I’équation bilinéaire d’ordre n donnée s’écrit en deux proportions
géométriques de la forme la plus simple

H:H,=H,:H, et H:H,=H,: H,,

alors, en posant H, :Hy=w, H, :H;=1u,, nous obtenons, sous les deux condi-

tions
dy +udx =o, dy + u,dx =o,

deux équations conditionnelles d’ordre n — 1
Hdz +H,dy =o si H,dx + H;dy =o,
Hdz +H,dy=o si H,dx + H,dy =—o,

qui, en général, correspondent a deux racines bilinéaires différentes de I’équation
aux racines; mais, quand 1’équation bilinéaire donnée s’écrit en une proportion
géométrique continue de la forme la plus simple, les deux derniéres équations
conditionnelles d’ordre n — 1 se confondent en une seule, qui correspond a deux
racines égales de I'équation aux racines.

XIII. — EQuATIONS BILINEAIRES DU SECOND ET DU TROISIEME ORDRES.
(a) Equation bilinéaire du second ordre.

Une équation a termes bilinéaires du second ordre a pour forme générale

rt—s*+Rr+Ss+Tt+U=o,
o R, S, T, U sont des expressions du premier ordre.
Elle est toujours bilinéaire, car le nombre des conditions de décomposition
(n—1)(rn—2) est égal & zéro pour n = 2, et elle s’écrit toujours en deux propor-

2
tions géométriques de la forme la plus simple

(1) (r+A):(s+B)=(s+0C):(¢t+D),

ot A=T, D=R, mais ou B et C sont déterminés par I'équation quadra-
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tique

BC=RT -1, B+C=-—8.
Nous obtenons les deux formes de proportion, cn introduisant les valeurs doubles
de B et de C, ou, ce qui revient au méme, en transposant les termes moyens de
la décomposition la plus simple (1).

Une équation bilinéaire du second ordre a par conséquent toujours deux racines
bilinéaires
s+ C s+ B

= t (==
i+ D € “=TD0

qui se confondent en une racine double de I'équation aux racines, quand B=(,

c’est-a-dire quand, dans I’équation donnée,
$*=4(RT — U).

Les deux équations conditionnelles du premier ordre que nous en déduisons sous

les conditions dy + udx = o et dy + u, dz = o, sont

dp+Ade+Bdy—=o si dg + Cdx +Ddy=o,
dp+Adr+Cdy =o si dg+Bdr+Ddy—=o.

Exemple XVIIL.
53(rt —s*) + prqi=o.

Cette équation bilinéaire du second ordre s’exprime dans la proportion géomé-

trique de forme la plus simple

d’ou nous déduisons les deux équations conditionnelles du premier ordre

sdp—pgdy=o si sdg +pgdr=o,
zdp+ pgdy =o si s5dqg — pgdxr = o,

dont les intégrales sont

=Z_a, ar— =9,
P 14
b4 P24

=2y, ar— P,
q q

En éliminant p et ¢ de ces quatre intégrales, nous oblenons les deux équa-
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tions
b+x pB+v
(l) :ﬁ —
a o
(2) s=oaa.

Si nous déterminons p et ¢, nous obtenons

S
+
&v

<
I
™
+
<

[’équation non conditionnelle
s=pdx+qdy,
aprés introduction de ces valeurs, prend la forme

_‘E.._ dx N dy
5 b+ax @+y'

En multipliant par btz

, nous obtenons, en vertu des équations (1) et (2), 'équa-

tion non conditionnelle
gbrx _db By dB
a a o

e
et par suite I'intégrale

b
+1T+@+'y:ffl_l_)‘+f6£’
a o a 24

qui, avec les équations (1) et (2), constitue I'intégrale générale sous la forme nor-
male

t([2of2)s [ Dn

(B) Equation bilinéaire du troisiéme ordre.

L’équation du troisieme ordre a lermes bilinéaires a en général la forme suivante
(1) gh—h*+ A(gl—hk) +B(hl— k) + C+Gg + Hh+ Kk +LI=o0;

pour qu’elle soit une équation bilinéaire, une condition de décomposition scu-

lement doit étre remplie par les coefficients du second ordre A, ..., L, carle

n—1)(n—2 .. , . ., )
nombre (————)—2(————2 de ces conditions est égal a I'unité pour n = 3.
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La forme décomposée la plus simple est
(2) g+ah+b):(h+ak+c)=(h+ ak+y):(k+al+3);

elle contient o n = 6 coefficients inconnus a, b, ¢, 2, B, v. Enidentifiant les équa-

tions (1) et (2), hous déterminerons tous ces coeflicients inconnus

B L

a= 1 b:—A—, o=A, B=¢G,
_ B2G — ABH -+ A’K — AL __ A’H—ABG—AK + L
- A(B —A?) 7= B—A? ’

et nous obtiendrons la condition de décomposition sous la forme
yeA = GL — AC.

(a) Pour cette décomposition la plus simple, nous obtenons seulement une

équation conditionnelle du second ordre
dr +ads+ bdx +cdy=o si ds+ adt +ydr+ dy =—o,

correspondant & une racine bilinéaire.

(b) Mais, si B—A2=o, les coefficients de la forme décomposée la plus simple
(2) (g—{—a/l—f—b):(/z+ak—|—c):(/1—|—o:k—|—y):(k+ocl+@)

seront

¢ el vy élant déterminés par 'équalion quadratique
c+y=AG—H, cy= (LG —AC):A.

En prenant les deux solutions, ou en transposant les termes moyens de la forme
décomposée la plus simple, nous obtenons deux ¢quations conditionnelles du

second ordre
dr + ads—f—bdx—i—cdy:o si ds—4-adt+ydr +dy=o,

dr+ads +~bdr +ydy —=o si ds+adt+cdzx + Bdy =o,

auxquelles correspondent deux racines bilinéaires différentes.

La condition de décomposition est

AG—A*H-+AK—L=o.
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(¢) Quand B—A2=0 et qu'en outre A(AG — H?)=4(GL — AC), alors
n=a, ¢ =17; la forme décomposce la plus simple est la proportion géométrique
conlinue

g+a/l+b):(h+ak+c).:(h—i—-ak—i—c):(/(—i-al—i-@),
et nous en déduisons une équation conditionnelle
dr+ads+bdx+cdy=o si ds+adt+cdr +3dy =o,
a laquelle correspond une racine bilinéaire double.

(d) Quand A = o, la forme décomposée Ia plus simple n’existe pas, mais on a

la forme décomposée
(g+ah+bk+a)i(h+ak+bl+B)=(h+c):(k+y),
sous la condition de décomposition

GKB*— BHL + B*G*= L*+ BC.

De cette proportion, ot les termes d’un méme rapport ne contiennent pas les
derniéres dérivées g et /, nous déduisons une équation conditionnelle

dr +ads+bdt+adr+3dy—=o0 si ds+cdx +ydy=o,

a laquelle correspond une racine bilinéaire simple.

Exemple XIX,
gl—kh=o.
La forme décomposée la plus simple est ici
gih=k:|
et nous en déduisons une équation conditionnelle du second ordre
dr—=o si dt = o,
dont Vintégrale est 7 = o¢.
Ezemple X X.
gk — h* 4 hl— k2 =o.

La forme décomposée la plus simple n’existe pas, mais I'équation donnée s’écrit
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suivant la proportion
(g— k)i (h—O=h:k,

d’ot nous déduisons une équation conditionnelle
d(r—t¢t)y=o si ds — o,

dont Vintégrale est rr — t = os.
Les deux intégrales intermédiaires trouvées sont des cas particuliers de la forme

r, s, t), dont nous aurons encore a parler (voir exemple X).
b ) b p p

Ezxemple X X1

gk — P+ gl —hk + hl — [*+ const. = o.

Cette équation bilinéaire du troisiéme ordre a deux racines bilinéaires, qui sont
égales si const. = o. La troisiéme racine est égale & — 15 son argument est par con-
séquent y — x.

(o) Siconst. = o, nous avons I'équation
ghk—I+ gl—hk +hl— k*=o,
dont la forme décomposée la plus simple sera la proportion continue
(g+R)i(h+KkY=(h+k):(k+ ).
Nous en déduisons I’équation conditionnelle du second ordre
d(r+s)—o si d(s-+t)=—o,
a laquelle correspond une racine double de I’équation, et dont I'intégrale sera
r+s==ao, S t+t=a.

En additionnant ces intégrales, aprés multiplication de la premiére par dx, et de
la seconde par dy, nous obtenons, d’aprés le second procédé, I'intégrale normale
du premier ordre

p+rg=ay+bxr+c, y+bx+cd=o,

ol ¢, en raison de la racine double, sera une fonction arbitraire de 'argument a.
En substituant a, b, ¢ a ¥/, ¢ et f

tégrale générale

da L. o _
YTk nous en déduisons (voir § XV) 'in-
52f(y+ax+b)*dc+f(y_.x)’

qut a la forme normale par rapport & 'argument «.

Fac. de T., »* S., VII.

&)
=
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(B) Quand la const. n’est pas égale a zéro, dans P’équation donnée, nous

- obtenons, en subslituant z \/m a z, Péquation
gk—R+gl—hk+hl—k4+1=0,
dont la forme décomposée la plus simple est
(g+M)y:(h+hkEZ)=(h+kx):(k+ ).

A cetle proportion correspondent deux racines bilinédaires, et les intégrales des

deux équations condilionnelles que nous en déduisons sont

. \r+s+y=20, sS+t—ax=—2aqa,
(1
?r—i—s——y:——zﬁ, S+t+x=o2a;

nous en tirons
y=5b6+0, r—a-+ a, r+s—=6—3, s+t=a—a,
el nous formons I’équation non conditionnelle du premier ordre
diprg)=(r+s)der+(s+t)dy=(b—p)d(a+ a)+(e—a)d(b+ 5),
dont l'intégrale est
(2) p+q:(b+@)(a—a)+2/'bda_2/'gda.

Sous la troisiéme condilion
dy — dx—=o,

dont I'intégrale est v
y —ax=u,

@ étant un troisiéme argumenl, nous obtiendrons, ayant mulliplié la derniére
équalion par

de =d(a + a),

}a troisieme équation conditionnelle d’ordre nul

dia+ a)—=o si da=o.

dz = (b—+—6)(:x—a)+2fbda——2f@doc

Comme
y=b6+05, r=a-+ a, y—x=na,

nous aurons I’équation
b+pB—(a+a+a)=o,
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au moyen de laquelle nous pouvons exprimer « par a et a, et par conséquent
effectuer la quadrature de la derniére équation conditionnelle par rapport a «,

pour @ constant. L’intégrale générale, que nous en déduirons sous la forme nor-

male, sera la suivante
r=a-+a, y=b6+25,

“—‘P(}’_x)+f?(b+i3)(a—a)+2fbda—2fﬁda’@4*—da,

bi—1
ol « dépend de a, en vertu de I'équation

b+B=a—+ a+a,

el ou la quadrature est effectuée par rapport a a, pour @ constant; b et f Pi
désignent les dérivées de b et B par rapport a @ et a a.

Exemple XY XII.

(gx+hy +nr)y(kx+ly + nt) = (hx + ky + ns)?,

ol n est une constante arbitraire.
Cette équation bilinéaire du troisi¢me ordre est déja décomposée en une pro-
portion continue de la forme la plus simple et par conséquent a deux racines bili-

néaires égales. La troisiéme racine est — );/, et son argument est donc 2. Nous
a x

obtenons la premiére intégrale
sx+ty+(n—1)g=20, r;v—i-sy—t—(n—l)p:fadb,

la deuxiéme intégrale de forme normale
px+qy+(n—2)s:f(y+ax—c)db, Yy +axr—c=o,

I'intégrale générale de forme normale (voir la forme composée § XV)

n 1db
(n—l)(n_Q)z—f(yi—aa:)” 3

(n—z)f(y+aar:)db—(n—l)fcdb—kx'l‘"cp%,

qui prend les formes particuliéres suivantes.

f(y+ax—c)db—f<loo‘y+ >ca’[)+cp<§>;

Pour n = 2,
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Pour n =1,

z:[()’—{—ax)logﬁ%ﬂdb —f(y-&— axr —c)db—+ 13<%>

Pour n = o,

\

s= [ ( .40 2o ().
g_f_y~+—ax~—c);5—|—.t <P<E)

Exemple Y XIII.
(gk — ")t + (gl — kI re + (hl — k2)r =o.

Celle équation bilinéaire du troisitme ordre a deux racines bilinéaires égales el

s’exprime par la proportion continue de la forme la plus simple
(gVi+hVr):(hi+kyr)=(hVe+kyr):(kyi+1yr).
Nous en déduisons 'équation conditionnelle
Vidr+\Vrds=o si  \tds+\rdt=o,
(ui peut se mettre sous la forme
a\/rtds +rdt+tdr=o si rdt—tdr—o
ct dont l'intégrale est par conséquent

s+\ri=b, rot=a,
(1) ?ou

s+at —=b, r—+as—=ab.

En additionnant les deux derniéres équations, aprés multiplication de la premiére

par dy, et de la seconde par dxz, nous obtenons I’équation non conditionnelle
dp +~adg=>b(dy +adx),

qui s’'intégre pour a constant (voir § X1V). Son intégrale a la forme normale

(2) pt+ag=>b(y—+ax)+c, g=0b(y+ax)+bxr—+c,

ou ¢, en raison de la racine bilinéaire multiple, sera une seconde fonction arbi-
traire de 'argument a. Nous obtiendrons I'intégrale géncrale, dans I'exemple sui-

vant.
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Exemple X.X1TV.

‘ p=ux +¢y +w,
(0 [ g=Ux+Vy+ W,
ot u, ¢, w, U, V, W sont des variables ayant entre elles une dépendance.

En considérant ces six variables comme des fonctions données de I'une d’entre
clles, et en éliminant cette derniére des deux équations données, nous oblenons
une équation du premier ordre avec cinq fonctions arbitraires, qu'il faulintégrer.
En éliminant ces fonctions, nous obtenons une équation du sixiéme ordre, dont
I'intégrale générale sera I'intégrale générale cherchée.

L’intégrale intermédiaire du premier ordre (2), trouvée dans I'exemple pré-
cédent, représente un cas particulier de I'équation actuelle.

Nous pouvons mettre I’équation donnée sous la forme

| p=a [ (adA —Ada)+ y [(adB —Adb)+ [ (adC— Ade),
(2) 5

q:x/w(bdA—Bda)—l—yja(de—Bdl))—t—f(ba’C—-Bdc),

en introduisant, au lieu des variables w, ¢, o, U, V, W| six nouvelles variables
a, b, ¢, A, B, C dépendant les unes des aulres, qui sont complétement déter-
minées. Si ¢, w, U, V, W sont des fonctions indéterminées de 'argument u, alors
b, ¢, A, B, C seront aussi des fonctions indéterminées de I'argument a.

En prenant les dillérentielles totales (2), et en éliminant da, nous oblenons une

différentielle totale de I'équation donnée de la forme
Pdp +Qdy+Xdx+ Ydy:-=o.
I’équation conditionnelle
Xdy+Qdp=o si Ydx+ Pdg=o,

que nous en déduisons d’aprés le paragraphe VI, prend, aprés introduction des
valeurs (2) de p et ¢, la forme

Adr +Bdy +~xdA + ydB + dC=o,
si

adr +bdy +xda+ ydb—+ dec=o,
el nous en tirons son intégrale

(3) Ax+By+C=35, ar=by+c=a. .
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L’équation non conditionnelle
dz=pdzx -+ qdy

prend, en vertu des équations (2), la forme
5= [[(xd,& +ydB +dC)(adr+bdy)— (xda+ ydb-+dc) (Adr + Bdy)].

Nous avons, d’aprés les ¢quations (3),
adB —Bde=(aB— bA) (zdy —ydx) + a(xdA + ydB + dC)
—B(xda+ydb+dc) + (cA —aC)dz + (¢cB — bC)dy.

En additionnant ces deux équations, aprés multiplication de la premiére par 2, et
en intégrant sous le signe par rapport aux inconnues principales (voir la forme

composée, § XV), nous obtenons l'intégrale générale normale

(4) 25:f[M(di+ydB+dC)—N(xda+ydb+dc)] —f(ad@_@dg.),

ou
M=azx+by+c—a, N=Az+By+C—8.

Les équations (3) se raménent & la forme M = o, N=o0; les dérivées de 'inté-
grale (4) par rapport aux arguments « el « sont par conséquent égales a zéro. En
intégrant par parties, nous pouvons exprimer l'intégrale générale trouvée (4),

sous la forme non normale

5 ﬁ;+f(Ax+By+C)(xda+ydb+dc)—f@da:o,
) <
ax—+by—+c=a, Az +By—+ C=2§.

Pour déterminer, d’aprés I’équation donnée du premier ordre
(1) pP=ux -+ vy +w, g=Uzx+Vy+ W,

toutes les variables a, b, ¢, A, B, G que nous avons introduites par les équa-

tions (2), nous avons les équations

du = adA — A da, dv —adB — Adb, dw = adC — Ade,
dU = bdA — Bda, dV =5bdB — Bdb, dW = bdC — B de.

L. b L1 , .
En désignant = par ¢, nous en déduisons I'équation
a

(v—U)de+e*du—ed(v +U)+dV =o,
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dont la résolution dé¢termine toutes les variables inconnues b, ¢, A, B, C en
fonctions de Pargument a, quand ¢, w, U, V, W sonl donnés comme fonctions
de Pargument u.

Si ces derniéres sont indélerminées, les premiéres seront des fonctions arbi-

traires.
Premier cas particulier.

(a) Quand, dans I'équation donnée (1), U est égal a ¢, 'argument o se confond
avec l'argument @ ou u, et correspond a une racine d’ordre de multiplicité 5 de
I'équation du cinquiéme ordre que nous obtenons, en éliminant de Péquation
donnée les quatre fonctions arbitraires v, w, V, W de Pargument u.

En effet, en substituant a, b, ¢, A, B 4 «,v=U, V, w, W, nous obtenons

I’équation du premier ordre donnée sous la forme
(6) p=ax+by+A, g—=bx+cy—+B.

En additionnant ces équations, aprés multiplication de la premicre par dx, et de
la seconde par dy, nous obtenons I'équation non conditionnelle

ds —=axdr + b(xdy +ydz)+cydy + Adr+ Bdy,

qui s’intégre pour @ constant.
Nous en déduisons 'intégrale générale (§ X1V) sous la forme normale

(7) 25 —ax+ 2bxy +cy*+2Ax+ 2By +(,

ot G est une nouvelle fonclion arbitraire de 'argument .

[’équation dérivée est

2+ o2bxy +cy*+2A'x +2B y+ C=o.

Second cas particulier.

@) Nous pouvons en général exprimer I’équation du premier ordre donnée (1),

par deux équations linéaires

ap +bg +Ax+By+ C=o, ap+bg+Aixz+By=C=o,
d’olt nous tirons I’équation donnée, en délerminant p et ¢; mais le cas particulier
(8) y+ax+b=o0, p+cg+Ax+By+C=o

n’est pas contenu dans 'équation donnée.
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Nous avons, dans ce cas, I'équation conditionnelle

d:+(Ax+By+C)der=o si dy —cdr—=o.

—— bar loge, nous obtenons 'intégrale de la condition
c+a

lin désignant [

dy —cdx =o,
sous la forme

(10) f(y+ax+b)de:a
et Pintégrale de 'équation conditionnelle (voir la forme composée § XV)
(11) z:/(y+ax+b)(y—x—alx—i—bl)dc,—&—B,

ol, a la place des variables A, B, C, sont introduites les variables «,, b,, ¢,, par

les équations

A—i—zfaa,dc,+cf(a+a,)dc,:0,
B+f(a+a,)dc,—|— 2¢c,=o0,
C+ (abl+a10)dc,+cf(b+b,)dc,:o.
Nous pouvons, par suite, exprimer a,, b;, ¢y par A, B, C, ou prendre «,,

by, ¢, pour fonctions arbitraires de U'argument «, si A, B, C sont des fonctions
indéterminées de cet argument.

En substituant § et « & 3 — 28/ et §/, nous pouvons amener V'intégrale trouvée a
la forme normale

(12) ;:f(y +ax—|—b)(y+alx+bl)dc,—l—ocf((}’+ax+b)(le+ﬁ.
Les équations dérivées par rapport & a el & o sont

Yy+ar+b=o, /(]’+ar+b)de+ﬁ’:o.

Troisi¢éme cas particulier.
(v) Siles deux équations linéaires

ap+bq+Ax+By+c=o, ap-+bq +‘A.x+B,y+cl:0,
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par lesquelles s’exprime 'équation du premier ordre donnée, soni ramenées i une
équation normale

(13) p+Ag+Bx+Cy+D=o, q+DBz+Cy+D=o
ou B!, €', D’ sont les dérivées de B, C, D par rapport & A, les intégrales trou-

vées (4) et (5) prennent des formes que nous allons indiquer.

En résolvant les équations (13) par rapport a p et & ¢, nous obtenons
4 q —i—f(B”x 4y +D')dA =o, p——f(B”w+ C'y +D")AdA =o.
Nous pouvons mettre ces équations sous la forme
(15) p:f(b”x+c”_y+e”)bda, q:f(b”x—&-c”y—*—e”.)cda,

en introduisant, a la place de A, B, C, D), quatre noavelles variables a, b, ¢, e
dépendant les unes des autres, ou en substituant dans les équations (2),

» fb” da, fc” da, fe” da, fb”ada, fc”ada, fe”a da
3 .

a! b’ cy A, ‘3, C.

Par suite de cette substitution, Pintégrale de I'équation conditionnelle, que nous
avons exprimée par I'équation (3), prend la forme

(16) f(b”av + "y +é')da=a, f(b”x +c'y+eYada=_3
ou
(17) b +cdy+e=a, bx +cy+e—aax—3.

L’intégrale générale (4) prend la forme
(18) 2z :f(bx+cy+e—aoc—|—ﬁ)(xdb’+ydc’+de’) —f(ocdﬁ — B da),
normale par rapport a @ et «; elle se raméne a la forme non normale

(19) 23 :f(bx+cy+e)(xdb'—i—ydc’—i—de’)-—f(adﬁ—@da),

b +cy+e=a, br+cy+e=aa—0p.
Fac. de T., 2* S., VIL 25
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Ezemple X.XIII (suite).

(ghk — h2)t + (gl — hk)\/rt + (Rl — K*)r = o.

Nous avons déja obtenu I'intégrale intermédiaire de cette équation sousla forme
normale

(2) p+aqg—abx —by —c=o (exemple XXIII)

avec trois coefficients arbitraires. En identifiant cette équation a I’équation (13)
de exemple XXIV, nous trouvons, entre les coefficients A, B, C, D la dépen-
dance AC = B.

En vertu de AC =B, nous obtenons entre les variables a, b, ¢, e, que nous
avons introduites par I’équation (13), la dépendance suivante

de\? db\?
2 — c?
b f(a’a) da_cf<da> da,

qui permet de déterminer ¢ en fonction de I'argument a, sous la forme

(3) logc:zf[%lf<%§>2da]—logb,

si la variable & est donnée en fonction de a.
L’intégrale générale prend, par conséquent, d’aprés 'équation (18), la forme
normale

23 :f(b.z:—\—cy+e—aa+;3)(xdb’+ydc’+ de’)——f(adﬁf—@doc),
et se raméne a la forme non normale

2z:f(bx+cy+e)(xdb’—|—ydc'+ de’)——f(oca’ﬁ—@doc),
brx+cy+eée=aq bx+cy+e—=an—_f,

ol b et e sont des fonctions arbitraires de 'argument @, mais ou ¢ est déterminé

par I’équation (3).
Ezemple XXV.

ug(gk—; h*) -—‘uv(gl—— hk) + wr(hl— k*)=o,
ol
u=—rx—+sy—p, v=sx+ty—¢q.
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Cette équation s’écrit suivant la proportion continue
(g —hu):(hv — ku) = (hv — ku): (kv — lu)
et nous en déduisons I’équation conditionnelle
vdr —uds—=o si vds —udl=o.
En remarquant que
du=2zdr+ yds, dv==xds+ ydt,
nous en déduisons la seconde équation conditionnelle
vdu — udv = o,

sous la méme condition.
Les intégrales de ces équations conditionnelles sont

(1) u—+Av=o,
(2) r+As+B=—o,
(3) s+At+C=o,

ou Bet C, en raison de la racine multiple, sont des fonctions arbitraires de Pargu-
ment A.

En multipliant I'intégrale (2) par dz, I'intégrale (3) par dy, et en additionnant,
nous obtenons I’équation non conditionnelle

dp +Adg+Bdz+ Cdy=o,

dont I'intégrale
(4) P+Ag+Bz+Cy+D=o

a la forme normale et contient une fonction inconnue D.

En multipliant I'intégrale (2) par z, I'intégrale (3) par y, et en additionnant,
nous obtenons D = o, en vertu de « 4+~ Ay —o0. En comparant l’inte’grale (4) a
I'équation (13) de I'exemple XXIV, et en remarquant que, par suite de D = o,
e devient nul aussi, nous obtenons, d’aprés ’équation (19), I'intégrale générale
sous la forme non normale ‘

gzzf(bz+cy)(xdb’+ydc')—f(adﬁ—pda)',

brx+cdy=a, b +cy=aa—B.
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Exemple YXVI.

e (ghk — ) — uo(gl — hk) + u?(hl — k*) =o,
U=rq—sp, 0= Sq — Lp.
Au moyen de la proportion continue
(vg—uh):(vh —uk) = (vi— uk):(vk — ul),
nous obtenons I'équation conditionnelle du second ordre

vdr —uds—=o si vds— udt=o.

En additionnant ces deux équations, d’abord aprés multiplication de la premiére

;» et de la seconde par

—t . T
ar ————— et ensuite aprés multiplication de
P (rt —s?) 2 P p Y

s

—s
— " . et de la seconde par
(r¢ —s*)? p

tion conditionnelle a la forme

la premiére par ;> nous amenons I'équa-

,
(rt— s*)

s t . r s

—pd el si qd

qd

re—s*

et nous en déduisons son intégrale

s —tp
() e T
(2) y—%%g: adb.

En multipliant I'équation (1) par dp, 'équation (2) par dg et en additionnant,
nous obtenons I'équation non conditionnelle

(3) zdp+ydg—(pdr+4qdy)="bdp + | adb.dg,

qui s'intégre pour @ constant.
Son intégrale

(4) px—|—(]y—2z:bp+4r]‘/'adb——fcdb

a, par conséquent, la forme normale et contient une nouvelle fonction arbitraire
de V'argument a, car la racine bilinéaire est double. L’équation dérivée de cette

intégrale est

(5) p+aq—c=o.
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Au moyen de la différentielle totale (3) de'intégrale (4), nous obtenons, d’aprés
le paragraphe V1, ’équation conditionnelle du premier ordre

gdr —(xz — b)dg=o si pdg —qdp=o
et, par suite, I'intégrale de la condition
(6) {-; = a.
L’équation conditionnelle
qdz —(x —b)dg=o,
aprés introduction de la valear de ¢ tirée des équatibns (5) et (6), prend la forme

dm(a—}—a) ___bda+o:

[ C

et nous en déduisons son intégrale

w:fbd(—l—l—afbdl—l—a@,
¢ c ¢

qui se raméne 3 la forme

(x — DY (a+ a) adb db
(7) p —+—f - +ocf7—oc5:o.

En intégrant 'équation non conditionnelle (3), aprés introduction des valeurs
de p, g et x tirées des équations (5), (6) et (77), nous obtenons I'intégrale

R et 0 I S SN

c

L'intégrale (4), aprés introduction des valeurs de p et ¢, prend la forme

(22 —f'cdb>(a + o)

4

(9)

=a(x~b)+y— [adb.
Les intégrales (7), (8) et (9) expriment U'intégrale générale sous forme normale.

Exemple X.XVII.

2z gu Zit zm) . (5" zZu 1 ,.m) [ IV Il 1 H ~ | IS | o
< 1 1 T u*n £ “r (z “rv By % zu ~1v m3m)— 0.
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Cette équation bilinéaire du qualriéme ordre se compose de qualre lermes
bilinéaires el s’écrit suivant la proportion continue

(37— 21y s (50— 5h) = (S — 5h) £ (30— 50).
Nous en déduisons I’équation conditionnelle du troisiéme ordre
d(g—hk)=o si d(h—1)=o,
dont Pintégrale est

g—‘:fbda, h—l=a,

que nous pouvons exprimer sous la forme
g—k=/f(h—1).

Nous intégrerons cette équation du troisiéme ordre dans le paragraphe suivant.

XIV. — DEs EQUATIONS COMPATIBLES.

Nous pouvons diviser toutes les équations aux dérivées partielles en équations
linéaires, bilinéaires et non linéaires.

Soit donnée une équation linéaire du ni®™e ordre
q
(1) F=72WzW 4. . +Z,5,+2L=o,

oa ZW, ..., Z,, L sont des expressions d’ordre inférieur; en remplacant toutes les
dérivées partielles d’ordre n, 5™, ..., z,, par les puissances u”, ..., u° d’une

inconnue u, nous obtenons I'équation aux racines
(2) Zmyn L=yt 4+ 7,—o,

par laquelle s’expriment les n racines &y, s, - - -, Un, avec lesquelles nous forme-

rons les n conditions
dy + uydxr =o, ey dy + u,dr=o.

Sous chacune de ces conditions, ’équation donnée F = o se change, aprés multi-

plication par dz, en une équation conditionnelle d’ordre n — 1
Fdx—=o si dy + u, dr=o,

ol i, désigne 'une des racines Uy, Usy « -« Up.
En effet, en divisant I’équation donnée F = o par 7™, nous la mettrons sous la



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 195
forme

(3) F=zm4 U 5"V Uys"?+...+U,5,+-K=0

et 1'équalion aux racines sera

(4) w+Uyurt+. ..+ U,=o.

D’aprés la loi connue des coelficients d’une équation algébrique, U, sera la
somme négative de toutes les racines u,, ..., u, de I’équation aux racines,
U, sera la somme de leurs produits deux a deux, etc.

En désignant par V,, Vy, ..., V,_, les coelficients formés suivant cette méme
loi, avec toutes les racines u, ..., u,, sauf une, u, par exemple, nous aurons

U, =Vi—u,, U,=V,— umViy, U;=V;—u,V,, seey Up=— Um Vg
et, en portant ces valeurs dans I'équation F = o, nous la mettons sous la forme
F=5m— 0, 2" Y4+ V(50" — 0,z ) . . +V,_, 5ty — umz,) +K=o.

En multipliant cette équation par dz, et en introduisant, en vertu de la condi-
tion'dy + updx =o, dy ala place de u,, dz, nous obtenons I'équation différen-
tielle d’ordre n =1,

(5) Fde=ds=4-V,ds0"4 V,ds=9 ...+ V,_, ds,_,+ Kdz =o,

car
(") —u,, 5" V) dx = 5™ dz + 51 dy = ds(r=1), e

Cette équation différentielle F dz = o, que nous avons exprimée ici au moyen
des racines de I'équation donnée F = o, a é1é exprimée au paragraphe VII, au
moyen des coefficients de cette équation, et A.-I. Davidov I’a obtenue pour la
premiére fois sous celte forme :

« En remplacant, dans 1'équation donnée F = o de la forme (1), les dérivées
partielles 5, ..., z,, par les puissances u”, ..., ©®, ct en supprimant Z,
nous obtenons I’équation aux racines. En divisant cette équation aux racines
par i — um, en remplacant les puissances w”™', ..., u9 par les différentielles
dz"=V, ..., ds,_y, et en ajoutant le terme Z dz, nous obtenons I’équation condi-
tionnelle d’ordre 7 — 1, sous la forme

Fa’z:Z“‘){d:,(”—”—i—Via’:‘,"‘z’—i—...—i—V,,_,dz,,_,$+de:o si dy+uyudz=o. »

Cetle équation différentielle Fdz — o est vraie seulcment sous la condi-
tion dy + w,, dr = o. Les expressions V,, ..., V,_, désignent les coefficients
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de I'équation algébrique de degré n — 1, formés au moyen des n racines ty, ..., Up,
sauf une, savoir la racine u,, qui entre dans la condition dy + u, dx = o.

Cette équation conditionnelle contient les différentielles des dérivées partielles
d’ordre n —1, dz»=Y, ...; dz,_,, et nous I'appellerons équation différentielle
d’ordre n — 1, parce que, quand elle est intégrée, l'intégrale est une équation
d’ordre n —1.

La condition dy + w, dx = o n’a pas encore la forme d’une équation différen-
tielle. Par suite des dérivées partielles d’ordre n — 1, 5#="), ..., z,_4, qui peuvent
entrer dans la racine w,, 'hypothése dy + un, dz = o peut se transformer en
une équation différentielle d’ordre n — 2; mais, si ces dérivées partielles n’entrent
pas dans u, ou en sont éliminées, la condition dy + un, dxr = o peut se trans-
former en une équation différentielle de tous les ordres, depuis n — 2 jusqu’a
zéro inclusivement. Dans 1’équation différentielle d’ordre zéro n’entrent, parmi
les variables principales, que x, y et 5.

Quand I'équation conditionnelle d’ordre 2 — 1

Fdr—=o si dy +u,dr=o0

est intégrée, 'intégrale s’exprime par les deux équations f=o et o = o, avec les
deux constantes d’intégration b et a. Ces constantes d’intégration sont deux
variables dont I'une ne change pas quand ’autre ne change pas, et dépendent,
par conséquent, Uune de I'autre. Nous exprimerons entiérement cette dépendance
entre b et @, en prenant pour b une fonction arbitraire de 'argument @, et nous
obtenons, par suite, une intégrale d’ordre »—1, exprimée par deux équa-
tions f=o el 3 ="0, dans lesquelles entre la simple fonction arbitraire 0. En
éliminant P'argument a, pour une valeur donnée de cette fonction, des équa-
tions f=o0 et ©=o0, nous exprimerons cette intégrale par une équation aux
dérivées partielles d’ordre n — 1.

(2) Toute équation linéaire d’ordre n a par conséquent n équations condition-
nelles d’ordre n — 1, qui correspondent aux n racines de I’équation aux racines.
Mais, s'il y a des racines égales, d chaque racine multiple ne correspond qu’une
équation conditionnelle d’ordre n —1.

() Toute équation bilinéaire d’ordre n n’a, en général, comme nous 'avons vu,
qu'une équation conditionnelle d’ordre n — 1, qui correspond a une racine bili-
néaire. Dans un cas particulier, elle a deux équatious conditionnelles d’ordre n—1,
correspondant a deux racines bilinéaires, qui peuvent se confondre en une racine
double de I'équation aux racines.

(y) Une équation non linéaire d’ordre n n’a jamais d’équation conditionnelle
d'ordre n —1.
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Toute équation aux dérivées partielles d’ordre 2, F=o0, a deux équalions
y o =0 el =0, trois équations dérivées d’ordre n +- 2,
£ Y

et, d’'une facon générale, m - 1 équations dérivées d’ordre n + m. Toutes ces

dérivées d’ordre n + 1

équaltions dérivées ont la (orme linéaire.

En désignant par f= o une équation dérivée d’ordre n 4 m quelconque, et en
formant son équation aux racines, nous obtenons, en écartant les racines superflues
qui sont égales & zéro ou sont infinies, toujours n racines, lesquelles, en vertu des
autres équations dérivées, seront les mémes, quelle que soit 'équation dérivée que
Pon ait prise. Nous appellerons ces n racines, racines de I’équation donnée ¥ = o,
et'équation, au moyen de laquelle nous les avons obtenues, équation aux racines,
quel que soit son ordre. A ces n racines correspondent n conditions de la
forme dy + wdz =o, et, sous chacune de ces conditions, I’équation linéaire
d’ordre 'n + m, f=o0, se transforme en une équation conditionnelle d’ordre

n-+m-—i,
fdr=o si dy + udxr =o,

que nous considérerons comme une simple équation conditionnelle d’ordre

n—+ m—i, de 'équation donnée I' = o. Il en résulte que :

() Toute équation aux dérivées partielles d’ordre n a, sous chacune des con-
ditions correspondant a ses n racines, des équations conditionnelles de tous les
ordres, depuis n jusqu’a l'infini (1),

Nous obtenons les équations conditionnelles d’ordre n de toute équation

~

d’ordre n donnée I' = o, au moyen des équations dérivées d’ordre n +1, T =0
X
o —— — O.
dy

, . dF ., )
En remplagant dans I'équation — = o les dérivées partielles z(#+), ..., z,, ou
S dbL‘ ) Y Y
-t -

dans 1’é uaLioni[E—- les dérivées tielles 7 0 res
q - =0 les dérivées partielles 5", ..., 3,4, pav u”, ..., u® res-

b
. L3 . g b2
pectivement, nous obtenons I'éguation aux racines d’ordre n, au moyen de
laquelle les n racines «,, ..., u, sont déterminées comme expressions d’ordre 2.
Nous obtenons, par suite, sous chacune des conditions dy 4+ «,dz =o, ...,
dy + u, dx = o, une équation conditionnelle d’ordre n
dF dF

%dxzo ou @daz:o si dy +udz =o,

(*) V.-V. Préobrajensky et N.-I. Sonine emploient ces équations différentielles d’ordre
supérieur pour l'intégration des équations aux dérivées partielles.

Fac. de T., 2* S., VIL 26
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dont les deux formes sont identiques, en vertu de dF = o. En ajoulant a ces n
équations conditionnelles d’ordre n, toutes les équations non conditionnelles
d’ordre inférieur, nous obtenons les équations compatibles d’ordre 2, que nous
avons obtenues au paragraphe 1V.

En ajoutant, d’'une maniére générale, i toutes les équations conditionnelles
d’ordre m, toutes les équations non conditionnelles d’ordre inférieur, nous obte-
nons les équations compatibles d’ordre m. Quand il existe une intégrale générale,
ses équations dérivées par rapport & x el a y, jusqu’d Pordre m inclusivement,
représentent les intégrales de toutes les équations compatibles d’ordre m.

Nous pouvons toujours éliminer, des équations dérivées de intégrale générale,
toutes les formes de toutes les fonctions arbitraires, sauf une, et obtenir une
équation dans laquelle n’entre que ceite fonclion, sous une forme seulement.
Cetle équation représente, d’aprés le paragraphe XI, Dintégrale d'une équation
conditionnelle, et cette équation conditionnelle doit se Lrouver parmi les éqﬁa-
tions compatibles. Il en résulte que, s’il existe une intégrale générale, une équation
conditionnelle s’intégre sous chaque condition et, dans son intégrale, n’entre
qu’une fonctlion arbitraire sous une [orme seulement.

Ayant obtenu I'intégrale d’une équation conditionnelle, qui s’inlégre avec une
simple fonction arbitraire b= g«, nous pouvons, & l'aide de cetie intégrale,

intégrer d’autres équations compatibles. La fonction b recoit, dans cette intégra-
tion, de nouvelles formes sous le signefque nous appellerons supérieures, et

de plus libres quand elles ne contiennent pas les variables principales ou les
arguments d’autres fonctions arbitraires. Parmi les formes libres, nous pouvons
en prendre une quelconque pour forme primitive, et nous appellerons inférieures
les formes qui s’expriment alors par des dérivées de la forme primiltive. Ces der-
niéres peuvent aussi ne pas se présenler dans les intégrales d’ordre inférieur. Si
toutes les formes de la fonction dérivée disparaissent dans P'intégrale, sauf une,
nous avons alors, dans cetle intégrale, une fonction simple conjointement avec
des fonctions arbitraires d’autres arguments. Nous pouvons oblenir également
cetle inlégrale au moyen de I'intégration d’une équation conditionnelle, dans
laquelle se présentent des fonctions arbitraires, et nous obtenons de telles équa-

tions condilionnelles avec les jntégrales déja trouvées.

(¢) Ln effet, toute intégrale trouvée f = o représente une équation aux dérivées
partielles, dans I'intégrale générale de laquelle doivent entrer toutes les fonctions
arbitraires de I'intégration de I’équation donnée F = o. Si 'une de ces fonctions
ne se présente pas dans l'intégrale f= o, I'argument de cette fonction doit étre
déterminé par une de ses racines, et, sous la condition correspondant & cette
racine, nous obtenons, avec I'équation donnée I = o, des équations condition-
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nelles sans fonctions arbitraires, et, avec I'intégrale trouvée = o, dés équations
conditionnelles contenant les fonctions arbitraires qui entrent dans Pintégrale
Sf=o.

Nous appellerons éguations compatibles, toutes ces équations conditionnelles
contenant ou non des fonctions arbitraires, y compris toutes les équations non

conditionnelles.

Dans le premier Mémoire, nous avons exposé deux procédés d’intégration des
équations compatibles.

Dans lintégration suivant le premier procédé, nous ne changeons pas la signi-
fication des équations inlégrées, et nous oblenons les intégrales avec des fonctions
arbitraires et avec des formes indéterminées de ces fonctions arbitraires.

Dans le second procédé, nous obtenons des équations différentielles plus géné-
rales, en liant avec I'intégration les équations de différents systémes et en pre-
nant pour constantes des arguments quelconques.

Les constantes d’intégration sont, dans leurs intégrales, des fonctions indéter-
minées qui doivent étre déterminées de facon que les intégrales trouvées salis-
fassent a I'équation différentielle donnée.

Quand une équation non conditionnelle est intégrée, d’aprés ce procédé, pour
une valeur constante d’un argument «, I'intégrale obtenue a la forme normale; la
constante d’intégration dépend de @ et sera une nouvelle fonction arbitraire de
cet argument ou une nouvelle forme de la fonction arbitraire déja introduite. En
effet, si 'intégrale f= £k de I’équation différentielle D = o est obtenue sous la
condition da = o, la constante d’intégration % dépend de @. Quand D=0 ou
df = o est une équation non conditionnelle, elle doit étre satisfaite non seulement

pour da = o, mais aussi pour da arbitraire, el, par suite, de la différentielle
df +(ff— K)da—=o

de l'intégrale trouvée f= k résulte sa forme normale, et nous obtenons une nou-

velle intégrale
f/ —_ k/,___ 0,

avec une conslante d’intégration A" qui dépend de @. Sous la condition da = o,
nous déduisons de la I’équation conditionnelle

df'=o si da—o.

Si cette équation conditionnelle est la méme que celle dont nous avons déterminé,
par l'intégrale, 'argument « et la fonction arbitraire b, alors /' — k'= o sera I'in-
tégrale déja trouvée et par suite & est déterminé comme une nouvelle forme de la
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fonclion arbitraire 6 déja introduite. Nous avons ce cas, dans I'exemple I du
premier Mémoire.

Mais si 'équation conditionnelle
df'=o si da-=o0

n’est pas identique & I'équation conditionnelle déja intégrée, alors &’ n’est déter-
miné par rien et nous pouvons prendre k ou A’ pour nouvclle fonction arbitraire
de 'argument @, qui dans ce cas correspond nécessairement & une racine multiple
de ’équation aux racines.

Nous avons rencontré ce cas dans les derniers exemples du paragraphe XIII.

FExemple XY XVII (suite).
g— k= f(h— 1.

En désignant & — [ par a, et en posant fa :fb da, nous meltons I’équation

donnée sous la forme
(1) ”g—k:fbda,
(2) h—1! =a,

que nous avons déja oblenue au paragraphe XII, dans 'intégration de I'équation

bilinéaire XXVII.
En additionnant les deux équations (1) et (2), aprés mualtiplication de la premiére
par dx, et de la seconde par dy, nous obtenons I'équation noan conditionnelle

dr—dt=ady + (fbda)d.’r,

qui s’intégre pour a constant.

Par suite, nous obtenons I'intégrale
(3) r—t:ya+xfbda+k,

dont I'équation dérivée par rapport a « est
(4) y+bx+ Kk =o.

Comme I'intégrale (4) n’est pas identique a I’équation donnée, par laquelle sont
déterminés b et a, nous en concluons que A’ est une nouvelle fonction arbitraire
de I'argument a. En posant A= ¢, nous mettons l'intégrale (3) sous la forme
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normale

(3) r—t::f(y—i—bx-i—c)da.

Nous pouvons intégrer cette intégrale intermédiaire au lieu de ’équation donnée;
ses racines sont + 1 et — 1. En la multipliant par dz, nous obtenons par suite,
sous la condition dy — dx = o, 'équation conditionnelle

dp—dq:dxf(y+bx+c)da si dy — dx = o,

dont I'intégrale (voir la forme composée au § XV) est

b c
(6) p—g= (LI daag(y — ).

En multipliant cette intégrale par dz, nous obtenons, sous la condition
dy +~dxr—=o,

I’équation conditionnelle d’ordre nul, dont I'intégrale sera I'intégrale générale

z_f(ygzb’j‘”“”) da+o(y —z)+ U(y + o).

La forme de cette intégrale est normale par rapport aux trois arguments; la dérivée
par rapport & a devient nulle, en vertu de I'équation

(4) " y+bx+4c=o;

les dérivées par rapport aux deux aulres arguments, qui sont éliminés, sont iden-

tiquement nulles.
Exemple XXVIII.

¢ @- 2__”51_03513_‘_ g —dﬂ - U —\/s°-’ 't
Ir S 3w dy r ay — o, ou W= —rt.

Cette équation du troisi¢me ordre se raméne a la forme linéaire

_do _dos—w
“de day "t ¥

S+ w

- . . S —w o .y .
et nous obtenons par suite deux racines egales et une trolsieme racine

de I’équation aux racines. Sous la condition

S —
dy + —t-dx_—:o,
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nous en déduisons I'équation conditionnelle
do=o0 si tdy +sdr — wdx =o,

a l'intégrale de laquelle nous pouvons donner la forme

(1) : 0 = c?,

(2) q~c?x+2fcda:o (".

(ll est évident que F dz, sous cette condition, se change en I'équation différen-

. dw dw . . .

tielle — dz + ——dy = dw = o, el nous pouvons oblenir, par suite, la racine
dl} dy ) ’ bl

s —

0) y - ‘ Iy - .
> en évitant de résoudre 'équation aux racines.

En vertu de © = /s — ¢, nous avons

S=— r
= >

4 S+ w

et par conséquent, nous oblenons, sous la méme condition, la deuxiéme équation
conditionnelle

(s+w)dy+rdr=o si tdy + (s —w)dx =o,

dont 'intégrale est
(3) p+c‘ly—-2fcdb::o M.

(It résulte de l1a que la racine trouvée est double.)
S+

Comme » nous obtenons, sous la condition correspondant 4 la

troisiéme racine, 'équation conditionnelle

(s—w)dy+rdx—o si tdy +~(s+w)dr=o
ou

dp—c*dy=o si- dr+ctdr =o,

Celte équation conditionnelle, quand on y porte les valeurs de p et g tirées des
intégrales (3) et (2), prend la forme

d{cy —b)y=o0  si- d{cx—a)=o,

(1) Pour la symétrie, nous avons introduit 'argument et ses deux fonctions arbitraires,

sous la forme cﬁ,fcda etfbda.
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et nous oblenons par suite son intégrale

(4) Cy:b—i—ﬁ,

(3) cCxr—a-+ a.

lin portant les valeurs des variables p, ¢, 2, y tirées des intégrales (2), (3), (4),
(D), dans I’équation non conditionnelle dz = p dz + ¢ dy, et en I'intégrant, nous
obtenons P'intégrale générale sous la forme non normale

::aﬁ—ocb—i—wfcdb

_Ewc;@)fcda—f(adb—bda)—k-f(a‘dﬁ—5(10:),

b+ a—+ o
= — X = —
c c

qui se raméne A la forme normale

3= y[c(a+oc)—2fcda]
—x[c(l;—i—ﬁ)—zfcdb]+2fbda—2f5drx~—(a+a)(b——{3).

Exemple Y XLY.
Su(x+y)r=2s.

Toules les racines sont infinies; il ne leur correspond qu'une condition dz = o,
et par conséquent les n fonctions d’intégration dépendent toutes de z.
En multipliant I'équation donnée par dy, nous obtenons une équation condi-

. tionnelle d’ordre n — 1,
(1) (z+y)rdsp y=35dy 8i dzxz = o.

En multipliant cette équation par (2 4 y)™%, ol wu, est une des racines de

I'équation algébrique de degré n
(2) (e—1)(e—2)...(u—n+1)(u—n)=1,
et en I'intégrant par parties, nous obtenons Pintégrale d’ordre n — 1

(3) (2 +y)" ey (uy—n) (X +y )"~ g,y +. ..
+(uyy—n).. (yy—2)(z+y) “s=o0,z,

car le lerme f(x +y) nzdy est 1'édl|iLdes deux cotés, a cause de Iéquation (2).
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L’intégrale (3), aprés multiplication par (z -+ y )%, prend la forme

(4) (2 +y)any+ (—n)(2+y)" Bpat. ..

+ :(zt,—lz). ..(111——2)2(37 +y)s=(x +y)upx

et nous obtenons évidemment 7 telles intégrales, qui correspondent aux n racines
Uy, Usy ..., U, de Téquation (2), et contiennent les fonctions d’intégralion
©¢y ++.y 9p. En éliminant de ces n intégrales les n—1 dérivées partielles

Zn_1y + .+, 51, DOus obtenons l'intégrale générale
(z+y)s=(z+y)fiz+(2+y)afox+...+ (2 +y)nfur,

ol fiy fay «++y fu sont les n fonctions arbitraires d’intégration, et w,, ttsy ..., Uy
les n racines de I’équation algébrique

(e —n)(u—2)(e—3)...(u—n)=1.

Il n’est pas besoin d’exprimer les fonctions fi, fo, « vy fu par @y, «vvy @pe

XV. — INTEGRALES INDEFINIES, INTERMEDIAIRES ET PARTICULIERES

DES I:ZQUATIONS COMPATIBLES.
Formes normale, pure, mizte et composée de ces intégrales.

Quand l'intégrale d’ordre m de P’équation d’ordre n donnée contient n — m
" fonctions arbitraires d’intégration, alors, en éliminant toutes ces fonctions, nous
obtenons I’équation donnée, et en intégrant cette intégrale, au lieu de I’équation
donnée, nous obtenons l'intégrale générale de 'équation donnée. Celte intégrale
se nomme intégrale intermédiaire d’ordre m. L'intégrale générale est par con-.
séquent une intégrale intermédiaire d’ordre nul.

Toutes les m — 1 intégrales d’ordre m, entre I'ordre nul et 'ordre n, peuvent
étre intermédiaires, mais, d'une facon générale, chacune d’elies contient plus de
n — m fonctions arbitraires. Nous appellerons une telle intégrale, une intégrale
indéfinie d'ordre m (au § IX, nous I'avons appelée intégrale conditionnelle).
Si nous éliminons, d’une intégrale indéfinie, toutes les fonctions arbitraires, nous
n’obtenons pas l'équation donnée, mais une équation aux dérivées partielles
d'ordre supérieur. Quand, au lieu de I'équation donnée, nous intégrons l'intégrale
indéfinie, Pintégrale générale que nous obtenons contient des fonctions arbitraires
superflues, et ce n’est que pour des valeurs particuliéres de ces fonclions, qui
doivent étre déterminées, qu’elle se change en intégrale générale de 'équation

donnée. Dans les deux procédés d’inlégration que nous avons exposés au premier
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Mémoire, ces fonctions d’intégration superflues disparaissent, de sorte que, par
les intégrales indéfinies, nous obtenons non seulement P'intégrale générale définie,
mais nous pouvons aussi oblenir les intégrales intermédiaires, si elles existent.

Les intégrales, dans lesquelles les fonctions d’intégration ont des valeurs par-
ticuliéres, s’appellent intégrales particuliéres.

En intégrant, a la place de I’équation donnée, une inlégrale particuliéve, nous
obtenons une intégrale générale, dans laquelle il n’y a pas assez de fonctions arbi-
traires d’intégration, et si en méme temps il entre, dans les fonctions d’intégration,
des fonclions indéterminées superflues, alors 'intégrale trouvée sera appelée inté-

grale particuliére indéfinie.

(2) Forme normale des intégrales.

Nous appellerons normale la forme de I'intégrale F =0, quand tous les argu-

ments @, %, ... des fonctions qui y entrent sont déterminés par les équations

.. dF dF ‘ .
dérivées — = o0, —— = o0, ... de I, par rapport & ces arguments, et nous dési-
da do
gnerons une telle intégrale par une équation F =o.

Nous pouvons amener toute intégrale a la forme normale.
En ellet, si, dans 'intégrale f= o, n’entre qu’un argument @, qui est déterminé
par I'équation arbitraire f; = o, la forme normale de cette intégrale f=o, fi=o0

sera

df, . d
(1) F:f:i‘f—(—l——/(d‘—{z‘zo,

dF .
car — = o et F = o, par suite de f=o et f,=o.
a
Si, dans I'intégrale f = o, entrent n arguments, qui sonl délerminés par n équa-
tions arbitraires fi—=o0, ..., fu=o0, alors, en prenant les dérivées des n 1
expressions f, ..., f, par rapport aux n argumenls, et en désignant par D, le
délerminant de ces dérivées des expressions f, ..., f,, sauf une f5, nous obtenons

la forme normale de cette intégrale
(2) CF=/D+ fiDi+ fiDy+...+ fuDy=o,

car, d’aprés une propriété connue des déterminants, les dérivées de I par rapport
a tous les arguments seront nulles.

En amenant a la forme normale une intégrale non normale, nous introduisons
en général des formes superflues des fonctions arbitraires, et, pour cetle raison,
nous considérerons Loules les intégrales, sous la forme dans laquelle nous les
obtenons.

Parmi ces formes, nous distinguerons les suivantes.

1o
(. |

Fac. de T., 2« S., VII,
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(B) Forme pure des intégrales.

Nous appellerons forme pure par rapport a un argument, la forme de Vinté-
grale F =0, quand cet argument est donné comme une fonction des variables
principales.

La forme pure d’une intégrale, par rapporl & tous les arguments, s’exprime par
une équation arbitraire F = o, avec tloutes les fonctions d’inlégration, et avec
autant d’équations, sans ces fonclions arbilraires, qu’il entre d’arguments dans
I'équation F = o. Tous les arguments sont alors déterminés comme fonctions des
variables principales, et n’entrent pas dans Véquation ¥ = o, si nous y porlons
leurs valeurs.

Apres élimination des arguments, la forme pure se change en un cas particulier
de la forme normale, car les dérivées de I'intégrale, par rapport aux arguments

qui 0’y entrent pas, sont égales a zéro.

() Forme mixte des intégnrales.

Cette forme est, comme nous le verrons, pacticuliérement commode pour
I'expression des inlégrales générales, ¢l représente la généralisation de la forme
normale, dans laquelle elle se transforme dans le cas particulier. Elle s’exprime
par deux équations arbitraires F =0 et =0, dont les dérivées par rapport a

tous les arguments @, o, @, ... qui Yy enlrent, ont le méme rapport, de sorle que

] av df _d¥ df _d¥ df _
(3) da'da " dada " dada

Si n est le nombre de tous les arguments a, a, @, ..., ces rapports égaux (3)
représenlent n — 1 équalions qui, a aide de I'équation f= o, représeutent lous

les arguments, de sorte que F == o, aprés élimination de ces arguments, représente

une équation entre les variables principales.. Si f= g—g, alors Pintégrale de la

forme mixte ' = o0, f= o prend la forme normale I = o, car les dérivées de I
par rapport a tous les arguments deviennent nulles, en vertu des équations (3) ct
de f=o.

En vertu des rapports égaux (3), les délerminants du second ordre
d¥ df _dF df
da da~ do da’

des dérivées partielles des deux expressions I et f, par rapport & tous les argu-

ments a, a, A, ... seronl nuls.
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Si, par conséquent, nous amenons l'intégrale de forme mirte donnée I' = o,

Jf = o0, & la forme normale

par rapport & un argument «, elle devient alors normale par rapport & tous les
arguments, car, en vertu de ' =0 et f=o0, la dérivée de ®, par rapport i un

argument quelconque 2, sera un déterminant du second ordre

dd  d¥ df dV df

doe — do da da da

Convenons d’exprimer 'intégrale de forme mixte seulement par les deux équa-
tionsF=oet f=o.
Nous avons obtenu, dans 'exemple XXIV, I'intégrale générale de I'équation

linéaire entre z, y, p, ¢, sous la forme normale .

v (z-i—[(A.r—i—By—l—C)(xda—i—ydb+(lc)——f‘@a’az:-o,
4) = v
( ar+by+c=a, Az 4+ By + C=2.

La forme mixte de cette intégrale s’exprime par deux équations

(3) F:z-|—/.(Ax—i’—By+C)(xda—+—ydl)+a’c)—5:0,

f=ax+by+c—a=o.
Iéquation
d¥ _df _ d¥ _df
da " da — do " da

(ui, pour la forme mixte, est sous entendue, a la forme

_ 4
Az+By+C=22

L’intégrale de forme non normale (4) se raméne a trois équations

: d
F=o, JS=o, A./v—i—B)f—r—C:’d—i,

. . dp .
s1 nous substituons -—@ a B

da

(8) Forme composée des intégrales.

ar

‘Toute expression E, dans laquelle entre un argument «, peut, en désignant T
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har U, se ramener a la forme
1 ’

F=V +fU da,
ot V ne contient pas a.
.. . \ v e . dF
Si F est une expression normale par rapporl & a, c'est-a-dire si —— = U = o,
da

nous pouvons sous le signe f, sans avoir égard aux limites, différentier 'expres-

sion F par rapport & une variable quelconque u qui y entre. En effet,

i[‘:_dV dUd
dlt_?I;+ du ‘Y

car, en vertu de U = o, la dérivée des limites sera nulle.
Si le facteur de I'expression U qui, en s’annulant, détermine I'argument «, est
un facteur multiple, nous pouvons répéter une telle différentiation sous le signe f,

autant de fois que ce facteur entre dans I'expression U. Nous appellerons I'expres-

sion F, dans ce cas, une expression normale d’ordre supérieur.

Nous pouvons aussi effectuer sous le signe f]'a quadrature de I'expression

F:V+fUda,

par rapport a la variable « qui y entre; mais les limites de cette quadrature sous
le signe f doivent étre déterminées de telle fagon que 'expression obtenue f'soit

normale.

En effet, en posant

f:deu:de¢¢+f<f Udu>da,

ol u, désigne la valeur que prend la variable «, quand nous la déterminons par

P’équation U = o, nous obtenons, d’aprés ce qui précéde,

Q:F:V—l—/‘Uda.
du

1y

Les limites u, et «, de la quadrature f F du restent arbitraires.

Y
1y

Nous conviendrons de désigner par Z P'expression

f(Udu—i—Vdv—l—de—i—...),



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 200

dont la différenticlle totale est

dl. =Udu+ Vde+Wdw—+....

Si F = o désigne une intégrale normale par rapport a deux arguments «, 2, ou
(. dF dF .
plus, alovs, en desngnantd——- par U, 7 bar V, nous pouvons mettre I'intégrale
a o

I = o sous la forme

(6) F:W—J{—f(Uda—i—Vda):o,

. . .. ., .. ,dU dV
ot les expressions U et V salisfont aux conditions d’intégrabilité dw — da’ el

conliennent en facteurs des expressions qui, en s’annulant, déterminent les argu-
ments a et a. )
Nous appellerons cette forme (6), forme composée de l'intégrale F = o. Nous

obtenons une forme composée de forme normale, en plagant sous le signe f la

différentielle de cetle intégrale prise par rapport aux arguments.
La différentiation et I'intégration d’une intégrale de forme composée

F:\\’+f(Uda+Vdoc):o,

par rapport aux variables principales qui entrent dans les expressions U, V, W,
b ’ ’ .
s’eflfectue en général sous le signe /

En effet, si F = o est une intégrale de forme normale, nous avons

dF‘—dW+f<fi—Uda+%a’oc>:0,

dr ~ dz dx d.
dF _ dW av .. dv N\ _
5= ") dy T ay )=

el, st les facteurs multiples des expressions U el V s’annulent, les expressions

dF dF , [
—— — o0 el — = 0 seronl normales, el nous pourrons, par consequent, répeter la
dx d}’ ) ) )

différentiation sous le signe f

Il vésulte de la que nous pouvons eflectuer sous le signefla quadrature de

expression composée, pourvu que le résuliat de la quadrature soit une expression
normale.

La forme composée de D'intégrale (4), que nous avons mise sous la forme
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mixte (3), s’exprime par I’équation

2:+f[ (Az By +C —B) (@ da+ydb + de + d=)

—(axr+by +c—a)(xdA +y dB +dC+ d3)] = o,

ol sous le signe f, dans les parenthéses [ ], se trouve une dilférenticlle totale par

rapport aaeta, pour x et y conslanls.

Les équations

Az+By+C=_ et ar+by+c=uo

sont les conséquences de la normalité.

Exemple Y XX
gst — h(rt +s?) + krs](s+t)=[hst — k(rt 4+ s*) + lrs] (r +s).

En résolvant I’équation aux racines, nous obtenons les racines

auxquelles correspondent les condilions
d(p+q):o, d[):O, (lr/:O.

Sous ces conditions, nous déduisons de I’équation donnée les équations condi-

tionnelles

re — s? .

d—s——:o si d(p+q)=o,
re—s:

d = si dp —o
s+t P ’
re—s? .

- =o0 si dg =o,

s

dont les intégrales
re—st=sf(p-+q), rt—s*= (s +¢) f, p, rt— = (r+s)f.q,

sont des intégrales intermédiaires du second ordre, puisque chacune d’elles con-.
tient une fonction arbitraire.

En introduisant les arguments @, @, @, nous pouvons meltre ces intégrales sous
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la forme

(1) ' rt—s*+as=o,
(2) p+qg+b—ab=o,
(3) ' rt—s*—oa(s+t)=o,
(M) p—B+ad=o,
(3) re—s*—a(r—+s)=o,
(6) g —b—+ab=o.

En déterminant 7, s, ¢ au moyen des intégrales (1), (3), (5), ct en portant leurs
valeurs dans les différentielles totales des intégrales (2), (4) et (6), nous obtenons

trois équations non conditionnelles

(7) adr+ady —(a+a+n)db =o,
(8) (a+n)ydr —ady 4+ (a+a—+a)dB' =o,
(9) —oadr + (a+a)dy + (a+a+a)db’ =o.

En additionnant les équations (7) et (8), nous obtenons I'équation non condi-

tionnelle
dz —db'+ df' = o,

dont I'intégrale est
(10) xr—b'+ 3 =o.

kn additionnant les équations (7) et (9), nous obtenons une équation non condi-

tionnelle, dont I'intégrale est
(11) y—b+b=o.

En multipliant I'intégrale (10) par da, 'intégrale (11) par da, et en les addi-
tionnant avec I’équation (7), nous obtenons I'équation non conditionnelle

d;ocx—i—ay—{—b—!—ﬁ—kb-(a+a+u)b’}:0,
dont l'intégrale est
(12) axr4+ay+b+pB+b—(a+a+a)d=o.

Désignons

oc.r—i—ay—&-b-f—ﬁ—i—b_

b par U,
a—+oa-+au

ax+ay +b+B+b

—p'—x par V,
@+ o+ a

(13)

ax+uy+b+(3—|—b__b,

pPra—— —y par W,
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in divisant Pintégrale (12) par @+ o+ @, en en retranchant d’abord l'inté-
grale (10) et ensuite I'intégrale (11), nous amenons ces trois intégrales a la forme

(14) U=o, V=o, W =o.

En éliminant, au moyen des intégrales (10), (11) et (12), les dérivées 0/, " et ,
des intégrales (2), (4) et (6), nous obtenons deux intégrales indéfinies du premier

ordre, avec trois fonctions arbitraires,

a(ox +ay + b+ 3+b)
a—+o—+a ’

(13) p=oax+p—

a(oexr +4-ay—+ b+ B +b)
a—+o-—+a

(16) gq=uy +b —

Il n’y a pas d’intégrale intermédiaive du premier ordre.
En mettant ces intégrales (15) et (16) sous la forme composée, c’est-a-dire en

placant le signef sur leurs différentielles, nous obtenons, en vertu des équa-

tions (13),

. ; T ,
PtfaUda (@ +0)Vda+ aW da f(U@d —|—V doc+\Vde>,
a-+ o-+a d.

(]:quda—l—quoc——(oz—t—a)\Vda _f dUd +Vﬂd +Wﬂdu>
a—+o-4a dy dy

En portant ces valeursde p et ¢ dans I’équation non conditionnelle
dz=pdr -+ qdy,
et en intégrant sous le signe f, nous obtenons I'intégrale générale sous la forme

composée

2z:f§U2da+ V"doz—l—W%lu:,

d’aprés la normalité du second ordre, car les dérivées par rapport aux arguments
sont les puissances secondes des expressions U, V, W, qui sont égales a zéro.

Nous déduisons des équations (13)

d_U_’ av: 2UV dU? _ dW? dav:  dW?

da = atoa-+ta da — da’ ds  do

>

ctil en résulte que Uexpression U2 da + V2 da -+ W2 du est, en effet, une diffé-
rentielle totale par rapport a a, o et 4, pour x et ) constants.
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Exemple XY XY .XI.

sV ez +e3; = o,
~11I 1 P
s+ ez, -+ €53,=—O0,

~T1 ~1 - —
s+ ezl + &5, =o,

nr

ou, aprés élimination des variables introduites e et «,

~I1 ’ ~1V ~ 111 1 ~11 =11 ' —_— IV 21 ~1 ~ ~II1 111
Sui® By 25,7 5y, “n )y ~m Ym SwS Ay

En résolvant 'équation aux racines, nous obtiendrons deux racines doubles

« et ¢, au moyen desquelles I’équation donnée s’exprime sous la forme suivante :

(1) Y —(u 4 ¢)s"+ uvzst —o,
(2) S —(u4-9)sh + uvs —=o,
(3) 3 — (e~ 0)5!, + uvs, —=o.

En multipliant ces trois équations par dz, nous obtenons, sous chacune des
deux conditions dy + udz = o et dy + vdz = o, les trois équations condition-

nelles

(4) dg—vdh=o0, dh—vdk=o0, dk—vdl=o0 si dy+udzr=o,
c’est-a-dire, si le premier argument @ ne varie pas,

(5) dg—udh=o0, dh—udk=o0, dk—udl=o0 si dy+vdr=o,

c’est-a-dire, si le second argument « ne varie pas.
En considérant toutes les variables comme des fonctions des variables indépen-
dantes @ et o, nous pouvons exprimer ces six équations conditionnelles, avec les

dérivées partielles par rapport & a et a o, sous la forme suivante :

(6) g__vd_/z dh  dk dk_ dl

do —  da’ do " dz’ do — ' do’
) dg _ dh  dh_ dk  dk_
/ da — " da’ da — “da’ da ~ “da’

nous en déduisons

dg dl dh dl dk dl
8 2 — 3 N _ =2 e —
(8) do ‘ do” do v do.’ do =Y do’
dg . dl dh __ ,dl dk _ dl
(9) da " "d’  w@=“I’  da=“da

Fac. de T., »* S., VIL. 28
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En éliminant & des équations 24 — ¢ 9%, @K _ 1 4L 1 ous obt Iéquati
in eliminan es equa 10ons CTOC— -d—aﬁgc—l—ltd—a: ous obtenons equa 10n

( dzl dy dl du dl .
10) =) de T dadn dada =

qui doit étre satisfaite quand nous remplagons w et ¢ par «? et ¢2, ou par u3 et ¢¥,
car, au liea de &, nous pouvons éliminer de la méme maniére k£ ou g des équa-
tions (8) et (9).

1l en résulte

al

(1) dads

(12) Z—; =o,
. du

(13) [[—a —_— 0.
Les intégrales de ces équations sont

(14) l=c+y,

(13) P =a,

(16) u=a,

si nous prenons les (onctions a el o pour arguments.

Les deux conditious
dy +~udr—=o et dy +vdx =o

prennent la forme
dy +adr—=o si da = o,

dy +~oadx =o si do = o,
et nous avons, par suite, leurs intégrales

(17) y+ax+b=o,

(18) ¥y +oax—+pB=o.

En multipliant les équations (8) par da, et les équations (g) par da, et en
ajoutant aprés substitution de @, a et ¢ + v a w, ¢ et e, nous obtenons les équa-

tions non conditionnelles

dg=a’dc+ a*dy, dh = a*dc + a* dy, dk=adc+ ady,
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dount l'intégrale est

(19) g:fcﬁdc—i—fa“dy,
(20) /L:fa2 de +fcx"3 dy,
(21) /c:faa’c —+—focdy.

I.’équation non conditionnelle

dt =kdr + ldy,
aprés introduction des valeurs de & et /, prend la forme
dt —= [(dy—i—adw)dc +f(d_y—+—ocdx)dy.
En intégrant par rapport aux variables z et y sous le signe f et en détermi-
nant les limites inférieures d’intégration des équations
y+axr+b=o et y+ax+B=o,

nous obtenons I'intégrale sous la forme composée
(22) t:f(y+a:v+b)dc+f(y+ax+@)dy.

Nous obtenons de ]a méme maniére les intégrales des équations non condition-

nelles
ds = hdx + kdy, dr=gdz + hdy,

et, par suite, les intégrales des équations non conditionnelles

dg=sdx + tdy, dp = rdz +say,

sous la forme

zq:f(vyﬁ—a.:c—i—b)zdc +f(y+ax+ﬁ)ﬂdy,
2p:f(y+ax+ b)“’adc—f—f(y—{—ax%-ﬁ)*ozdy.

Par I'intégration de I’équation non conditionnelle

dz=pdx + qdy,
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nous obtenons I'intégrale générale sous la forme composée
2.3z:f(y+aw+b)3dc+f(y+a1:+ B dy

d’apres la normalité du troisi¢me ordre.

ETC.



