K.M.PETERSON
Sur I’intégration des équations aux dérivées partielles

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 2¢ série, tome 7,n°2 (1905), p. 217-263
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1905_2_7 2_217_0>

© Université Paul Sabatier, 1905, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1905_2_7_2_217_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR L’INTEGRATION

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,

Par K. M. PETERSON.

TROISIEME MEMOIRE.

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES INDEPENDANTES.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine, & Toulon ().

I. — EQuATiONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES A UN NOMBRE QUELCONQUE

DE VARIABLES INDEPENDANTES.

Toute équation différentielle
(1) E=dy+Xde+Ydy+2Zds:+...=o

entre des variables w, z, ¥, z, ..., dans laquelle X, Y, Z, ... désignent des
fonctions arbitrairement données de ces variables, exprime une dépendance entre
I'une des variables w et les m autres variables qui sont indépendantes. En dési-

gnant par &, 7, ¢, ... les dérivées partielles de w par rapport a z, y, 5, ..., nous

(1) Le troisitme Mémoire de K. M. Peterson, Obb HHTETPHPOBAHIN YPABHEHIII CE
YACTHBIMU ITPOM3BOAHBIMH, a paru dans le Tome X (p. 169-223 ) du Recueil mathématique
(MATEMATHYECKIl CEOPHIIKD), publié par la Société mathématique de Moscou; il a été lu

le 20 avril 1879.
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aurons
(2) do =fdr +ndy +{dz+....

Si, dans l'équation différentielle E = o0, nous faisons varier arbitrairement
z seulement, en définissant les accroissements dy, dz, ..., des m —1 autres
variables indépendantes, par les m — 1 équations
(3) dy —udz, ds = v dzx,
ol 4, ¢, ... sont des fonctions de toutes les variables, choisies arbitrairement,

alors, par suite de ces équations (3) et de ’équation (2), I'équation différentielle
donnée I = o prend la forme

E=((+un+ol+...+kyder=o,
ot k=X +uY+ ¢Z+..., et, pour do arbilraire, se change, par conséquent,

en une équation linéaire aux dérivées partielles de w, par rapporta z, y, 3, .
de la forme générale

ey

(4) F=f{+un+vl+...+~h=0o.

Ainsi, la dépendance entre les variables w, 2, y, 5, ... qu'exprime I'équation
aux dérivées partielles F = o, est la méme que celle qu’exprime I'équation diffé-
rentielle E=o0, quand existent les m —1 équations (3). Nous nommerons ces

équations (3), les hypothéses ou les conditions, et nous les représenterons, pour
simplifier, par

A=dy —udr=o, B—o, C=o,

Si équation différentielle E = o s’intégre sous ces conditions, c’est-a-dire si la
dépendance entre les variables, définie par cette équation sous ces conditions,
s’exprime sous une forme finie, nous avons alors I'équation de I'intégrale linéaire

aux dérivées partielles arbitrairement donnée
F=f-+un—+vl{+...4 k=o0;

cette derniére, en effet, aprés multiplication par dz, se change, par suite des
conditions dy — udx=o0, ds —vdz = o, ..., en I'équation différentielle

E=Fdr=Etdzr +ndy +{ds+...+kde =dw + kdxr=o,

enlre w, Z, ¥, 3, ..., le terme k dz se ramenant, d’aprés les conditions, a diffé-
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rentes expressions de la forme
Xdz +Ydy+Zds+...

qui ont, par suile de ces conditions, une seule et méme signification k dz.

Equations conditionnelles.

Une équation différentielle E =0, qui nous est donnée entre des variables
quelconques w, x, ¥, 3, ..., sous les conditions A=o, B=o, C=o, ..., ot
A, B, C, ... sont, d’'une maniére générale, des expressions dillérentielles telles

3 ’ ’ ) 8 ’ p
que E, s'appellera une éguation conditionnelle, et nous la représenterons par

(5) E—=o si A=o, B—=o, C=o,

L’équation conditionnelle E =0 a un sens plus général que I’équation non
conditionnelle E = o; en disanl que 'expression E s’annule seulement, quand les
expressions A, B, G, ... sont égales 4 o, nous définissons moins la dépendance
entre les variables que par 'équation E=o, donnée en dehors de toute hypo-
thése.

Lorsque toutes les équations différentielles E=0, A=o0, B=o, C=o, ...
s'intégrent, il entre, dans leurs intégrales E=o0, A=o0, B=o0, C=0, ..., des
constantes d’intégration e, a, b, ¢, ..., qui seraient des quantités constanles, si
E,A,B,C, ... sannulaient. Mais comme, d’aprés lasignification de I'équation (5),
E n’est nul que quand A, B, C, ... s’annulent, e ne sera donc une constante que
quand a, b, ¢, ... seront des conslantes, et c¢’est, par conséquenl, une quantité
variable, dépendant de a, b, ¢, .... Nous exprimerons entiérement cetle dépen-
dance, que rien ne définit plus complétement, en considérant e comme une fonc-
tion arbitraire des variables a, b, ¢, ..., que nous appellerons les arguments des
conditions A=o0, B=o, C=o, .... De li résulte que la conslante d’intégration,
dans l'intégrale de toute équation différentielle £ = o, est une fonction arbitraire
de lous les arguments des conditions, sous lesquelles cette équation est donnée, et
ne dépend pas des variables données, seulement quand I'équation E=o0 est
donnée non conditionnelle.

L’intégrale de I’équation conditionnelle
E=o si A=o, B—=o, C=o,
s’exprime par les équalions finies
E—=o, A—o, B—=o, C—o, ceey

dans lesquelles, outre les variables données w, #, y, 3, ..., entrent les arguments
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a, b, ¢, ... et une fonction arbitraire de ces arguments e = 9(a, b, ¢, ...). Nous
pouvons exprimer cette intégrale par une équation f=o entre les variables prin-
cipales, si nous définissons les arguments @, b, ¢, ... au moyen des intégrales
A=o0, B=o, G=o, ... des conditions, et si nous portons leurs valeurs dans
I'intégrale E=o de I’équation E=o0 a laquellé des conditions sont imposées.

Intégrale d’une équation linéaire aux dérivées partielles
du premier ordre.

Il résulte de ce qui préceéde que l'intégrale d’une équation linéaire aux dérivées

partielles du premier ordre, par rapport a m variables indépendantes,
(4) F=f{+un+vel+...+k=o,

qui est identique a I'intégrale de I'équation différentielle E=o0, donnée sous m — 1t
conditions, s’exprime par 'équation finie f= o, dans laquelle entre une fonction
arbitraire de m — 1t arguments. Quand I'équation conditionnelle E =0 ne s’in-

tegre pas, l'intégrale f= o n’existe pas.

Intégrale d’une équation linéaire aux dérivées partielles du niéme ordre.

Quand, dans U'équation différentielle donnée
(6) E—=do+Xde+Ydy+2Zds+...+Pdp+Qdg+...=o0

entrent des variables auxiliaires p, ¢, ..., dont la dépendance avec w et les
variables indépendantes #, y, 5, ... est définie par des équalions non condition-
nelles, les accroissements dp, dg, ... de ces variables auxiliaires peuvent étre
éliminées de I'équation E = o.

Supposons que p, ¢, ... désignent les dérivées partielles de w par rapport &
Ty ¥y 3y +ovy Jusquian (n —1)*m¢ ordre inclusivement. L’équation donnée E =o
a alors la forme d’une équation différentielle d’ordre n — 1, s1, d’une fagon géné-
rale, on prend pour ordre d’une expression l'ordre le plus élevé des dérivées
partielles qui y entrent.

Les équations non conditionnelles, par lesquelles s’expriment les valeurs de
toutes les dérivées partielles, ont la forme générale

_dp dp ap ,_

<

. dp dp dp

ol %5 3‘)—/, P sont des dérivées partielles d’ordre r—+-1, qqand p est une
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dérivée partielle d’ordre 7. En exprimant, au moyen de ’équation (7), toutes les
différentielles dw, dp, dq, par dz, dy, ds, ..., nous mettons 'équation E=o
sous la forme

(8) E=Xdz+Ydy +Zds+...—o,

ou X, Y, Z, ... sont des expressions linéaires d’ordre n. Si m est le nombre des
variables indépendantes z, y, 5, ..., alors, sous les m — 1 conditions

(9) dy —udzx =o, dz —vdx —o, cey
équation diflérenticlle E = o prend la forme
E=(X+uY+v¢Z+...)de=o,

et, pour dz arbitraire, se change en l'équation linéaire aux dérivées partielles
d’ordre n, par rapport a m variables indépendantes,

(10) F=X+uY+vZ+...—=0,

dont I'intégrale sera, par conséquent, U'intégrale de 'équation différentielle E = o,
donnée sous m —1 conditions, c’est-a-dire de 'équation d’ordre n—1, f=o,
avec une fonclion arbitraire de m — 1 arguments.

Toute équation linéaire d’ordre n a m variables indépendantes a la forme

sz

générale

(11) F=Rr+Ss+...+~K=o,

ou R, S, ..., K sont des expressions d’ordre n — 1, ou d’un ordre inférieur, et
ou ry s, ...sont les dérivées partielles d’ordre 7, dont le nombre est

1 Nm__(n+l)(n+2)...(n+m_l)
() " 1.2...(m—1) )

Toute équation différentielle d’'ordre 7 — 1 & m variables indépendantes a la

forme générale
(13) E=Pdp+Qdg+...+Xdx+Ydy +72Zdz+...=o,

ou P, Q, ..., X, Y, Z, ...sont aussi des expressions d’ordre n — 1, ou d’un ordre
inférieur, mais ot p, ¢, ... sont les dérivées partielles d’ordre n — 1 dont le
nonbre est N .

Toute équation différentielle d’ordre n — 1 de cette forme générale prend, par
suite des équations non conditionnelles (7), la forme

E=Xdr+Ydy+17ds+...=o.
Fac. de T., 2¢ S., VIL. 29
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Sous les m — 1 conditions, dy =udz, dz=vdx, ..., ot u, ¢, ... sont des
expressions arbitraires d’ordre n-— 1, ou d’un ordre inférieur, elle se change en

une équation de la forme
E=Fdxr=o,

et, par conséquent, aprés division par 'accroissement arbitraire dz, en une équa-
tion linéaire d’ordre n, ' = o. Si cette équation avait la forme générale exprimée
par I'équation (11), ceci conduirait & la conclusion que toute équation linéaire
d’ordre n, aprés multiplication par dz, se chunge en une équation conditionnelle

d’ordre n —1,
E=Fdxr—=o,

obtenue sous m — 1 conditions.

Pour résoudre la question de savoir si 'équation F =0 a ou non la forme géné-
rale, nous remarquerons que 'expression Xdx +Ydy +7Z dz +-.. ., dans Iéqua-
tion (13), se transforme, pour les conditions définies dy = udz, dz =vdz, ...,
en une expression arbitraire de la forme K dz. L’expression Pdp + Qdg —+-...,
dans la méme équation (13), contient N, coeflicients arbitraires P, Q, ... et

renferme, par suite des m — 1 conditions arbitraires, N}’

-+ m — 1 expressions
arbitraires d’ordre 7 — 1, ou d’un ordre infévieur, P, Q, ..., «, ¢, .... L'équation
obtenue I'=o0 aura la forme générale représentée par I'équation (11), si le nombre
de ces expressions arbitraires n'est pas inférieur au nombre N des coefficients
arbitraires, dans la forme générale d’une équation linéaire d’ordre n.

L'inégalité
(14) Ny +m—12Np,

que nous lirons de la, n’a que deux solutions :

1° =1, pour m arbitraire; 2° m = 2, pour n arbitraire, et elle se change en
une égalité pour les deux solutions.

Par ces deux solutions de I'inégalité (14), toutes les équations linéaires (et,
comme nous le verrons plus lard, loutes les équations aux dérivées partielles) se
partagent en trois classes :

1° Les équations aux dérivées parlielles du premier ordre, a antant de variables
indépendantes qu'on veut, forment la premiére classe, qui correspond a la solu-
tion n =1 pour m arbitraire;

2° Les équations aux dérivées partielles d’ordre arbitraire a deux variables
indépendantes forment la seconde classe, qui correspond a la solution m = 2 pour
n arbitraire;

3° Les équations aux dérivées partielles du second ordre ou d’un ordre supé-
rieur, & trois variables indépendantes ou plus, forment la troisiéme classe, dans

laquelle 2 >1 et m > 2.
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Une équation linéaire ' = o, dc premiere ou de deuxiéme classe, se change
toujours en 'équation conditionnelle F dx = o; une équation linéaire de troi-
siéme classe, seulement dans un cas particulier,

Si cette équation conditionnelle ¥ dz = o s’inlégre, nous avons l'intégrale
J=o de l'équation linéaire donnée I' = o.

Si I’équation F = o est de la premiére classe, U'intégrale f= o sera I'intégrale
générale et ne contiendra qu’une fonction arbitraire de plusieurs arguments.

Si F =o0 est une équation de seconde classe, I'intégrale f= o sera une équation
aux dérivées partielles; 'intégrale générale contiendra, par conséquent, plusieurs
fonctions arbitraires; mais chacune de ces fonctions dépendra d’un argument
seulement.

Si F == o0 est une équation de la troisi¢me classe, U'intégrale générale contiendra
plusieurs fonctions arbitraires de plusieurs arguments.

Le mécanisme d'intégration sépare d’une maniére tranchée ces trois classes
d’équations aux dérivées partielles, car il se simplifie dans la premiére classe,
parce qu’il n’y entre qu'ure fonction arbitraire, et dans la deuxiéme, parce que

chaque fonction ne dépend que d’un argument.

II. — INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES COMPATIBLES.

L’intégration d’une équation aux dérivées partielles se raméne, en général, a
I'intégration d’un systéme d’équations différentielles conditionnelles et non con-
ditionnelles, que nous appellerons équations différentielles compatibles.

Quand nous avons entre les variables #, 2y, ... une équation conditionnelle

sous m condilions
(1) A—o si A,=o, Cey A,=o,

alors, en désignant par @, @y, ..., @, les constantes d'intégration, dans les inlé-
grales de loutes les équations différentielles A=o0, Ay=o0, ..., A,=o0, nous
pouvons exprimer, d’aprés le paragraphe I, I'intégrale de 'équation condition-
nelle (1), sous la forme @ = f(a,, ..., an), ou sous la forme plus générale

(2) f(a’a'l,"‘7alll):07 "

S désignant une fonction arbitraire des m -1 expressions auxquelles sont
égales a, a4, ..., am.

Si, dans I'équation conditionnelle (1), nous prenons pour équation, a laquelle
sont imposées des conditions, I'une quelconque des équations différentielles
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Ay=o0, ..., A, =0, aulieu de A = o, nous obtenons la méme intégrale
f(a’ @y oy @y ) =O.

Si nous joignons les équations différentielles A =0 et A;=o0 a l'équation
différentielle Ay = o, pour U'intégration de cette derniére, la constante d’intégra-

tion b, dans I'intégrale obtenue, sera une fonction arbitraire b — o(a,a,a,) des
trois arguments @, @,, as, parce qu’elle ne varie pas, si A=o0, A, =0, A,=o;
mais en remplacant @, par (@, @, a,) dans l'intégrale = o, nous obtenons la
méme intégrale.

Si, au moyen des intégrales trouvées pour les équations A = o et A, = o, nous
éliminons deux variables de I’équation Ay= o, en y introduisant @ et 2, comme
constantes, et si nous intégrons ainsi I’équation A, = o, la constante d’intégration
sera de nouveau une constante arbitraire des trois arguments @, @, et a,, mais
pourra étre prise pour argument de la condition A= o, ala place de @, parce
que cela ne change pas U'intégrale f =o.

Il en résulte que nous pouvons intégrer Loutes les équations dillérentielles
d’une équation conditionnelle, comme des équations différenticlles ordinaires, en
les combinant a volonté et en considérant leurs constantes d’intégration comme
des quantités conslantes.

Au moyen de I'intégrale f = o trouvée pour I’équation conditionnelle (1), nous
pouvons éliminer, de chacune des équations différentielles compatibles restantes,
une variable seulement, en général, c’est-a-dire éliminer m -1 variables au
moyen des (m 1) intégrales trouvées, en introduisant les m nouvelles va-
riables @,, ..., @, dont dépend la fonetion arbitraire a.

Si, par suite de celte diminution du nombre des variables, une équation diffé-
rentielle /=0 s’intégre, la constante d’intégration ¢, dans I'intégrale obtenue,
sera l'argument de la condition, si /=0 exprime la condition; elle sera une
fonction arbitraire des arguments déji trouvés, si /= o exprime une équation a
laquelle sont imposées des conditions, et elle sera une constante, si /= o exprime
une équation non conditionnelle. Mais il n’est pas nécessaire de faire figurer cette
constante, dansl'intégrale d’une équation non conditionnelle, parce que I'intégrale

d’une équation non conditionnelle contient au moins une fonction arbitraire sous
le signef, et, dans ce signe indéfini, est comprise la constante d'intégration.

Nous pouvons lier 'équation /= o aux équations différentielles A = o, ..., A,, = o,
pour la recherche de son intégrale, et la transformer au moyen des intégrales de
ces équations différentielles, pour une valeur constante des variables a;, ..., ap;
mais la constante d’intégration ¢ sera alors une fonction indéterminée, et, tant
qu’on n’aura pas effectué sa détermination, I'intégrale trouvée n’aura aucune signi-

fication.
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Si, dans ce cas, { = o est une équalion non conditionnelle, ¢ dépend seulement
’ ’ q ?
des arguments a,, . .., @, et doit, en général, étre déterminé comme une nouvelle
forme de la fonction arbitraire @, qui dépend aussi de ces arguments. Mais, quand
nous n’avons pas encore celte fonction arbitraire, nous pouvons considérer ¢
comme une fonction arbitraire, au lieu de a.

Nous avons ainsi une régle générale, d’aprés laquelle une des équations diffé-

el o] ’

rentielles compatibles s’intégre an moyen des autres intégrales trouvées.

Forme normale et forme pure des intégrales des équations compatibles.

Toute intégrale f—=o d’unc équalion conditionnelle ou non conditionnelle
conlient une ou plusieurs fonctions arbitraires, dont les arguments sont déter-
minés par des équations particuliéres, que nous appellerons intégrales des con-

ditions. Nous dirons quela forme de cette intégrale f= o est normale par rapport

ar

4 un argument a, si cel argument est déterminé par I'équation dérivée 2 =0
a

de f=o parrapporta a.

Si nous pouvons déterminer un argument & comme fonction des variables prin-
cipales, et, par conséquent, 'éliminer de l'intégrale f= o, nous dirons que la
forme de cetle inlégrale est pure par rapport a cet argument. La forme pure est

évidemment un cas particulier de la forme normale, parce qu’aprés avoir éliminé a
df . .
de f=o, nous obtenons Ja =© identiquement,

Nous appellerons normale la forme de I'intégrale f= o, si tous les arguments
qui y entrent sont délerminés par les équations dérivées de f= o, par rapport &
ces arguments; pure, si tous les arguments en sont éliminés, et, pour cela, il faut
que dans Pintégrale des condilions, par laquelle est déterminé un argument, n’en-

trent pas de fonclions arbitraires de cet argument.

1. L’intégrale d’une équation non conditionnelle a la forme normale par rapport
a tous les arguments qui y entrent.

2. L’intégrale d’une équation conditionnelle, donnée sous des conditions dont
les arguments sont @, @, ..., a la forme normale par rapport a tous les arguments
qui y entrent, sauf @, a, ....

3. L'intégrale d’une condition, dont I'argument est @, a la forme normale par
rapport & tous les arguments, en excluant 'argument a.

En effet, si D = o désigne V'une des équations différentielles compatibles, dans
Iintégrale f=o0 de laquelle entrent les arguments a, a,, @y, ..., @, oy, ...,

I'équation différentielle D = o0, ou entrent seulement les accroissements des
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variables principales dz, dz, ..., doit éire identique 4 la différentielle totale

df =d(f) + fda—k—jida,—i— +—fd +d—fdoc1—|—

ol entrent dans d(f) les accroissements dz, dz,, ....

1. Quand D = o est une équation non conditionnelle, qui doit, par conséquent,

étre satisfaite pour da, da,, ..., da, day, ... arbitraires, nous en déduisons

df df dar daf _

— =0 —— =0 o =
da ’ da, ’ ’ da ’ dz,

et nous concluons que lintégrale f= o a la forme normale par rapport a Lous les
arguments.

2. Quand D = o est équation conditionnelle donnée, sous des conditions dont
d d
les arguments sont @, @, ..., nous obtenons 4 _ f

= 0, —
dz " dx,
'identité des équations D=0 et df=o, et nous en concluons que l'équa-

—o, ..., au moyen de

tion D = o, conditionnelle par rapport aux arguments @, @, ..., peut avolr et a

la forme normale par rapport a tous les autres arguments a, o, .. ..

3. Quand léquation différentielle D =10 désigne une condition dont l'argu-
ment est a, elle doit étre satisfaite par 'intégrale f= o, pour da = o seulement,
et il en résulte que l'intégrale f=o0 a la forme normalc par rapport a tous les
arguments, mais non par rapport aa.

Nous ne pouvons appliquer ces trois proposilions aux intégrales des équations
différentielles compatibles que quand ces intégrales ne sont pas lides entre elles,
c’est-a-dire quand elles satisfont immédiatement aux équations différentielles
données.

Nous pouvons metltre les intégrales de toutes les équations différentielles com-
patibles sous la forme normale, par rapport a tous les arguments, a I’exception des
intégrales des conditions, qui ne prennent pas la forme normale, par rapport &
leurs arguments sculement.

En effet, soit /= o une intégrale de forme avbitraire, conlenant n arguments;
qui sont déterminés par les intégrales des condilions fi =0, fo=0, ..., Jn=o.
En prenant les dérivées des n—+1 expressions f, fi, ..., fa, par rapport aux
arguments, et en désignant par D,, le déterminant de ces dérivées de toutes les
expressions f, ..., fu, & I'exclusion de l'expression f,, nous obtenons Pinté-

grale f=o, sous la forme normale

Df+Dfi+Dyfot...+Dyfn=0,
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car F s’annule en vertu de f=o, fi=o, ..., fu=o0, ct, d’aprés une propriété
connue des déterminants, les dérivées de F, par rapport a tous les arguments,
seront également nulles.

Quand f= o est I'intégrale d’une condition, et, par conséquent, est idenlique
a 'une des équations f,=o, ..., f,— 0, la forme normale cherchée de F = o se

transforme dans l'identité o = o.

Forme composée des intégrales des équations différentielles
compatibles.

Convenons de désigner parf(U du+ Vdo--...) une expression dont la

différentielle totale est Udu -+ Vdv—+...; nous pouvons alors mettre toule
intégrale f= o sous la forme

(3) f:qa-i—/‘(;i—ida—l—;—z;dalﬁ—...):o,

que nous appellerons forme composée de l’intégrale f= o, par rapport aux
arguments @, dy, . ...

Quand Pintégrale f—= o est mise sous la forme composée relative a tous les
arguments, 'expression ¢ contient seulement les variables principales.

Quand f=o0 est une intégrale de forme normale, nous avons les équa-

. df df o .
tions ~~ =0, %= =0, ..., et il résulte de ces équations que nous pouvons prendre
1

da
la dérivée totale de f, par rapport a 'une des variables indépendantes z,

Gt (L o L),

dz — dx dzda ™V dz da,

sans différentier, par rapport aux argaments, et sans faire attention aux limites
du signe[. Par suite, nous pourrons effectuer seulement, par rapport aux

variables principales, une quadrature par rapport aux variables indépendantes,
pourvu que lerésultat de la quadrature soit une expression normale (voir § XV).

Pour simplifier les opérations nous ramenerons quelquefois, & la forme com-
posée, les intégrales des équations différentielles compatibles que nous n’aurons
pas obtenues sous cette forme.
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[I. — INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE.
Equations linéaires du premier ordre.

Soit donnée une équation linéaire aux dérivées partielles p, py, ..., pmde y

par rapport aux m —- 1 variables indépendantes x, z,, ..., z, dont la forme géné-
rale est

(1) F=p+Ap+Aps+...+A,pp+K=o,

ol Ay, ..., Apn, K sont des fonctions données de y, @, ..., Z,; sous les conditions

(2) dr,= A, dz, drxys=A,dxz, cen dz,,—=A,, dx,

I'équation donnée F = o, aprés multiplication par dz, prend la forme
Fdr=pdx+p,de,+...+p,dz,+Kdr=dy +Kdxr =o

el se change, par conséquent, en I’équation conditionnelle

(3) dy +Kdx=o si drxi=A,dz, . dzx,,=A,, dz.

Quand les m + 1 équations différentielles, par lesquelles s’exprime cette équa-
tion conditionnelle, s’intégrent, alors, en désignant par b, @, ..., a, les constantes
d’intégration, dans leurs intégrales

Y:O, \r“:O, coey YIIIZO’

nous obtenons, d’aprés le paragraphe II, D'intégrale de 1'équation condition-
nelle (3), c’est-a-dire I'intégrale de 'équation donnée F = o, sous la forme

(4) f(bya,ay, ...,a,)=o0

ol f est une fonction arbitraire des m + 1 expressions auxquelles b, ay, ..., a,
sont égales, d’apreés les intégrales Lrouvées.

Celte intégrale est 'intégrale générale de I'équation linéaire du premier ordre
donnée F = o, et elle a une forme pure, puisque les arguments sont éliminés.

Equations non linéaires du premier ordre.
Soit donnée une équation quelconque

(5) ' F(j’,z%‘,d%,...,.1’,,1,]),P‘,...,P,,,):O
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aux dérivées partielles p, py, ..., pn de y par rapport & x, Zy, ..., Zn; U'équation
dérivée totale par rapport a 'une des variables indépendantes z a la forme

dF __ dF dr dF dF\
(6) %—@P—F%Il—*—--Fum <%>—0
ou P, Py, ..., P, désignent les dérivées partielles de p, p,, ..., pn par rapport

a z, ou, ce qui revient au méme, les dérivées partielles de p par rapport a z,
Zyy .y Tm, €t sont les dérivées partielles du second ordre de y, par rapport i z,
.l’g, ey Lme

L’équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre (6) aprés division

par %, prend la forme

(7) =P+ AP, +APy+...+A,P,+K=o0
ou

__dF _dF __ dF _dF __(dF\  dF
®  A=gig o Amgig (@)
Sous les m conditions
(9) dz,=A,dx, dzy,= A, dx, cees dz,,— A,, dz,

et, aprés multiplication par dz, elle se change en I'équation différentielle condi-
tionnelle

E=®dr=Pdz+P,dz,+...+P,dx,+Kdr=dp+Kdr =o,

qui, aprés introduction des valeurs (8) de Ay, ..., A, K, prend la forme

dF dF
(10) :—{;dp+<—d}->dx_o
si
dF dF dF dF
S de — 2 g — .. ar et
(r1) p x, , dx =o, ce ap dz,, . dx —o.

Nous avons obtenu cette équation conditionnelle au moyen de I’équation dérivée Z—I‘
X

En remplacant successivement = par z,, s, .... Zpn, nous obtenons, sous les
mémes conditions (11), encore m autres formes de cette équation conditionnelle

dF dF dF

(12) gﬁ:dp1+(t—i?1> dz,=o, ceey mdpm—f—( )dx,,,:o,

Fac. de T., »*S VIL 30

dF
dx

m
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déduites des équations :—E =0, ..., L 0, qui, toutes ensemble, définissent
x, dx,,
évidemment la méme dépendance entre les variables Yy Ziy ooy Ty que celle qui
est définie par ’équation donnée F = o.
Outre cetle équation conditionnelle, qui- s’exprime par 2m —+1 équalions
différentielles, a savoir les m conditions (11) et les m +1 formes différentes (10)
et (12) de I’équation & laquelle sont imposées des conditions, nous avons encore

I’équation non conditionnelle
(13) dy =pdx —l—p,dx‘l—i—...—t—p,,,dx,,,.

Quand toutes les formes de Déquation conditionnelle s'intégrent, nous
avons 2m -1 intégrales, avec 2m 41 constantes d’intégration. Chacune de ces
intégrales contient une constante d’intégration, parce que nous pouvons éliminer
les constantes d’intégration introduites.

En déterminant les m + 1 dérivées partielles py, ..., pn, au moyen de m ~+ 1
intégrales, et en portant leurs valeurs dans I’équation donnée F = o, nous obte-
nons une équation entre les m -1 constantes d’intégration, par laquelle 'une de
ces conslantes est définie. En portant les valeurs des dérivées partielles dans
I'équation non conditionnelle (13), nous obtenons une équation non conditionnelle
d’ordre nul, avec m constantes d’intégration que nous pouvons prendre pour argu-
ments de m conditions. En intégrant cette équation non conditionnelle, nous
obtenons une intégrale de la forme normale f= o, dans laquelle entrent tous les
m arguments, et une nouvelle constante d’intégration b, que nous pouvons, d’apres
le paragraphe II, prendre pour fonction arbitraire de tous les arguments, 'autre
fonction arbitraire n’entrant pas dans lintégrale. Cette intégrale f=o, dans
laquelle entrent tous les arguments et la fonction arbitraire b =o(ay, ..., an),
s'appelle I'intégrale générale de I'équation du premier ordre donnée F = o, et,
comme elle est normale, s’exprime sous la forme

a

A — J—
(14) J=o,  =o .,

a

da,,

—= 0.

. ., d d
Les équations dérivées . _ 0y vony /A
da, da,,

arguments @, ..., @m, sont les intégrales des conditions (11). Nous intégrons

= o, par lesquelles se déterminent les

les conditions seulement, quand, au moyen de leurs intégrales, nous obtenons les
inlégra]eé des autres équations difféventielles, résultat auquel nous pouvons cepen-
dant toujours arriver immédiatement. L’équation donnée est l'intégrale de I'une
de ces équations restantes.

Aprés introduction des valeurs des dérivées partielles p, py, ..., pn, Uéquation
non conditionnelle dy =pdz +pydx,+...+ pndz, s'intégre toujours, car.
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» . . . d dp .
les conditions d’intégrabilité % = 7’;‘, -+« sont salisfaites par les valeurs des
i ,|

dérivées partielles p, py, ..., Pu.

Intégrale compléte et propriétés des équations de premicre classe.

Les équations aux dérivées partielles du premier ordre forment la premiére
classe des équations aux dérivées partielles et se distinguent par les propriéiés

sutvantes :

1. Dans les équations différentielles compatibles de la premiére classe, il y a,
‘pour m — 1 variables indépendantes, seulement une équation conditionnelle
donnée sous m conditions. Nous avons vu que, pourl'intégration de cette équation
conditionnelle et de 'équation non conditionnelle (13), nous pouvons prendre
les m arguments comme des constantes. De Ia résulte que I'intégrale générale
d’une équation de la premiére classe est obtenue en intégrant pour des valeurs
constantes de tous les arguments, ce qui est imposslible dans les autres classes, o0
entrent plusieurs équations conditionnelles. Si, outre les m arguments d’une
équation conditionnelle, nous prenons encore un argument comme une conslante,
les m +1 variables indépendantes se transforment en conslantes, el toules les
équations dilférentielles deviennent des identités o =o.

2. Dans une intégrale, nous pouvons remplacer toute fonction arbitraire par
autant de constantes arbitraires que nous voulons, en développant cette fonction
suivant les puissances des arguments, avee des coefiicients constants arbitraires,
et en éliminant ensuite ces arguments. De la intégrale de premiére classe

ar _ af _

(14) S=o —4 =0 =0
’ da, ’ ’ da,, ’

nous déduisons une telle intégrale particuliére avec des constantes arbitraires,
sous la forme f= o0, en donnant aux m arguments «,, ..., a,, des valeurs con-
stanles dans 'équation f = o, par quoi la fonction arbitraire b — ola, ..., an),
qui entre dans celte équation, se transforme en une nouvelle constante arbitraire.

Cette intégrale particuli¢re, qui renferme m -1 constantes arbitraires b,
@iy « oy m, s'appelle une intégrale compléte de Uéquation du premier ordre
donnée ¥ = o, et elle peut s’oblenir non seulement par intégration, mais aussi
par des considérations étrangéres.

D’aprés le sens d’une telle intégrale /= o, I’équation donnée F = o doit étre le
résultat de Pélimination des m —+1 constantes b, ay, ..., a, entre les m - o

équations
\ df df
f=e <dx> 0 T (d(r > 0-

A "



232 K. M. PETERSON.

Si nous prenons ay, ..., a, pour variables, el b pour fonction arbitraire de
ces variables, alors, aprés élimination des variables b, @, ..., a, entre les équa-
tions -

qaf af
=0 —-— =0 e —_— =

f v ’ dx ’ 2 dx,n O)
ou

A _ (AN, df da, L df da,

dx ~ \dx da, dz " """ da,, dz
nous oblenons évidemment la méme équation F = o, en déterminant les argu-

.df df .

‘ments @y, ..., a, par les equations d—a‘ =0y «u.y m = o, car, par suile de ces
. . d d . .
équations, 3{5 et <T£> sont identiques,

Il en résulte que I'intégrale compléte de I'équation de premiére classe donnée
est I'intégrale générale de la forme normale de celte équation, si nous prenons
une des constantes arbitraires pour fonction des autres. Quelques équations
‘d’ordre supérieur seulement ont une intégrale particuliére avec constantes arbi-

traires de propriété analogue.

3. Les équations conditionnelles de tous les ordres jusqu’a l'infini, au moyen
desquelles s’intégrent les équations de la deuxiéme et de la troisiéme classes, sont
superflues dans la premiére classe. L'intégrale générale, si elle existe, d’une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre s’obtient toujours par intégration
d’équations différentielles du premier ordre.

En effet, quand nous avons I'intégrale générale de I'équation d’ordre n donnée
F = o, alors, de toutes les équations dérivées jusqu’a 'ordre n inclusivement, que
nous oblenons au moyen de cette intégrale générale, seront toujours exclues
toutes les variables introduites, c’est-a-dire toutes les fonctions arbitraires, lears
différentes formes el arguments, et le résultat de I'élimination sera I’équation
d’ordre n donnée F = o. Ces équations dérivées sont les intégrales des équations
différentielles compatibles, jusqu’a I'ordre n inclusivement,

L’intégrale d’une équation différentielle qui s’intégre immédiatement contient
une constante d’intégration seulement; mais nous ne trouvons pas loujours,
parmi les équations dérivées jusqu’a I'ordre n inclusivement, une équation intro-
duisant seulement une variable. Pour le démontrer, il suffit de citer un exemple.

L'intégrale générale de I’équation du second ordre
s(x+y)=m(p—+ q),

ol m est un nombre entier quelconque (voir premier Mémoire, exemple VIII),
contient deux fonctions arbitraires fz et 9y dans différentes formes. Ces formes
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sont toutes exclues des équations dérivées du second ordre; mais, pour obtenir
une équation avec une forme seulement d’une fonction, nous devons prendre
toutes les équations dérivées jusqu’a 'ordre m + 1 inclusivement, et il en résulte
que Péquation différentielle d’ordre inférieur ne s’intégre pas d’elle-méme.

D’aprés le paragraphe II, I'intégrale générale se raméne a la forme normale,
qui passe, dans un cas particulier, a la forme pure.

Supposons que f=o désigne I'intégrale générale de la forme normale._de
I'équation donnée du premier ordre F = o, aux dérivées partielles p, pyy ..., pm
de y par rapport & x, Ty, «..;, ZTm. Comme, aprés élimination de toutes les
yariables introduiles, entre les m + 2 équations

&

d‘z- m

f: o, Z—ilg —= 0, ceey o,

nous n’obtenons qu’une équation du premier ordre donnée F = o, nous con-
cluons que, dans I'intégrale de la forme normale f=o, il y a m + 1 variables
introduites, et que 1'équation donnée F = o est satisfaite par la dépendance la
plus générale entre ces variables introduites, c’est-a-dire si 'une d’elles dépend
arbitrairement de toutes les autres. L'intégrale générale de I'équation du premier
ordre donnée n'a donc que la forme que nous avons déja oblenue [ équation (14)],
par intégration des équations différentielles du premier ordre.

Exemple 1.

Supposons donnée une équation aux dérivées partielles py, ..., pn de y par
rapport aux m 1 variables indépendantes z, x,, ..., Zn, de [orme linéaire

(1) P+B1P1+52P2+-~-+ﬁml’m+@:01

(2) T+ T+ ALyt ..+ Ap &)y -+ X =0,

ou toutes les variables B, ..., Bu, @, ..., o, sont des fonctions arbitrairement
données de I'une d’entre elles, o par exemple, de sorte que, ayant déterminé o
par I'équation (1), et ayant porté sa valeur dans 'équation (2), nous obtenons,
avec 2m -+ 1 fonctions arbitraires, une équation linéaire du premier ordre qu’il
faut intégrer.

Pour cela, nous avons, d’aprés le paragraphe 111, équation (3), I’équation con-
ditionnelle

(3) dy + Bdz=o
si

(4) dx,— 3y dx = o, dx,— fB,dr =o, ceey dz,, —B,dz =o.
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L’intégration de ces m + 1 équations différentielles se raméne a la détermination
des m 4+ 1 constantes d’intégration b, ay, ..., a, entrant dans leurs intégrales,
c’est-a-dire & la recherche de m -1 variables b,a,, ...,an, dont les différen-
tielles db, da,, ... s'annulent en vertu des équations (3) et (4).

Désignons par y une fonction inconnue de @, et par & ]’ekpression

(j) k:f('r+alxl+"'+ d,,ll‘,,,—i—ot)d“/,

que nous oblenons, en multipliant le premier membre de I'équation (2) par dy et
en effectuant la quadrature par rapport a .

La différentielle totale de ’équation (5) prend, en vertu de Péquation (2), la
forme

dk=vydx —J.—fa,dydx,—{—. . .—{—foz,,,dydx,,,,
et nous en déduisons, en vertu des »m conditions (4),

d/f:(“/—{—ﬁ,fdld‘/-{—.--_*—@m amd‘/)d":'

Il en résulte que, d'aprés les conditions (4), k sera une constante, si nous déter-

minons ¥ par I'équation
y+ﬁ,fa,dy+...+ﬁ,,, o, dy = o.

En déterminant, par conséquent, les m fonctions Yoy« «yYm de la variable «, au
moyen des m équations,
v
71 +{31 oy dYI +-»-+5m 0(,,,(171 =0,
(6) e ,
put B [ @yt b [ndya=o,

et en POS&H[

/
f(x+alxl+' e P a)d'/1 == Qy,

f(x + Tyt A 2y T+ 0) dY = Ay,

nous concluons que ay, ..., @, sont des constantes, en vertu des conditions (6),
et ceci montre que, par les équations (7), les intégrales des m conditions
s’expriment avec les constantes d’intégration a,, ..., @,.
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En déterminant encore la fonction y par I'équation
(8) Y+ﬁ1f0€1d"/+---+5m “111d7+5:0,

et en désignant f(x+ot,x,+. .o %p&m+2)dy par L, nous obtenons, en

tenant compte de I’équation (2), la différentielle totale
d/L:ydx—f—faldydxi—}-... +foz,,ldyda:,,,

qui, par suite des conditions (4) et de I’équation (8), prend la forme dh — — 3 dx.
A Tl'aide de cetle équatlion, 'équation (3) dy + Bdx =0, a laquelle sont

imposées des condilions, se raméne & la forme dh — dy = o, et nous en déduisons

'intégrale & — y = b qui, aprés introduction de la valeur de &, prend la forme

(9) . f(.l‘-—i—o(,(lfl—i—...—i—o(,,,(l,‘m)d”/—)’:b.

L’intégrale générale s ‘exprime par l’(,quatlon
f(l)’ al’ AR a”l)__-—o’

olt fest une fonction arbitraire des m + 1 expressions auxquelles sont égales 0,
@yy ..., Qm,y d’apres les équations (5) et (g).

La détermination des inconnues Yiy e -y Ym, a l'aide des équations (6), se
rameéne a lintégration d’une équation différentielle du mi*™e ordre. Mais si
B; -+, Bm sontdes fonctions indéterminées, nous pouvons considérer v, Yoy eees Y
comme des fonctions arbitraires. Les fonctions B, B, ..., 8, se déterminent alors
par les équations algébriques (6) et (8).

Exemple 11.

L]
Supposons donnée une équation non linéaire du premier ordre
(I) fp+f1pl+" '+fm[]m:<,9‘r+ CPl‘rl_i-' ot @/nxnn

o f, fis oy fus 9 -+, ©m représentent 2m -2 fonctions arbilrairement
données.

- Daprés le paragraphe 11, équations (10), (11), (12) et (13), nous avons I’ equa-
tion non conditionnelle

(2) dy=pdr+p,de,+...+p,dz,
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et 'équation conditionnelle, sous m 41 formes dilférentes,

(3) flpdp=9¢'zdx, Sipydpy= 9\ z, dx,, cees S P Apm= 2, dz,,
si

(4) flpdz,=f,p dze, ..., flpdx,=fi,pndz.

Il n’est pas besoin d’intégrer les conditions (4). Nous obtenons, par I'intégration
des équations (3), les m + 1 intégrales suivantes

(5) fp:cpx—i—a, f1P1:@11'1+‘71, R fm])m:q’mxm"_ Ao

En portant ces valeurs dans I’équation donnée, nous oblenons, entre les constantes
d’intégration, I'équation

(6) a+a+...+a,=o.

Si nous désignons par F, F,, ..., F, les fonctions inverses des fonctions données

que nous avons appelées f, fi, ..., fm, nous obtenons, au moyen des inté-
.
grales (3),

[):F(qo:c-!—a), Pl:Fl(.olxl+ai)7 sty Pm:Fm((‘mem_*—am)'
En portant ces valeurs de p, p,, ..., pn dans 'équation non conditionnelle
(2) dy =pdx + pydz,+...+ ppdx,,

et en intégrant, nous obtenons l'intégrale générale sous la forme normale
(7) y:fF(<Pw+a)dw+fF1(%w1+a1)dx1+..-+fF,,.(c,o,,,:cm+am)dxm+b.

ou b désigne une fonction arbitraire des m arguments ay, @, . ., @p.
a est éliminé au moyen de l'équation (6).
Exemple III.
S(p, P15 «+ <y Pm) =0,

Les équations auxquelles sont imposées des conditions [équations (10) et (12)
du paragraphe [I1] prennent la forme

dp =o, dpy—=o, cees dap, = o.
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Au moyen de leurs intégrales
p=a, p=a, ceey PG,
nous obtenons 'intégrale de I’équalion non conditionnelle

dy =pdx + p,dzy+...+ p, dz,,
sous la forme

(,) y:ax+a1x,+..-+flnzx,;z+b-

Si nous déterminons une des variables @, a,, ..., a, en fonction des autres, en
portant les valeurs de p, p,, ..., p» dans I'équation donnée = o, et si nous
prenons pour b une fonction arbitraire des variables restantes, nous avons I'inté-
grale générale de forme normale.

Exemple IV.
f(p7 P1s -+ [)/n):)"

En posant F = /'— j*= o, nous obtenons, d’aprés le paragraphe I1I, équa-
tions (10), (11) et (12), ’équation conditionnelle suivante

af _ af — af —
(I) H’?dp_f)dx—-()’ "Edpl_pldxl_oy ] Edpm_ljmdxm**oy
s1
4 Y g — df Y e
(2) a/—}dxl-—z'[zd.l-—o, o ey d—pd ,n—T;dl—O.

Nous en déduisons les m équations

dpv _dp  dpy _dp dpm _ dp

o —_ = — ey -

P P P2 P Pm P
dont les intégrales sont
(3) plzalp’ P2:a2[)! cevy pm:amlj'

La derniére intégrale nécessaire, la (m -+ 1)iéme, est I’équation donnée, qui prend
la forme

(4) S(p,aip, ..., anp)=y.
Au moyen des intégrales (3), 'équation non conditionnelle

dy =pdzx + p,dx,+.. A+ pmdz,,
Fac. de T., 2 S., VII. 31
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prend la forme

d
;y— =dx+ aydx,+aydz, + ...+ a, dz,,

in exprimant p par y, au moyen de 'intégrale (4), et en intégrant pour @y, ..., a,

constants, nous obtenons une intégrale générale de forme normale

d
2 =X A (T QT QX+ 0@y, ., ay,).

IV. — EQuATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

Les équations aux dérivées partielles d’ordre quelconque & deux variables indé-
pendantes forment la seconde classe des équations aux dérivées partielles. Nous
avons exposé en détail, dans deux Mémoires du Recueil mathématique (1), un
moyen de les intégrer; nous le considérerons comme un cas particulier du pro-

cédé suivant lequel nous intégrons les autres équations aux dérivées partielles.

(2) Equations linéaires de ta seconde classe.

Une équation linéaire, aux dérivées partielles d’ordre 2 de 5 par rapport a z et
a ¥, a la forme générale

~

(1) F=s4+ A+ +A,5,+K=o;

Ay, ..., Ay, K, et, dans les équatlions suivantes, By, ..., B,_,, X, Y, «,
désignent des expressions arbitraires d’ordre 7 — 1 ou d’un ordre inférieur.
L’équation différentielle d’ordre 72 — 1, dont la forme générale est

(2) E=ds* Y+ B, ds{"*+...+B,,ds, 1+ Xdr+ Ydy=o,
se raméne, a 'aide des équations non conditionnelles
dsr-=sWdr + " Vdy +.. .+ dz_ =3, ,dx <+ z,dy,
a la forme
E= (s B3y . 4+ X)de+ (39 ..+ By 3,4 Y) dy.
Sous une condition dy + u dz = o, nous en déduisons une équation de la forme

E=®dx =o,

(1) Tome VIII, page 291 et Tome IX, p. 137 (voir les traductions pages 109-165 et pages 167~
216 du Tome VII, 2° série, de ces Annales).
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qui, pour dir arbitraire, se change dans I'équation linéaire d’ordre n

(3) Q= (B, - )z Ve —uB, 5+ X — Y =o.

Cette équation linéaire @ == o, qui, sous la condition dy +udr=o, aprés
multiplication par dz, se transforme évidemment a nouveau dans I'équation diffé-

rentielle d’ordre #n — 1
E=®dx—=—o,

a la forme générale d’une équation linéaire d’ordre n.
Pour la détermination de I'inconnue u et de Péquation différentielle

E=Fdr=—o,
en laquelle se transforme I’équation linéaire d’ordre n donnée
(1) . F=sW4+ A0, + Az, +K—o,
nous oblenons, en égalant les expressions F et @, les équations suivantes

(3 A=B,—u, A;=B,—B,u, . A, =—uB,_,
(6) k=X —uaY.

Au moyen des » équations (5), nous oblenons, aprés élimination des n —
inconnues B,, ..., B,_,, une équation de degré n

(7) W At et A, =0,

que nous appellerons équation auwx racines, et par laquelle sont déterminées
les n valeurs u,, ..., u, de linconnue u. A chacune de ces n valeurs, que nous
appellérons racines de Uéquation donnée F = o, correspond une condition
dy -+ urdz = o, sous laquelle I'équation donnée F = o, aprés multiplication
par dz, se transtorme en une équation différentielle d’ordre 7 — i,

E,=Fdr—=o.

En déterminant B,, .. , B,_, par les équations (3), nous obtenons ainsi » équa-
tions conditionnelles d’ordre n — 1, de la forme

(8) E,=ds{" V(A4 u,) dsd 2 -+ (Ay+ A up+ upydsy" 7 +. . .+ Kdr—o

si
dy + u,dr = o.

Quand les n équations conditionnelles (8) s'intégrent, les arguments sont déter-
minés par les intégrales des n conditions dy + u,dr =o; de chaque argument,
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dépend une fonction arbitraire qui entre dans les intégrales des équations E, = o
auxquelles sont imposées des conditions. Par ces intégrales des n équations
d’ordre n — 1, E,= o, auxquelles sont imposées des conditions, les n dérivées
partielles d’ordre n — 1, 5=, ..., 35, ,, sont déterminées. En portant leurs

valeurs dans les équations non conditionnelles

(9) dstn2l=snDdp + 5PV dy +.. . +ds, =3, sdr +5, ,dr,
nous obtenons n — 1 équations non conditionnelles d’ordre n — 2, dont les inté-
grales déterminent les n —1 dérivées partielles d’ordre n — 2, et ainsi de suite.
De cetie maniére sont intégrées les équalions non conditionnelles de tous les
ordres inférieurs, jusqu’a ce que nous obtenions I'intégrale de I'équation non con-
ditionnelle d’ordre nul dz = 5" da + 5, dy, en y portant ' et z,. Cette intégrale
se nomme Uintégrale générale de l’équation linéaire d’ordre n donnée F —= o,

et contient n fonctions arbitraires, dont chacune dépend d’un argument.
(B) Equations non linéawres de la seconde classe.
Soit donnée une équation aux dérivées partielles d’ordre n de 5 par rapporta x

et & y, de la forme générale F = o; les deux équations dérivées du (n + 1)me

~
4

[4
ordre =0 et —
Ga.xr dy

dérivées partielles s+ .. 5, 1l en résulte, d’aprés I'équation (8), que les

= o onl la forme linéaire et les mémes coelficients pour les

, . C F dF N .
deux equations hnealresd— =o0 el —— =0 ont les mémes n racines, que nous

dy
appellerons racines de l’équation donnée I = o. Ces n racines sont des expres-

sions d’ordre n, et s’obtiennent évidemment au moyen de l'équation da n'®™
degré
dl“ n /lF n—1 dF
10 ut + T =o0
(10) dsm) asiy ds, ’

que nous appellerons équation aux racines relative a l'équation. donnée
F=o.
A chacune de ces n racines w;, ..., u, correspoud une condition dy +- u, dz = o,
o , dF dF -
sous laquelle les deux équations linéaires d’ordre n +1, s =0 et d = 0, apreés
multiplication par dz, se transforment en deux équations différentielles d’ordre 1,
dF dF
T dr =o et Zy
Nous déduisons de la n équations du r*™ ordre auxquelles sont imposées des

dz = o, qui sont identiques entre elles en vertu de dF = o.
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conditions

(11) %dx:o ou %dx:o si dy +u,dr = o,

v

dont chacune a deux formes. ,

Quand ces n équations conditionnelles du n*™ ordre s’intégrent, nous pouvons,
au moyen de leurs n intégrales et a Paide de 'équation donnée I = o, déterminer
les n 1 dérivées partielles du '™ ordre 3, ..., 5,, qui permeitent, comme
nous P’avons déja vu, d'intégrer successivement toutes les équations non condi-
tionnelles d’ordre inférieur, jusqu’a ce que nous obtenions I'intégrale de I’équation
non conditionnelle d’ordre nul, qui est I'intégrale générale de 'équation d’ordre »
donnée F — o.

(v) Equations bilinéaires de la seconde classe.

Nous avons obtenu les n équations conditionnelles d'ordre 7 — 1, au moyen de

I'équation linéaire d’ordre n donnée F = o, sous la forme
E=o sl dy + wdx —=o,

ot E = o est une équation difi¢rentielle d’ordre n — 1, « une expression d’ordre
n —1 ou d’ordre inférieur.

En exprimant, au moyen des équations non conditionnelles, toutes les diffé-
rentielles dz(*~Y, ... ds, , dans E, par dz et dy,-nous amenons l‘é@nation dif-
férentlielle E = o0 4 la forme M dx + N dy = o, et par suite, aprés division par N,
nous obtenons I’équation conditionnelle sous la forme

(12) dy +~vdr—o si dy + wdx = o,

ol nous appelons « racine, ¢ racine complémentaire de cette équation condi-
tionnelle. Laracine u est 'expression d’ordre n — 1 ou d’ordre infériear que nous

obtenons par la résolution de I'équation aux racines; mais la racine complémen-

taire v = <+ est une expression d’ordre n de la forme particuliére

(13) M est e sV e,z + X

V= - —

n—] —n—2 N ~ >
N esy" Ve sV +.  +eps,+ Y

ou e, ey, ..., ey X, Y sont des expressions d’ordre 7 —1 ou d’ordre inférieur.
Nous appellerons une expression ¢ de cette forme, wne expression bilinéaire
d’ordre n. Sa propriélé consiste en ce que toute équation de la forme dy + vdx =0
se transforme en une équation différentielle d'ordre n — 1

edz "Nt e, ds?" " ... +eydsy 1+ Xdr+Ydy =o
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el qu’'inversement, toule équation différentielle d’ordre n — 1 se raméne a la forme
dy + ¢ dx = o.
I.’équation conditionnelle d’ordre n — 1
E=o0 si dy + udr —=o,

que nous obtenons au moyen de I'équation linéaire d’ordre n, F = o, s'exprime
seulement par une équation différentielle d’ordre n —1, E =0, et de la résulte
qu'une équation d’ordre n, qui a une équation conditionnelle d’ordre n — 1, E=0
si B, = o, exprimée par deux équations différentielles d’ordre n — 1, ne peut étre
de forme linéaive.

in eflet, au moyen de I’équation conditionnelle E = o si ;= o0, qui se raméne

a la forme
dy +vdx=o si dy +udx —=o,

. M M, . S ,
ol ¢ = =» = — sont des expressions bilinéaires d’ordre n, nous obtenons,

N N,
AT dy , . s
aprés élimination de 2, une équation d’ordre n
M M
K = ou - = !
( l) N Nl 2

qui doit étre identique a équation d’ordre n donnée I = o, parce qu’il n’existe
qu’une équation d’ordre n.

Si u est une expression d’ordre n — 1 ou d’ordre inférieur, comme cela a lieu
pour une équation linéaire, I'équation (14) prend en effet la forme d’une équation

linéaire d’ordre n

F=M—uN=o.

Mais, si ¢ et u« sont des expressions bilinéaires d’ordre n, I'équation d’ordre n

donnée F = o se raméne a ’égalité ¢ = u de deux expressions bilinéaires d’ordre n

o] p )

. .. M M .
ou se présente sous la forme de la proportion X =N, entre quatre expressions
1

linéaires d’ovdre n (vour deuxiéme Mémoire), et nous appellerons une telle équa-

tion, une équation bilinéaire d’ordre n.

[’ équation bilinézire d’ordre n, N = ', se raméne A la forme
1

N,

(135) F=MN,—M;N=o,

dont les termes ne contiennent pas seulement les premiéres puissances de toutes

les dérivées partielles d'ordre n, s, . ... 34, mais aussi leurs produits deux &
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deux. Ces produits ont deux a deux un seul et méme coefficient, et se réunissent
en un seul terme que nous appellerons un terme bilinéaire d’ordre n.

Au moyen de ’équation bilinéaire d’ordre n,
F=MN,—M,N=o,

M
N
bilinéaires, et par suite seulement une équation conditionnelle d’ordre n —+ 1,

nous obtenons en général seulement une égalité entre deux expressions

Mdr+Ndy=o si M,dr + N,dy =o.

Mais si les expressions linéaires M et N;, ou M, et N ont les mémes termes de

degré n, de sorte que I'ordre de I'expression M — N, est inférieur a n, nous
U

L . , . o , ..., M N
déduisons encore de Iéquation F = o la seconde égalité = — - de deux expres-

M, N,
sions bilinéaires d’ordre n, a laquelle correspond la seconde équation condition-
, | P

nelle d’ordre n — 1,

Mde+ M, dy =o si Nde +N,dy =o.

Si I’équation conditionnelle d’ordre n — 1 de I'équation bilinéaire d’ordre n
donnée F = o s’intégre, I'intégrale trouvée sera une équation aux dérivées par-
tielles d’ordre n — 1, que nous pourrons intégrer d’aprés ce qui précéde.

Comme toute équation conditionnelle d’ordre 2 — 1 se raméne a une équation
linéaire ou bilindaire d’ordre n, nous en concluons qu’une équation non linéaire
d’ordre n n'a pas d’équations conditionnelles d’ordre n — 1. Une équation bili-
néaire d’ordre 7 en a une ou deux; une équation linéaire d'ordre n a n équations
conditionnelles d’ordre n— 1. Nous avons vu que les racines d’une équation
linéaire d’ordre n sont des expressions avbitraires d’ordre n — 1, les racines com-
plémentaires, des expressions bilinéaires d’ordre n.

Comme nous obtenons les équations conditionnelles d’une équation non linéaire

<
0

d’ordre n, F =0, au moyen des équations linéaires d’ordre n —+ 1, o5 =0 ou
. ad.x

dF

dy = 0, nous en concluons que les racines de cette équation sont des expressions

arbitraires d’ordre n, les racines complémentaires, des expressions bilinéaires
d’ordre n + 1. .

Une équation bilinéaire d’ordre n a, comme une équation non linéaire d’ordre 7,
de telles racines et racines complémentaires; mais, parmi elles, se trouvent une
ou deux racines qui sont des expressions bilinéaires d’ordre n et dont les complé-

menlaires sont aussi des expressions bilinéaires d’ordre ».
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Equations conditionnelles d’ordres supericurs.

Soit donnée une équation aux dérivées particlles d’ordre n, I' = o; toutes les.
équations dérivées, dont la forme générale est
dv+F

(I),*f = =0
dxt dyY

ont la forme linéaire et les mémes n -+ 1 coefficients pour les dérivées partielles
supérieures.

Il en résulte que toutes ces équations linéaires ®f — o ont les mémes n racines
Uy, + ..y Uy, qui seront les racines de I’équation donnée F = o, parce que nous
avons '

si I = o est de forme linéaire, et

dF dF
’**-— a—
T dz’ (D‘*dv’

@

si I' = o est de forme non linéaire.
Nous en concluons que, sous chaque condition dy + wdxz = o, correspondant
a une des racines u,, ..., u, de I’équation donnée F —=o, I'équation linéaire @Y= o

d’ordre p+ v+ n se transforme en I'équation conditionnelle d’ordre . +v +n—1
(16) OV dr—o si dy + udx =o,

laquelle, pour le méme ordre, a . 4 v + 1 formes différentes obtenues au moyen
des 11+ v + 1 équations dérivées

D)., —o, v DY —o, R Pi+v—=o

d’un seul et méme ordre p 4 v 4+ n.

L’ordre de toules ces équations conditionnelles (16) est supérieur & n —1;
mais, parmi elles, pour p. = 0, v = o0, se trouvent les n équations conditionnelles
d’ordre n — 1, que nous obtenons au moyen de I'’équation donnée I = o, si elle a
la forme linéaire.

Les racines de toutes ces équations conditionnelles, c’est-a-dire les racines de
l’éq'u'al.‘iion donnée F = o, sont des expressions arbitraires d’ordre » ou n —1; mais
les racines complémentaires sont des expressions bilinéaires de tous les ordres de n
a l'infini. -

Si sous chacune des 7 conditions

dy + uydxr = o, ces dy + u, dx =o,
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de I’équalion aux dérivées partielles d’ordre n donnée F = o, s’intégre une équa-
tion conditionnelle d’ordre et de forme choisis a volonté, intégrale géndrale
existe, el sa découverte est ramenée a 'intégration d’équations non conditionnelles
satisfaisant aux conditions d’intégrabilité. En effet, si nous avons n intégrales,
qui ne sont pas identiques et qui conliennent toutes les n fonctions arbitraires,
alors, en les amenant, au moyen d’une différentiation, a un ordre supéricur,
n -+ m par exemple, et en leur ajoutant les m 41 équations dérivées ) =o, ...,
@’ = o0, nous aurons les m + n + 1 équations d’ordre m -+ n, au moyen des-
quelles nous pourrons déterminer les m -+ n -1 dérivées partielles s(»+n ... 5, .,
d’ordre m —+ n. Nous obtenons, par suite, successivement les intégrales des équa-
tions non conditionnelles de tous les ordres inféricurs, jusqu’a I'intégrale géné-
rale inclusivement.
Les équations non conditionnelles ont la forme générale
dp

_a .
dp = C—Lz\dx—i— ;l;d),

d 17} . .
ol T]; el c—é—i sont des dérivées partielles d’ordre m, quand p est d’ordre m — 1.

, ., , . dp d .
Quand nous avons déterminé toules les équations d’ordre m et a’i’ 35, la condi-
X

dap . d?P y. . . dp dp e .
dzdv dy = —_d]' ar de I'équation dp = Z[}dx -+ cTydu) s'exprime

ou par une identilé, ou par I’équation d’ordre m que nous avons déja.

tion d'intégrabilité

Equations conditionnelles avec des fonctions arbitraires.

Soit donnée une ¢qualion aux dérivées partielles d’ordre n, F =o0; alors, outre
les équations conditionnelles de tous les ordres, depuis n —1 jusqu’a 'infini, que
nous oblenons au moyen des équations dérivées, existent encore des équations
conditionnelles de tous les ordres, depuis zéro jusqu'a I'infini, que nous obtenons
au moyen des intégrales trouvées. Ces équations conditionnelles contiennent des
fonctions arbitraires et servent pour la simplification de I'intégration. En effet,
chaque intégrale d’ordre m, ® =o, de I’équation donnée d’ordre n, F =o, est une
équation aux dérivées partielles, par I'intégration de laquelle nous pouvons obtenir
I'intégration générale de I’équation donnée F = o.

Si la fonction dérivée, entrant dans I'intégrale générale f=o, n’entre pas
dans I'équation d’ordre m, ® = o, la racine « de la condition, par laquelle
s’exprime I'argument de cette fonction, doit éire une racine commune des équa-

tions ®=o0 et ' =o0. Nous obtenons donc I’équation conditionnelle d’ordre n —1,

Ddr—=o si dy + udx =o,
Fuac. de T., 2* S., VII. 32
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pour la forme linéaire de I'équation ® =o, et I'équation conditionnelle d’ordre n,

ad d(I)d

—dXx == 0 ou —adx =0

dx dy ’
pour la forme non linéaire de I'équation ® = o. Ces équations conditionnelles
conticnnent les mémes fonctions arbitraires que celles qui entrent dans Pinté-
gra]c b = 0.

V. — EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES.

Nous ne considérerons pas, sous leur forme générale, les équations aux dérivées
particlles d’ordre 1 a m variables indépendantes, qui forment la troisi¢me classe
des équations aux dérivées partielles, parce que nous trouverons les propriétés
générales de toule cette classe dans des groupes de forme particuliére.

Nous prendrons, pour premier groupe, les équations du second ordre a trois
variables indépendantes, ct, dans ce paragraphe, nous considérerons les équations
linéaires du premier groupe.

Une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre
d*p _dp g dip . dip ., dip _dp
dev =gy PE gy P gray P drds P dyds

[/ —
p =

de p par rapport aux variables indépendantes x, y, 5, a la forme générale
(I) F:P,,+A;P;+’A"IPI+AI/p//+/I\/’1)I+”r\”P_*_K':O;

A, ... "A K, et, dans les équations suivantes B, C, X, Y, Z, u, ¢ désignent des

expressions du premier ordre ou d’ordre nul, dans lesquelles, en général, entrent

les dérivées partielles du premier ordre

dp

d dp
P _p, B p _

dy ~Pr @
L’équation différentielle du premier ordre, dont la forme générale est
(2) E=dp'+Bdp,+Cdp+Xde+ Ydy +1ds=o,

se transforme, en vertu des équations condilionnelles‘

dp' =p"dx +p.dy +'p ds,
(3) ‘ d[)/ ::p,’dx —*_P//d.y +/pld;’"
d/l) — /P! dz —+ /P/ dy + //p ds,
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dans P'équation
(p'+Bp+C'p'+X)de+(p,+Bp,+C'p,+Y)dy +(p'+B'p,+C'p+171)ds=o.
Par suite, sous les deux conditions

) dy = udx et ds = ¢dr,

nous obtenons une équation de la forme ® dx = o, qui, pour dz arbitraire, donne
I’équation linéaire du second ordre
(9) O=p"+(B+u)p,+ (C+¢)p" +Bup,

+ (Cu+Be)p,+Cv'p+X+uY+vZ—=o.

Celte équation linéaire du second ordre ® = o se transforme, aprés multiplica-

tion par dz, sous les hypothéses déterminées

dv=udz, ds =vdzx,

dans I'équation différentielle du premier ordre
E=®&ddx = 0.
Pour la détermination de cette équation différentielle du premier ordre
E =Fdz = o, en laquelle, aprés multiplication par dz, se transforme I’équation

linéaire du second ordre donnée, de forme générale (1) F = o, nous obtenons, en

égalant F et @, les équations suivantes :
(6) B+u=A), CH+v="A", Bu=A, Cu+Beov="A, Co="A,
(7) X+uY+vZ=K.

Au moyen des équations (6), nous obtenons, aprés élimination de B et C, pour

la détermination des deux inconnues u« et ¢, trois équations du second degré
(8) w—Alu+A,=—o, vP—'Al o - "A — o, "Au*—'A uv + A, v2=o0

et nous concluons de la que I'équation linéaire du second ordre arbitrairement
donnée ne se change pas en équation différentielle du premier ordre. D’aprés le
paragraphe I, toutes les équations linéaires de la troisiéme classe différent, par
celle propriété, des équations linéaires de la premiére et de la deuxiéme classes.

Ayant éliminé u et ¢ des équations (8), nous obtenons ’équation
(10) AT+ TARA, + AP TA =AM, + A)A' A,

entre les coefficients de I’équation donnée F =o0. Ce n’est que lorsque cette équa-
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tion est satisfaite qu’existent les conditions sous lesquelles, au moyen de I = o,
nous obtenons I'équation dillérentielle E=o0, et dans ce cas, par les équations (8),
sont délerminées deux valeurs u, et u, de I'inconnue «, auxquelles correspondent,
d’une mauiére définie, deux valeurs ¢, et v, de I'inconnue v.

in déterminant B et C au moyen des équations (6) :
B+u—=A, CH+v="A,

et, en remarquant que le terme X dz + Y dy + Z dz, dans I'équation (2), prend
la forme K dx dans I'équation

E=Fdr=o,
nous obtenons au moyen de 'équation linéaire du second ordre donnée
(1) F=p" +Ap +'A'p+A,p,+'A'p+"Ap+ K=o,
deux équations conditionnelles du premier ordre
(1) B,=Fde=dp'+ (A — ) dp, + (‘A'— 0,) d'p + Kda = o
sl
dy = u,dzx, dy = vy dx

(12) Ev=Fdr=dp' + (A — uw,)dp,+ (A" —0))d'p+Kdx =0

dy = u, dx, ds = vy da.

Nous appellerons les expressions du premier ocdre «, et ¢, racines de la pre-

miére équation conditionnelle, u, el ¢, racines de la seconde, el les trois équations
(8) w—Au-+A =o, p?— Ao - "A = o, AW — A uv+ A vP=o,

au moyen desquelles nous obtenons ces racines, les équalions aux racines.
L'intégrale de chacune de ces équations conditionnelles s’exprime par trois
équations, avec lrois constantes d'intégration dont une est fonction arbitraire des
deux autres.
En désignant ces constantes d’inlégration par b, a, a; 3, 5, %y, nous pouvons

exprimer les deux intégrales par les deux équations
(13) b:f(a’al)’ 5:9(“3051)

entre les expressions auxquelles les constantes d'intégration sont égales, d’aprés

les intégrales trouvées.
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Dans l'intégration des équations de la premiére classe, d’aprés le paragraphe 111,
et de la deuxi¢me classe, d’aprés le paragraphe IV, toutes les dérivées partielles
de méme ordre sont déterminées par les intégrales des équations conditionnelles
de cet ordre, et nous obtenons, par suite, I'intégrale générale, par l'intégration
des équations non conditionnelles d’ordre inférieur. Les équations compatibles de
la troisiéme classe ne possédent pas cette propriété, car déja, dans le premier
groupe de la troisi¢me classe, les trois dérivées partielles du premier ordre p/, p,,
'p ne sont pas déterminées par les deux intégrales (13) des équations condition-
nelles du premier ordre.

Les équations conditionnelles qui manquent, contiennent des fonctions arbi-
traires et s’obtiennent seulement au moyen des intégrales déja trouvées.

Dans la deuxiéme classe, nous pouvons, d’aprés le paragraphe 1V, employer de
telles équations conditionnelles pour la simplification de I'intégration.

Toutes les dérivées partielles du premier ordre p', p , 'p ne sont pas délerininées
par les deux intégrales (13), et de la résulte que, déja dans le premier groupe de
la troisi¢me classe, les dérivées partielles d’'un méme ordre ne sont pas détermi-
nées par les intégrales de toutes les équations conditionnelles de cet ordre. Le
mécanisme d’intégration, qui est basé sur celle propriété des équations dilléren-
tielles compatibles de la premiére et de la deuxiéme classes, n’est pas applicable,
par conséquent, dans la troisiéme classe, mais se simplifie pour les équations
linéaires du premier groupe.

En effet, nous pouvons considérer chacune des intégrales (13), comme une
équation aux dérivées partielles du premier ordre, dans laquelle entre une fonction
arbitraire de dcux arguments. En intégrant cetle équation, d’aprés le paragraphe III,
nous obtenons l'intégrale générale, dans laquelle entre encore une seconde fonc-
tion arbitraire de deux arguments.

Si I'intégrale b = f(a, ay) de I'équation conditionnelle (11) a la forme linéaire,
alors, d’aprés le paragraphe 111, nous déduisons de la une équation conditionnelle
d’ordre nul, dont l'intégrale sera l'iniégrale générale cherchée. Dans ce cas,

I'équation conditionnelle (12) et I'équation non conditionnelle
dp =p'dx +p,dy +'pds

sont superflues; mais, dans I'équation conditionnelle intégrée, entre une fonction
arbitraire.

Si I'intégrale b =f(a,a,) n’a pas la forme linéaire, alors, d’aprés le para-
graphe IlI, nous en déduisons trois équations conditionnelles du premier ordre,
parmi lesquelles, aprés élimination de la fonction arbitraire, nous trouvons 'équa-

tion conditionnelle (12). L'équation non conditionnelle

dp=p'de+p dy +'pds
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s'inlégre au moyen des trois intégrales de ces équations, et nous en déduisons

Pintégrale générale de forme normale.

Exemple.
P'=p,+2p,+"p
l.es équations aux racines (8) prennent la forme
u?—1-—o0, pi--1=0, w—ouy +ov*=o
et nous en tirons les racines
w=1, v=1, Uy ==—1, Py —1.

Les deux équations conditionnelles (11) et (12) prennent la forme
dp'—dp,—dp=o si dy—dx: o, ds — dxr —=o,
dp'+dp,+dp=o si dy + dx —o, ds+dr =o

et nous en déduisons les deux intégrales de forme linéaire
Pr=p—"r=fly—=2) (s—2), p+p+p=0l(r+az),(s+a)]
La premiére intégrale, aprés multiplication par dx, sous les conditions
dy +dzx = o, dz +dzx—=o,
se change dans I'équation conditionnelle

dp = fdz,

et nous en déduisons, en désignantffdx par ¢, une intégrale générale de la
forme
p=el(y —=), (s —2)]+$[(y + ), (5 + x)].

Nous obtenons de la méme maniére 'intégrale générale

p:xf(%, i\) + o(y»?, 52)
pour I'équation
Zp'=yip, 4 22y’ p,+ P,
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Exemple.
p'(p,p*—"pp}) =2'pp,('pp,— p,p')-
Les équations aux racines prennent la forme
ap,u—+p'=o, 2'pv+ p'=o, pru—'p*o?=—o

el nous en Livons les racines

!

__Fr — P _ _ 1o —
Uy—=— - M= iy = oo, ¥y == o0, P, s+ pey=—o.
2p 2p

Aprés multiplication de Péquation donnée par dz, nous obtenons, sous les
conditions
dy — u,dz =o, ds — v, dxr =o,

la premiére équation condilionnelle

!

‘pdp,—p,d'p=o si 2dy+£—dx:o, zd:—*—%clx:o,

/

ou si
!

D
p'dx+p,dy +'pds=o, d)'—}éds:o.
: /
L’intégrale de cette équation condilionnelle

%:a% p=a, y—;:?(a,a)

a la forme linéaire
p—atp=o.
Les conditions
dy — u,dz =o, ds — v,dr =o,

aprés introduction des valeurs de u, et v9, prennent la forme
dx = o, pldx+p dy-'pds=o,
etil en résulte que les arguments de la seconde équation conditionnelle sont x et p.
L’équation donnée, aprés multiplication par dy ou par dz, sous les conditions
dx =o, p,dy +'pds =o,
se change en la seconde équation conditionnelle

13
()~

d =0 si dx = o dp —o
‘ww, ’ r ’
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.
2352
dont I'intégrale
ra__ 1
0"*="wn, f(x, p)
v’a pas la forme linéaire.
= =o¢(p,a) de la premiére

~ I I . . 2,
En considérant lintégrale p—a®'p =o, y—
équation conditionnelle, comme une équation du premier ordre, nous obtenons,

aprés multiplication par dy, I'équation conditionnelle

si dr =o, ds +a*dy =o.

(p,—«a?’p)a’y:dp:o

En remarquant que

oo 3)=(r-

Il:

>a’a+ ady + % =9(p, a) da,

2

Q

nous obtenons I'intégrale générale

Fp @)+ d(pay=ay+

[
-

qui, relativement a 'argument a, a une forme normale, puisque

dy(p,a) _
“da P O=r—om

VI. — EQUuATiONS NON LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES.

Soit donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre de p par

rapport & z, y, 3, de la forme générale F = o; son équation dérivée

dF df , dF , , dF |, dar , ., dr , , dF)
—+ ;0 + 0w, 0+ =0 {5 )=0
! " d'p, d’p dzx

dF
(I) (75 — alpl/

dp,
a la forme d’une équation linéaire du troisiéme ordre, et, d'aprés le paragraphe I,

a'p

n
w + 550,
dp,

sous les deux conditions du deuxiéme ordre
dy —udx =o, ds —vdx = o,

(2)

se transforme, aprés multiplication par dz, en une équation différentielle condi-

tionnelle du deuxiéme ordre.
. o . dF .
Cette équation différentielle ﬂdx — o0 a la forme

il dp"+ Adp,+Bd'p'+ <RE> dx=o,

car dp,, d'p, d'p ne peuvent entrer dans I’équation.
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7

Pour la détermination des inconnues A, B, u, ¢, mettons I'équation (3) sous
la forme ® dx = o, en exprimant dp’, d'p, d'p’ au moyen de dz, dy, ds et en

posant
dy = uds, ds =vdzx.

- . dF
En égalant les deux expressions —— et @, nous oblenons

dz
dr dF dF dF
@ e T P ay T

mais les inconnues u et ¢ doivent étre déterminées par les trois équations

| ﬂ‘- ut ﬁ w4+ aF =0
dp" = dp, dp, —
N dF , dF v _
(5) ap” T apt Tap T
—diuz— d¥ uy 4+ — 2=y

d'p d'p, dp,

que nous appellerons équations aux racines. Nous en concluons que I'équation
conditionnelle du second ordre cherchée n’existe pas pour une forme arbitraire
de 'équation donnée F = o. En éliminant « et ¢ des trois équations (5), nous

Al nl

oblenons une équation entre les dérivées 917, ey @ Si celte équation est satis-
"

faite, nous obtenons, au moyen des équations (3), deux valeurs «,, u, de I'in-
connue u, auxquelles correspondent, d’'une maniére déterminée, deux valeurs ¢,
¢, de 'inconnue ¢. Par ces valeurs des inconnues u et ¢ sont déterminées, d’aprés
I'équation (3), deux équations conditionnelles, chacune sous deux conditions.
Chacune de ces deux équations conditionnelles a trois formes différentes, parmi

, . , . , dF
lesquelles nous n’en oblenons qu’une, au moyen de I'équation dérivée — = o;

dx
les deux autres formes s’obtiennent de la méme maniére, au moyen des équations
dérivées
dF dF
@ =o0 et P 0.
Si dans les équations aux racines (5), nous remplagons # par y ou 5, nous
obtenons évidemment les mémes équations aux racines, et nous en concluons que

les trois équations dérivées

dr¥ _ dF dF
e =% —— = o0, — =0

Fac. de T., 2 S., VIL. 33



254 K. M. PETERSON.

se transforment, sous les mémes conditions
dy — uydr = o, dzs — v, de =0 ou dy —usdx = o, ds — ¢y dr = o,

dans des équations conditionnelles du deuxiéme ordre.
En introduisant les valeurs de A et B tirdes des équalions (4), et en rem-

placant z par y et z, nous obtiendrons toules les équations auxquelles sont
imposées des conditions

dF AR dF dF dF dF
dp" gL ’ o [} il —
dpr U <d1)2 “ f/p”) @+ <d’P’ ‘ a’p”> v+ (d >d‘p ”

s dF " dF dF , dF v dIf , dF
(©) ? ay, v+ Ty~ qu,,> P+ (ﬁ';r, T Jﬁ,,)‘”’f + <@> dy=o

dF ar dk dF - dr w dF A dF\
dp P T \ag T vap) P \ap, T v @y ""+<ZE> =0

Nous cbtenons les valeurs conjuguées w«,, ¢, ou u,, ¢, des inconnues w, ¢ par la
résolution des équations aux racines (5). D’aprés leur origine, nous pouvons

désigner les équations (6), auxquelles sont imposées des conditions, par
dF dF dF
%dz'—o,@d)/——o’ Ed&-—

Outre les deux équations conditionnelles du second ordre

dF dF dF
(7) dxda__o,‘ H;d)/-—o’ 7= s=o0
s1

dy —uydrx =o, ds—vyyder=o0

et

dF dF dF
(8) (—I—L;dx_o, @cly_o, Edu—o
s1

dy — u,dx —o, ds — vy dx = o,

dont chacune a trois formes, nous avons encore les équations non conditionnelles
du deuxiéme ordre

s dp' =p" dx + p; dy +'p' ds,
(9) ¢ dp, =pi dx +p, dy +'p'ds,

( dp="p' dx+'p,dy+"p ds,

qui, aprés élimination de p”, ..., "p, se transforment dans des équations difléren-

tielles du premier ordre, et I’équation non conditionnelle du premier ordre

(10) dp =p'dx + p,dy + 'p dz.
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Toutes les équations non conditionnelles (7) ont pour somme dF = o, et nous
en concluons que si elles s’intégrent, parmi les trois constantes d’intégration qui
entrent dans leurs intégrales, 'une d’elles est déterminée au moyen de I'équation
donnée I' =o0. Nous pouvons considérer les deux autres constantes d'intégration a

et @, comme les arguments des conditions
dy —u,dx =o, ds — v, dxz = o,

dont les intégrales nous sont inconnues.

Si, au moyen des Lrois intégrales Lrouvées, dont I'une sera I'équation donnée
) Y 8 ) q
F =o0, une des équalions non conditionnelles s'intéere pour @ et a, constants
q o 1 9
nous obtenons l'intégrale intermédiaire du premier ordre f=— o, qui. d’aprés le
8 p » q p
paragraphe II, a la forme normale. Nous pouvons, d’aprés le paragraphe II, prendre
sa constante d’intégration b pour fonction arbitraire b =o(a, a,) des arguments «
g P T ) ¢4

. . df df
el a,, ct nous oblenons, par suile, les intégrales -~ = o, T
@,

da
ditions dy — uydxr =0, dz—¢,dx=o0. Nous pouvons, d’apreés le para-

= o0 des deux con-

graphe I, au moyen de cetle intégrale intermédiaire du premier ordre f= o,
dans laquelle entre la fonction arbitraire b =o(a, a,), trouver I'intégrale géné-
rale, contenant encore une seconde fonction arbitraire 3 = 4 (2, 2,) de deux nou-
veaux arguments o et ay.

Les deux conditions dy — u, dz = 0, dz — ¢, dx = o, dont nous avons déduit

les intégrales E{«z' =o, Zl% =o de I'intégrale f= o de I’équation non condition-
1

nelle, s'intégrent immédiatement dans ce cas; mais les deux constantes d’intégra-
tion, qui entrent alors dans leurs intégrales, sont deux formes inconnues d'une
fonction arbitraire, et, tant que leurs valeurs ne sont pas déterminées, ne peuvent
étre introduites.

Les intégrales des équations (7) et (8), auxquelles sont imposées des conditions,
se raménent a I'équation F = o, qui entre deux fois parmi elles, et aux quatre
intégrales A=o0, Ay=o0, A=o0, A, =0, avec les constantes d’intégration «,
ay, o, 0.

Les intégrales B=o0, C=0, B=0, C = o des quatre conditions dy = u, dz,
dz =v,dz, dy = u,dx, ds = v,dx contiennent quatre conslantes d’intégra-
tion b, ¢, 8, v; b et ¢ sont fonctions des arguments a, «, el B, v fonctions des
arguments a, ao,.

Toutes ces intégrales représenlent quatre équations du second ordre
b:@(a’ a), ¢c=9(a, a,), 5:&!)(0(, o), "/:4‘1(“7 o),

entre les expressions auxquelles les constantes d'intégration a, a,, b, ..., v sonl
égales.
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En ajoutant encore 'équation donnée F =0, nous n’avons que cinq équations
du second ordre, au moyen desquelles nous ne pouvons déterminer toutes les
dérivées partielles du second ordre p’, ..., 'p,, et de la résulte la nécessité de
Pintroduction d’une nouvelle équation conditionnelle du second ordve. Mais, en
outre, d’aprés ce qui précéde, nous ne pouvons introduaire les fonclions incon-
nues ¢ el y, si nous considérons b et y comme des fonclions arbitraires. Le pro-
cédé d’intégration, qui écarte ces difficultés, est le suivant :

Si nous avons une intégrale b = v(a, a;) d’'une équation condilionnelle, qui

s'exprime par les intégrales

A—=—o, Ai=o, B=o,
et qui correspond aux conditions

dy = u, dx, ds=v¢,dx;
alors, sous les conditions

dy = u,dz, ds =v,dz,

nous obtenons, au moyen de celte intégrale, de la méme maniére qu’au moyen
de léqualion donnée F = o, trois formes d’équation conditionnelle du second
ordre.

Si, parmi ces six formes, trois formes non identiques s’intégrent, nous pouvons
prendre une des trois constantes d'intégration ¢, a, o, entrant dans les trois inté-
grales trouvées E =0, A =0, A= o0, pour fonction arbitraire e = f(«, @) des
deux autres.

Parmi les six intégrales

B=o, A=o, A =o,
E=o, A—=o, A, —=o,

une seulement, B= o0, comme intégralc de condition, ne contient pas de dérivées
pattielles du second ordre. Au moyen des cinq autres intégrales et a 'aide de
I'équation donnée F = o, nous pouvons déterminer les six dérivées partielles du
second ordre p’, ..., p,. Aprés introduction de leurs valeurs, les Lrois équations
non conditionnelles (g) s'intégrent. Les intégrales ainsi oblenues ont, d’aprés le
paragraphe II, la forme normale et déterminent lcs trois dérivées partielles du
premier ordre p'y p, 'p. Aprés avoir porté les valeurs de ces derniéres dans
I'équation non conditionnelle (10), nous obtenons une équation différentielle
d’ordre nul, dont P'intégrale sera l'intégrale générale cherchée, avec deux fonc-

tions arbitraires
b=o9(a, a,) ct B=f(a ).
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Les arguments de ces fonctions se délerminent par les équalions dérivées d’une
intégrale normale arbitraire, par rapport aux arguments qui y entrent. Ces équa-

tions dérivées sont les intégrales des quatre conditions.

VII. — EqQuATiONS DE DEGRE 7 AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 7.

Nous avons vu au paragraphe I qu’une équation linéaire aux dérivées partielles
d’ordre n, a m variables indépendantes z,, ..., Zn, se transforme en général,

sous m — 1 conditions, en une équation conditionnelle d'ordre n — 1
(1) E=o si dx,— u, dxr = o, cey Az, — Upy,_ydxr =o0.

Mais une équalion aux dérivées partielles d’ordre n ne se change pas toujours
en une équation non conditionnelle, quand elle a la forme linéaire, et n’a pas
toujours la forme linéaire, quand elle se change en une équation conditionnelle
d’ordre n —1.

En effet, une équation différentielle d’ordre n — 1 a la forme générale

(2) E=Rdr+Sds+Tdt+...+Xdr+X,dz,+...,

ou z, zy, ... sonl les variables indépendantes, r, s, ¢, ... les dérivées par rapport
a ces variables d’ordre n —1, R, S, T, ..., X, X,, ... des expressions d’ordre
n —1 ou d’ordre inférieur.

Si les coefficients R, S, T, ... de toutes les différentielles dr, ds, dt, ... sont
nuls, I'équation différentielle E = o prend la forme particuliére

(3) E=Xdx+ X,dz,+...=o0

que nous appellerons forme incompléte d’une équation différentielle d’ordre
n—i.

L’équation conditionnelle d’ordre n — i

(4) E=o si E,=o, E;—o,
s’exprime par des équations diflérentielles d’ordre n —1, E=o0, E,=o, ....
Pour m variables indépendantes, nous avons, d’aprés le paragraphe I, m — i
conditions. Si toutes ces conditions ont la forme incompléte (3), elles se raménent
par voie algébrique a la forme
dz,—u,dxr =o, . Az, 1 — Uy de = o,

el, duns ce cas seulement, équation conditionnelle d’ordre 7 —1 de la forme

générale (4) se change c¢n une équation conditionnelle de la forme particu-
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liére (1), que nous obtenons, d’aprés le paragraphe I, au moyen de I'équation
linéaire aux dérivées partielles d’ordre n. Mais, si les m — 1 conditions ont la
forme générale (2), alors, en exprimant, d’aprés la formule

dr dr
dr = —— —
r dxdx—*—dwldw,—i—...,

toutes les différentielles dr, ds, dt, ... par dz, dxz,, ..., nous amenons les
m équations différentielles

E=o,

] Em—l =0
a la forme

() E=Ude+Ude,+...4- U, dz,, Ey=Ude+ Ude,+...,

\ ’ . « , . .
ou U, U, U, ... sont des expressions linéaires d’ordre n de la forme suivante :

/ “dr ds
U _— R d—'x + S d_‘Z_' —+... Py
dr ds
(6) 1-_B-d—x—1 +S‘gz+,
dr ds
I_ — —
| U'=Rk, dx S dz T
ir dr d , ,
%, é, Ii., -+« des dérivées partielles d’ordre n.
1
(e dx dx,,_ , . o
En éliminant les m — 1 rapports —a’_a;’ ceey _a;x—l des m équations différen-
tielles
EIO’ ° EIII"‘l:O

de la forme (3), nous obtenons I’équation aux dérivées partielles d’ordre n,
F=o, en laquelle se transforme I’équation conditionnelle d’ordre n — 1

E=o si E,=o, ceey E,_,=o.

L'expression I, dans 'équation F' = o d’ordre 7, est le déterminant

U U ... Up,
v U, ... U

m—1

(7) F—=

—1 m=1 m—1
Um-t UmtLL U

formé de m? expressions linéaires d’ordre 7 de la forme (6).
Nous en concluons que 1’équation d’ordre n, F = o, qui a une équation condi-



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 259

tionnelle d’ordre n — 1, se compose en général des produits m & m d’expressions
linéaires d’ordre n, et nous appellerons une telle équation aux dérivées partielles,
une équation de degré m, d’ordre n.

Quand, parmi les équations différentielles

E_—_O; ey Em—1:09
par lesquelles s’exprime I'équation conditionnelle d’ordre n — 1
E=o0 si E,—o, ey E,_,=o,

s équations différentielles prennent la forme incompléte (3), alors le degré de
I'équation d’ordre n, F =0, sera m — v, car, dans chaque produit, v expressions
linéaires d’ordre n se changent en expressions d’ordre inférieur. Une équation du
premier degré s’appelle une équation linéaire; nous appellerons une équation
du deuxiéme degré une équation bilinéaire (denxiéme Mémoire, § XII), el une
équation du troisiéme degré une équation trilinéaire.

Si nous désignons par r, s, ¢, ... les dérivées partielles d’ordre n — 1 de p, par
rapport & v variables indépendantes z,, ..., ,, les dérivées partielles d’ordre n
seront les dérivées

dr dr ds )
Tx—ly L—l};’ d—.l/‘;’ veey de 1, s, ...
parv rapport a Ty, «.., Zy.

Le déterminant formé de m?* dérivées partielles d’ordre n, que nous obtenons
en prenant les dérivées de m des quantités r, s, ¢, ... par rapport a m des
variables z,, ..., z,, sera appelé un déterminant d’ordre n de degré m.

Le déterminant d’ordre n de degré nul est 1, un déterminant du premier degré
est une dérivée partielle d’ordre n, un déterminant du second degré est un terme
bilinéaire (deuxiéme Mémoire, § XI1I).

Une équation d’ordre n de degré m, F = o, qui a une équalion conditionnelle
d’ordre n—1, se change, apres qu'on a effectué les produits d’expressions
linéaires qui y entrent, en un polynome d’ordre n égalé a zéro. Ce polynome se
compose d’une somme de déterminants d’ordre n, multipliés par des coefficients
d’ordre n —1 ou d’ordre inférieur, et contlient en général des déterminants de
tous les degrés, depuis zéro jusqu’a m inclusivement.

Soit donnée une équation d’ordre n d’une telle forme; au moyen d’opérations
algébriques, que nous effectuerons pour un cas particulier au paragraphe suivant,
nous pouvons obtenir I'équation conditionnelle d’ordre n — 1 en laquelle elle se
transforme, et, si cetle équation conditionnelle s’intégre, nous aurons une inté-
grale intermédiaire d’ordre n — 1 de I'équation d’ordre n et de degré m donnée.
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VIII. — EQUATIONS BILINEAIRES ET TRILINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES.
Si p dépend de z, y, z, nous avons six dérivées partielles du second ordre

de p par rapport & z, y, 3, savoir

4

s p» Py Py PSP

Nous obtenons par suite six déterminants du second ordre et du second degré,
que nous désignerons de la maniére suivante :

(p"p,—'P'P=9"> 'pP"—='P'P=4q, PP —PP.="0

(1) | i
P, P—P

/] —_

p.='q, p'P—p'P="0 'p'P—"PP=1,
et un déterminant du second ordre et du troisiéme degré
(2) D=p'q"+pq+'Pqd=p0,+pPq+'P'e="P9+'P'I+Pq,
=p"p,"p+2p,'P''p,—P"'P,'P,— P,'P"'P'—"PP, P
L’équation conditionnelle d’ordre n — 1, pour trois variables indépendantes,
E=o si E,—=o, E,=o
s'exprime par trois équations différentielles, dont la forme compléte est

(3) E=Adp'+Bdp,+Cdp+Xde +Ydy +1ds—=o,

ot A, B, C, X, Y, Z sont des expressions du premier ordre.

(2) Equation trilinéaire du second ordre.

Si les trois équations différentielles ont toutes la forme compléte, alors, par une
wransformation algébrique, 'équation conditionnelle du premier ordre se raméne

a la forme

(4) E=dp'+Xdz+ Ydy +1ds=o,

E,=dp, +X,dx+Y,dy +Z,dz=o,
E,=dp+ Xeydx + Y, dy +1,ds =o.

En exprimant dp', dp,, d'p par dz, dy, dz, et en éliminant ensuite les deux
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dv dz ., . B . .
rapports — et —— des trois équations (4), nous obtenons une équation tri-

linéaire du second ordre
(3 F=D+¢"X+q,Y,+"gLi+qg(Xi+Y)+"9g'(Z+ X))+ "g,(Ys+ 1))
+p" (Y2, — Y, 7)) +p, (L,X —7ZX,) +"p(XY,;— X, Y)
+p (YL~ Y2, +~ 7, X, —2,X)+p'(X,)Y,— X, Y, -+ YZ, —Y,Z)
+'p(IX, —Z,X +X,Y—XY,)
+ (Y, 2, — Y, Z)X + (Y. Z — YZ,) X, + (YZ,— Y, Z)X,=o,

dont les treize coefficients sont formés au moyen des neuf coefficients de I'équa-
tion conditionnelle (4). 1l en résulte que si 'on donne une équation aux dérivées

partielles du second ordre d’une telle forme
(6) F=D+¢'Q +...+p' P +...+ K=o,

quatre équations entre ses treize coefficients Q", ..., P’, ..., K doivent étre
satisfaites pour que I’équation donnée soit une équation trilinéaire. Si elles sont
satisfaites, alors, en égalant les neuf premiers coefficients des deux équations (5)
et (6), nous déterminerons les neuf coefficients inconnus X, ..., Z, de I'équation
conditionnelle du premier ordre (4) cherchée.

Quand cette équation conditionnelle s’intégre, nous avons une intégrale inter-
médiaire du premier ordre, avec une fonction arbitraire de deux arguments, d’ou
nous pouvons déduire, d’aprés le paragraphe I1I, Uintégrale générale, avec denx
fonctions arbitraires, de I’équation linéaire du second ordre (6) donnée.

(8) Equation bilinéaire du second ordre.

Quand, parmiles trois équations différentielles du premier ordre, par lesquelles

s’exprime |'équation conditionnelle du premier ordre
E=o si E,—=o, E,—o,
une équatiou différentielle a la forme incompléte
E;=Xde+Ydy +7Zds—=o,

celte équation conditionnelle ne se raméne pas a la forme (4), mais, en général,

se rameéne a la forme

(7) dzr 4+ Adp'+Bdp,+Cd'p=o
Fac.de T.,2 S., VIL. 34
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s1

dy A, dp' + B,dp,+C;d'p—o, d:+Udr+Vdy=o

et conlient huit coefficients arbitraires du premier ordre.
En exprimant dp', dp,, d'p par dz, dy, dz, et en éliminant de ces trois équa-

. d dz i . o .

tions les deux rapports Zz% et ~p? bous obtenons une équation bilinéaire de la
forme

(8) Q¢ +Q,9,+...+Pp'+. . . +1=0

avec douze coefficients, qui satisfont & quatre équations, puisqu’ils sont formés
avec les huit coefficients de I'équation conditionnelle (7).

Soit donnée une telle équation bilinéaire du second ordre; en I'égalant a
I’équation (8), nous déterminons les huit coefficients inconnus de 1'équation
conditionnelle (7) cherchée. Si cette équation conditionnelle s’intégre, nous
avons une intégrale du premier ordre, et nous en déduisons, d’aprés le para-

graphe I, I'intégrale générale de I'équation bilinéaire du second ordre donnée.

IX. — EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU TROISIEME ORDRE

A TROIS VARIABLES INDEPENDANTES.

Quand p dépend de z, ¥, 5, nous avons six dérivées partielles du second ordre
et dix dérivées partielles du troisiéme ordre de p par rapport & z, ¥, 5. Une équa-

tion lindaire du troisiéme ordre, dont la forme générale est
(1) pPr+ApY . +"A"p+K=0

contient neuf coefficients arbitraires du second ordre A.
Si ces neuf coefficients A satisfont & deux équations, alors, sous les deux

condilions
dy =udz, ds=vdz,
I’équation linéaire (1), aprés multiplication par d, se transforme en une équation

conditionnelle du second ordre,
(2) dp"+B,dp,+...+"'Bd'p+-Kdr=o

qui contient cing coefficients inconnus du second ordre B.
En effet, en exprimant les différentielles dp’, dp), ... par da, dy, ds, et en

posant
dy = udz, ds =vdzx,
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nous amenons ’équation (2) & la forme
D doe = o,

et, par suite de I'identité des expressions ® et ', nous obtenons neuf équations

«+B =A" o4'B =/A",  Blu+B,=A,
(3) Be+Bu+'B, ='A, "B’y +"B ="A/, B,u=A,,
B,o+Bu='A, 'Bo+"Bu—"A, "By —"A,

qui, aprés élimination des sept inconnues u, ¢, B/, ..., "B, se réduisent a deux

équations entre les coefficients A.
Pour la détermination des incounues u et ¢, nous obtenons, aprés élimination
des cinq inconnues B, quatre équations, dont trois

3 A" u? 4 _ —
u— Ar u -+ Au u AII/ =0,
(4) / g3 AT ATy A —o,

PAwW —"A, u?o +'A uv®— A v*=o,

s'appelleront équations auz racines. Par les équations aux racines sont déter-
minées trois valeurs de I'inconnue u, et 4 chacune d’elles correspond une valeur de
I'inconnue ¢.

Il en résulte que, quand une équation linéaire du troisiéme ordre (1) est donnée,
nous en déduisons trois équations conditionnelles, exprimées par I'équation (2),
sous les deux conditions

dy = udx, dz =vdx.

Les coefficients inconnus B ont les valeurs suivantes :

(3) B=A'—u, ‘B'=—p—'A", B=2u, p="A p_Au—Ac

Quand une des trois équations conditionnelles du second ordre s’intégre, nous
avons une intégrale du second ordre avec une fonction arbitraire de deux argu-
ments et, par suite, d’aprés le paragraphe précédent, nous pouvons trouver Pinté-
grale générale, avec trois fonctions arbitraires, de ’équation linéaire aux dérivées
partielles du troisi¢éme ordre i trois variables indépendantes donnée.



