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GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS,

ISOMORPHES HOLOEDRIQUES,

Par M. W. ERMAKOFF,

Professeur a 1’Université de Kief.

On rencontre souvent dans I'analyse des expressions qui ne changent pas de
forme lorsqu’on effectue certaines transformations contenant des constantes arbi-
traires. C’est ainsi que la somme des carrés des coordonnées se transforme en une
somme des carrés des coordonnées nouvelles par toute transformation des coor-
données rectangulaires ayant méme origine. Sophus Lie le premier a appelé I'at-
tention sur de telles formules de transformation. Il a donné i ces formules le nom
de groupes de transformations continus.

Soit un groupe continu de transformations

Xy = [i( Xy oo es T3y oo vyay) (i=1,2,...,n).

Dans ces expressions @, ..., @, sont des paramétres arbitraires. Pour abréger,
nous écrirons ces équations sous la forme suivante

(1) x;=f:(x',a) (i=1,2,...,n).

I est convenu d’appeler ordre du groupe le nombre des paramétres a entrant
dans ces expressions. Pour que les équations (1) forment bien un groupe, il faut
que la forme des équations (1) ne change pas par les transformations de
l’ensemble. Montrons a quoi revient cette condition. Effectuons sur les va-
riables 2’ une transformation définie par les mémes équations, mais avec d’autres

parameétres
(2) z;=fi(2", ) (i=1,2,...,n).

Si des équations (1) et (2) nous éliminons les variables z’, nous devons obtenir
des équations dont la forme sera la méme que celle des équations (1)

7 xi=fi(2", ¢) (i=1,2,...,0).
Fac.deT., 2¢S., VIL 58



444 W. ERMAKOFF.

Le nombre des paramétres ¢ doit étre égal a celui des parainétres a, seulement
les paramétres ¢ seront exprimés en fonctions des paramétres a et b.

Si cette condition est satisfaite, les équations (1) formeront un groupe de trans-
formations continu.

Dans chaque groupe continu on peut faire un changement de variables. Soit

‘ xt:%(_}’n "-,yn)

(3) '
2 -z‘;':cpi(yu-'-’y;)

(i=1,2y...,0).

En éliminant des équations (1) et (3) les variables x et ', nous obtiendrons le
‘méme groupe exprimé a l'aide des variables nouvelles

(4) yi=Fi(y'sa) (i=1,2,...,n).

On peut de méme faire un changement de paramétres en posant

a; =Y ( Ay ooy dp) (J=1,2,...,m).
Aprés cela, les équations (4) prendront la forme suivante
(5) yi=0(y', ) (i=1,2,...,0).

Deux groupes, tels que (1) et (5), qui peuvent ainsi étre transformés I'un en
I’autre par une transformation des variables et des paramétres, ont regu de Sophus
Lie le nom de groupes continus semblables (dnnlich).

Le premier Mémoire de Sophus Lie sur la théorie des groupes continus a para
dans les Gottinger Nachrichten, en 1874. Un Mémoire plus complet a paru en
1880 dans le Tome XVI des Mathematische Annalen. Au début, Sophus Lie
s’élait propesé de rechercher tous les groupes & une et a deux variables. Dans le
cas d’une variable, tous les groupes peuvent étre ramenés par une lransformation
de la variable au groupe linéaire entier ou [ractionnaire. Le nombre de paramétres
d’un tel groupe ne dépasse pas trois. Dans le cas de deux variables, le nombre
des différents groupes se trouve élre supérieur a vingt; parmi ces groupes ily en
a qui ont un nombre quelconque de paramétres arbitraires. Si nous voulions con-
tinuer ces recherches dans le cas de trois variables, nous trouverions une telle
quantité de différents groupes qu'il serait difficile de les énumérer.

Sophus Lie a montré que d’un groupe continu fini (1) on peut déduire un
groupe de transformations infinitésimales et vice versa, un groupe de transfor-
mations infinitésimales engendre un groupe fini en diflérentiant les équations. Si
nous désignons les transformations infinitésimales par des symboles, nous obtien-
drons un groupe symbolique Sy, S, ..., Spm, tel que S;S, — SxS; est une fonclion
linéaire des mémes symboles. Cette propriété ne change pas lorsqu’on effectue
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sur les symboles une transformation linéaire. On pourrait [aire I'algebre des
symboles satisfaisant a la condition précédente. Ce probléme, quoique trés com-
pliqué, admet une solution simple. On peut, en outre, montrer de quelle facon
on peut passer d’un groupe symbolique & un groupe fini.
Il apparait que le passage d’un groupe symbolique & un groupe fini peut étre
effectué de fagons trés variées; on peut obtenir ainsi des groupes qui ne peuvent
-plus étre transformés les uns en les autres. Prenons, par exemple, un groupe de
trois symboles que 'on rencontre fréquemment. Les symboles de ce groupe salis-
font aux équations
Sls2_' 8281: Sly
8,8, — §,8,= 28,

5283-— S;;Sz: Ss-

On peut trouver trois groupes finis engendrés par ce groupe symbolique.

Y

Premier groupe. — Clest le groupe de transformations a une variable

o azx'+ b
T cx'+d
Deuxiecme groupe. — Clest le groupe de transformations 4 deux variables
=ay|,+ by
4 .7’1 yf’ ad — bc —1.
Ya=cyy +dy,,
Troisieme groupe. — Clest le groupe de transformations orthogonales de trois

coordonnées
'

sy=asy + 033, +yz},

n=a'z, 4+ Blsy +y'5,

Il

~
“3

n ! ” .t " !
a' 5+ "5y + ' 5.

Il existe entre les neuf coeflficients du dernier groupe six relations connues.

Sophus Lie (') donne aux groupes finis engendrés par un méme groupe sym-
bolique le nom de groupes isomorphes holoédriques (holoedrisch isomorphen
ou gleichsusammengesetsten).

Les trois groupes ci-dessus ne peuvent pas étre transformés I'un en 'autre pour
celte raison bien simple qu’ils ne contiennent pas un méme nombre de variables.
Il en résulte que les groupes isomorphes holoédriques ne peuvent pas toujours
étre transformés les uns dans les autres. Dans le Chapitre XIX de son Ouvrage,

(1) Theorie der Transformationsgruppen, I Abschnitt, 1888, Chapitre XVII.
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Sophus Lie indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux groupes
soient semblables, ¢’est-a-dire pour que I'un de ces groupes puisse étre transformé
en Pautre. Il résulte de ces recherches que les groupes continus présentent une
variété infinie, de sorte qu’il est impossible de les réduire & un nombre restreint
de types. Une fois cette constatation faite, Sophus Lie et plusieurs autres mathé-
maticiens aprés lul se mirent a étudier les propriétés particuliéres des groupes.
On en a trouvé un trés grand nombre et la littérature concernant la théorie des
groupes a pris une trés vaste extension et a perdu, par conséquent, une partie de
son 1intérét.

En réalité, 'affirmation dont je viens de parler est inexacte. Je surprendrai cer-
tainement beaucoup tous ceux qui se sont occupés de la théorie des groupes en
disant que deux groupes isomorphes holoédriques peuvent toujours étre trans-
Sormés U'un en Uautre indépendamment du nombre des variables de chaque
groupe.

En effet, les propriétés du groupe restent les mémes lorsqu’on augmente un
nombre quelconque de fois le nombre des variables. Si, dans un groupe donné,
on augmente un certain nombre de fois le nombre des variables, on pourra tou-
jours en déduire, par une transformation des variables, tout autre groupe iso-
morphe holoédrique au premier. La méthode a suivre pour faire une telle trans-
formation sera exposée plus loin.

Le théoréme énoncé étant supposé vrai, on voit clairement I'importance du
probléme de la réduction d’un groupe continu i sa plus simple expression avec le
minimum de variables. J'ai 'intention de consacrer trois Mémoires a I’étude de
ces questions. Dans le présent Mémoire, je démontre le théoréme énoncé plus
haut, et je U'explique par quelques exemples. Dans le deuxi¢me, je montrerai de
quelle fagon un groupe continu peut étre ramené a une forme rationnelle avec le
minimum de variables. Dans le troisiéme, je m’occuperai en détails de la forme la
plus simple d’un groupe continu.

Faisons tout d’abord une remarque. Dans le cas le plus général, le groupe peut
contenir des variables de deux espéces; celles qui varient et celles qui restent

sans changement. Ainsi, dans le groupe
x—=ax'+b+cy,

la variable y ne varie pas. La variable qui ne varie pas peut étre remplacée par
une constante pourvu que I'ordre du groupe reste le méme, c’est-a-dire que le
nombre de paramétres indépendants ne change pas. Tant que y est regardée
comme une variable, le groupe ci-dessus posséde trois paramétres; mais, si nous
regardons y comme une constante, nous n’aurons que deux paramélres : a et

b + cy. Dans le groupe
z—=ax'+ by +cz,
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les variables y et z ne changent pas. L'ordre de ce groupe ne sera pas modifié s
nous donnons a 'une de ces variables une valeur déterminée quelconque, par

exemple 3 =1.

1. — PRropPRIETES GENERALES DES GROUPES CONTINUS.

Pour ne pas faire de renvois, énumérons briévement les propriétés essentielles
des groupes continus. On trouvera la démonstration de ces propriétés dans un
grand nombre d’ouvrages.

Soit un groupe continu

(1) zi=fi(x', ;@) (i=1,2,...,n).

Dans ce groupe, les « représentent les variables qui varient, § les variables qui
ne varient pas, « les paramétres.

Le nombre des quantités de chaque espéce peut éire quelconque. Dans chaque
groupe nous réduisons toujours les paramétres au plus petit nombre possible.
Faisons observer que le nombre des paramétres ne peut pas étre réduit, sil est
impossible de choisir les constantes Cy, ..., G, de fagon que les équations

ox; .
mJ&T::O (i=1,2,...,n)

d.Z'i 01‘,‘
(2) Cy‘d-(x—l—l—cz“az;—}-""—f‘c
deviennent des identilés.
Prenons les dérivées des fonctions (1) par rapport a un paraméire quelconque,
gt formons I'expression différentielle suivante
(3) T __0fy @ af, @ dfn d

I day 0wy T ay 0wy " day 0@y

. . e . d
Dans cette expression, les coefficients des dérivées partielles 5. sont des fonc-
i

tions des variables #/, § et des paramétres «. Mais des équations (1) nous pouvons
tirer les variables #’ en fonction des variables z, £ et des paramétres a. Les coeffi-
cients de 'expression (3) pourront donc éire regardés comme des fonctions des
variables z, £ et des paraméires a. Dans ce cas, comme on le prouve dans la
théorie générale des groupes continus, Pexpression (3) peut étre mise sous la

forme suivante
T;—=A;, 8+ A,8:+...+4A; S,.

Les coefficients A, y sont des fonctions des paramétres seuls et ne dépendent
pas des variables z et & Quant & Sy, S,, ..., Sy, ce sont des expressions différen-
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tielles

d d d

=+ Xjp— ...+ X ~—  —=1,2, ... .
”dx1+ '“dx2+ + "oz, (¢ 2% e 1)

(4) §,=X

Les coefficients de ces expressions sont des fonctions des variables z et § et ne
dépendent pas des paramétres o. .

Sophus Lie a donné aux expressions différentielles (4) le nom de transforma-
tions infinitésimales.

Une combinaison de deux transformations infinitésimales quelconques s’exprime

linéairement & I’aide des mémes transformations inflinitésimales
(5) S:8;r—8:S;=Ei11S;+ Es2Ss+. . .4+ Ein S

Dans le second membre, les coefficients E;; sont des nombres qui ne dépendent
ni des paramétres «, ni des variables z et £. Les transformations infinitésimales S,
Ssy ++ 4y Sm qui satisfont & cette condition forment un groupe de transformations
infinitésimales.

Le groupe des translormations infinitésimales (4) est idenlique au groupe de
transformations fini (1) dans ce sens que I'un des deux découle de I'autre.

Pour déduire d’un groupe de transformations infinitésimales (4) un groupe
fini (1), on procédera de la fagon suivante : Formons les équations différentielles

dx, ox, dz,

(;OT,' =X, (—E; =X, RS da; = Xin-

Choisissons les constantes d’intégration de facon que, pour une valeur particu-
liere du paramétre o;, les variables z,, ..., , se réduisent respectivement §
!

Zy, ..., z,. Nous obliendrons ainsi un groupe de transformations d’ordre un,
c’est-a-dire un groupe de transformations a un seul paramétre

Z;=fi (X ooy T3y Eay vy i) (J=1,2,...,n).

En combinant ces groupes entre eux, nous aurons le groupe de transforma-
tions (1).

Entre un groupe de transformations fini (1) et le groupe de transformations
infinitésimales (4) il existe encore une autre relation importante. Transformons

les expressions différentielles (4) en introduisant des variables nouvelles 2’ &
I'aide des équations (1). Nous aurons les équations suivantes

S, —=A;S |+ AnS,+...+AuS), (i=1,2,...,m).

Dans ces équations S; s’obtient de 'expression (4) par une simple substitution



GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, ISOMORPHES HOLOEDRIQUES. 449

des variables &' aux variables . Quant aux coefficients A;;, ils ne dépendent pas
des variables 2’ et £ et sont des fonctlions des.paramétres o seuls.

Nous arrivons ainsi au théoréme suivant :

Tatorime 1. — Toute transformation infinitésimale (4) se transforme a
l’aide des équations (1) en une fonction linéaire des mémes transformations
infinitésimales.

On doit y ajouter le théoréme réciproque suivant :

Tutorime II. — S¢ toute transformation infinitésimale (4) se transforme
a Uaide d’équations quelconques

(6) -Z'i:q)i(x’ag) (i=1,2,...,n)

en une fonction linéaire des mémes transformations infinitésimales, les équa-
tions (6) sont contenues dans les équations (1).

On doit entendre par l1a qu’on peut donner aux paramétres o des valeurs telles
que les équations (1) deviennent identiques aux équations (6).

Faisons observer ensuite qu’entre les transformations infinitésimales (4) il ne
doit pas exister de relation linéaire & coefficients constants. En eflfet, si une telle
relation exislait, il exislerait également une relation semblable entre les expressions
différentielles (3)

C,T,+~GCTy+...+C,T,,—o.

Cette relation se décompose en équalions (2), ce qui est impossible si les para-
métres o sont réduits au moindre nombre, Il en résulte le théoréme suivant :

- Tueorkme M. — S¢ les paramétres o sont réduits au moindre nombre, il
Wexiste pas entre les transformations infinitésimales (4) de relation linéaire
a coefficients constants.

Pourtant, il peut exisler entre les transformalions infinitésimales (4) des rela-
tions linéaires & coefficients dépendant des variables z et £. De telles relations
existent loujours si le nombre des variables qui varient est inférieur a celui des
paramétres o.

Le théoréme suivant a, en outre, lieu :

Thtorime IV, — Si les équations différenticlles
(7) S;®d=o0, S,d=0, ..., S,P=o
ont une intégrale commune

Q(xyy .., 20385 8, ..)=C,
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cette fonction ne change pas par les transformations (1)
(D(xl’ sy xll; E]’ 52’ .. ') :(D(xi’ M ] x;L; El’ €2’ b ')'

Dans le cas général, les équations (7) peuvent avoir w intégrales communes.
Pour trouver ces intégrales, il suffit d'intégrer les n — p. équations différentielles

S, ®—=o, S,® —o, ceey S, pn®=o.

Les intégrales de ces équations doivent satisfaire aux autres équations (7). Mais
celan’est possible que dans le cas ou toutes les transformations infinitésimales (4)
s'expriment linéairement au moyen de n — p transformations infinitésimales.
D’otut le théoréme suivant :

Tutorime V. — Si les équations différentielles (7) ont u intégrales, toutes
les transformations infinitésimales s'expriment linéairement au moyen de
n — p transformations infinitésimales.

La réciproque est également vraie.

Tels sont les théorémes les plus importants de la théorie des groupes.

2. — GROUPE IMPRIMITIF.

Nous dirons qu'un groupe de transformations
(1) xi:fi(xly E,OC) (i=1,2,..., n)

est primitif, st 'on ne peut pas éliminer de ces équations tous les paramétres.
Par contre, si des équations (1) on peut éliminer tous les paramétres o, le groupe
sera dit imprimitif.

Il résulte de cette définition que tout groupe dans lequel le nombre des va-
riables 2 qui varient est plus grand que celui des paramétres «, est imprimitif. Mais
il peut arriver que le groupe soit imprimitif lors méme que le nombre des va-
riables & est plus petit que celui des paramétres a.

Montrons comment on peut reconnaitre si le groupe est Primitif. Démontrons
que, dans le cas ot le groupe est imprimilif, on peut, sans nuire a sa généralité,
diminuer le nombre des variables qui varient. _

Supposons que les équations (1), aprés élimination des paramétres, conduisent
aux y équations

(2) Fi(zy ooy Zny @)y ooy )3 Ety Eyy o)== 0 (i==1,2,..., M)
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En exprimant & l'aide de ces équations (* variables  en fonction des autres
‘variables, on mettra les équations sous la forme

(3) i=0i(@yy ooy Tap3 &, 80y e 59 o5 qv) (i=n—p—+1,...,n).

Dans ces équations, les paramétres ¢’ sont de certaines fonctions des variables 2/
et £&. Nous pouvons toujours réduire les paramétres ¢’ au moindre nombre. Les
équations (3) ne doivent pas changer de forme, en substituant aux variables z'
les expressions suivantes

(4) xi':fi(x”: Ey ﬁ) (i=1, 2, ..., 1),

Par cette substitution les équations (3) doivent se transformer en les équations
sulvantes

Zi= 0 ( L1y vy Tneps Eiy Eay o3G5 oe s qv) (l=n—p+1....,n).

Dans ces derniéres équations, les paramétres ¢” s’obtiennent des paramétres ¢’
en remplacant les variables x' par les variables z”. Il en résulte qu’apreés élimina-
tion des paramétres 3 des équations (4), on doit obtenir les équations ‘suivantes

qi(xgy"-)x;z;gha‘b"') :qi(xﬂn' . -’x’z’ﬁgnzm---) (i:I) 2,...,1)).

Ces derniéres équations doivent étre équivalentes aux équations (2), et leur
nombre doit étre le méme. Nous en déduisons le théoréme suivant :

Si le groupe des transformations (1) est imprimitif, on obtient, aprés éli-
mination des paramétres o, une ou plusieurs équations de la Jorme suivante

Qi(2yy ooy X3 &1y &gy .. ) =Qi(2), ..., 23 Eiy Eay - 22) (i=1,2,..., p).

Il résulte des théorémes IV et V (n” 1) que, dans ce cas, les équations (7), n" 1,
ont p intégrales.

On voit donc qu’il est facile de reconnaitre si un groupe est imprimitif.

Le groupe (1) est imprimitif si toutes les transformations infinitésimales

s'expriment linéairement au moyen de n — i (ransformations infinité-
simales.

Soit

q)i(wl’ ceey Ty El’ é:27 "'):d)i(x,p e ey x[’l; Ei; 22’ ---):Vh' (l‘:I, 2, .

sy ).

A l'aide de ces équations, nous pouvons exprimer y. variables z et p variables
correspondantes 2’ en fonction des autres variables. Substituons les variables
ainsi déterminées dans les équations (1). Aprés cela, on pourra rejeter  équa-
tions, attendu qu’elles sont les conséquences des autres équations. En fin de

Fac. de T., 2¢ S., VII. 5()
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compte, nous réduirons le nombre des variables #, mais en méme temps on verra
apparaitre de nouvelles variables 5 (ui restent sans changement.
Cela nous conduit au théoréme suivant :

Dans chaque groupe imprimitif on peut, par une transformation des va-
riables, diminuer le nombre des variables qui varient, mais le groupe devient
alors primitif.

3. — GROUPES IDENTIQUES.

Soit un groupe primitif

(1) zi=fi(2', £, a) (i=1,2, ..., n).

En laissant § et « sans changement, substituons aux variables z et 2’ les autres
variables
(2) yi=fi(y', & &) (I=1, 2, ..., n).

Appelons les groupes ainsi formés groupes identiques.

Supposons que dans le groupe (1) le nombre des variables qui varient soit
plus petit que celui des paramétres.

Nous allons montrer que, dans ce cas, le groupe (1) ne peul pas étre transformé
en groupe identique (2) a l'aide de formules contenant des paramétres arbi-
traires.

Désignons les transformations infinitésimales du groupe (1) par S,, S,, ..., S
En substituant les variables y aux variables 2, nous obtiendrons les transforma-

tions infinitésimales du groupe (2)
"[‘1, T2’ MR Tm'

Ajoutons les équations (2) aux équations (1). Le groupe ainsi obtenu contiendra

2 n variables qui varient. Les transformations infinitésimales de ce groupe seront
(3) SI+T1’ Sz+T2; sy Sm+ Tm'

Il peut arriver que le groupe ainsi formé soit imprimitif. Dans ce cas, les trans-
formations infinitésimales (3) s’expriment linéairement en fonction de 2n —p

transformations infinitésimales. Alors les équations
S, +T,®—=o, S,® 4+ T, ® =o, ceny S, ®+T,d—=0

ont p intégrales. Le nombre p ne doit pas dépasser n; car, dans ce cas, le
groupe (1) serait imprimitif.
Soit p=n. Supposons que toutes les transformations infinitésimales (3)

s’expriment linéairement au moyen de n transformations infinitésimales. Dans ce



GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, ISOMORPHES HOLOEDRIQUES. 4H3

cas, comme cela a été prouvé dans le n®2, nous aurons les équations

d’i("”'l’ veey xn;)’lv ---a)’n; E,ly 5_2! --'):q)i(x’p ceey x;:}’is "'7}':;;51: Ez, ):ﬁz

(i=1,2,...,n).
Ces équations nous donnent

([l) xi:q’i(}/n--'J.)/n;gl,zzv"-;Bl)---,ﬁn) (i:l,2,...,ﬂ),
(5) x:‘:q’i(}';a---,y;; Engzy---;ﬁn---a 5n) (i=1,2,..., n).

Dans ces équations, nous pouvons considérer les quantités 3 comme des para-
métres.

En admettant ce qui préc'f‘:de, les équations (1) se transforment, a I’aide des
formules de transformations (4) et (5), en équations (2).

Appliquons les transformations (4) et (5), plusieuars fois de suite, mais en nous
servant chaque fois de nouveaux paramétres 3. Nous obtiendrons de nouveau des
formules a I'aide desquelles les équations (1) se transformeront en équations (2).
Il en résulte que deux transformations successives laissent la forme des équa-
lions (4) et (5) invariable; en méme temps le nombre des parameélres reste éga-
lement sans changement. Les équations (4) forment donc un groupe dans lequel
le nombre des variables qui varient est égal a celui des paramétres; désignons les

transformations infinitésimales de ce groupe par
(6) 2, 2 ..., 2.

Le groupe (3) est identique au groupe (4); les transformations infinitésimales de
ce groupe s’obtiennent des transformations infinitésimales (6) a P'aide d’une

simple substitution des variables 2’ aux variables z
(7) D D

Les formules (1) et (2) transforment le groupe (4) en un groupe identique (5).
Les transformations infinitésimales (6) se transforment donc 4 I'aide des expres-
sions (1) en lransformations infinitésimales (7); en méme temps, chaque transfor-
mation (6) se transforme en une expression linéaire des transformations infini-
tésimales (7). En vertu du théoréme 1l (n° 1), les équations (1) doivent étre
contenues dans les équations (4); mais cela n’est possible que dans le cas ou le
nombre des paramétres « ne dépasse pas le nombre des parameétres 3.

Nous arrivons donc a la conclusion suivante :

Si, dans un groupe primitif (1), le nombre des variables qui varient est
plus petit que celui des paramétres, ce groupe ne peut pas étre transformé
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en un groupe identique & l’aide de formules contenant des paramétres arbi-
traires.

Par contre, si, dans un groupe primitif (1), le nombre des variables qui varient
est égal a celui des paramétres, ce groupe peut toujours étre transformé en un
groupe identique (2) & l'aide des formules (4) et (5) contenant des paramétres
arbitraires. Dans ce cas, les paramétres 3 peuvent étre exprimés en fonction des
paramétres a, de telle maniére que le groupe (4) soit identique au groupe (1).

4. — REDUCTION D'UN GROUPE A LA FORME COMPLETE.

Soit un groupe primitif
(1) x;=fi(x, & ) (i=1,2,...,n).

Supposons que dans ce groupe le nombre des variables qui varient soit plus
petit que celui des paramétres a.. Ajoutons a ce groupe un groupe identique

(2) yi=fi(yh & a)  (i=1,2,...,n).

Nous obtiendrons un groupe avec 2n variables z et y. Il peut arriver que ce
groupe soit imprimitif; les transformations infinitésimales du groupe s’exprime-
ront alors linéairement au moyen de 27— transformations infinitésimales. 1l a
été démontré dans le n® 3 que p ne doit pas dépasser n.

En vertu du n° 2 nous pouvons diminuer le nombre des variables qui varient
de p. unités. Nous obtiendrons alors un groupe primitif contenant 22—y variables
qui varient. Si dans ce groupe le nombre des variables qui varient est plus petit
que celui des paramétres, nous pourrons appliquer le méme procédé une seconde
fois. On procédera de la méme maniére jusqu’a ce qu’on obtienne un groupe pri-
mitif tel que le nombre des variables y soit égal & celul des paramétres.

Appelons groupe complet tout groape primitif dans lequel le nombre des
variables qui varient est égal a celui des paramétres.

Nous pouvons déduire de ce qui précede le théoréme suivant :

Tout groupe peut étre transformé en groupe complet, par une transfor-
mation de variables et par l’adjonction de groupes identiques.

o

5. — GROUPES I1SOMORPHES HOLOEDRIQUES.

Soit un groupe primitil de transformations

(1) x;=fi(2', E, &) (I=1,2,..., ).
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Soient

0

”dx,

0] .
+.ooo+ X (i=1,2,..., m)

(2) 5. =X o,

J
+Xogo
2

les transformations infinitésimales de ce groupe.
Toute combinaison de ces transformations infinitésimales s’exprime linéaire-

ment au moyen des mémes transformations infinitésimales

(3) SiSk— SkSi= iy Sy+ eireSo 4. . .+ 14 S
Considérons un autre groupe primitif

(4) Yi=o:(y'y 0, B) (T=1,2y...,9).

Supposons que les ordres des deux groupes (1) et (4) soient les mémes, c’est-
a-dire que le nombre des parameétres o soit égal & celui des paramétres B. Le
nombre des variables dans les deux groupes peut étre différent. Soient

0 0 0
(5) Ti:Yii—_""Yi?_"‘—'--‘f‘Yin_
y 0y2 OYn

1

(i=1,2,...,m)

les transformations infinitésimales du groupe (4).

[l peut arriver que les combinaisons des transformations infinitésimales (5)
s’expriment en fonction lindaire des transformations infinitésimales exactement
de la méme maniére que les combinaisons des transformations infinitésimales (2),
c’est-a-dirc que I'on ait

(6) T:Tr—TiTi=ei Ty + e T+ o+ €5 Tons

les coefficients des termes du second membre étant respectivement égaux A ceux
de (3). Si cela a lieu, les deux groupes de transformations infinitésimales (2)
et (3) serontisomorphes holoédrigues, car a chaque transformation infinitésimale
de 'un de ces groupes correspond une transformation infinitésimale de P’autre.
Dans ce cas les groupes finis (1) et (4) portent également le nom de groupes iso-
morphes holoédrigues.

Cherchons a résoudre la question suivante :

Peut-on transformer un groupe en un groupe qui lui soit holoédrique iso-
morphe?

Supposons que le nombre des variables du groupe (4) qui varient ne dépasse
pas celui des variables correspondantes du groupe (1), vS n. Essayons de déduire
le groupe (4) du groupe (1) par une transformation des variables.
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Pour cela formons les équations différentielles
S; & =T;® (i=1,2,...,m).

Substituons a ® successivement )y, ¥, ..., ¥y, €n considérant les variables y
comme des fonctions des variables z, £ et 1. Nous obtiendrons ainsi le systéme
d’équations différentielles

(7) Siy; =Yy, (I=1,2, ..., 05 J=1,2,...,V).

En vertu des égalités (3) et (6) les parenthéses de Poisson formées de deux
quelconques des équations (7) se raménent 4 une combinaison linéaire des mémes
équations. Les équations (7) forment donc un systéme fermé. Un tel systeme
admet toujours des intégrales dont le nombre est égal & celui des fonctions
cherchées y.

On serait tenté d’en conclure que deux groupes isomorphes holoédriques
peuvent étre transformés 'un en 'autre. Mais une telle conclusion r’est pas
Justifiée et voici pourquoi : la théorie générale des équations différentielles aux
dérivées partielles montre que les intégrales existent réellement, mais ces inté-
grales peuvent se présenter sous une forme dont on ne pourrait tirer parti. En
effet, il peut arriver que 'une des intégrales des équations (7) se transforme en
une certaine relation entre les fonctions cherchées y :

F(ri .., v)=o0.

Cette circonstance indique que le groupe (1) ne peut pas étre transformé en
groupe (4). Expliquons-le sur un exemple.
Prenons le groupe saivant :

_ax\+b

T
®) n= cx,+d’

Ly — ——= .
T cx,+d

Ce groupe contient trois paramétres si ad — bc=1. Les transformations infini-
tésimales de ce groupe sont

LA
oz,

S]Z
/) 1 d

So— 2y — + —xy—
2 ’d:c1+2 2oz,

Jd
—x? — Xy g —<—"
S;= 7} oz, + 29,
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Il existe entre ces transformations infinitésimales les relations suivantes
‘ Susz— 8,8,=S8,,
{9) 5;8;—8,8,=128,,
S,S8,—8S;S,=S,.

Prenons ensuite le groupe suivant :

(10) = a’y',—i—atﬁy',—i—ﬁz’ e — 207y + (28 + By) yy + 283
TPy ySyy 8 o VY +ydyy+ 8

Le groupe sera de nouveau du troisiéme ordre si a8 — {3*{ =1. Les transforma-
tions infinitésimales de ce groupe sont

9 L,9
dy, d)’z’

7} 0
T,’: 2y, d_yi + Y2 EZ’

Ti= y;

Y 9
, T’_y‘ysz/, +(}’z—-2}’1)5}—;'

Il existe entre ces transformations infinitésimales les relations suivantes

‘ T‘Tg—TzT‘: Tl’
(11) « TyTs—T;Ty=12T,,
e_ TgTa'— T3T2: T;.

Les formules (9) et (11) montrent que les groupes (8) et (10) sont isomorphes
holoédriques. Essayons de transformer le groupe (8) en groupe (10). Les équa-
tions (77) prennent la forme suivante

ay: dvy _
d_xi—y” a;: =2,
dy, 1 Ay, dy, 1 0y,
w‘()_.z',+;x2 dx2_2y“ xxd—xl—*-axz b‘x—;—/z,
0]’1 d)’i 9()}/2 d}'z
2 Y1 Jr 2 Y2 __ 2
Z1 ox, + 3T 0x, =X #1 ox, T+ E T 0z, =Y:— 20w

Les intégrales de ces équations sont
=i, Ye=12Z4.

Mais ces intégrales ne satisfont pas & notre probléme. Qu’est-ce que I'on peut
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en conclure? Peut-on transformer un groupe en un autre groupe holoédrique iso-
morphe? Il est bien entendu qu’une telle transformation est toujours possible,
mais elle ne se fait pas aussi simplement qu’on pourrait le croire & premiére vue.

Supposons que nous ayons deux groupes isomorphes holoédriques et que I'on
demande de transformer I'un de ces groupes en 'autre. Dans ce but, réduisons
tout d’abord le premier groupe & la forme compléte, en nous servant pour cela du
procédé indiqué dans le n° 4; aprés cela il sera toujours possible de déduire du
groupe complet, par une transformation convenable, n’importe quel autre groupe
isomorphe holoédrique. En effet, si le premier groupe est complet, le nombre des
variables qui varient est égal a celui des paramétres. n = m. On pourra déduire
des équations (7) les dérivées partielles de chacune des variables dépendantes
Y1y -+, ¥v- Nous aurons les différentielles totales des fonctions cherchées y; par
conséquent le probléme se raméne & I'intégration de plusieurs équations aux diffé-
rentielles totales.

Pour la solution de certains problémes particuliers il n’est pas toujours
nécessaire de ramener le premier groupe a la forme compléte, mais il suffit
d’augmenter un certain nombre de fois le nombre des variables qui varient en
ajoutant des groupes identiques.

Nous pouvons en déduire ce qui suit :

Si, par I’adjonction de groupes identiques, on augmente plusieurs fois, dans un
groupe donné, le nombre des variables qui varient, on pourra, par une transfor-
mation des variables, déduire du groupe ainsi obtenu n’importe quel autre groupe
isomorphe holoédrique au premier.

Expliquons ce théoréme sur quelques exemples.

6. — GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A DEUX VARIABLES.

Prenons le groupe suivant

y=ay + bs,
(1) ‘

? s=cy +dz'.

Ce groupe sera du troisiéme ordre, si ad — bc=1. Posons Y — %. Nous aurons
K4
alors
(2) 2 ax' + b
2 _
cx'+d

Ces deux groupes sont isomorphes holoédriques. Le premicr de ces groupes
peut étre facilement transformé en groupe (2). Montrons de quelle facon le



GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, ISOMORPHES HOLOEDRIQUES. 459

groupe (2) se transforme en groupe (1). Triplons pour cela le nombre des
variables du second groupe

(3) x_ax’—l—b x__ax'l-l-b w_ax;—i—b
i '+ d T eri+d’ T cxh+d

Nous pouvons maintenant montrer que 'on peut par une transformation des
variables déduire du groupe (3) le groupe (1).
Les transformations infinitésimales du groupe (3) seront

5 — 9 9 9

1= 9 T dox, o0z,
' /] J J

(4) Sg_—J/‘ (_)5—’—1.’(—);_,—*_1.25@—'2’
—_— 2 0 2 () 2 d

Se=at oz T2 g T %o

Entre ces transformations infinitésimales existent les relation suivantes

8,8, —8,8,=8§,,
8,8;—8§;8,=28,,
$,8;— 8,8,=S,.
Nous devons ensuite trouver les transformations infinitésimales du groupe (1)

sous une forme telle qu’elles correspondent aux transformations infinitési-
males (4). Les transformations infinitésimales cherchées seront

0 7}
L=y M=ty hE—ag

Ces transformations infinitésimales correspondent réellement aux transforma-
tions infinitésimales (4), puisque I'on a

) T,T,— T,T,= T,
T, Ts— Ty T, = 2T,,
TzTa—‘ T;T,=T..

Formons maintenant les équations différentielles

$,®=T,®, 8, 0=T,0, S,0=T,0.
Fac. de T., 2° S., VIIL.

¢

6o
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Substituons successivement y et 34 ®:

L o Oy, 05 95 95 _
ox " Oz, w9z 0z, T 0w )
%y 9y dy _ 1 3 s dz 1
T T 9, T g, T T3 T g Ty, T 5
2 0¥ 2 0¥ LIy , 03 , 03 , 0%
x%_i_x’?,_’_%d—xz——-“’ Tz T Eigg, TG, =0

Tirons de ces équations les dérivées partielles des fonctions y et z; avec ces
dérivées partielles formons les différentielles totales; nous obtiendrons les équa-
Lions suivantes

(2 —2y) (2 — 2y) (2, — x,) dy
— L@} — 23) 02 + (23— 2?) 0y +- (2 — 1) O3]
+ s[(@) — 23) 0x + (xy— x) Oz, + (2 — 2,) 0z, ] = o.

(x—z) (2 —25) (21— ;) 03

—yl@1 2 (21— 25) 0 + 2y 2 (2 — ) 02y + 22| (2 — 2,) Oy ]

+ 2@} — 23) 02 + (2} — 2?) g + (2 — 23) 0y ] = o.

Les intégrales de ces équations seront

Az +~Bz,+ Cx, Az, z,+ Bx,z 4+ Czr,

V@—a)(@—an) (@i—ms)

(5) »y=

b
V(e —zy) (# — 23) (2, — @)
ou les constantes sont liées par la relation

(6) A+B+C=o.

Le résultat que nous venons de trouver peut étre vérifié de la facon suivante :
transformons les variables , x, et x, d’aprés les formules (3). Les variables y et z
définies par les formules (5) pourront se transformer linéairement si entre les
trois constantes A, B et C il existe la relation (6).

7. — GrourE LINEAIRE NON HOMOGENE A DEUX VARIABLES.

Prenons le groupe de transformation suivant

xy=alz|+ bz + ¢,

(1)

xy=a x|+ b x,+c.
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Ce groupe conlient six paramétres. Les transformations infinitésimales de ce
groupe sont

P Y 0
S’_dxl, Sz_—dx,’ Ss—x'd—xl’

(2) /] Jd /]
85::1?2 5;2’ Ss:wzd.l’" Ss:xl 5.1‘2‘

Prenons ensuile le groupe suivanl

_ady, =V By
* MTame T =

Montrons que ces deux groupes sont isomorphes holoédriques. Les transforma-
tions infinitésimales du groupe (3) sont

/) a d /]
Tl—gﬁ, Tg—}’i W;’ Tg——-‘}ﬁﬁl‘ +y2()—_}’2’
(4)
T=—y, 2, T=—2, =y . 0
= J’id},i’ 5— ())’1’ s—.}idyl )’1]20‘}/2

En formant les combinaisons des transformations infinitésimales (2) ainsi que
les combinaisons des transformations infinitésimales (4), nous verrons facilement
que les groupes donnés sont isomorphes holoédriques.

Les transformations infinitésimales correspondantes ont les mémes index. Il en
résulte que I'un de ces groupes peut étre transformé en l'autre.

Montrons comment transformer le groupe (1) en groupe (3). En doublant le
nombre des variables du groupe (1) nous obtiendrons le groupe suivant

5) ry=dz +ba,+c, L=dl+ b+,

Ty=ax\+ bz, +ec, ba=ali+bi,+c.

De ce groupe on peut, par une transformation des variables, -déduire le
groupe (3). Les variables y, et 5, sont données par les équations différentielles
suivantes

Oyy | 9y _ AR d.}’z»_
dx1+dgl—0, ()—x‘+ E—-l,
dy, dy, ay, dys _
0z, T 05 =% 9z, T og v
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et .
9y dy, , C0ys . 0Ya
ndxl"‘zx'd-z——)u @xa;l-i—&—dz——}’z,
ay, dyy dy,s dys o
‘Z‘Ed‘rz—‘—g‘! déz— yl’ x2d~x2+£2—d'2;_07
oy » Oy dys = dys _
20—‘2"1 C.ed;éi———'ly xzdxl_l-”g—f_l_o’
dy dy R dys dys
ld_’ +E,l ()22‘ =Y Zy diz‘i‘gl‘dg:)ﬁ)'?-
Les intégrales de ces équations sont
__xl—gx . _E.wz—-im
N= ‘TQ'—EZ, T zy— &y

Telles sont les formules qui servent pour transformer le groupe (3) en

groupe (3).

Montrons maintenant la solution du probléme inverse :

Transformer le

groupe (3) en groupe (1). Doublons pour cela le nombre des variables du
groupe (3), nous obtiendrons le groupe suivant

1= alylx_b’

T ay, b7

(6) Y
_an—b

Ny = ———‘an,l_b >

yo = BYat Y
? ay,+0b
— any+Bny+y.
P —

De ce groupe, par une lransformation des variables, on peut déduire le
groupe (1). Les variables z, et 2, peuvent étre déterminées a I'aide des équations

différentielles suivantes

9y
0y,

dx,
-— =1,
(}'nz

9z,
yid}.z

oxy _
‘()‘ﬂz -

dx, dx,
, —o,

.}’1@1‘ —r‘ﬂxd—m—

dx,

yzm"*"n

9zy L 97

dy: dny
(0% 08

Jid}’z nld'ﬂg— .
02y | o 9% o

yld}’l ‘ﬂxdm-— 29
9%y |\ 0, 9% — 4

)’20)/2 nzdng— 2y
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et
dz, Oxy » ox, + ox, — %
dy‘ d'l]l - b ()}’1 ()ﬂl -7
ox ox Odr
2 1 ) 1 . 1 . | S
. — +N;5— S+ 3. =0
Y1 d)’l -+ Ny 0111 +_}’1.}2dy2 Ny N2 o1, ’
20x2+n20<v2+ d—wg—}—r'n %—x
i d.}’: 10711 Y1)Ye d)'z i1 20.'.‘ — H1e
Les intégrales de ces équations sont
:I;l:“/h_}’r—“fh}’z’ wz_____)'z_'ﬂz.
Yi— Yi—

Telles sont les formules qui servent pour transformer le groupe (6) en groupe (1).

8. —_ GROUPE DE TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES DE TROIS COORDONNEES

A ORIGINE FIXE.

Prenons le groupe linéaire isomorphe a deux variables

0 ( xy=ax|+ bxy,
I
Zy=cx| + dz,.

Ce groupe sera du troisiéme ordre si ad — bc =1.

Elevons ces équations au carré et prenons-en le produit. Nous aurons

2 2 2 !t 2 .02
ri=at !+ 2abx\ x, + b 22,
—_— a2 4 ! 12
Zy Xy = acxy +(ad + be) x|y xy + bd x'?,
xl=c?* 2?2+ 2cdx\ 2, + B>z,

A z}, 2 xs, ] substituons respectivement y,, ¥., ¥;.

Nous obtiendrons ainsi un groupe de transformations a trois variables

ri=aty\+ 2aby, + b2y},

(2) Yr=acy+(ad + bc)y,+ bdy,,
\ Ys=ct Y+ 2cdy, + Ay

Le groupe formé ainsi sera imprimitif. En éliminant les paramétres, nous
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obtiendrons
(3) Yi=N1Ys=)7 — 1Y
Faisons un changement de variables au moyen des formules
) 3’1:51\/:1—4-33, y:,:zi\/:?— Sy Y= %a.
Nous aurons le groupe suivant

~l - - -
a s+ B s,+y 3,

I

1

———
13

(5) {

0

s= o' 5\ + B sy + ¥ 55,

I

——
13

" n ot ” !
3 oz + Gty 53

Le groupe formé ainsi n’est autre que le groupe de transformations orthogonales
de trois coordonnées, car ’égalité (3) se transforme en

-1

-~ —-;-/ »I rv’
+ 51+ 53 =57 4+ 57 4 5.

Y

-~
<

Nous voyons donc que le groupe de transformations orthogonales 4 trois coor-
données (5) est isomorphe holoédrique au groupe de transformations linéaires
homogénes (1). Montrons comment I'un de ces groupes se transforme en 'autre.

Faisons observer tout d’abord que le groupe des transformations orthogo-
nales (5) se transforme, & I'aide des formules (4), en groupe (2). Du groupe (2)
on peut déduire le groupe (1) si nous posons

— 2 — — g2
Y1= 1 Y2 Z1 T2 Y3s=Zs

Les mémes formules servent pour passer du groupe (1) au groupe (2), mais
alors les variables sont liées par la relation suivante

Yi= 1y
Pour éviter cette relation il faut doubler le nombre des variables du groupe (1)

x,=ax| + bxy, Ly=ak| + bE,,

zy=cx+dzy,, L=ck +dE.
De ce dernier groupe nous pouvons déduire le groupe (2) en posant

yi==zi+&, Y=, &+ Eibay Yi=x3+ &
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9. ad GROUPE DE TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES DE TROIS COORDONNEES

A ORIGINE VARIABLE.

Prenons le groupe de transformations orthogonales de trois coordonnées a ori-

gine variable
s=a s+ B s5+y 33+,

(1) sy=a' s+ B 5,4+ y' 55+ 0,
zs: /Iz/l + @//z; + 7//'z/3 + 6//.

Entre les neuf coefficients des coordonnées nouvelles il existe six relations
connues. Montrons que ce groupe est isomorphe holoédrique au suivant

cxi+d xh+ad' 22+ b2+
(2) ryg=—, z,—= =2 L S (be — ad =1).
azxy+ b (ax |+ b)

Tout d’abord, a I'aide des formules (4), n° 8, le groupe (1) peut étre ramené a
la forme suivante
n=A*yi+ 2ABy;, +B? y,+ A,
y2=ACy, +(AD +BC)y,+ BDy;+ B/,
ys=C yi+ 20Dy, +D*y,+
(AD —BC=1).

(3)

Il faut montrer que les deux derniers groupes sont isomorphes holoédriques.

Les transformations infinitésimales du groupe (2) sont

9J . J 5, 0
R =t
4
(/]
— — . — 2 9 2.
S, = 9z S;=a, oz, + &z, 9z S¢=x} 9z +2z,x2dx2

Les transformations infinitésimales du groupe (3) sont

/ m o d T — I d — d
I‘l_‘"d_‘y—‘" r2 Ed‘}’z‘ 3— 0)/3’
'r 2y () + __d_.
= 2) 20}’ Y3 d_}’z,
(3) { 9 5
Ts: Y1 0]’ _)’35‘7;7
Te==r15y, =215,
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Si nous formons les combinaisons des transformations infinitésimales (4), ainsi
que les combinaisons des transformations infinitésimales (5), nous verrons aisé-
ment que les groupes donnés sont isomorphes holoédriques.

Les transformations infinitésimales correspondantes ont les mémes index.

Nous laissons au lecteur le soin de trouver lui-méme les formules qui permettent
de transformer 'un de ces groupes en Vautre.

CoxcLUSION..

Les exemples que nous venons d’indiquer prouvent que quelquefois deux
groupes, trés différents quant & leur aspect extérieur, peuvent étre transformés
I'un en T'autre pourvu que nous puissions constater que ces groupes sont 1so-
morphes holoédriques.

Deux groupes isomorphes holoédriques peuvent toujours étre transformés 'un
en 'autre, indépendamment du nombre des variables dans chaque groupe.

Ce théoréme réduit considérablement le nombre de groupes différents. Il nous
conduit & nous occuper du probléme trés important de la réduction d’un groupe
donné a sa plus simple expression avec le moindre nombre de variables.

Nous avons l'intention de consacrer encore deux Mémoires a ce sujet.

Dans le deuxi¢éme nous montrerons de quelle facon n'importe quel groupe peut
étre ramené 4 une forme rationnelle avee le moindre nombre de variables. Dans
le troisiéme nous étudierons les propriétés de cette forme rationnelle afin de la

ramener a sa plus simple expression.



