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GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS,
ISOMORPHES HOLOÉDRIQUES,

PAR M. W. ERMAKOFF,
Professeur à l’ V ni B’ersité de Kief.

On rencontre souvent dans l’analyse des expressions qui ne changent pas de
forme lorsqu’on effectue certaines transformations contenant des constantes arbi-
traires. C’est ainsi que la somme des carrés des coordonnées se transforme en une

somme des carrés des coordonnées nouvelles par toute transformation des coor-
données rectangulaires ayant même origine. Sophus Lie le premier a appelé l’at-
tention sur de telles formules de transformation. Il a donné à ces formules le nom
de groupes de transformations continus.

Soit un groupe continu de transformations

Dans ces expressions ~z~, ..., am sont des paramètres arbitraires. Pour abréger,
nous écrirons ces équations sous la forme suivante

Il est convenu d’appeler ordre du groupe le nombre des paramètres a entrant
dans ces expressions. Pour que les équations (i) forment bien un groupe, il faut

que la forme des équations (y ne change pas par les transformations de
l’ensemble. Montrons à quoi revient cette conditiun. Effectuons sur les va-

riables x’ une transformation définie par les mêmes équations, mais avec d’autres
paramètres

Si des équations (i) et (2) nous éliminons les variables x’, nous devons obtenir
des équations dont la forme sera la même que celle des équations (i)



444

Le nombre des paramètres c doit être égal à celui des paramètres a, seu)ement
les paramètres c seront exprimés en fonctions des paramètres a et b.

Si cette condition est satisfaite, les équations (i) formeront un groupe de trans-
formations continu.

Dans chaque groupe continu on peut faire un changement de variables. Soit

En éliminant, des équations (i) et (3) les variables x et x’, nous obtiendrons le

même groupe exprimé à l’aide des variables nouvelles

On peut de même faire un changement de paramètres en posant

Après cela, les équations (4) prendront la forme suivante

Deux groupes, tels que (t) et (5), qui peuvent ainsi être transformés l’un en
l’autre par une transformation des variables et des paramètres, ont reçu de Sophus
Lie le nom de groupes continus semblables (ännlich).

Le premier Mémoire de Sophus Lie sur la théorie des groupes continus a paru
dans les Göttinger Nachrichten, en I874. Un Mémoire plus complet a paru en
1880 dans le Tome XVI des Mathematische Annalen. Au début, Sophus Lie
s’était proposé de rechercher tous les groupes à une et à deux variables. Dans le
cas d’une variable, tous les groupes peuvent être ramenés par une transformation

de la variable au groupe linéaire entier ou fractionnaire. Le nombre de paramètres
d’un tel groupe ne dépasse pas trois. Dans le cas de deux variables, le nombre

des différents groupes se trouve être supérieur à vingt; parmi ces groupes il y en
a qui ont un nombre quelconque de paramètres arbitraires. Si nous voulions con-
tinuer ces recherches dans le cas de trois variables, nous trouverions une telle

quantité de différents groupes qu’il serait difficile de les énumérer.

Sophus Lie a montré que d’un groupe continu fini (1) on peut déduire un

groupe de transformations infinitésimales et vice versa, un groupe de transfor-
mations infinitésimales engendre un groupe fini en différentiant les équations. Si

nous désignons les transformations infinitésimales par des symboles, nous obtien-

drons un groupe symbolique S~, S2, ..., Sm, tel que SiS,t-SkSi est une fonction
linéaire des mêmes symboles. Cette propriété ne change pas lorsqu’on effectue



sur les symboles une transformation linéaire. On pourrait faire l’algèbre des
symboles satisfaisant à la condition précédente. Ce problème, quoique très com-
pliqué, admet une solution simple. On peut, en outre, montrer de quelle façon
on peut passer d’un groupe symbolique à un groupe fini.

Il apparaît que le passage d’un groupe symbolique à un groupe fini peut être
effectué de façons très variées; on peut obtenir ainsi des groupes qui ne peuvent

.plus être transformés les uns en les autres. Prenons, par exemple, un groupe de
trois symboles que l’on rencontre fréquemment. Les symboles de ce groupe satis-
font aux équations .

On peut trouver trois groupes finis engendrés par ce groupe symbolique.
Premier groupe. - C’est le groupe de transformations à une variable

Deuxième groupe. -- C’est le groupe de transformations à deux variables

Troisième groupe. - C’est le groupe de transformations orthogonales de trois
coordonnées

Il existe entre les neuf coefficients du dernier groupe six relations connues.
Sophus Lie (1) donne aux groupes finis engendrés par un même groupe syrn-

bolique le nom de groupes isomorphes holoédriques (holoedrisch isomorphen
ou gleichzusammengesetzten).

Les trois groupes ci-dessus ne peuvent pas être transformés l’un en l’autre pour
cette raison bien simple qu’ils ne contiennent pas un même nombre de variables.
Il en résulte que les groupes isomorphes holoédriques ne peuvent pas toujours
être transformés les uns dans les autres. Dans le Chapitre XIX de son Ouvrage,

( t ) Theorie der Transformationsgruppen, Ie~ Abschnitt, 888, Chapitre XVII.



Sophus Lie indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux groupes
soient semblables, c’est-à-dire pour que l’un de ces groupes puisse être transformé
en l’autre. Il résulte de ces recherches que les groupes continus présentent une
variété infinie; de sorte qu’il est impossible de les réduire à un nombre restreint
de types. Une fois cette constatation faite, Sophus Lie et plusieurs autres mathé-
maticiens après lui se mirent à étudier les propriétés particulières des groupes.
On en a trouvé un très grand nombre et la littérature concernant la théorie des

groupes a pris une très vaste extension et a perdu, par conséquent, une partie de
son Intérêt.

En réalité, l’affirmation dont je viens de parler est inexacte. Je surprendrai cer-
tainement beaucoup tous ceux qui se sont occupés de la théorie des groupes en
disant que deux groupes isomorphes holoédriques peuvent toujoursétre trans-
formés l’un en l’autre indépendamment du nombre des variables de chaque
groupe. ..

En effet,, les propriétés du groupe restent les mêmes lorsqu’on augmente un
nombre quelconque de fois le nombre des variables. Si, dans un groupe donné,
on augmente un certain nombre de fois le nombre des variables, on pourra tou-

jours en déduire, par une transformation des variables, tout autre groupe iso-

morphe holoédrique au premier. La méthode à suivre pour faire une telle trans-
formation sera exposée plus loin.
Le théorème énoncé étant supposé vrai, on voit clairement l’importance du

problème de la réduction d’un groupe continu à sa plus simple expression avec le
minimum de variables. J’ai l’intention de consacrer trois Mémoires à l’étude de

ces questions. Dans le présent Mémoire, je démontre le théorème énoncé plus
haut, et je l’explique par quelques exemples. Dans le deuxième, je montrerai de

quelle façon un groupe continu peut être ramené à une forme rationnelle avec le
minimum de variables. Dans le troisième, je m’occuperai en détails de la forme la

plus simple d’un groupe continu.
Faisons tout d’abord une remarque. Dans le cas le plus général, le groupe peut

contenir des variables de deux espèces; celles qui varient et celles qui restent
sans changement. Ainsi, dans le groupe

la variable y ne varie pas. La variable qui ne varie pas peut être remplacée par
une constante pourvu que l’ordre du groupe reste le même, c’est-à-dire que le

nombre de paramètres indépendants ne change pas. Tant que y est regardée
comme une variable, le groupe ci-dessus possède trois paramètres; mais~ si nous

regardons y comme une constante, nous n’aurons que deux paramètres : a et
b + cy. Dans le groupe



les variables y et z ne changent pas. L’ordre de ce groupe ne sera pas modifié si

nous donnons à l’une de ces variables une valeur déterminée quelconque, par
exemple z ~ I. .

~, 2014 PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES GROUPES CONTINUS.

Pour ne pas faire de renvois, énumérons brièvement les propriétés essentielles
des groupes continus. On trouvera la démonstration de ces propriétés dans un

grand nombre d’ouvrages.
Soit un groupe continu

Dans ce groupe, les x représentent les variables qui varient, ~ les variables qui
ne varient pas, a les paramètres.
Le nombre des quantités de chaque espèce peut être quelconque. Dans chaque

groupe nous réduisons toujours les paramètres au plus petit nombre possible.
Faisons observer que le nombre des paramètres ne peut pas être réduit, s’il est

impossible de choisir les constantes C,, ..., Cm de façon que les équations

deviennent des identités.

Prenons les dérivées des fonctions (i) par rapport à un paramètre quelconque,
et formons l’expression différentielle suivante

Dans cette expression, les coefficients des dérivées partielles .2014 sont des fonc-
tions des variables x’, ; et des paramètres a. Mais des équations (t) nous pouvons
tirer les variables x’ en fonction des variables x, ; et des paramètres a. Les coeffi-
cients de l’expression (3) pourront donc être regardés comme des fonctions des
variables x, ~ et des paramètres a. Dans ce cas, comme on le prouve dans la

théorie générale des groupes continus, l’expression (3) peut être mise sous la

forme suivante

Les coefficients Ah y sont des fonctions des paramètres seuls et ne dépendent
pas des variables x et ç. Quant à 5~~, 5~2, . ,., Sm, ce sont des expressions différen-



tielles

Les coefficients de ces expressions sont des fonctions des variables x et ç et ne
dépendent pas des paramètres a. ,
Sophus Lie a donné aux expressions différentielles (4) le nom de transforma-

tions infinitésimales.
Une combinaison de deux transformations infinitésimales quelconques s’exprime

linéairement à l’aide des mêmes transformations Infinitésimales

Dans le second membre, les coefficients Eikj sont des nombres qui ne dépendent .

ni des paramètres a, ni des variables x et ~. Les transformations infinitésimales S,,
S2, ..., Sm qui satisfont à cette condition forment un groupe de transformations

Le groupe des transformations infinitésimales (4) est identique au groupe de
transformations fini (1) dans ce sens que l’un des deux découle de l’autre.
Pour déduire d’un groupe de transformations infinitésimales (4) un groupe

fini (i) on procédera de la façon suivante : Formons les équations différentielles

Choisissons les constantes d’intégration de façon que, pour une valeur particu-
lière du paramètre oci, les variables x,, ..., xn se réduisent respectivement ~
x’1, ..., x;t. Nous obtiendrons ainsi un groupe de transformations d’ordre ccn,
c’est-à-dire un groupe de transformations à un seul paramètre

En combinant ces groupes entre eux, nous aurons le groupe de transforma-

tions (I).
Entre un groupe de transformations fini (I) et le groupe de transformations

infinitésimales (4) il existe encore une autre relation importante. Transformons
les expressions différentielles (4) en introduisant des variables nouvelles x’ à

l’aide des équations (I). Nous aurons les équations suivantes

Dans ces équations S; s’obtient de l’expression (4) par une simple substitution



des variables x’ aux variables x. Quant aux coefficients ils ne dépendent pas
des variables x’ et 03BE et sont des fonctions des.paramètres a seuls.
Nous arrivons ainsi au théorème suivant :

. THÉORÈME I. - Toute transformation infinitésimale (4) se transfornie à
l’aide des équations (1) en une fonction linéaire des mêmes transformations
infinitésimales.

On doit y ajouter le théorème réciproque suivant : :

THÉORÈME II. - Si toute transformation infinitésimale (4) se transforme
à l’aide d’équations quelconques

en une.fonction linéaire des mêmes transformations infinitésimales, les équa-
tions (6) sont contenues dans les équations (1).

On doit entendre par là qu’on peut donner aux paramètres ce des valeurs telles

que les équations (t) deviennent identiques aux équations (6).
Faisons observer ensuite qu’entre les transformations infinitésimales (4) il ne

doit pas exister de relation linéaire à coefficients constants. En effet, si une telle

relation existait, il existerait également une relation semblable entre les expressions
différentielles (3) 

- - - -- - -

Cette relation se décompose en équations ( 2), ce qui est impossible si les para-
mètres 03B1 sont réduits au moindre nombre. Il en résulte le théorème suivant :

THÉORÈME Ill. - Si les pananiètres a sont réduits au moindre nonzbre, il

pas entre les transformations infinitésimales (4) de relation linéaire
à coefficients constants.

Pourtant, il peut exister entre les transformations infinitésimales (4~ des rela-
tions linéaires à coefficients dépendant des variables x et ~. De telles relations
existent toujours si le nombre des variables qui varient est inférieur à celui des
paramètres a.
Le théorème suivant a, en outre, lieu :

THÉORÈME IV. - Si les équations différentielles

ont une intégrale commune



cette fonction ne change pas par les transformations (I)

Dans le cas général, les équations (7) peuvent avoir pv intégrales communes.
Pour trouver ces intégrales, il suffit d’intégrer les n - UL équations différentielles

Les intégrales de ces équations doivent satisfaire aux autres équations (~). Mais
cela n’est possible que dans le cas où toutes les transformations infinitésimales (4)
s’expriment linéairement au moyen de /~ 2014 [A transformations infinitésimales.

D’où le théorème suivant :

THÉORÈME V. - Si les équations différentielles (7) ont  intégrales, toutes
les transformations infinitésimales s’expriment linéairement au moyen de
n - u transformations infinitésimales.

La réciproque est également vraie.
Tels sont les théorèmes les plus importants de la théorie des groupes.

2. - GROUPE IMPRIMITIF.

Nous dirons qu’un groupe de transformations

est primitif, si l’on ne peut pas éliminer de ces équations tous les paramètres.
Par contre, si des équations (i) on peut éliminer tous les paramètres a, le groupe
sera dit .

Il résulte de cette définition que tout groupe dans lequel le nombre des va-
riables x qui varient est plus grand que celui des paramètres x, est imprimitif. Mais
il peut arriver que le groupe soit imprimitif lors même que le nombre des va-
riables x est plus petit que celui des paramètres a.
Montrons comment on peut reconnaître si le groupe est primitif. Démontrons

que, dans le cas où le groupe est imprimitif, on peut, sans nuire à sa généralité,
diminuer le nombre des variables qui varient. ,

Supposons que les équations (i), après élimination des paramètres, conduisent
aux p équations



En exprimant à l’aide de ces équations p variables x en fonction des autres
,variables, on mettra les équations sous la forme

Dans ces équations, les paramètres q’sont de certaines fonctions des variables ,x’
et 1. Nous pouvons toujours réduire les paramètres q’ au moindre nombre. Les
équations (3) ne doivent pas changer de forme, en substituant aux variables x’
les expressions suivantes

Par cette substitu tion les équations (3) doivent se transformer en les équations
suivantes

. Dans ces dernières équations, les paramètres q" s’obtiennent des paramètres q’
en remplaçant les variables x’ par les variables x". Il en résulte qu’après élirnina-
tion des paramètres ~ des équations (4), on doit obtenir les équations suivantes

Ces dernières équations doivent être équivalentes aux équations (2), et leur
nombre doit être le même. Nous en déduisons le théorème siiivitiit :

Si le des transformations y) est imprimitif, on obtient, après éli-
mination des paramètres a, une ou plusieurs équations de la forme suivante

Il résulte des théorèmes IV et V (n" ~1 ~ que, dans ce cas, les équations (7 ), n" 1 ,
ont p intégrales.
On voit donc est facile de reconnaître si un groupe est imprimitif.
Le groupe (y est imprimitif si toutes les transformations infinitésimales

.s’expriment linéairement au moyen de n - p transformations infinité-
simales.

Soi t

A l’aide de ces équations, nous pouvons exprimer p variables x et p variables
correspondantes x’ en fonction des autres variables. Substituons les variables
ainsi déterminées dans les équations (i). Après cela, on pourra rejeter p équa-
tions, attendu qu’elles sont les conséquences des autres équations. En fin de



compte, nous réduirons le nombre des variables x, mais en même temps on verra

apparaître de nouvelles variables ~ qui restent sans changement.
Cela nous conduit au théorème suivant : :

Dans chaque groupe imnprimitif on peut, par une transformation des va-
riables, diminuer le nombre des variables qui varient, mais le groupe devient
alors primitif.

3. - GROUPES IDENTIQUES.

Soit un groupe primitif

En laissant ç et a sans changement, substituons aux variables x et x’ les autres
variables

Appelons les groupes ainsi formés groupes identiques.
Supposons que dans le groupe nonzbre des variables qui varient soit

plus petit que celui des paramètres.
Nous allons montrer que, dans ce cas, le groupe (i) ne peut pas être transformé

en groupe identique (2) à l’aide de formules contenant des paramètres arbi-
traires.

Désignons les transformations infinitésimales du groupe (t) par S. , S~, ..., Sm.
En substituant les variables y aux variables x, nous obtiendrons les transforma-

tions infinitésimales du groupe (2)

Ajoutons les équations (2) aux équations (i). Le groupe ainsi obtenu contiendra
2n variables qui varient. Les transformations infinitésimales de ce groupe seront

Il peut arriver que le groupe ainsi forme soit imprimitif. Dans ce cas, les trans-
formations infinitésimales (3) s’expriment linéairement en fonction de 
transformations infinitésimales. Alors les équations

ont p. intégrales. Le nombre ~, ne doit pas dépasser n ; car, dans ce cas, le

groupe (i) serait im primitif.
Soit ~, ~ n. Supposons que toutes les transformations infinitésimales (3)

s’expriment linéairement au moyen de n transformations infinitésimales. Dans ce



cas, comme cela a été prouvé dans le n° 2, nous aurons les équations

Ces équations nous donnent

Dans ces équations, nous pouvons considérer les quantités 3 comme des para-
mètres.

En admettant ce qui précède, les équations (i) se transforment, à l’aide des
formules de transformations (4) et ( 5 ), en équations (2).

Appliquons les transformations (4) et (5), plusieurs fois de suite, mais en nous
servant chaque fois de nouveaux paramètres fi. Nous obtiendrons de nouveau des
formules à l’aide desquelles les équations (i) se transformeront en équations (2).
Il en résulte que deux transformations successives laissent la forme des équa-
tions (4) et (5) invariable; en même temps le nombre des paramètres reste éga-
lement sans changement. Les équations (4) forment donc un groupe dans lequel
le nombre des variables qui varient est égal à celui des paramètres; désignons les
transformations infinitésimales de ce groupe par

Le groupe (5) est identique au groupe (4); les transformations infinitésimales de
ce groupe s’obtiennent des transformations infinitésimales (6) à l’aide d’une

simple substitution des variables x’ aux variables x ,

Les formules (i) et (2) transforment le groupe (4) en un groupe identique (5).
Les transformations infinitésimales (6) se transforment donc à l’aide des expres-
sions (i) en transformations infinitésimales (~~; en même tenips, chaque transfor-
mation (6) se transforme en une expression linéaire des transformations infini-
tésimales (7). En vertu du théorème Il (n° 1), les équations (I) doivent être
contenues dans les équations (4); mais cela n’est possible que dans le cas où le
nombre des paramètres a ne dépasse pas le nombre des paramètres 8.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : :

Si, dans un groupe primitif (1), le nombre des variables qui varient est
plus petit que celui des paramètres, ce groupe ne peut pas être transformé



en un identique à l’aide de forni ules con tenant des paramètres
traires.

Par contre, si, dans un groupe primitif (1), le nombre des variables qui varient
est égal à celui des paramètres, ce groupe peut toujours être transformé en un
groupe identique (2) à l’aide des formules (4) et (5) contenant des paramètres
arbitraires. Dans ce cas, les paramètres 03B2 peuvent être exprimés en fonction des
paramètres a, de telle manière que le groupe (4) soit identique au groupe (i).

4. - RÉDUCTION D’UN GROUPE A LA FORME COMPLÈTE.

Soit un groupe primitif

Supposons que dans ce groupe le nombre des variables x qui varient soit plus
petit que celui des paramètres rt.. Ajoutons à ce groupe un groupe identique

Nous obtiendrons un groupe avec 2n variables x et y. Il peut arriver que ce

groupe soit imprimitif; les transformations infinitésimales du groupe s’exprime-
ront alors linéairement au moyen de 2 n- ~ transformations infinitésimales. Il a

été démontré dans le n° 3 que ~, ne doit pas dépasser n.
En vertu du n° 2 nous pouvons diminuer le nombre des variables qui varient

de p unités. Nous obtiendrons alors un groupe primitif contenant 2n-~u variables

qui varient. Si dans ce groupe le nombre des variables qui varient est plus petit
que celui des paramètres, nous pourrons appliquer le même procédé une seconde
fois. On procédera de la même manière jusque ce qu’on obtienne un groupe pri-
mitif tel que le nombre des variables y soit égal à celui des paramètres.

Appelons groupe complet tout groupe primitif dans lequel le nombre des

variables qui varient est égal à celui des paramètres.
Nous pouvons déduire de ce qui précède le théorème suivant : :

Tout groupe peut être transformé en complet, par une transfor-
mation de variables et par l’adjonction de gnoccpes identiques.

5. - GROUPES ISOMORPHES HOLOÉDRIQUES.

Soit un groupe primitif de transformations



Soient

les transformions infinitésimales de ce groupe.
Toute combinaison de ces transformations infinitésimales s’exprime linéaire-

ment au moyen des mêmes transformations infinitésimales

Considérons un autre groupe primitif

Supposons que les ordres des deux groupes (i) et (4) soient les mêmes, c’est-
à-dire que le nombre des paramètres a soit égal à celui des paramètres 6. Le
nombre des variables dans les deux groupes peut être différent. Soient

les transformations Infinitésimales du groupe (4).
Il peut arriver que les combinaisons des transformations infinitésimales (5)

s’expriment en fonction linéaire des transformations infinitésimales exactement
de la même manière que les combinaisons des transformations infinitésimales (2),
c’est-à-dirc que l’on ait

les coefficients des termes du second membre étant respectivement égaux à ceux
de (3). Si cela a lieu, les deux groupes de transformations infinitésimales (2)
et (5) seront isomorphes holoédriques, car à chaque transformation infinitésimale
de l’un de ces groupes correspond une transformation infinitésimale de l’autre.
Dans ce cas les groupes finis (i) et (4) portent également le nom de groupes iso-
morphes holoédriques.

Cherchons à résoudre la question suivante : :

Peut-on transformer un groupe en un groupe qui lui soit holoédrique iso-
morphe?

Supposons que le nombre des variables du groupe (4) qui varient ne dépasse
pas celui des variables correspondantes du groupe (1), v ~ n. Essayons de déduire
le groupe (4) du groupe (1) par une transformation des variables.


