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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE I’UNIVERSITE DE TOULOUSE.

ACTION D'UNE MASSE INTRAMERCURIELLE

SUR

LA LONGITUDE DE LA LUNE,

Par M. D. SAINT-BLANCAT,

Astronome-Adjoint & 1’Observatoire de Toulouse.

AVANT-PROPOS.

La théorie de la Lune est loin de concorder avec l'observation, qui a mis en
évidence d’importantes perturbations ne pouvant, selon toute apparence, se
rattacher aux actions des masses connues du systéme solaire.

L’une de ces inégalités a, comme on sait, une amplitude d’environ une demi-
minute d’arc, avec une période évaluée & 273 ans. D’autres, & coefficients plus
faibles, sont manifestes. En outre, la valeur théorique de I'accélération séculaire
n’est pas vérifiée par I'ensemble des observations d’anciennes éclipses.

N’y a-t-il pas lieu de se demander si, parmi les causes capables de produire ces
écarts entre le calcul et I'observation, il ne conviendrait pas de considérer I'action
d’une masse voisine du Soleil?

Sans rien préjuger de l'existence d’un tel corps, j’ai cru intéressant de
rechercher 'ordre de grandeur des perturbations que pourrait occasionner sur la
longitude de la Lune une planéte intramercurielle convenablement placée. Il s’agit
d’inégalités a longue période, les seules qui puissent étre sensibles dans ce cas.

J’ai trouvé que, pour une trentaine d’orbites d’un tel astre, I'inégalité de 273 ans
de période pourrait étre attribuée & une masse au plus égale & celle de Mercure.
Dans le cas de plusieurs orbites, la masse nécessaire serait voisine de celle de notre
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2 D. SAINT-BLANCAT.

satellite. Pour deux d’entre elles, la douziéme partie de Mercure suffirait. Enfin,
des masses beaucoup plus faibles fourniraient de fortes inégalités a trés longue
période.

Les résultats auxquels je suis parvenu montrent donc quelle serait I'importance,
au point de vue du mouvement de la Lune, de l'existence de faibles masses
intramercurielles, pour des orbites déterminées.

L’explication des anomalies du mouvement de la Lune préoccupe les astro-
nomes depuis un demi-siécle. Pensant que, dans I'état actuel, nulle tentative en
vue d’une solution possible ne doit étre négligée, il m’a semblé que ces nouvelles
recherches n'étaient pas superflues et pouvaient avoir de ’intérét.

Je tiens & dire que, si ce travail obtient quelque estime, la meilleure part en
reviendra @ mon jeune maitre, M. Andoyer. Je lui exprime toute ma reconnais-
sance pour avoir bien voulu m’aider de ses précieux conseils et de ses bieuveillants

encouragements (').

INTRODUCTION.

Considérons la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative a

’action d’une planéte,
R:ZAcose, §=iL+ L'+ L'+ o,

ou L, L', L” désignent les longitudes moyennes de la Lune, de la Terre et de la
planéte; &, 7, ¢’ trois nombres entiers positifs, négatifs ou égaux a zéro; A et w
des quantités dépendant des autres éléments des orbites des trois corps.

Soit 8o le mouvement diurne d’un angle variable ¢. La période de 'argument 6,
exprimée en années, sera p = %[6—' .

Supposons le mouvement diurne 8L” de la planéte tel que, pour un sysiéme de
valeurs de ¢, 7, i, p soit trés grand et A d'un ordre peu élevé par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons. On congoit qu’alors le terme A cosl puisse
donner lieu a une inégalité sensible de la longitude de la Lune. Il est aisé¢ de voir
que ce fait ne pourra se produire pour une planéte intérieure a Mercure si 'on n’a
pas simultanément Z et i’ différents de zéro.

On est ainsi conduit & envisager I’équation

0 =z,

(1) Je dois remercier aussi le Comité des Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, et en particulier son secrétaire, M. Cosserat, du symptahique accueil qu'ils ont fait

a mon travail en I'acceptant pour leur Revue.
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¢ désignant un trés petit angle, de quelques secondes seulement. Si PPon prend
¢ =13", on a une période de 273 ans. Clest le cas de I'inégalité empirique bien
connue de la longitude de la Lune.

L’équation précédente détermine le moyen mouvement SL” d’une planéte
supposée. On peut en déduire le demi-grand axe et par suite le coefficient A, en
laissant arbitraires au besoin ’excentricité et 'inclinaison. Il ne reste ensuite qu’a
étudier par les procédés habituels la grandeur de 'inégalité correspondante,
suivant la masse assignée a la planéte.

Nous avons examiné a ce point de vue tous les termes de R jusqu’au second
ordre.

Pour nos calculs numériques, nous avons fait le choix particulier de la période
de 273 ans, dont nous venons de parler. Nous avons adopté en outre, dans tous
les cas, une masse agissante égale & s55357g, trés voisine de celle de Mercure.

Mais nous montrerons comment on peul passer i une période et & une masse
différentes, en partant des résultats obtenus dans ’hypothése précédente. Nous
déterminerons par exemple, pour chaque orbite supposée, la masse capable de
produire I'inégalité empirique.

Jindiquerai 1'ordre de ce travail par I’énumération succincte des matiéres qui
composent les six paragraphes dans lesquels je I'ai divisé.

I. Développement de la fonction perturbatrice relative a l’action directe. Je
me suis borné aux termes du second ordre, ceux d’ordre supérieur ne pouvant
donner lieu qu’a des inégalités trés faibles. En outre, je n’ai conservé dans chaque
coefficient que les termes principaux.

II. Fonction perturbatrice relative a I'action indirecte. En appelant R’ la fonc-
tion perturbatrice du mouvement de la Lune correspondant au Soleil, j’ai
développé R’ au méme degré d’approximation que R. En ce qui concerne les
perturbations produites par la planéte sur les coordonnées de la Terre, j’ai poussé
le développement jusqu’au second ordre également.

HI. Jexpose dans ce paragraphe une méthode inédite, due & M. Andoyer, sur
le mouvement d’un systéme formé de deux couples de corps éloignés, tel que le
syst¢tme Soleil-planéte d'une part et Terre-Lune d’autre part. Cette nouvelle
méthode m’a permis d’avoir une vérification de 'ensemble de mes calculs.

IV. Recherche des inégalités numériques des ordres zéro et un.
V. Etude des inégalités du second ordre.

VI. Formes diverses des résultats.
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I. — FONCTION PERTURBATRICE RELATIVE A L’ACTION DIRECTE.

1. Soient, parallélement & trois axes rectangulaires de directions invariables,
z, ¥, % et & x, les coordonnées géocentriques de la Lune et de la planéte
perturbatrice, ', 3/, 5" et 2", y’, 2" les coordonnées héliocentriques de la Terre
et de la planéte. Soient, en outre, r le rayon.vecteur de la Lune rapportée a la
Terre, 7' et 7’ ceux de la Terre et de la planéte rapportées au Soleil.

Nous désignons par f le coefficient d’attraction, par m" la masse de la planéte,
el nous posons

N=E—z)P+—y)+ (=257 D=2+n+0

On a alors, pour la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative a
I'action de la planéte, I'expression suivante

(1 ZE+yn—+ 3L
R=pm (5 — L),

En posant
re=xf{+yn—+ 3¢,

nous avons
A2=D24+r2—arg

1
(1 rt—arg\ 2
a=p\'"T T )

Il nous suffit de développer le crochet du second membre jusqu’au quatriéme

et, par suite,

terme, en négligeant les termes en 7%, Il vient

’-2 r
[TERENE

1

D

—
Q
ICENSY
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o
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A
. I . .,
Nous poavons supprimer dans R le terme p’ qui est indépendant des coor-

données de la Lune. Nous écrirons

R=/m"(R;+ R,),

en posant

(1) Ri=—-— +

r? 3 r2e? 3 rs 5 r3g3
)3 2 2

[CRE
—

r2 ro. .y .
R, est de Pordre de -7 et R., de I'ordre de rod Cette derniére partie de la fonc-
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tion perturbatrice a en facteur la parallaxe solaire. Les termes qui lui corres-
pondent, dits termes parallactiques, peuvent étre considérés comme du second
ordre. Par conséquent mnous n’avons pas a développer R, par rapport aux
inclinaisons et aux excenlricilés, puisque nous nous proposons d’obtenir le
développement de R jusqu’au second ordre seulement.

2

. . . . 3 r
Considérons D’expression ci-dessus de R,. En ajoutant et retranchant i D et

désignant 262 — D2 par P, nous pouvons écrire

R, I 3

2 __p-3o 2pPDP-s

3 4D + 4PD .

Nous avons a développer celte quantité par rapport aux inclinaisons et aux

excenlricités, en négligeant le troisiéme ordre.

2. Désignons par H, H', H" les angles des couples de rayons vecteurs r’ et r’,
1" et r,retr, respectivement.

Soient ¢ la longitude vraie de la Lune, rapportée a la Terre, ¢’ et ¢" celles de la
Terre et de la planéte, rapportées au Soleil; s, s, s” les latitudes correspondantes;
A, ¥, 2" les longitudes dans l'orbite, en prenant pour plan fondamental des
coordonnées I'écliptique a une certaine date. ' -

Soient, en outre, E le pc‘)»le de cet écliptique, M, M, M" les points ou les
rayons r, 1/, r’ percent la sphére céleste. Alors le triangle sphérique EM'M”

donne
cosH —=sins’sins" -+ coss’ coss” cos (¢' — o").

Or, en désignant par Z, 7/, ¢" les inclinaisons des trois orbites sur I'écliptique et
par h, B', A" les longitudes des nceuds, on a

sins' = sin ¢’ sin (A — &'), sins” = siné’ sin(A"— A"),
coss’ cos (¢v'— h') = cos(A' — R'), coss"cos(¢"— A") = cos(A" — R"),
coss’sin (¢'— A') = cosi' sin (M — '), coss”sin (¢" — A") = cosi" sin (A" — A").

;! I
Par suite, en désignant sin -, sin - ! ¢ bt Sducti
y signant sin 3’ sin 3 par vy et ')/, on obuent, toutes réductions

faites,

cosH=rcos (XN —2") —2y2sin(X — A')sin (A" — A') — 29" sin (A" — A" )sin (N — A"
+ 47 y"Vi— 92 /1— ¢ sin (N — k') sin (M — A")
+4}/27”2 Sin()\l__h/) Siﬂ()\”— h/l) COS(k’~ Il”).

Cette formule est rigoureuse. En ne conservant que les termes du second ordre

et en remplagant les produits de sinus par des sommes de cosinus, d’apreés les
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formules connues, il vient
(2) cosH=cos(M—2") +y"2[cos(N+ A" — 2h') — cos (N — )]
+ 7”2[COS()\/+ )\I/__ 2hl/)_cos(x1_ )\”)]
— 2y y"[cos (N + N — k' — h") — cos(X — N — I + H")].

On aura les expressions analogues de cos H', cos H” en accentuant convena-

blement les lettres dans la formule précédente.
Retenons seulement pour Pinstant que, 2, o/, of désignant des quantités du

second ordre par rapport aux inclinaisons, nous pouvons écrire
cosH =cos(M — ") + «,
cosH —cos(M"— 1A )+ o,

cosH" =cos(A — 1)+ o'

3. Revenons a D et P. On peut écrire d’abord

DE=r24r2— 27 r"cosH;

uis, comme
puis,
{=5"—2,

£: ' — ', n :}’”'—_)”,

nous aurons

/
r

%) =r"cosH'—r' cosH”

et, enfin,
P=120>—D*=r"2cosaH"+ r">cosaH'— 2r'r"(2 cosH' cosH" — cosH).

L, . . . "__.
Désignons par d et p ce que deviennent D et P lorsqu’on fait a = o'=a"=o,
c’est-a-dire Y =y'=y'=o0; en d’aulres termes, quand on remplace cosH, cosH’,

cosH” respectivement par cos(N —1"), cos(X"—2%), cos(h—1N).

En posant
N—N=ug, 2A—N—N=14,

I W

on a
d*=r?4+r*—ar'rcoso,

p =r"cos(Yy— @)+ r"2cos(Y+ @) —2r'r"cosy.

Des relations qui définissent ¢ el J on tire

WD T2 Jal SRR S VO
2 2
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Par conséquent, pour déduire les expressions de D et P de celles de d et p, il

. -+ _— .
suffit de donner a coso, cos Y (P, cos Y—e les accroissements o, o/, o.
Py P > y Xy

Or on a, pour les accroissements de d et p correspondants,

! Wl

rr-o
od = — 7
op = Z;r”cosq) d ”+4r”2cosq)_:@a’—2 Y ”<2a cos@a—za”cos@—a)

__4(,.1/ [ ”)<I'”COS¢_;_(P —r’COSLL‘q))—{—ZI‘II'”OK.

2

R ..
Alors r_‘: peut s’écrire

R1 I 3 1 3
B gy S pas e a( Las S pas).
R A 1 ”(4 - 7pd)

7 2
L’expression de 'accroissement est

(o)

e ?'.d*“ad — I—5-pd_66d + zd“i‘ép

l
:Z rred3+3(r'e' —r'a ”)(r cos —r’cosq" > >d— 45 "r"padT.

Pour avoir le développement de cette expression, il suffit de remplacer ., o, o
par leurs valeurs précédemment trouvées, que 1'on peut d’ailleurs simplifier en
faisant y'= 0. On a ainsi

a =y"[cos(N + M — 2A") — cos(M—A")],

a' =y"[cos(X +2"—2h") —cos(h — N)] +y*[cos(h + N —2h) —cos (A — A")]
'_27}’”[005(7\—|—7\”—h— }l”)— COS()\”——)\ —/l"+ /l)],

a'=1y* [cos(M + A —2h) —cos(N—1)].

Il faut aussi substituer a d—5 et d-7 les développements bien connus et définis
par les formules suivantes

I " . I N L .
r'id- = > 2 e cos o, r'd-1—= S Zf(”cosz(p.
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A
. . r

On obtient alors, en faisant — = 8,
-

(3) r*a(éd44_%pd_ﬁ
2 al
= 7w 2| § Betcosi
-+ Egéﬁ[coS(xb — @)+ B2cos(Y-+o)—2Bcosy]a fcosig
-+ gﬁ(ﬁ coskp__:_cf — cos _4’_:_‘?> o eth) cosig

(ﬁ cos i? — cos 4»_;13) a’e) cosio (

[CRNEN]

et, en remplacant les produits de cosinus par des sommes,

(4) r2o <% d—3.+ i—:pd—5>
r2

= — Z [% Bae®) cosip + gﬁaf”)cos(icp +{¢—0)

r's

+ -%sﬁ%z S@Weos (g +d+o¢) — [—45-@20: S®cos (i + )

-+ g @’a’e“”cos(z’go + 4%25 — g B oc’e“'>cos<i<p+ u)
/

2

— %B a”e(”COS<l’q)+£i——cP> + §0(” e(i)COS<iCP+qJ—(P>j|-
2 2 2 2

" Jai établi cette formule parce qu’elle sera utile au paragraphe I1I, pour 'appli-
cation de la méthode de M. Andoyer. Pour le développement que nous poursui-
vons, il n’était pas nécessaire de passer par cette forme de accroissement en
fonction des inclinaisons. Que 'on parte, en effet, de 'une ou de I'autre des
expressions (3) et (4), les calculs sont également simples, en tenant compte des

relations

cosp 2 kM cosiK = 2 k® cos (t(K+ p),
COS)Cosq‘ kD cosiK = ~ k”)[cos(iK—i—p—i—q)+cos(iK+p—q)].
t 2

Dans I'expression définitive du développement, on peut remplacer les rayons
vecteurs r, 7', 1" par les demi-grands axes a, ', @’ et les longitudes A N, W par
les longitudes moyennes L, L/, L".

Nous poserons

(5) d=L'—L', ¢&=2L—L L

3 et 3, sont les valeurs de ¢ et ¢ quand on néglige les excentricités.
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Dans les termes ou I'argument est i8 ou i + 2L — 2 A, il s’introduit au coeffi-
cient le facteur
(14 B?) et)— B(el+) 4 gli-),

Si 'on considére le développement

-

-3
(1+pB2—2Bcosg) *= 5 2 ¢ cosio,
I’ expression précédente n’est autre chose que ¢, En effet, on a
Zc(” cosigp = (1+ B2—2f cosy) 2 el cosig
=(1 +ﬁ"’)z el cosigp — 52 ecos(i +1)9 + cos(i—1)9]

= (1—1—(52)2 el cosio — @E eVcosip — 62 eti+t) cosig,

égalité qui met en évidence la relation & démontrer.
Nous avons tenu compte de celte simplification.
On a finalement, pour le développement cherché,

(A) Z—,Zzgcos 0 [—— gyﬂcm_ 27”2<@2 eld) 1 éﬁe(i—1)>:|

~+ cos(id+9,) [_ % <7‘?e<i+1>_ i_ﬁem_,_ ?: gze(m)>
+ 7“(% Bed — g @wi—n)
- /’2(‘—2@fw—‘—5(32f<f~*>+‘~563f<f—2>)
— 1 (gere e Sg) |
+ Cos(id-+2L —ah) <+ %y%”’)

3

-+ cos(i0+2L" — 24") Z@see(z) + = @e(z 1))

~<

+cos(i6+2L—2L”—lz+lz”) yy ( g eli-+1) 4 ;@ze(z) )
_J
; V4 3 3
+COS(l8—|—2L—/I—-h ) YY < ; eld) 4 = 5 ﬁe(z+l)>
; n” n 3 3
+cos(id—2L"+/A-+1") 7}’ < ; Bretd) -2 . Beti+ ))
. 3 3
+cos(id+h—A") y«, < = Bret) — S Be z+1)>
2

Fac. de 7., 2¢ S., IX. 2
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a2
) el
~+€08({d-+0, 4 2L"— 2h") | y"* < % [ lgﬁ B fli-n)

L

. o (15, 5., 15
+Cos(id-+ 2L al") | 1 (i—6 8 f<‘+”—1—8—§32 f<l+”+1—6 B fw)]

-+ cos({0+0y—2L +2h ) Ly“ <§ eli+t) gﬁe("’ -+ gﬁ%‘““)
]

15 , 3 . 3 N\
(33 fli-2) 4 T s2p0i-1)__ T3 pli)
TP +4f) ¢ 458 >

.

Nous montrerons plus loin que les fonctions de e@ et f@ qui entrent dans les
coefficienls peuvent étre exprimées par des séries ordonnées suivant les puissances
de 8, de méme que e et f@. Dans Particle suivant, 'une de ces fonclions a une

importance plus grande que dans le développement précédent, parce qu'elle

intervient, en outre, par ses dérivées successives par rapport & . Clest l'ex-

pression
el — 5B el - Breli-))

qui est facteur de T dans les termes ci-dessus ayant pour arguments ¢8 - g,

etid 48, —al.4+ ah.

4. Nous avons encore a développer

,-e<%d—3+ gpw)

suivant les puissances des excentricilés. On a

r? | B R
1 d i = — 2 —cteosio
o :

rpd d= ;Ts[cos(up— 0) —2f cosd + 32 cos(up—i—cp)]zge(” cosio

l ; ! ; .s
=7m; 2 o8 (i¢ -+ &) (el — 2 Belh) 4 B2eii=1))

7

22 1 . .
= 5 5 Mg cos(io + ),

!

gl = eli+1) — o Beld) 4= Breli-1) e = el — 9 B eli) - BRelinn),

Comme on le voit, gt et g=9) sont généralement différents; ils ne sont égaux

que pour £ =o0.

11 vient alors

(6) r <%d-3—|— zpd- > - é I—,Z ¥ cosio +% %3 Eg“) cos(io—+ ).
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Nous poserons
i) 2 o (f)
(D) — (3dg“ ol — @32 g ,
51 — dﬁ > 52 — d§2

de méme que

Les termes du second membre de (6) sont de la forme

,-2
F= mmcosM,

ot m désigne soit ¢?, soit g et M I'un des angles 79 et ip + . Le coefficient m
est une [onction de 3.

Proposons-nous de développer cette fonction F par la formule de Taylor, jus-
qu’au second ordre. C’est une fonction des quatre variables r, ', r/, M.

Les dérivées du premier ordre sont

JoF ar oF 3r? rer’
— —_ — !
55 =AM cosM, 97 = 7% m cosM 5 m cos M,
JoF rro JF re .
W:;ﬂm COSM, m:——ﬁnlSIHM

en désignant par m' la dérivée de m par rapport a §.
Soit de méme m” la dérivée seconde; nous poserons aussi

dm .d*m
mlzﬁ%, m2:ﬁ" d—ﬁ!.

On a alors pour les dérivées secondes de F

0*F 2 0*F 12r? 8rir” rer’:
ar: = e m cosM, ar'z = 775 m cos M + r's m' cosM + T m’ cosM,
0*F r2 02F r?
/4
— = —m"cosM —— — — — M COS
or' — s ’ oM? r's M,
0*F 6r orr’

e — . ! 3

or = mm cosM 5 m cosM,
0*F ar 0*F 2r

, .
—— — —m/ cosM —— = — —_msin
aror’ — plt ’ dr oM r's M,
J0?F 4r? rep’
JE— ! n
——— —=— —m' cosM — —— m” cosM,
drl dr// r/s r/G OSM
0*F 3r2 rer’ 0*F r?
. s . ;.
orroM — px msinM o+ misinM, Gy = — Jpm! sin M.
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Soient rp, 1o/, 170" les accroissements de r, r/, 1, i celui de M. 1l vient alors,
pour le développement cherché,

°

(7) F:%[cosM(nl —1—2pm—~3p’m—p’m,—f-p”ml—|—p‘zm—;-69’2m_;_49"-’;711

I I I
+ gp’zmg—l— 5 p"tm,— S Kim—6pp'm

—2pp'my+2pp" my—4 P’P”mx—P’p”m)

+SinM<—-— pm —zpme—i—3p.p’m+p.p’ml-—yp”mi>] .

. , rr . .
Nous allons appliquer cette formule au développement de mc(” cosip et

r: . .
— old ; 1 /
de & cos(Zo + ) successivement, en donnant aux accroissements e, oy ..

les valeurs convenables.

5. Occupons-nous d’abord de la premiére de ces deux expressions. On a. e dési-
P P )
gnant excentricité, { 'anomalie moyenne,

e e . 5 .
p:—ecosl—l—;——;coszl, oA =2esinl 4 Se?sin2/,

4

et les quantités analogues ¢/, ¢’, ..., en accentuant les lettres.
On en déduit, jusqu’aux termes du second ordre,

2 2 ! !
92:%—1—%00521, pp'= %cos(lq—l’)—i—%cos(l——l’),

. . 5 . 5 .
93 :i(Qe’ sinl'— 2¢" sinl" 4~ Ze”‘ sina2 ! — Ze”z smzl”),

(8) P =i*[2¢*+2e"*—2e'?cosal —2e"2cosal/+ fe'e” cos({ + I')—Le'e" cos(I'—1")],

pp =—tee' [sin({'+{)+ sin({ — )] —+ iee’[sin(L + {) + sin(" — 1)],
po =—ie’* sinal 4 ie'e’[sin(L—+U') —+sin(lf— )],
pp'=—1ie'e"[sin({'+ ") +sin({' — I")] + ée" sin2 I'.

Il vient alors, en remplagant M par £§ et en ne conservant que les termes prin-
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cipaux dans chaque coefficient, s’il en existe de plusieurs ordres,

2

1 r . .
(B) 3 752 cdcosio

:%2[ cosio

c“')> +ecos(id + 1) (— %c”’)

+e€' cos(id+0')

+e* cos(id+ 2!)

+e" cos(id+ ") (._ icu‘)_ fl—ic(‘n)

+e'* cos(id+27)

+ €"* cos(id + 20") —

(

(

(-*=

+‘ee’c05(i6+l—l’)( 2i_gc“')——véc“">)

(e ger

(

(

(

. 3 r . .

6. Passons au développement de g %g“) cos(ip + ¢). Nous avons les mémes
expressions de g, o', o". Quant & p, c’est 'accroissement de (A — ") 4 2k — N — V',
On a alors

. 5, . . . 5 ..
pr=rhesinl+ ;e2 sin2l + (i —1)(2¢€ sinl + Ze” sm2l’>
. o 5 ...
—(I+1)(2e sml”-i—ze”*smzl” ,
pr=38e* —8e*cosal+2(i —1)e?—a(i—1)%e2cos2l + 2 ({ +1)%e"?
—2(+1)*e"?cos2l"—8(i—r1)ee'[cos (L + ') — cos({— )]

+ 8(i+1)ee"[cos({+ ") —cos({—1")]
+4(2—1)e'e"[cos(I 4+ ") — cos (I — I")],
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et
pp =—2e*sinal— (i —1)ee'[sin (I + () + sin (/' — {)]
+ (f+1)ee’[sin(l"+ {) +sin (" — 1)],
pp' =—z2ee'[sin({+ ')+ sin({ —V')] — (i —1)e?sin2l
+ (i+1)e'e[sin({+ ) +sin("—1')],
pp'=—2ee"[sin({+ U") +sin({—{")]

— (=) e [sin({ + V') +sin({'—I")] + (£ +1)e"sin2 V.

[l ne faut pas oublier, pour opérer les réductions de termes semblables, que g9
est différent de g,

Par suite des relations (35), i¢ + ¢ devient 20 -+ 8,. On n’a conservé dans le
coefficient de cos(i8 + 8,) que les termes principaux.

Ici m, m,, m, doivent étre remplacés par g@, g0, 2, dans I'application de la
formule (7). Il vient

5 o5 3, 8 cos(ig+ )

8 a'?

2 .
:.?_’-?—2% COS(i6+61) (g(i))+ecos(za+6l+l)( (l))
+e cos(id+8,— 1) (—3gW)
+e¢ cos({o+0,+ ') [ <i+ %) g0+ ,;_g(ii)]
. [ . 5 P S

+é cos(id+0,— ') _.<L_ _.> gD —é":)]
L 2 2

+eé" cos(id 40,4+ 1") |—(i+1) g¥— __g(li)]
L

+é' cos(id+0,— ") ] (i+1) é’”’—éé’f)]

+e? cos(id+ ;4 20) (g¥) + e*cos(id + 6, — 2!) <§ g("))

Sgirs . ai
+e' cos(i8+8,+gl')<u§’L g4 22 o(n')+8g¥’>

4 —231—{—39

+ € cos(id+0,—21") g+ Z 42 g+ 8g2 )

(l)
4 +8g2

l +I3t—|— N2+ : ;
4 9 g(;)__ 4 ()+ Sg;)>

+-€"2 cos ({0 +0,+ 20")

+e"? cos(id+ 0;—21")

<41 +3i— g0 20+ @
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(€) 310 g cos(io+ )

(suite)

2
_—_§ a—25+ee’cos(z'6+61+l+l’

20+ 1
8 '3 L | 2

(i) ()
g0+ - 8 )

6i—15
2

+ee' cos(0+06,—1—1) g —

6 N 3
tee cos(id+o0,—1+1) _’Lg g® @

+eé cos(id+ o0 +1+1") ([+1)g(l)._.£.g

+e ¢ cos(id+0,+1 —l’)( 5;“ (:)_,_%w)
[ )]

. 3 .
+eecos(id+0,—1—1") - 3(i+1) g4 =gl

+ece'cos(i0+0,+1—1") L (i+1) gO— ég(p-
+ee"cos(id+0,—l+1") : 3(i+1) g+ g (0

+e'e"cos(i0+ 0+ U+ 1") L“%g“’—(i—&— 1 g — %g;n?
+e'e"cos(i0+0,—U'—1") ;:21'2_._;3&?&,(1)_,_ (i—1) g — 46’(2”7
e cos(i8 4 8,4 I—1") L&_jli g ' Z;g;ﬂ
+e'e’cos(i0+ 0, — '+ 1") —21_23:_5 g —aglh —gs’”>g'

7. 1l nous reste a trouver les termes parallactiques, qui sonl donnés par la

partie de la fonction perturbatrice que nous avons appelée Ry, formules (1).

On a

R, 390 52
[ ) 2 D7
En posant
Q:a’a— %lﬁ ’
on peut écrire
R, 3 . 5 .
F—gd’]) +§QD R

Rappelons que nous avons posé

og=1"cosH — " cosH’, D2=r24 2= 927" r" cosH.
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On peut faire ici
r—=a, r=d, r=ad’, cosH =cos(\—1"),

en négligeant les excentricités el les inclinaisons, les termes parallactiques ayant

a c 14 : oy
en facteur - considéré comme une quantité du second ordre.

Alors
c=a"cos()"—21)— a'cos(A—1'), D*=a'?+ a"*— 2a'a" cos(N —1");
par suite

o?=a"*cos?(A"— 1) —a'®cos?(A—1")

— 3a'a" cos? (A" — ) cos(A —A') +3a%a" cos(A — A) cos?(A—1'),

et, en lenant compte des relations trigonométriques

3 1
coso + -

10

cosda = cosda,

1

1 I
cos*a Cos &' = _ cos '+ 4005(2a+ a') + -

4

cos(2a —o'),

il vient
3 3 3 " 1 "3 " 3 3 ! 1 13 !
o' =ga" cos(M—2) + Za cos3 (M —2A) — 7° cos(A—N)— 7° cos3(A—1")
3 3 3 '
— ;a’a”zcos(l—— Ay — Za’a"2 cos(2A" —2 —2)— Za’a”2 cos(22"—32A+ %)
3 /A 3 2 " " 3 "
+ Ea/“a” cos(A—2A)+ Za”a’ cos(A—2A +2") + Za”a cos(3A — 2 —2").

On trouve pareillement

Do = (a’*+ a")a’ cos (X" — 1) — (a*+ a"*)a’ cos(A— V') —a'a" cos(N—1)

—a'a?cos(2M—A—1N)+ a?a’ cos(A — 1) + a’?a’ cos (A + A"—2}');

Q=— Zl*-a“"cos?:()\—)\’) + %a’”‘ cos3 (A —A")
3 3
~7 a'acos(2M— 3%+ 1)+ Za”a”cos(.@)\ — 2N —2A"),
Les excentricilés étant négligées, on peut remplacer A, X', 1" par L, L/, L”, ou

plutdt par les expressions (5) de ces angles, déja introduites dans l'autre partie
de la fouction perturbatrice.
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On obtient finalement pour les termes parallactiques

3 -
D) Ry= %; 2005(1‘6—1— 4, 6).%(_3(1')4_56”_1))

2

\Y ; 9 —9) 5 (i) (i—1) 2 f(i—2)_ B33 £(i—3
N cos (i3 22 J (03B =3 U B0 .

L’ensemble des termes des expressions (A), (B), (C), (D) constitue le dévelop-
pement, jusqu’au second ordre, de la fonction perturbatrice relative & 1'action

directe de la planéte sur la Lune.

II. — FONCTION PERTURBATRICE RELATIVE A L’ACTION INDIRECTE.

8. Soit R’ la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune provenant du
Soleil. Elle dépend des coordonnées héliocentriques de la Terre, 2/, ', 5'. Les
valeurs de 2/, ', ' qui entrent dans I'expression de R’ sont celles qui résultent
seulement des aclions mutuelles du Soleil, de la Terre el de la Lune. C’est avec
ces valeurs qu’est établie, dans une premiére approximation, la théorie de la Lune.

Mais, si l'on considére 'action d’une planéte sur le systéme de ces trois corps,
il peut en résulter pour z', y', 5 des accroissements dx', 8y', 85’ trés sensibles
dans bien des cas et dont il faut tenir compte pour la théorie de la Lune.

On aura donc & adjoindre a la fonction perturbatrice R, étudiée dans le para-
graphe précédent, la quantité

! ! !
L g%ay' +

—ox'

0z'.

C’est 3R’ qui est la source de 'action indirecte de la planéte sur la Lune. On
dit encore que c’est 'action de la planéte réfléckie par le Soleil

La fonction perturbatrice R, étudiée dans le paragraphe précédent, contient
aussi les coordonnées 2/, y/, .’. Par suite, laction indirecte de la planéte a pour

effet un accroissement de R,

oR = 3—26x’+ g—yli,(?_}"—l— ggéz’.
Il semble donc que l'on doive tenir compte aussi de cette variation de R.
Mais R a en facteur la masse m” de la planéte; par suite, un terme provenant
de 3R sera, par rapport au terme correspondant de ¢R/, de I'ordre de m". Et, dans
le cas spécial des planétes que nous considérons, cette masse est trés faible, car
nous ne recherchons que des masses au plus égales a celle de Mercure.
Fac. de T., 2° S., IX. 3
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9. Revenons & R’. Soit F la distance angulaire du Soleil et de la Lune, vus de
la Terre. Négligeons la masse de la Lune devant celle de la Terre et celle de la
Terre devant celle du Soleil. Nous avons alors, d’aprés M. Andoyer, Théorie de
la Lune [ Scientia (Phys. math.), n° 17, p. 10],

rs

2
R'= /m’ [r—u(— 4+ §cos‘-’]9‘> + — (— §cosF+ §cos:‘F>:|.
r 2 2 ) r 2 2

Soient ¢ et s la longitude vraie et la latitude de la Lune rapportée a la Terre,
v/ et s’ les coordonnées analogues de la Terre rapportée au Soleil. Celles du

Soleil rapporté a la Terre étant alors m + ¢’ et — §', on a

cosF —=—sinssins’— coss coss’ cos(¢v —¢').

Comme s et s’ peuvenl étre prises pour de petiles quantités du premier ordre,

nous pouvons écrire, en négligeant le quatriéme ordre,
. 52 5’2
coslF = —ss' — <1-— ;) <1— ~ cos(v —¢');

d’ou, avec la méme approximation
b )

1
cos?F = — + ~cos2(v — ¢')
2 2
L s? '
—————— cos2(v —¢') — —cos2(¢ — ¢')+ 255’ cos (v —¢').
2 2 2 . 2
Dans cosF et cos3F, on peut négliger les termes du second ordre en s et s/,
car cosF et cos3F seront multipliés dans R’ par un facteur qui est lui-méme du
second ordre.

Nous aurons alors

cosF =— cos(v — ¢'), cos’F =— %cos(v — ') — %0053(0—0’).
Par suite
(9) ﬁﬂ’: —rr,ia [% - —Zcosz(v—-— v') — %sz— ZSI2— —Zs’ cos2(v—y¢')

— %s’z cos2(v — ¢') + 3ss' cos(v — v’)]

rs 3 , 5 ,
+ 7 [—gcos(v— o) — §c053(v——c )].

La fonction perturbatrice du mouvement de la Lune relative a I'action indirecte
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de la planéte sera donc, avec ces nouvelles variables,

,OR or' IR’ JoR’

[ 5 YIC S
oR o9 + o5 os'.

—%or @ U o
Comme la latitude s’ de la Terre 4 un instant quelconque est une quanlité trés

pelite, nous pourrons faire s'= o0, mais aprés la différentiation seulement.

On a

1 OR arr[ 3 9 y 9.,. 9., .
Wa};?_" — _Z—ZCOSZ(V_‘)+ZS +ZS cos2(v —¢')
arif 3 , 5 ,

—|—-ﬁ—_ ;cos(v—v)+;cos3(v-—-v)],

! dR’—- [ 3 H / 3 2 i :) !
Fml o0 — 7 i ;SIHZ(V—t)ﬁ;S smz(«—v)]

+ ,.L/a —gsin ("_V’)—% Sin3(v—v')],
1 JR - 3r oo
Fm o TR s cos( - )s

¢ ¢t ¢' sont les longitudes vraies. Proposons-nous d’introduire dans les expressions
précédentes les longitudes dans I'orbite X et ), ainsi que nous 'avons fail pour R.

Il faut tenir compte par conséquent de la réduction a 'écliptique. On a

. .l
¢ =X —y? sin2f, 7 =sin_,

./
'

¢ =N —y?sinaf, y’:sin;,

en désignant par § et §' les arguments de la latitude.
Nous n’avans pas besoin d’appliquer cette correction a sin(¢—¢'), sin3 (v — '),
cos(¢—+') et cos3 (v —¢'), car elle est du second ordre et lcs facteurs dans lesquels

entrent ces quanlilés sont au moins du premier ordre. Il suffit d’appliquer la
réduction a I'écliptique & I'argument 20 —2¢/ :

20—2¢'=2(A—14)—2y*sin20 + 2y'2sin26'".

Remarquons cn outre que I'on peut faire y'=o.
On a alors

1 JR’ a'r? 3
JWQ,W.: W[_ P %cosa(l——l’)—i—%s?—i— %320052(7\—7\’)

+ %ygcosz()\w M+ 0) — %?29052(1—7\"‘ 9)]

al ,'3

3 S 5
-+ W I:ECOS()\—-A’)—F ;COS?)()\-')\,):I.
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Et en remplacant s par sa valeur approchée 2y sinf,

Jm dr e

alog
7[5

1 dR’ a’r2 3 9 , a3 Ny 5 ,
[—Z—Zcosg()\—)\ )] +ﬁ[;cos()\— A )+5c053(7\—1 )]

cos20 -+ gcosz()\—)\’)— gcos-z(l—l’— 6)]

N [©

Pareillement

! 2 3 4
f_rln—' %%_ = —]% [g sina(l—l’)] + %; [—-gsin()\-——)\’)—l—gasinB(}—N)]
2
(E) { —I—}"’%[——BSinz()\——W)—k3sin2(7\—-)\’—6)],

'_‘m/—3 [sm(k—x'+9)_sm(x—x'_6)]
Jm' os' /
10. Il reste a développer par rapport aux excentricités les quantités qui n’ont
ad . .
pas en facteur y ou i Nous allons appliquer la formule (7) que nous avons
établie au n° 4.

!
D’abord, dans a’%lri,, nous avons

4 r/m- 4 fm
JoF 3ar ar JF a'r?
or — 2 77_2 v cos2 (2 — 1), or' 3 r's
aF _9ga 2’F 3a 9a ,
TO—T) " b GRS weesa—)
oO*F 7o, 0°F ' '
dr’2:_l5a’,‘; 4 )y W:ﬁ%—r—:Si—,;cosz(l——N),
0*F _arnr - , 0*F ,
d()\ )\,)2 QTCOSQ(A-—X ), m-—g Sln2()\'—)\),
0*F ar? .
m:——]SWsmz()\——)\’).

Soient
r=a-+ap, r'=a'+a'p, A—WVN=L—L'+p.

Nous avons donné au n° 5 les valeurs (8) de ces accroissements et calculé leurs
carrés et leurs produits deux a deux. En les appliquant au cas actuel, on aura

I'expression cherchée.
!

, (- oR’ s
On a d’abord, en désignant par <a = | la partie de @’ (ue nous avons a

ar'

ar'
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développer, ainsi que nous 'avons indiqué plus haut,

IR’ 2 3 3 )
7%(“'?>:%[—Z*%COM(L—L’)—;P—%pcow(L_L’)

+ 3p'+9gp'cos2(L—L") + %psinz(L—L’)

3 15, 45, ,
—Zpﬂ— %pz cos2(L —L")— 7p’2—— 7p2cosz(L—L )
+ %pﬂ cos2(L —L") + 6pp’+18pp’ cos2(L — L)

+ gppsinz(L — L") —18pp’sin2(L — L’)].

Puis, en remplagant 2(L — L) par 8, —3,

= ;1,23-[— 2 — %cos(&i——c?) —+ ?;’ecosl— 3e' cosl — %6005(61—84— l)
—+ 24—76003(61——6-— l)—ge'cos(6,—o— ') — %e’—— %e’ﬁ
+ ge%oszl-— -24—16'2C0521’+ %e%‘os(&l—é)
— %e’cos(6!'~6+2l)— égéeﬁcos(él —0—2l)+ %e’ﬂcos(&—é)
— %e’2cos(6,—6+21’)—3T867—e’2cos(61—6—— 2l') + 3ee' cos({+ 1)

+ 3ee' cos(l— ')+ 27e€ cos(0,—0—{—U')—gee cos(d,— 04— l’)],
en ne conservant que les termes principaux de chaque argument.

, . . . R’
11. 1l faut développer maintenant la premiére partie de %7 par rapport aux
excentricités. Ici

3 r -
FZE ;Esmz()\—/\’),

35:3;’:—35112()\—)\’), %:—g%sinz()\—)\’),

5%‘)\’) :3%c0sz()\—)\’),
¥:3%sillz(l—l’), %:18;_—25in2(7\—7\’),
_‘—d()_()iF)\/)‘z :—'6-,;;Sill2/)‘.—‘;:,), ()_(j%" :—9,—_’,‘; sin2(k-—2"),

J*F r 9*F

6 — cos2(h—12'), :—-9%0052(7\—7\’).

o= °r IO =TT
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Par suite, pour les accroissements p, ¢/, u définis au n° 10,

3 . .
= ﬁ[ —2-sm(61—8)+3psm(81——8)— gp’sin(6,~6)+3ptcos(61——8)
3
+ ;p2 sin (0, — 0) + 9p'*sin(3, — )
— 3p2sin(d; — 0) — gpp’ sin(d;— 0) + 6pu cos(d; — 8) — gp' i cos(61~6)].

Et finalement, avec les valeurs connues des accroissements g, o', 1,

. 3 r ,
(G) ;ﬁsmz()\—l)
a? 3 . 3 . .
::73-[ asm(éi—a)—i—5651ﬂ(6,—6+1)~—2631[1(6,—8——1)
3 I o3 ! 21 [P
—7° sin(6;,— 0+ ') 7€ sin(6,—8 — ')
3 . 15, .
+;e-sm(6,—8+2l)+ —ﬁ—e'sm(&——&——zl)

51

+ - e?sin(d, —d—al) — iee’sin(él-—é—%—lﬂ—l’)
4 4

— %iee’sin(c%l—é-—l—l’) - —2-/—Iee’sin(6‘,—3+l—l’)
4

-+ g'ee’sin(z‘%—&—— {+ 1)y — 12 e sin(d,—d) — 1—3612 sin(&l—é)].
4 4 4

12. Poaur calculer la fonction perturbatrice relative a l'action indirecte, nous
avons besoin des perturbations produites par la planéte sur les coordonnées de la
Terre, 1/, ¢/, s'. Continuons & désigner par 1, ¢, s" les coordonnées de la planéte.
Ces six coordonnées sont rapportées an Soleil; ce sont les coordonnées polaires
des deux astres.

Les variations 3/, 3¢/, 35’ sont données jusqu’aux termes du premier ordre par
Tisserand dans son 7'raité de Mécanique céleste, tome 1. Comme I'avait fait
Le Verrier, il les a déduites des variations des éléments. On peut les déterminer
en partant des équations différentielles du mouvement, suivant la méthode
indiquée par Laplace dans la Mécanique céleste (v. I, Livre I1, Chap. VI). Nous
pousserons les développements jusqu’au second ordre, comme précédemment.

Nous partirons des équations de Lagrange.

Désignons par fm”U la fonction perturbatrice correspondant a l'action de la
planéte m” sur la Terre. Nous prendrons pour plan fondamental des coordonnées
le plan de I'écliptique & l'origine du temps; de telle sorte que la latitude s sera
une quantité de I'ordre de la masse perturbatrice.
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-Soit H I'angle des rayons vecteurs 7' et r". Ona
cosH = sins’ sins” 4~ coss’ coss” cos(¢' — ¢").

/

Alors
— —;-:,—l cosH.

1
U= (r*+r"?2—oar'r"cosH) *

(10)
oU 90U 9U

R TIT . .
Pour I'application des équations de Lagrange, nous avons besoin de o’ 95 05"

On a
dcosH . .
B coss’ sins” — sins’ coss” cos(¢' — ¢"),
II
( ) U / " !l —% "o r' Iain o Ca " / "
35 = (r'*+r"?—ar'r"cosH) *r'r — —75 | | coss'sins’—slns'coss cos(¢v'—o")|.

Il nous suffit de développer U en négligeant le quatriéme ordre par rapport

aux inclinaisons et 55 € négligeant le troisiéme ordre.
On a rigoureusement, ) désignant la longitude de la Terre dans son orbite,

!
ey . .
¢’ I'inclinaison, avec sin 5= Y, et &' la longitude du nceud,

sins’ =sini’ sin (A’ — A'), tang (¢’ — A') = cosi’ tang (A" — 2').

Et en négligeant les termes du troisiéme ordre en v/,
sins'=2y'sin(} — A'), coss'=1—y"2+y"2cos2 (N —A').

Nous appliquerons & ¢/, au méme degré d’approximation, la réduction a

Técliptique
¢'= N —y2sina (N —A').
On a des relations analogues avec les lettres a deux accents.
Nous avons déja calculé cosH, au n° 2, en fonction de ' et y". En portant sa
U . . .
valeur (2) dans U et 55 €t tenant compte des expressions ci-dessus de sins’,

coss’, ..., on obtient

1 !
U=[r*+r"?—arr"cos(X—121")] *— :72 cos (A — ")
3 !
+ g rr [,./:+r/lz_2,,/’.”005(;\/_)\//)]'2_ ;{;_2;
=< ; 2},/7”
+  y2lcos(N+A—2h')
+  y"™[cos(A + A —2h")

[cos (N — A — A’ + A") — cos(N + A — &' — h")]
—cos(M—A")]
—cos(M—2A")]l,

ou s
-d?— r’r"[r'2+r”‘—2r’r‘”COS(7\’-—)\”)] 2-—;—,,;;

X [27"sin(A"— A")— ' sin(M" — A') — y'sin(2)' — ¥ — A')].
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Désignons par § et §” les arguments de la latitude et remplacons X' — A par o.
Posons en outre

1
; -7 1 : .
(r'*+r"?—ar'r"coso) *= - EA“) cosig,
! 2

3
—_ I N .
r'r'(r'*+r'*—oar'r"cosg) *=— - EB“) cosio.
> .

Pour avoir

1 /
(r'*+r"*—ar'r" cose) *— —-coso,
-

. .. r
il suffit de diminuer A(*) et A(—1) de 7

Pour avoir le développement analogue de

3" !
. _3 r
r:,.//(r/2+,.//z_gr’r”COSCP) r— 7’

. .. . . ., r
on devra de méme diminuer, dans EB(‘) cosio, la quantité B(®) de 2 —-
r

Sous la réserve de ces corrections; on aura
— LN A0 cosi
U= 22A ) cosig
_\_ZB(D COSqu [Y"}’” COS(@’— 6"y — Y/yr/ COS(9'+ 6”)
+éy’2cos(<p—26’)— éy’*cosqo +%y”2 cos (9 +26") — %y”ﬁ coscp]

ou, en remplacant les produits de cosinus par des sommes et en ramenant tous les
arguments & la forme ¢ + «, a étant indépendant de o,

U= é EAm cosio + y'y" Z B® [cos(ig + 6 —0") — cosig + 0"+ 0")]
+y ZéB(i+l>[c°S(i<P+26’) —cosig]
4y .I;B(i*i)[cos(i(‘p+29”) —cosig].
De méme on trouve
aU

o7 = 1" DB sin(ip +6) — Y 2 (BU=D- BO+)sin(ig + ).

13. Cherchons maintenant le développement de g‘[)—l, Pour cela, supposons que

’on remplace dans U les variables ¢ et s’ en fonction de N et 6. Or ¢ et s’ sont

donnés par les relations suivantes, ot ¢’ doit étre considéré comme constant :

sins’=sini’ sinf’, tang(¢'— A -+ 6) = cosi’ tang 0.
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On voit que 0’ est une fonction de s seul, que X’ est de la forme

)\':V'—l—q.l(s/),

¢ désignant une fonction de s’ seul. Donc

09 o 9U_dU
o~ o T 0T W

Il en résulte 'expression cherchée de ou

a¢'
W _ 1
o'

221'A“’>sinigo+y’7” EiB‘” [sin(io + 0+ 6") — sin(ip + 6" — 0")]

—+ ' %EiB(”“[sin i —sin(io + 26")]

9"~ W iBE[sinio — sin (ig -+ 26")].

. oU . .
I1 resterait a calculer 5,75 Mais nous verrons plus loin que la facon dont cette

dérivée s’introduit dans les équations ne nécessite pas le calcul analogue a celui

- Jdu  oU
que nous venons de faire pour — et —-

Jdv’ Js’

14. Nous allons établir les équations différentielles du mouvement en vue de la
détermination des perturbations 87/, 3¢/, 3s'.

Nous emploierons les équations de Lagrange

oT
d<az> oT

T—df,i:Qi,

ol g; désigne I'une des variables définissant la position du mobile a I'instant ¢,

q; la dérivée de ¢; par rapport a ¢ et Q; la composante de la force dans le sens de
la coordonnée ¢;.

Ici la fonction des forces W a pour expression

!
W:f’—‘[f—}—fm”U, =14+ m, n""a"":fp.’,

la masse du Soleil étant prise pour unité.
On a pour la demi-force vive

1/dr'? dy'? ds'?
T== r'?2 cos?s’ r:——).
2 \ di? + 0s ac t dae:

I'ac. de T., 2¢S., 1X.
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Dans 'expression de W, U contient le temps explicitement, les coordonnées
de m” étant des fonctions connues de ¢, qu'il faut substituer dans U.

Commengons par I'équation différenticlle relative a la latitude s’

ds’
dlr'2— ,
dt + ~r'2sinas’ o _ fm”dU
dt 2 der os’'
b I3 »
quon peut ecrire
d*s' 42 ds' dr' 4! sinzs’ _ Jm" oU
de? rdt dt 2 ' dt2 — T s

Soient, pour simplifier 'écriture,
or'=a'p, o' =12, os' = o.

On peut alors mettre I'équation différentielle précédente sous la forme

da + 2 dr 1 _do —+ cosa2s’ av’ G
n'rdr n'der n'de n'tde
2a’ ds' dp aa'p ds' dr' + sina do' d\ __m" a'* 9U
— — s e —Y
r' n'dt n'dt r'* n'dt n'de ndtndt gt os’

U contenant ¢ explicitement, on n’a pas I'intégrale habituelle des forces vives

T —W = const.;

mais on peut écrire une relation analogue (Laprack, t. I, Livre II, Chap. V1) en

remplagant U parf(dU), ot 'on désigne par (dU) la différentielle de U obtenue

en faisant varier ¢ seulement dans les coordonnées de m/.
Cette équation est

d /2 /2 d /2
(12) d,;? + r'? coszs'%% + r'? dsﬁ = pr —(—2ffm”(dU),

a laquelle nous allons adjoindre I’équation de Lagrange relative a la coordonnée 7’

dazxr' ., dv'? , ds'? dU
(13) T — o G — ! G = Ml e G

Voici comment ces deux équations vont nous permettre de déterminer A et e
Multiplions la derniére par 7. 1l vient

r dr — r't cos?s’ do —r'? —dﬂ = i + fm"r! QE
de de? der r oar'’
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en tenant compte de la relation

2 l /2
d <2r > _dr? ,drr!
e de " de’

on obtient I’équalion

a <% rl?) dar'? ' ds* pr dU
N __ pl2 2ol 2 " r/
de ae 7w T aE = Jm or

qui, ajoulée a (12), donne
d3<£r’2>
2 S S —szm”<dU> + fm

d’ou 'on tire 'équation différentielle qui définit 0

d2<%9> alzp-—a [f(dU)—l—l ]

(14) Tnrde

Pour A, considérons I’équation (13), qu’on peut écrire

daxr' R ,dv"" ds'? fp. ,0U
— cos’s e T e ,fm o

I

,J dtz
et qui devient, en introduisant les accroissements p, A, g,

p) _ 3f¥

ap dr ] ( ,
2 Tt 2 AP
r't dt rode r
~+ 2 sins’ coss’ ; 2 ds’ do s2s! doidh 1 m" ou
A g2 i
dex de dt de de — 777 or”’
ou, en ayant égard a la relation n'?a/3= fy’ et multipliant par /
r/
d*( =
<al> ,./ dilp a/2p ’J'Z 2
M ! !
P n'tde? + a n"*de —3 r'? + zﬁa'sms coss n'?de?
' ods'  do r'? cos?s’ dv’  d) m’ , 0U
— —_—— = a — I —-
2 n' dt n'dt g oar

_2_—_— ——— c——
a? n'dt n'dt
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, . a? .. .
Remplagons dans cette équation P par sa valeur tirée de (14). Il vient

,./;‘
d-z(’"' o ’”’)
(15) af) T \a) r o
n'tde P ar a n'de

o ins coss’ 27 reods' dg o rt L dy o d)
— SIS COS§' — 0 —2— —— —— — 2 — CO0S2s ——
a'? n'tde a? n'dt n'de a'? n'dt n' dit

[Gf(dU)—i—A,r’%]-

Considérons la somme des trois premiers termes. On a successivement

a'm”
!
I

X r ' I R 7 § I ) »
& <7 P) & <57> r' d?p @ <ZI—’ P> & <(7 P> & <-¢7> r'odip
3 nrde P arae T d wrde i nrde prde T P nRde T d ntde

2 (T (T r
o) e(E) 4 4F)

o 0 _
4 n'2de? " n' de? n'de n'det
,J N
r' < d(7
az|(— d\ 0o —
., < ,P> ) \P n'dt
A T 4e n'de
r! ’.I\
d| — dl —
d ) a’P a'
) } 7 7 — p 7
n'dt n' dt n'dt
Alors ’équation (15) devient
q
rr o de' dh r'? sins coss’ de' r'* ds'"  do
— = — — s — S ‘\. — e S—— e—
a,zcos § n'dt n'dt a’ﬁo‘ n'?de? a'* n'dt n'dt

! ! -
2(ze) (%)
d a a am'"[. ,0U
- - [ fuwer)

o .
n'dt n'de P n'dt

En tenant compte de la relation

on obuent finalement, pour 0’

’J
akh I s d y d <?z,—’ 'O> -
n'de T \JT— ¢ coss’ ? n'dt n'dt P dr

, ,av ds' do
+tangs n'dt ? cos?s’dv' n'dt
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En supposant y'= o, on a, avec 'approximation adoptée,

P 52d<§p>- d<£7)——-a’m”n’f[3f(dU)+zr’%[‘J—,]dt;.

— e ( n'dt Pnrde B

Avec la méme approximation, on peut réduire ’équation en o a la suivante, en
faisant =4/,

d*c am’ o .
m + o= TY E B(l)S”l(LCP—i-G ).

15. Proposons-nous d’abord d’intégrer cette équation. Elle est de la forme

d?
d—g +a’y +aQ =o,
ou o désigne une petite quantité de I'ordre de la masse de la planéte perturba-

trice, Q une fonction de ¢.
Laplace a montré I’emploi que 'on peut faire de cette équation pour la déter-
mination des perturbations des divers ordres des mouvements des corps célestes.

Il a trouvé pour l'intégrale compléte (¢f. LivreIl, Chap. V)
c . c' asinat a cosat .
y= ;smat—&— Ecosat— Tdetcosat+ Tdelsmat;

c et ¢’ désignent les deux constantes d’intégration; si I'on suppose qu’a l'origine
du temps on ait ¥y = o iy—o on doit prendre ¢ = ¢’ =
P y=0,5=0, p ec=c'=o.
Dans le cas qui nous occupe, Q est composé de termes de la forme

. sin
K (mt+¢).
cos

On a alors pour y le terme correspondant

aK sin

—_— mi .
m*— a? cos( +e)

Nous avons ici

a’=n'?, o =———n'y,

Q:EB”’Siﬂ(i(p—i—@”), m=1in'— ({—1)n",
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!
, . n
Alors, en désignant —7 par v,

)

.ol—1\  n_. .
m:n’<t— >:E[lm——(t_l)]’
n'?, . .
ml—a*—= et 2 [{o— (i—1)]*— !

— 1;_2 [+ 1) o—(G—D][(—1) 0~ (i—1)] = (i—l)f(x_w)<x_ EJ_“ ; (.)> .

par suite

ron M i »® . . .
(H) c=—ay ?ZB() : : T sin(io +0").
(L——l)‘(I——-&))(l——.—&))

Cette formule est en défaut pour i=1; ce que l'on pouvait voir a priori,
puisque dans ce cas m = n' = a. Le temps sort alors du signe sinus.

16. Passons a I'équation en p et a la formule qui donne A, en nous proposant
d’abord de trouver pour ces deux fonctions de ¢ les termes dépendant de Y. On
peut faire Y’: oet r=a'. On a alors

(i—1)

B . .
rr%: ;7”22‘1,()011’ [cos(ip +26") —cosig],

1 . gy 1 . 4y
(dU)y=—-y" \' in'BE-Vsin (i +26") + —2-7”2 2 in'B¢-Ysinio,
2

—_Yon Ol iy ‘o 100" Lo ® Bl eosi
f((ZU)4 57 E(i—— — Bt~ cos (i¢- 20)+2/ Z Bt-Ycosio,

2)—ilw I—®
oU
?,f(dU)—i—r'W

. i—1
N 200 BU-1— g JBG-1
_ 2/ —_—

(I—2)—iw da’

] cos (o + 26")

h '—])
1, 20 pi-y; , 0B .
- — —a cosig.
Y [(t — da' ¢

En faisant 7= a' dans I'équation (14), qui détermine p, on obtient par appli-
cation de la formule de Laplace
i cos (o + 20") {w a’ gBi-1

aalm " i— —_—_— ——
(K) p=0? w l 22 . (—1 {+1 . U B 2 da
(L—z)‘-’<1— - m><1—«:w> (L—2)<l—-l—. 2w>

{—2 —_—

. ! [—1
_wza’m” ,,22 cosi¢Q ‘ © puy_ & oBU— 7
'8 v ,2< i—1 >< i+ > I— o 2 da’
l — 0 J——®

I — T
l l
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»
. , )
Dans la formule qui donne X, on peut remplacer 1 — €2 par 1, —rr; Par o

! /4
dp__am’ n’f[3f(dU)+2r’ %] dt.

7\:2%,—2— m

Elle se réduit a

On obtient, toutes réductions faites, pour les termes de X dépendant de v”,

[( A >2 3w? ]
l I— = -+ — N
t—2 .(z—g 2 . Bi-1)

I ol . . . )
(L) )\:an,l wzy”“Esm(up—i—ww . - g = Fp— p
2(1—2)-<1—.——w 1=, <1—i‘2m

I’expression suivante :

IJ.
, 0BG~V
a

>< i —1 )< {+1 ) da’
o) 1— - w|(1— - »
i—2 i—2

(i_2)3<1——i—l2

(1—w)*+ =

! "
a'm ) -
— —?y" Esmch : -
i . Y [—1 I+1
2i(1— )| 1T——w) {1 — P
l

I

17. 1l nous reste a trouver les termes de p et A qui dépendent des excentricités,

en négligeant le troisiéme ordre.
Nous avons a développer par la formule de Taylor la fon ction

! (eosi
F_ZZA‘ cosig.

Pour les accroissements des variables, nous adoptons les mémes notations que dans
le n° 4, ou leurs expressions ont été données.

On a généralement

. OF JF 1 ,, 0*F ’F I 0*F
p— /__ ! //___ " - 13 12 1" N4 — a2
F=Fy+a Fr A i 2a20a’2‘0 T Saoa PP T " 0a" P
+ (E + _I_ ()_2];? 2_*__a/ 02 l: ! a” 02 I“ ”
dot T3 9t T Gargg M T Y Gargg PP
Fy et X ¢tant des fonctions homogénes : et d
o €t P étant des fonclions homogénes de degré — 1 de &' et @”, on a
JOF _  OF _ L @F  , 0F _ JF
“oa ¢ da”—_F‘” ada’dcp+a da"de —  do
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JoF JF

oa ¢t 9a étant homogénes de degré — 2, on a également
0*F 0*F oF 0*F 0*F oF
12 1o . ! -
a5 dal sy =—2a 5 a'a’ Saod a’ Jai = 2a’ 37
d’ou 'on tire
oF oF :F 2
a'—=—F,—ad —> a ”—————~—-d, ,,:—2a’——~dF —a”—d F;
da da da' da da’ da'?
0*F JoF 0*F 2 2
a?—5 =2Fy+4a — +a'* a”i,,}i-:—gg—a’?ﬂ—-
da da da'? da" do do d' d¢

Portant dans F, il vient

JF oF I 0*F OF 0*F
. [N BN r 9 P e ___ 1 9t /3 [N
F=F,+a 52 ° P <F0+a da’>+2a 0P <2a da’+az_da’2>p‘o

-+ F+2a’gE—|—£a"zﬂ 2
0 da' 2 Jda’? P

LR LR, g O dﬂ(dt‘ ,02F> :
d(p“ 2 dcp“u ' da’dcpp‘ 09 ada’dcp He

.. , I . .
L’application de cetle formule au développement de - 2 AlDcosio donne I'ex-

2 [
pression suivante, ot 'on suppose que dans A, " et 7’ sont remplacés par @’ et a”,

2

/ (£)
cosig [Am(l —p' " %"2Vﬁ> ta daAa' (p'—p'—2p'p"+ 2¢")

dzA(i) 1 N 1 4
’2W<—P’2—P '+ 5p 2)]

+a
2

(2)
+sinio [iA(i)(— g+ pp’) +iad ()(?7 (— pp' + P*P”)] 2

Remplagons o/, ¢, ... par leurs expressions déja obtenues au n° 4, et posons
2 . 2 A(E 3A (L
a’ 0AtD — AW a'? 0* A — AWM a3 9*AD — AL
da’ — Y’ da'* T 7 da'* TP

on trouve, toutes réductions faites, pour le développement cherché,

Z%cosicp<éAf”> +e'cos(io+ 1) <iA“'>— é A‘[')

" . nt (L _Nawo Tam 212 00 7 _f_ oo Lao Lo
+e cos(ch—kl)[(2 z>A +2A1]+c cosch( 2A1+4A‘+8A2
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2 % +e" cosio (— —A 4+ i A"’+ A“)>
(suite)

12 s(i ' (e s, w_ (& > REE
S cos(io+al) L(2+8L> A <2+ A\l+8A2_

J_\I —

"2 ; " [ L_Z.._g I_ (Z) (_i .:i ” !
+ e" cos(io+2l") _<2 8L+Z>A’+ > 7 +8A

N

[ ; I, . .1 oo, ]
ele cos(ig -+ I + I (—ﬁ—i—;z) A(”+<———> AP A

2

. ) . I, P S
+eé'e" cos(io+U—1") < l'z—i—;l) A —— AV — AP ;
L 4

. . oF . g . \
[I nous faut aussi le développement de l"d—’_,, que je désignerai par F'. On peut

ramener le calcul de F' a celut de F. On a

1 ,OAW . JdAD
F’:—E L()aw:z-l’“)wuu P& =, .
2 Jdr! or'

Pour =da' et "= d’,

()A( )
PO=a' Ja o All ,
. aP) COAD CO*AD » )
PP =a’ Ja = @~ ok a'? g = AP+ AP,
; 92 P .
0 — g — ) AL
P2l —azw —ZA(; _': &3“.

Il suffic done, pour avoir le nouveau développement, de remplacer dans le pré-

cédent .
A@  par A,
AP par AV 4 A
AP par 2AY 4+ AY;
on obtient

AN ,()A(” .
;2‘7' cosiQ

or'
:2‘ gcosch<%A‘,i)> + e’ cos(io + l’)<¢'A({"—— iA({’— —; A;“)

. B . . 1 X
+e" cos(io+ ") (1— L)A(‘”—'—EA(‘-'”]
“+€e'? cos(io) [ —_ l_) + I Am+1Au‘)+ LA“')
! i 9 [‘ 1 2 2 S 3
—+ €"* cos(io) (/_ f 4 ! ‘\mﬁ_i \ I \,;,7
S T At > /l A 52 o 81 3

Fac. de T., 2° 5., 1IX. D
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(suite)
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W

45,76051@

= ¢ \2 787 %
. [/ 13
e cos(l 2l ———1

e costigal) [(5-3
+ e’ cos(ig+ U+ 1) (——iz

+e'e" cos(ip+U'—1")

3. ; . .
+ i ;:—) AP+ ({—1)AY—

J

. i ..
W__ZAD
1 P 3

0]

5 : ] . ‘
H—Z>A§” +<~é + 1>A;"+éA‘3”]

1 Aff’]

4

o Lam]l
Al 4A ]\.

En vue de I'intégration de 'équation en p, je pose

(16) p=N1

+ €'?p}/ cosig

+e"pPcos(iqg +2l")+e'6"pl cos(io+ U+ ") +¢'e”

ol P(l) (2)

‘,92,...

pi? cosio + ¢

tion différentielle.

Ona
’.I 812 e/2
— =1—¢€cosl'+ — — —cosal,
a 2 2
dr'
a'n'dt

p cos(io+1)
+ e ol cosig

12

,.12 -

(Z)

Ps
+e? pPcos(io+2l)

+é cos(io+1")

p cos(io + ¢ —1")],

sont des coefficients a déterminer, de fagon a satisfaire a 'équa-

12

e 5
1+2¢ecosl' + — 4 —e2cosal
2 2 ’

—e'sinl' -+ e sina .

Par suite, on trouve les expressions suivantes, dont nous avons encore besoin,

r' . :
R

+e' cos(ip+1')
+e" cos(ip+1")
-+e'? cos(ip)
—+e"? cos(ip)
+e'? oos(ip+2l)

—+e"? cos(ip+20")

I

(P‘z"’ —

w__ L o
p1 5 P )

2
(p
(p‘f’ — oo+ ip‘:’))
(p")
<P(s”-—éP(f’—[:—P(:i’—%PY”)
(p)

+¢'e" cos(ip +1'+z")< p— < pg>>

+ ¢'e" cos(io + U'—1") <p;i>_ % p<3—t>>J’

a'? . iy
)

+e' cos(ip+1') (py + o + pv™)

+e" cos(io-+1")  (p¥

—+e'? cosig <P§f’ +pY + % P&“)

~+e" cosigp ()

+e€'* cos(ip-+2l) (p‘s"’%- PE”"*’*ZP(P"*‘ %P(fh>
-+e"? cos(io+20")  (pY")

+e'e’ cos(io-+I'+1") (py + p¥)

4+ e'e’ COS(iC_D 4 I — l")(P(gi)'*—P(:z_i))]’
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et
dr’ P (o4 L gen PR 0
pm_; e'sin(ip +1") SP1 TS pTY ) Fetsineg ——p2
1 gin (i (oo oo oo
+e?sin(ip 4+ 20)( - oY+ —pi¥ + —py

+e’e”sin(icp+/’+l”)<§p‘3"’>+e’ e"sin(ig + l'— l”)( p;”)]

18. Reprenons I'équation différentielle qui détermine p:

d2<Lllp) 2 ! " dU
W o= fuan e 42]

“nrde o or'
] . - , . ou
Ici U n’est autre chose que la fonction F du numéro précédent et r’g—- est E/.

Nous calculerons [ (dU) et nous prendrons la dérivée seconde de ,p, puis

nous égalerons les coefficients des puissances de ¢', ¢’ dans les deux membres de
I'équation différentielle. Nous trouverons ainsi les coefficients p{, @, .. ..

Je rappelle que pour calculer (dU) il faut, dans chaque argument, considérer ¢
comme constant dans la partie qu1 correspond a la planéte perturbatrice.

La double différentiation de -, 20 et I'opération f (dU) introduisent des facteurs

que j’indique dans la deuxiéme et la troisitme colonnes du Tableau suivant, en

regard du terme correspondant :

cosio — =) ll? - ,i)w
e cos(ip -+ 1) —'[i—(i—*“)‘*’]zz—;2 —%
e’ cos(ip+ 1) —[(i—')_iw]"’%’: — (T_%
e'?cosio —i’(l—w)zz—’: - I_&iw
et cosio , —i’(:—w)’z)—’: - Iiw
e?cos(io + 20') —[i—(l''f-i’)(‘)]“’::—;2 - z—il—(%
Freostipral)  —[i-w—iPly -
e'e’cos(iop+ '+ ") —[(—1)—(E+ "G_f;il(zw Do
e'e"cos(ip+ U —1) -—(i-*-l)’(l—"))’%2 1 -
—
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Nous allons écrire maintenant les équations en p(”

D.

SAINT-BLANCAT.

]

(1)

y eeey qne nous avons en

vae. Elles résultent de 'identification, dans P'équation différenticlle, des coeffi-

cients, dans les deux membres, du cosinus d’un méme argument.

Pour simplifier 'écriture, désignons par P,

logues a o

(l) 0
1’02 y e

et, de méme, par QY, QP ...

On a alors pour les équations cherchées

—[i—(+Del (p‘;')
(pi”
—[i— G +2)a] ()~

—[(i—x)—(i+x>w1=<p;>

] .

(l) ’ -1)
pl i o1 >
o‘”—i—i W0

o P2 ,)PI
: I

N__ @__ -

S P27 P - 49

p;”)

[+ 1 —0] (p — 1 o)

(—
1

. iZ(I_w)ﬁp/lﬂ_*_wzp(l

0 (o + i pi7)

—[({—1) —io]p + w2l =

. . |
+"’g<-°"’ +Pi"+702’>
) 2 4K

— 21— ) + m‘-’p‘;)*

>+ w2 <o(l)+ p(1)

—[(f — 2) —iw]*p + * p‘”—

(t)

Z’pl

+ o (0’ +p5)

“+ w?

(6 05)

(1)
Py,

ux ‘,dU.
ceu o
amm-( ®
2
oy I— o
_amm . +nw
BT IRy ey Fary
ammz[ (o
2 — -
i ((—1n—iw
a'm’” < ®
- 2
1=
0
< [—
—p)_ am'e (I+2)w
Z;P' - I—(+2)w»
a'm’vw? w
! (I—2)—iw
_amm i+1o
T N S e
_amw“ ®
= —

. les coefficients de U ana-

Pour simplifier, non seulement I'écriture, mais encore les calculs numériques a

effectuer dans les applications, j'ai trouvé commode de poser, en observant dans

les notations toujours la méme sym+trie,

(17)

ay=Ii(1—w),
Zy=(— ({ +1)w,

ay=(i—1) — iw,

%y = Ay,

Oy — Oy,

o(s::i——([—{»-2)&),
o, =(—2)—iw,

ag=({—1)— ({+

dg=({ +1)

1w,

(1— o),

b=
(+1Nw

= i—(+1)o

o

Ps= (i—1)—iw

Bi= B,

Bs= B,
(i+2)w

1A

8=

(+1Nw

A(i—2)—im’

:i—(i+2)m,

ps_(
By= B,

—1)—(L+1)m

B3, =i,
ayBe=(+1)w,

az3Bs=1tw,

o, B =lw,

a5 Bsz iw,

0‘6@6: (I +2)w,
oz.,ﬁ7: iﬁ),

agBs=({ + 1)w,

%y By = ({+ 1) w.

PU)+QU)
[)(l)+Qtl)
P(l)+Q(l)

l)+Q(l)

l)(l)+()(l

\\/\_/L__J[___J\/

P(l)+()(1)
P“)—}-Q(”
(l)+Q<t

P(l)+Q(l)

\_/L__JL___J\__._J
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J'ai vésolu ensuite les équations précédentes par rapport a p{?, 0%, ..., en intro-
duisant les coefficients que je viens de définir. Dans pf’, o) et P, désignent les
expressions déduites de a3 el B3 en y remplacant i par — ¢.

Il vient finalement

" 2

/
. am W~ . 1 .
(1) —
i ="00 2 (ﬁ.Am — ;Aa”),

K ool —w?

. ! 2 2 2 2 2
p(zt):a}:n— . ©) wng(i)[Bi(a-:2+2m )+2l@2] +A(1[) [_l o, +2w —Bz— <l——];> ‘+A(2')<—|—

al— w? 2 aj—w?

ol

5y am’  w . : ; I
M — ; :
P =" &‘g:‘ﬁ%fw[(l—zt)@g]+A‘{’[(33+(z—1)]+A;”<—;>§’
B ‘1 1 1
) o+ 2w? <—a2+m2 (— oc?——w2> .
. am’ w? AD ﬁl( 2 )\2 4 o % [‘ ﬁl+lﬁ2(az+2&)2) l‘lﬁ
T el L e (@ — o) o — o o — o '
[ (2 +20)(cat+w?) —al— 0 B Lol
" 2 2 4 2 A 4 2 > &
+An] — _
YL 2(a—w?) (ol —w?) 2(a?— w?) (a2 —w?)
1 2 .1\ ol +2m?
+—54+<——— —N =)
2 2 4y 2/ 2(a;—w?)
;az_f_m- 1 I 1
P Le2(ai—w? +4§‘ N g))
L oam’ 1 T e 1
() — e () (— 2 aof(lg 21 w(lg L w(_T\]I|.
=i | A0 e el (Jaoe T ) v ar (e 1)+ av (=) |
I
R 5 ﬁ(oc?—i—wa)(—a?—f—wz)
L ) PR AT (i + 50,
7 B 3 5 3
A o= - o)
iBy(at2 + 2w? W 9.
Jie) (5,
oy — W= 4
AW (i t2et)(p+200) (224 50?)  By(ai+20?)
: -

hai—ow?) (ai—w?)  bai—?)  2(ei— o)

; ! 2 2
_ (t—g><as+)m )_(i+i> 8, — <§+%i—%>

2(a) — w?)

ol 20t 1 il
A [awz—m*)*a@”z]+A‘3)<—§>5’
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[ p_am' o AO| (29 A 3 . @ 13, 3
AU Pttt Pr| + AT (5 —0)B— 3_—%3_1—'—5)
exefgae ()] oar (-

dm Wl aw[Uzaip e

Boar—»? 2(a? — w?)

() —
Py =

+i(1—2i)63]

Bs(ai+2w?) (—1)(a2 4 20?)
()| Z3\"8 8
+ A [ 2 (25— o) 2(@3— o?)

(M) . (.z_é. 1
(suite) +(2l I)ps"“ : 21+2
; 2 202 )
wa [ it ema e a (o))
pam' @ A (20 4+1) B (a2 + 20?) Yy
Py = P~ a?—oﬂ% Am[( 2(1)223—(561)’) s +<2l2+t)ﬁ9]

+A<‘,->[ﬁ;(a§+w) _ 1) (ah+20Y) —Bs—<i*+—;-i— é)]

2 (o — w?) 2 (o) — »?)

Y R i ) IV,
| +A2[ T — o) 2ﬁ9+1]+A3 +4‘
19. Pour le calcul de A, nous poserons
(18) A :E [A{sinig +¢' 1Y sin(ip + ') +e" APsin(io + ")
+e'* AP sin(ig) +€" A sin(io)
+e? Asin(io+2l') +e AP sin(io + 20")
+ee" AN sin(io + U+ 1I") + € e" AP sin(io + I'— I")].

Nous emploierons ’équation déterminant X & laquelle nous sommes parvenus
au n° 14 et que je transcris ici :

d(—rl p> d<-—r,>

a' a am’n | aU

29 — f —
Vi—e*h=2 pn P 2 flgf(dU)+2r dr,]dt.
Comme pour p, si I'on suppose que 'on substitue, aux variables connues ou

inconnues, lears développements, l'identification dans les deux membres des
coefficients des mémes sinus donnera les équations cherchées en A", 1Y, .. ..

Il suffit de conserver le facteur /1 — €2 dans L.

Les a; et les 3; ont la méme signification que dans le numéro précédent. De
méme les P et les Q.



ACTION D'UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 59

On obtient alors aisément les équations suivantes, avant de substituer aux p,

P, Q leurs valeurs connues :

Vi— a0l =2alp®
oty wptd)

() o 2 ( (& 3
aywhy =2a?(py’ —p’) —

s A =202 pld)
. ‘ 2,

awalf=ad (2p) — pif + i) + 727 gt

sl =20a2pl¥

awhi) =a3(20)—py —pl) —

o oA =202p

(7)

(6 — 2 () )
oy why =ag(2py’ —py’) — Ps

() — 2 (&) __ (-t) (—
oy WAy = a3 (204" — ) — Ps o

(:L)p(z)__oc wpu)_(gﬁ &)"[)“)>-2I) Qm)

"

—@3 ﬁiwzp(ii>__2wzQ(li>)%,

”

— (3B PY—202QY) L2
y.
' V4
—<363m2P;“—m*Q;”>—a;7 )

a'm”
7 ?
i
a f]l,

20)2 Q(U H- ,

— (3B, 0?2 P —202QlM)

— (3B PY—

a'm’

)

"

__(3@70)2[)(71')_2&)2(\)(71'))‘1'7 R

_(3580)2[);:‘) zwﬁQ /)) a'm’
p.

— (3BywPP— Q) LY

Remplagant les p, les P et Q par leurs valeurs, il vient

2__ 2
0(1 ®

[J.

9

af
)|
ay— w*

(N) .
(20 —1)a;
T Tl w2

/ 2 2
xy—

-

y[203(Bs+7—1)
A [2iBar i)
' Ay —w~

30— a'm’ o | Aol ar (20, + )3, 380 2023, (ol +20?) hia}f3,
T 2 — o T (o) (al =) | aj—w
Ao [— az(ay+20%)  2aif,
! (e —w?) (a3 — )  aj—o?

+2 Bt (2 ) 22022 0) w)] +A;"’<—z—°§—— —1> f

2 (o] —07)

2
az—m

! ” 9 . . .
Ww=22 a%; A“"[————M("’(: zt)ﬁ'{——g(l—zi)ﬁsjl

: 2
gﬁs—% 2(1 —[)] +A‘2"1<— oﬁi-" +1> é,
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7 "oy 2 (a2 —w?) 2 8 2 )7

YY) a0V N Lk I 3<£ - Ejﬁvﬂh(i?— L “Z)]

| al—o? b (22— w?) > %, A
o [__ 16 (i—=2)af _§ _Alooaw al I
—+ Al _2(053—&)2)_*_ E— 8&7*‘(2 l) FA3 —m_f_z R

Fac. de T., 2* S., IX. ' 6



(N)

(suite)

s

42 D. SAINT-BLANCAT.

. 1
‘ (2L-—1)ﬁ3a8<a8—|——w> . .
L R 2%) |, (=i an)
ol Fra— @ — o) (@ — o)
2(20?— @) Bgal S
S S A v At ST (S
P + 3| 5! Bs
. I
H+i—nog|ag+ —w
+ A _(ﬁ3 )s< S ) a3 Bs(af +20?)
1 T, 2 —+ 2 9 2 2
O — (o3 — 0*) (a5 — w?)
+(i—1)oc§(oc§+2m’) 2(2i —1)al By
(af — w?) (a5 — ) oy — o
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9
By—i—1)a (oc+]m>
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De méme que py’, cetle expression de Ay renferme les quantités «f, f.
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IIl. — Mérnooe pE M. Anpover.

20. Ce paragraphe a pour objet I’étude d’une nouvelle forme de la fonction
perturbatrice relative & I'action directe, qui, pour le cas d’une planéte voisine du
Soleil et avec I'approximation dont nous avons besoin, dispense de recourir aux
formules concernant I'action indirecte.

L’idée de cette méthode est due a M. Andoyer, qui s’est proposé de I'appliquer
a un systeme formé de deux étoiles doubles. M. Andoyer a bien voulu m’en
communiquer le principe avant d’en publier un exposé complet.

Je dois & cette méthode nouvelle I'avantage d’une vérificalion approchée, mais
précieuse, de 'ensemble de mes calculs. Il est intéressant, d’ailleurs, de comparer,
sur un exemple particulier analogue a celui que M. Andoyer a en vue, les résultals
qu’élle donne & ceux de la méthode ordinaire.

Soient T, L, S, P les centres de gravité de la Terre, de la Lune, du Soleil et
de la planéte intramercurielle; G, le centre de gravité des deux premiers corps;
O, celui des deux autres; H, celui de tout le systéme.

Soient, parall¢lement & (rois axes fixes, z, y, 5 les coordonnées géocentriques
de la Lune; 2/, »', 7' celles de G par rapport a O; 2", »", 3" celles de P
rapportées a S et, par rapport a H,

Xo, Yy, 7, les coordonnées de T,
X, Y, Z » L,
X, Y, 7 » S,
X', Y, 7 » P.

Désignons les masses respectivement par mq,, m, m/, m" et par M leur somme.
Alors, les coordonnées de L et de T, par rapport a G, seront

myx myy mys

) b -

m—+ m m —+ m, m—+m,
mzx my ms

— , — y e —_— .

m -+ m, m -+ m, m—+m,

Pareillement, on a, pour les coordonnées de P et de S rapportées a O,

m/ xll ”_L!yll ml Z”
7 7 —
m'—i—m” I)’Ll—f—m” m/+ mr/

nl” xl/ ])l!/y// mllzll

- b —_ b —_—
m' 4 m” m + m’ m' 4+ m’
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m'+m" m—+m'" m'+m'
———— —_— —_—— 3
Mo M Mo
my+m my—+m my,—+ m
—_—— —_—— —_—z
Mo Mo M

On a par suite, pour les coordonnées des qualre astres, rapporlées au centre de

gravité de tout le sysi¢me, en n'écrivant que la premiére de chacun d’eux,

! /4
X — my .. m +m'
m - m, M ’
m m'+m"
0o— x Xy
m -+ m, M
"
X/ — mo+m. ., m 2
—_— M m I ’
“+ m
!
Xn_ - my—+m , m "
- M m' + m’

Il en résulte, pour expression de la demi-force vive du systéme,

s’élendant aux trois coordonnées de chaque corps,

le signe Z

T—" 2 /n dX? +m dX; o dX'’ o dX"?
== - n ——— ey
2 K de ’.de de de
mm, dx* m'm' dx"* (m+4+m,)(m +m") dx'?

1
2 2 [m Fmy dit T m'+m" de M

de ]

En désignant par f la conslanle d’attraction, on a, pour la fonetion des forces,

n

mmy m'm’ mm'  mem’ mm mym’
U= f< 7 -+ o -+ S -+ o’ -+ EY ’
0 0
en posant
TL=r, oG =1/, SP=1r", LS=2¢, TS =4, TP =d,,
on a, par conséquent,
3 N ! !
—Er =X e
m + my n'+m

o= z(x Xp=¥(«

r=¥ (X =X =

Br= ) (Xo— X)2 =

€ -+
n -+ m,

x

< m' -+ m” )

(x’ + x — . X >
m + my nd -+ m"

xr —
m -+ m, m' m”

LP —=9d";
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Le deuxiéme et le troisi¢me termes de chaque crochet sont de petites quanlités
par rapport a z'. Par suite, &, ¢, ¢, € désignant de pelites fractions, on peut
écrire :

F=r'(1+¢), o, =r'(1+¢,),
Y=, B=r ).

Nous écrirons alors

rII rl

! s ! v
mm m'm (my+m)(m' 4+ m
U:f[r0+ o+ Y )( )]+V’
V désignant une petite quantité par rapport aux trois premiers termes de U.
Supposons que 'on néglige d’abord V. Si I'on forme les équations du mouve-
ment relatives aux variables z, ¥, z, ..., on voit aisément que chacun dc ces
trois mouvements est elliptique, les masses centrales correspondantes étant

respeclivement
m-+my,, m+m’', M.

Désignant les moyens mouvements et les demi-grands axes de ces ellipses par
n,n,n"ea,d,d,ona

ntat=f(m -+ m,), n'ta*=f(m' + m"), n"2a" = fM.

Considérons le mouvement défini par les variables z, y, 5. La force vive corres-
pondante est

1 mm, (dx* dy*  ds
2 m—+mg \ dt? tactaa)

et la fonction des forces
mni,

S + V.

) . .
C’est le mouvement d’un point de masse un, avec la fonction des forces

m-+m m-+m
f 0+ OV.
r mm,

Done, z, ¥, z sont relatives au mouvement elliptique produit par la force

centrale f(m -4 my), et le mouvement troublé résulte de la fonction perturbatrice

m—-m,
—_—V
mm,

R=

Désignons par V' et V” les fonclions perturbatrices relatives aux deux autres
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mobiles (z', 3/, ') et (27, ', 7"). On a, de méme,

’ "
(19) V= M vw=CE2y,

T (mA+my) (M 4+ m"y — om'm'

21. On est donc ramené au développement de V suivant les puissances des
inclinaisons et des excentricités des orbites.

H, H', H” étant les angles que font entre elles les directions des rayons vecteurs

(', ", (¥, r), (r,r'), on ales relations suivantes :

xlx!/+ yfy//+ 5/37/: ’Jl.// CcoS H’
z "+ yy'+s5"=rrcosH,

zx'+yy +zs5 =rr cosH.
Considérons expression
1
(20) (rr4 141"+ ar'r"cosl 4+ ar’rcosH' + 2rr' cos H") 2.

On peut la développer sous la forme

rn I‘” n"
E _l'/”, Pn,n’,n"’

ol P, o désigne une fonction de cosH, cosH', cosH". Remarquons que les trois

nombres n, 7/, " ne sont pas arbitraires; ils sont liés par la velation
n'=n++n"+1.

Revenons a la fonction V. On peunt écrire

v A 1 S 1 A A t , ( i
—=|1mm|v— = )-+mym | — =)+ nun N — = ) Emon | = —
f o’ ! 0 50 I./) S P 0 5:)

N

-
N
—

(m = m,) (m'+ m") N mm/ N mym” N mm' L™ m'
- r o' 0% 0’ 04

Or on a
" 2
ey, m
_8’2:2 '+ Z 4+ — y
m <+ m, m 4+ m

2 4 2
my, m ,
— 2 72 . L)
m —+ mg m 4+ m

m, , m” . mem” p
—|—E 2— "X 42— 2 A2 ; ~ax’ |,
m—+ m, m'+m (m—+my) (m' +—m")
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Pareillement, en ce qui concerne 3",

" m : m' 2
o=yt | —2— ) 7 " r'?
m -+ m, m' 4+ m

1 !

m mym
+E ——zr — 22— 2 0 —~xx" |.
m—i—m0 m' +m (m 4 my) (m'+m")

Et, de méme pour 3; et &,

m 2 m’ 2
8= r'2+ <————> r*+ <——> r’
m—+ m, m' + m’

2 , m” C o mm” ’
—+ — +2-—‘,———”x xr'—2 7 T XX |,
m+m0 m'+m (m +my) (m' +m")

m \ 2 m’ 2
0= rt+ (——— Pl =) "
\ .+ m, m 4+ m

i

v m ' mm' y
—1—2 — ' — 2 ——— 22" 42 ; ~xz'|.
nz+m0 m'+ m (m 4 my) (m'+ ")

On peut écrire les expressions précédentes sous une autre forme, en introdui-
sant les angles H, H', H”. Par exemple, celle qui concerne ¢’ devient

m 2 ml/ 2
0= r"? —l ) | 2
+t\m “+ m, + m' + m"’

m m" m.m"
+2——"—rr'cosH"+ 2 ———r'r"cosH + 2 9

; —rr’cosH’.
m + m, m'+m (m 4+ my) (m' +m")

Cette expression montre que + ne diftére de (20), c’est-a-dire de

rnrflnl/
E _“—r,nr Pn,n',n”9

"
my, m "

ret— 7
m -+ m, m 4+ m

qu’en ce que r et 7 sont remplacés par

On a alors

mm! — m 2 r” I/n” m, n m” n*
—_— -
o' T\ m oA my, m! ++ m”

riy " , mn—l —_—1 n"
__Z mm' mom" (— 1)V P, ° ( ,) —
T m 4+ my)r (m +m")"

»
m”ll -1
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mm’ .
—— 8¢ déduit de la méme expression en remplagant r el 7" par les quantités

1
. m 7
— 7 et — ———0p
m—+m, m' - m

m, -
, et 1l vient

mm” . rnopin? m, n —_m n”
——mm ———P [
o n’ n,n,n 7 7
r m -~ m, m' +m
7‘” 7t mh-1 m'n —1
E " » [\
- —— mm! myin (_ I)n n,n, n"

(m + my)" (m/+ m"yn"

D’une fagon analogue, on obtient

mym' m m,z re r””"P —m \" m'” n
= —— rogl
6:) 0 r/n n,n,n m —+ mo

m'-4- m”

" _ 3 nn"—4

. re I‘”" ” (___ I)nmn 1 (—1)" mnr

_Emmm m = — (= Py, (m + mg ) (0 Ty ’
0

n pln” — n —m/ n”
_’no"’n_ —=m, m’ d /r g Pn n,n" = 7 = 17
3y rin A m 4 my m—+m

I‘"’ ,J/n// ) (____ 1)" ]nnfl ”llnll—-l
=Y mm' mym’ — P :
Z 0 ( ) n,n',n" (m+m0)n (m’—i—m”)"”’

par suite, il vient successivement, pour I'expression de V,

e

i
l

” n”

+Z( )"" ——mm'm,m’ P my~t[m' e (= 1)V m ' e (—1) " m [V - (—
n, Il ’L

)IL//,'t’ILI/—11

(m—my)*(m' 4+ m")""

_ (mmy) (m - m")
rl

S et I g B e L D [ ) ),
™R, (m -+ my)* (m' 4 m"y”

N 1 . A ’
Comme P, , =1, le terme en —; disparait de ce développement. En outre, les
ki k) r

termes correspondant 3 n=1 et a4 n'=1 sont nuls. Il s’ensuit que V n’a pas

! < .y .
de terme en =0 pas de terme non plus contenant r ou 7’ a la premiére puis-

sance.
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Voici les premiers termes de ce développement

vV "  m,+m r? m' + m"
7 = MM Py g0+ o mmy ——— 2,3,0
r m' + m 7 m+ m,

r's m-+m,)(m'—m” r3 my,—m) (m' + m"
e M) W ) (i m) (-
r't (m'+ m")? " r' (m + m)?

)Py

WM . 2 ’ " &
+ rt ' " (m—+4my) (m m' m"+ m"?) p N
/5 (’n/ +m’ )3 0,5,%

rrr’t  mmom'm'P, g,
7S (m-kmy) (m4-m")

ok 2 2 14 " 92 .3 ! " I "
+ r m (m§—mmy+m?) (m' +m )P o mmym'm" (m' — m") P...,
'3 0 m—+mg)? k5.0 'S (m—4my) (m 4 m")r
. et e et e e . et AR . e

On peuat remarquer que Po 5 9, Py 4 3, Py 5 4 sont des fonctions de cos H seu-
lement, et de méme P35 0, P340, P 5 0, de cosH"

Revenons aux expressions qui, 4 la fin du n° 20, définissent les fonctions per-
turbatrices R, V', V', et comparons leur ordre de grandeur. )

En tenant compte du développement ci-dessus de V, on voit que R est de
Pordre de f(m'+ m") 2.

M2

7
De méme on trouve que V" est du méme ordre que f(m +m,) —-
q que, o) ;73

mmM 7

———— — par suile de 'action de la
(m -+ my)* r

Quant & V') elle est de lordre de ya
m'm'M "

Lune, et de I'ordre de f (i)t g b suite de I'action de la planéte voisine.

22. Pour la question que nous avons a traiter, c’est R que nous devons consi-

dérer. Rappelons que l'on a

m -+ m
R—=——V,
mm,
On a, par suite,
R rep’n” my 4 (—)rmr=t [ m' =1 (— ) gy ' —1
(m)fzxkﬂwl'mwwmw[o (=1) 1L (=0 I
J r'n e (m = mg)t =t (m'+ m” )"

a la condition de supprimer dans le second membre le terme Po v o

Remarquons que 'on n'a pas besoin de conserver les termes ot n — o, car ils
sont indépendants des coordonnées de la Lune.

Finalement, dans le second membre de (22), on devra exclure les termes oi
Powan=o0,n=1, n"=1. :

De plus, négligeons m devant my, m" devant m'. Nous considérerons deux cas.

1° Soit n" £ 0. Alors

rrpin”

J— 4 " _— "
7 — E (— 1) i Py w=m

Fac. de 7., 2¢ S., IX. 7

- I‘"(— I‘”)"”

—_— Ve
i Pn,u ,n"y
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2° Soit n’ = o. Dans ce cas

R re 1 1 rre m' -+ m’

! n I} "
—_E————,mm — + — P, _E—,mm——————l’ o
f r'n m' m’ manL0 r'n m'm" nn

’ : P /A !
ou, en négligeant m” devant m’,
. "\
R ST (=)
JS n rn nyn,nt

Il s’ensuit que I'on aura R en développant ’expression
_1
Jm" (rr4 2" —ar'r" cosH + arr’ cosH” — a2 rr” cosH') %,

et ’on devra faire m” = o dans les termes pour lesquels on a n=10, ou n =1
P ) )
ou ' =1, et m"= m' pour ceux des termes conservés ou n’= o.
’ P
Or, en posant D2=7"2+ /"> — 271" cos H et poussant le développement jus-
qu'a n =3, on a

1
[+ D2+ 2r(r' cosH"— r"cosH')] *

1 1 riq-ar(r' cosH — r"cosH') 3 r*(r'cosH"— r" cosH')?
=— - . e S e
D 2 D3 2 D3

3 r3(r'cosH — r"cosH') 5 r3(r'cosH"— r"cosH’)?
2 D3 2 D7

Comme on ne doit avoir ni n =0, ni n =1, on en conclut

e 1 pnls, 3 (7cosH"—r" cosH')?
RA_fmr[ 2D +5 D3

) 3 r'cosH”"— r"cosH' 5 (r'cosH"— r” cosH')?
+fm'"r3| - — - .

2 D3 2 D7

On fera encore dans cette expression m” = o pour les termes ol n"=1etlon
remplacera m" par m' dans ceux o n'= o.

Or 'expression précédente est la méme que celle que nous avons trouvée pour
la fonction perturbatrice relative a4 I'action directe, dans la méthode ordinaire
(n°1). Toutefois les coordonnées ne sont pas rigoureusement les mémes dans les
deux cas. En effet, dans la méthode de M. Andoyer, 7/, par exemple, désigne le
rayon vecteur du point G par rapport 4 O (n°20), tandis que, dans la méthode
ordinaire, c’est le rayon vecteur relatif au mobile T rapporté a S. Mais I'influence
de ces différences sur les résultats numériques n’est pas sensib le.

Nous aurons donc, dans la nouvelle méthode, pour la fonction perturbatrice,
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'expression suivante, avec la réserve des corrections indiquées,
_ 3 .
R= fm Decosip+ 35 cos{io + )

3 —
—f—fm”;,;[%(ﬁe”‘”— et) cos <"<P + LP—ZCB)

/

+ fm’ — [9 Bae? cosip -+ ——Baj(’)cos(tcp—l—tp——cp)
+ LS- Biafi)cos(io + Y+ @) — —IA—@%ch) cos(ip + )

+ gﬁza’e(” cos <icp+ ¢+cp> — zﬁa’e”) cos< (o1 Y= CP)

2 2
. . 3 .
—§ﬁa"e(’> cos <lCP+ q)_*‘q)) + —a’el® cos < <P+L_CP_ J
2 2 2 2
Clest la somme des résultats oblenus aux n° 3, 4 et 7, ou ont été définies les
diverses quantités @, 4, a, o/, .... Remarquons que o, o/, &’ sont indépendantes
rl/
deﬁ:w.
On a
. 3.5...(2i+1)[,, 3ai+3 3.5 (2i+3)(2i+5) ]
(i) == g9 — i z i+2 - i+4 g
er=2 2.4...21 _ﬁ+22i—|—2ﬁ +2,4(2z+2)(2t4 4)@ B ¢
. 5.7 (203, 5 2i+5 5.9 (20-+5) (2i4+7) ., 1
({) — o ¢ i e i+2 i+4
o= 2.4...20 6+22i+26 2.4(2[+2)(g,’+4)5 ""--»,
X m.g...(2i+5)[ . 72i+7 7.9 (20+7)(2i+9) ., -
(i) — i Z l+2 I [+4
S = B s P S e G P

o, comme Pon sait, il faut remplacer, pour ¢ =o, les fractions en dehors des
crochets par Punité.
En partant de la définition que nous avons donnée de g, on déduit de la

série e?) les deux suivantes :

S I N G L PV 520+ 3 . 9.7 (20 +3)(20+5) .,
st =234 (20 +2) [@( 1)+9 21+45 4(2i+4)(2i+6)@ 5+'"]’
g0 = S5.7...(26+1) [, 12043 . 1.3 (20+3)(2i+5) .., )
o= 2.4...(20—2) [5 ’ REYTY; Pt + -_Z 20(20 -+ 2) B++'"J'

[La premiére de ces deux formules s’applique 4 i= o, sans restriction; la seconde
s'applique seulement a partir de =1, en remplagant par Punité, pour cetle
T (20+ 1)

2. 4 (20 —2)

valeur de £, la fraction >
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La considération des cinq séries précédentes et la facon dont elles entrent
dans R nous permettront de déterminer les termes qu’il faut exclure de R pour
avoir la partie de la fonction perturbatrice relative a action directe de la planéte
el que nous désignerons par R,. )

Nous en déduirons en méme temps la partie R’ due a I'action du Soleil, ou
plutét du point O, centre de gravité du Soleil et de la planéte.

R’ est compos¢ des termes de R indépendants de §3, dans lesquels on doit
substituer m’ a m”.

On a ainsi
! ‘ /r2 I 3 9
(23) R'=fm m[z + Zcos(tp—q))]

/ra 3 (‘P—CP 5 < (‘P—SD ,7‘2 " qJ—(P
+ fm ~—<—~cos———2—-—§cos3~T —i—fm—r,—3<3ot cos — >

r' 8

Cette expression doit élre en oulre retranchée de R pour avoir expression de Ry.
11 faut aussi supprimer dans R les termes ayant f a la premiére puissance. Soit R’
leur somme.

On trouve

2

” , T 3 3 15
R'= fm/ ;fég[zcos<p+ gcosq)—;— §cos(q;—gcp)]

" q
+ fm BT cos -+ — €08

. 16 2 16 2 16 2 16

3 5 — - L—5¢
! @( y BRI S i dk 4 cP—S—?cos—szjj>

5 L — ¢
LA l[-*—acos(q)—cp)——iia’ cosk—‘{r?—f - ga”cos

4

.
S

On a, par suite,
Ro=R—R —R’,

avant d’effectuer les développements par rapport aux inclinaisons et aux excen-
tricités.

On peut avoir ainsi explicitement le développement de Ry. Mais on peat le
déduire aisément de celui que nous avons obtenu dans le paragraphe I, en appor-
tant quelques corrections aux coefficients.

A cet effet, considérons d’abord les deux premiers termes de R,

RN I . 3 . ’
jm”ﬁg[—gc“)cosw—kgg(”cos(tcp—ktll) ,

valeur compléte de la fonction perturbatrice quand on néglige les inclinaisons €t

les termes parallactiques.
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I faut appliquer alors les corrections 8 suivantes :

oct ——a, dc) =30,
dgt-=— o, oct? =—33,
agf(O) — ﬁ’ 6 (0) :‘_B

0gt-=—58, 08 ¥ =—58.

Pour les termes dépendant des inclinaisons ou de la parallaxe, les expressions
analogues des corrections sont plus compliquées, & cause des coefficients ot ¢,
S sont multipliés par 7.

Il m’a paru plus simple de suivre la régle générale suivante, dont Papplication
est trés simple dans les calculs numériques et qui découle d’ailleurs immédia-
tement des conditions imposées pour déduire R, de R.

Un coefficient quelconque de R est une série procédant suivant les puissances
croissantes de {3 : il suffit de supprimer, en calculant numériquement ces séries,

les termes indépendants de B ou renfermant B ala premiére puissance.

23. Comme dans la méthode ordinaire, il existe ici une action indirecte. En
effet, au numéro précédent, formule (23), nous avons trouvé, pour la seconde
partie de la fonction perturbatrice, Pexpression R/, dépendant de la masse du
Soleil et de la position du centre de gravité Terre-Lune par rapport au centre de
gravité Soleil-planéte. Si I'on détermine celte position par les coordonnées
polaires déja définies, 7/, ¢/, s/, et que 'on désigne par or/, ¢¢', 8’ leurs variations
provenant de Paction de la planéte, on a, pour l'accroissement de R/,

()R oR’ oR’
OR'= — 6r' + — ov' + as'.
a¢' os”
(Zest 6R’ qui nous donnera 'action indirecte de la planéte sur la Lune. On a,

d’aprés le numéro précédent,

jm [—n—zcos(ap @)+3a" cobq" ] Sm' — [3(;()5"P;CP gcoss-q—;:—ﬂ-

En remplagant o, 4, o par leurs valeurs en fonction de v, ¢/, s, s, on trouve
alsément que celle expression esl identique a celle que nous avons obtenue
au n° 9, formule (9), pour la fonction perturbatrice provenant de I'action du
Soleil, dans la méthode ordinaire. 11 faut toutefois observer que ', ¢/, s ne sont
pas rapportés a la méme origine dans les deux cas, mais que cette différence ne

pe ut av01r aucune mﬂuen(,e sur nos La]CUlb Ilul\lell(lllt‘b au degre d apprommatlou

adopté,
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Considérons maintenant 37/, 8¢, 8s'. Nous avons trouvé pour la fonction

perturbatrice du mouvement défini par 7/, ¢/, § ou par 2/, y/, I'expression

suivante [n° 20, formule (19)], en remplagant, pour plus de commodité dans les
calculs, V' par fm"U’,

M
(m +my) (m' + m")

fm'U =

Done, d’aprés la formule (21), on a

0= 3 L N gt 28 (0 L
0 o \n+1 7 T\n"+1 n,n'\n"s
(m 4+ mo)"+t (m' +m")

o I'on doit supprimer le terme en —-, correspondanl a n = n’ = o, et dans laquelle
r

n’existent ni 7, ni #” & la premiére puissance.

Le cas n=n"=o0 étant exclu, il y a lieu de considérer les suivants, en
négligeant m devant m, et m” devant m/,

mm' re
(0() Il”:O, IL#O; m'U' = m Eﬁpn,n’,ov
0
yrn”
(@) WHe,  ngo;  mU="TUN (o DI,
I/n
) n#o, n=o; m'U=n 2( D S Powe

La partie de 87/, 3¢/, 85 provenant de (a) peut étre sensible; mais nous n’avons
pas a4 en Llenir comple ici, puisqu’elle est indépendante des coordonnées de la

planéte. Celle qui provient de () est d’un ordre élevé par rapport & celle de (y).

-

m [/ r\"
En effet, pour les mémes valeurs de n/, n', le rapport esl égal ﬁ(? et n est
0

supérieur a un.

Il nous reste donc, pour la partie de U’ pouvant donner une action indirecte
sensible,
U/:E(_—I)Il

"
. . I r
On doit supprimer dans le second membre les termes en = et o

,, ”

n'=n"+ 1.

; en d’autres
N v : A : . I 3

termes, n” doit étre au moins égal a 2.
D’aprés le n° 21, on a

// n”

21 ( - l)”” 7in g Po,n’,n” — (’./2 -+ r’t—or’ r’ COSH)- .

20—
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Nous aurons donc pour U,

‘4
- 1 r
U=(r?+r"*—2r'r’ cosH) —-7—;7:2-(305[‘].

op

Iy

Dans la méthode ordinaire, nous avons eu a considérer, pour la détermination
de 3,7, 3¢/, 3s', une expression U analogue. Il suffit de se reporter au n° 12 pour
voir que l'on peut passer des résultats du paragraphe 11 & ceux de la nouvelle
méthode, en modifiant les corrections & apporter aux coefficients A et B de la

facon suivante. Pour les expressions de 8/, 8¢/, 3s', on doit diminuer A de o

" a’ . ‘ 1
AW et A=Y de a—,2, B de 2 —, dansle développementde (a/*+a"?*—ad'a’cosH) *.
a a

. . o a
Rappelons que, dans la méthode ordinaire, on diminue At et A" de poy

2a
B<0) de 72"

Les deux paragraphes suivants rendront manifeste la différence qui existe entre
les deux méthodes, ¢n ce qui concerne certains termes dépendant des A el
des B; mais nous pouvons, dés a présent, mettre ce fait en évidence.

Dans la méthode ordinaire, les deux actions directe et indirecte de ces lermes
sont considérables, alors que action totale est faible; or, une valeur suffisamment
approchée de cette quantité est donnée par l'action directe dans la seconde
méthode, Paction indirecle étant inscnsible, au degré d’approximation dont nous
avons besoin.

En effet, le rapport de I'action indirecte a I'action directe, dans 'une et I'autre
méthode, est de 'ordre de 87/, 8¢/, 8s’. Les coefficients de ces accroissements sont
le produit de w? (carré du rapport des moyvens mouvements de la Terre ct de la

planéte) par des fonctions linéaires des A, des B4 et de leurs dérivées. Ces
v

. , . . a .
fonctions sont des séries entiéres en 3 = — dont les valeurs sont faibles. Il en
a
résulte que les coefficients considérés sont de l'ordre de w?; il y a exceplion
toutelois pour ceux ol I'on apporte aux A el aux B les corrections que nous
1

52

avons mentionnées plus haut, corrections de l'ordre de dans la méthode

ordinaire, de B ou (32 dans la méthode nouvelle.

Dans le cas des planétes intramercurielles, 8 et w? étant toujours de petites
quantités, il s’ensuit qu’en appliquant la méthode de M. Andoyer, on aura unc
valeur suffisamment approchée de I’action totale en négligeant I'action indirecte.

Dans la méthode ordinaire, les termes dépendant de A, A=) et B() sont de

w? . .
I'ordre de B—z; c’est le rapport de deux petites quanlités pouvant méme dépasser

Punité, en tous cas jamais négligeable. Pour ces termes, la méthode ordinaire

donne une action indirecte du méme ordre que l'action directe.



56 D. SAINT-BLANCAT.

IV. — ETupr DES TERMES DES ORDRES ZERO ET UN.

24. Ce paragraphe et le suivant sont consacrés a la recherche des valeurs
numériques des inégalités produites par des masses intramercurielles supposées.

Soit A cosll un terme quelconque de la fonction perturbatrice relative a Iaction
direcle, trouvée dans le premier paragraphe. L’argument § est une fonctlion
linéaire des longitudes de la Lune, de la Terre et de la plancte; désignons par 86
son mouvemenl diurne, el soit ¢ un arc trés petit, de quelques secondes seule-
ment. On aura alors une période correspondante de trés longue durée.

86 étant unc fonction linéaire des moyens mouvements n, n/, n’, ..., 'équation
(24) 0 =c¢

nous donnera le moyen mouvement de la planéte supposée, d’ott nous pourrons
déduire le demi-grand axe et par-suite A, en laissant arbitraires I'excentricité et
I"inclinaison de la planéte si ce coefficient en dépend.

Il faut passer ensuite de I'expression du terme A cosf de la fonction pertur-
batrice a I'inégalité correspondante. J'ai fait usage, a cet effet, des formules
donndes par M. Radau dans son Mémoire si important publié dans le Tome XXI
des Annales de I’Observatoire de Paris ct qui conslitue un exposé méthodique
et trés complet des actions perturbatrices des planétes connues sur la longitude de
la Lune. _

J’ai adopté pour tous les termes une masse égale & —5iooy, valeur admise pour
la masse de Mercure. J’ai fait en outre ¢ = ==13’, correspondant a une période p
de 273 ans. Clest celle que Tisserand a trouvée pour la grande inégalité empirique
de la longitude de la Lune, mise si nettement en évidence par la comparaison des
observations a la théorie.

Je ne m’occupe dans ce quatricme paragraphe que des termes d’ordre zéro

et un.

Il nous reste @ montrer comment on parvient a I'expression finale de P'inégalité
cherchée.

M. Radau (p. 32 de son Mémoire) expose la méthode d’intégration développée
par M. Hill. Il recommande un systeme de formules pour les inégalités de la
longitude et des ¢léments, dont il a fait de nombreuses applications.

Soit

O=kl+k'g+k"h+ct+gq,

ol ¢l + ¢ représente la partie, indépendante de la Lune, qui renferme les longi-
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tudes des planétes et k, &', k" désignent des nombres entiers posilifs, négatifs ou
nuls, g étant, dans Porbite de la Lune, la distance du périhélie au nceud.

Soient, en outre, A, N, A" lrois nombres définis par les relations

oA

a%—w

oA\ oA

el — = AMA.
€ ’ / dy

2,

Le systéme de formules de M. Radau est alors le suivant :

da — ! " PA
— = (0,14901 k — 0,000246 k' — 0,000006 k") 7 08 g,
~ 2l / 4 PA ~ 6
de = (1,4215 k —1,4238 k' + 0,00024 & )n"‘a" cos 0,
dy — (0,00010 &k + 0,41203 k'— 0,41370 k") /f’)ﬁj:ﬁ cos 0,
- A
OL=1[(— 3,0576 Ak + 0,05601 % — 0,01124 k") p —0,14876 X + 0,025531 3 + 0,034921"] nl’)faz sin 8,

ol = [(— 3,0826 k ~+ 0,06142k"—0,03621k")p —o,14g901 A — 25,891 A -—0,002322"] 71%—A— sin 6,

a*’
4 ' — 0,00372 k" 62 1350 49,2169 1] LA g
0h = [(— 0,03641 k + 0,02890 4" — 0,00372k") p + 0,0000064 — 0,00 + 90,2169 A"] i S O
Nous en déduisons, pour la perturbation relative 4 g,
3 131k K A 25,921 W ¥1LA Gine
& = |(0,0614k — 0,03531 k' + 0,02869 L") p + 0,000254 + 25,9214 — 9,17972" ] T Sind.

Ces formules montrent que, pour une inégalité comme celle dont nous nous
occupons, c’est-a-dire a longue période, les coefficients de g, & et des autres
éléments ne sont qu’une trés petite fraction du coefficient de I ou de L.

Je me bornerai donc au calcul de 8L, dont je simplifierai la formule, pour les
raisons que j'ai déja exposées quand j’ai parlé de I'approximation adoptée. Je
néglige dans cette formule les termes en A, X', A", qui ont seulement p en facteur
et dont le plus grand coefficient numérique dépasse a peine o,1 ; tandis que le
multiplicateur de & est voisin de 3 en valeur absolue et a p en facteur.

Avec ces simplifications, ainsi justifiées, j’adopte

2
(25) oL="2 AKsiu@, K = — 3,0576 k + 0,0560k' — o0,0112 4",

n/2a2

A chaque équation (24), pour ¢ === 13", correspondent deux planétes présu-
mées susceplibles de donner la méme inégalité en valeur absolue. Le calcul sera
commun aux deux, puisque les deux valeurs de a” peuvent étre considérées

Fac. de T., 2° S., IX, 8
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comme égales, au degré d’approximation adopté. Cette valeur commune de a” est
déduite de celle de »” donnée par I'équation (24), ot I'on fail e = o.

Tous les termes de la fonction perturbatrice ne conduisent pas a une planéte
intramercurielle présumée, par la résolution de ’équation (24).

Tel est, par exemple, le cas du terme dont I'argument est i3, qui ne renferme
pas la longitude de la Lune. La valeur de n” correspondante est trop faible; n” doit
étre supérieur au mouvement diurne de Mercure, qui est de 14732". EL comme
I’orbite de la planéte présumée doit étre entierement intérieure a celle de Mercure,
le minimum acceptable pour n” est encore plus élevé. La fixation de ce minimum
de n" est d’aillears sans importance, car les masses faibles pouvant avoir une

action sensible sur la Lune sont plus voisines du Soleil que de Mercure.

25. Nous commencerons I'étude des termes a considérer par cenx de 'ordre
zéro ayant pour argument iS—l—B‘, (que nous avons tlrouvés au n° 6 (C) Ils ont
pour expression, en introduisant au lieu de @' le moyen mouvement n’ de la Terve

et en les désignant par (1)f,
i 3 "2 42 (i) .
(1)i= gm'ntalg cos ({0 + 0,).

Cherchons d’abord les valeurs de n” déterminées par I'équation (24). Pour
simplifier Pécriture, nous désignerons dorénavant la quantité == 13" par e. Rappe-
lons en outre que 'on a pour les moyens mouvements de la Lune et de la Terre
exprimés en secondes d’arc

n = 47435, n' = 3548.

Nous avons posé dans les paragraphes précédents

o=L—L", §=2L—L—L"

Alors Péquation (24) devient dans ce cas
i(n'—n"y+2n—n'—n"+ec¢=o.

A chaque valeur de i correspondent deux valeurs de n’, A cause du double signe
de ¢. Il en résulte deux valeurs de @”; mais ces deux valeurs de a” différent assez
peu pour qu’on puisse les confondre dans le calcul des coefficients de (1)

L’équation précédente donne

on +in'—n' 3

n" _ _ .
L+ I L+t
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Afin que n” soit de méme signe que n, on fera seulement
i=o0, I, 2, ..., 5;

~

car, pour une valeur de ¢ supérieure a 5, l'orbite de la planéte ne serait pas inté-
rieurc & celle de Mercure.

Voici le Tableau des valeurs de n” et des valeurs de &’ que nous avons déduites :

(1)° 91322" + ¢ 0,1147

(nt 47[;35”—1—é£ 0,1775

(1)2 32806" 4- %e 0,2270

(1) 254 PN 90,2686
T

(1) 21103”—1-%5 0,3046

(1)® 18!77”+é8 0,3365

Les valeurs de @” sont exprimées en prenant pour anité le demi-grand axe de
l'orbite de la Terre. 1l s’ensuit que ce sont aussi les valeurs de § = Z—f qui entrent
dans les séries 2@ du n® 23, que nous avons a calculer.

Jécris ici ces fonctions de B, qui nous seront utiles pour d’autres termes par la
suite. J'ai représenté les coefficients des puissances de B par leurs logarithmes a
cinq décimales :

&'" = 0,0000083 + 0,273003%+ 0,436863° + 0,55496p37 +.. .,
&M =1,875063%+ 0,19382p*+ 0,3788783% +0,5092083% + ...,
&M =1,795883% + 0,13583 3%+ 0,33311 37 + 0,4714103° +. ..,
&¥=1,737893* + 0,09007 B6+ 0,29532(3% + 0,43923B1° +. ..,
§M=1,692133%+ 0,05228 3"+ 0,26313p3° + o,4111gPBM ...,
8% =T1,65434B° 4 0,020093* + 0,23310 31 4 0,38637 31> +. . .,
&% =1,6221537+ 1,99206 3° + 0,210283'" + 0,3640931 +. . ..

Dans expression de K du n° 24, on doit faire
k=k=FkK=na2.
On trouve dans ces conditions, avec une approximation suffisante,

K = —6,026.
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Les coefficients des inégalités auront donc pour expression commune, en minutes
d’are,
3 273% X 206265
— = % 6,026 x 7——————5'(‘)
8 5000000 X 60

Voici les résultats concernant 'action directe pour les termes (1){. La pre-
miére colonne du Tableau suivant désigne le terme, la deuxiéme 'argument, la
troisi¢me la valeur de g@, la quatriéme la durée de la révolution de la planéte en

jours moyens et la derniére la valeur du coefficient de I'inégalité en minutes

(1)° oL— L'— L’ 0,1176 14,19 —13,6
(i 2L — 2 L/ 0,02527 27,32 — 2,9
(1)? aL+ L'—3L7 0,00820 39,50 — 1,0
(1)? 2L+ o2L'—4L" 0,00336 50,84 — 0,4
(1)* 2L+ 3L'— 5L 0,00160 61,41 — 0,2
(1)8 2L + 4L/ — 6L 0,00086 71,29 — 0,1

26. Passons aux termes de I’action indirecte ayant mémes arguments que les
termes (1){. Nous avons établi les formules relalives a cette partie de la fonction
perturbatrice dans le paragraphe II.

Les termes que nous avons a étudier ne dépendent pas de l'inclinaison des

orbites et sont contenus dans

IR’ or' dR’
a 0,.’ al

—av'.

Il convient de prendre, d’apres les expressions (F) et (G) des n® 10 et 11, en

se rappelant la signification de 3 et 3,,

! ! 3
! dR 91— cos(2L —alL'), ——.[—-—d“ = -
a’3 2

f_— or 4

_a_3 sin(2L — 2L)

a

et d’aprés les formules (16) et (18) desn® 17 et 19, ot 'on peut faire ¢ = L' — L/,

!
(ECI- = 2 pPcosi (L' — L"), o' = 2 2sind (L' — L");
a

par suite
=0 /TIl,aR’: - % %ZPY) Jeos[2L— 2L/ (L' — L")+ cos[oL— 2 L/ — (L' — L]

— a,32‘7\“) fcos[2L—2L'+ {(L'—L")]—cos[2L—2L'— {(L'— L”)]
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En donnant a / dans cette expression des valeurs convenables, nous obtien-
drons les termes que nous avons en vue ¢t que nous allons examiner successive-

ment.

(1)* D’abord (1)0. Ce terme a pour argument 2. —L'—L” 1l faut donc

prendre { =1 dans le premier et le troisiéme termes de SR’ et £ = — 1 dans les
. - . 3 a?

deux auatres. Il vient alors pour le coelficient C de — gm”—,3cos (2L —L'— L"),
a

que nous mettons en facteur pour rendre plus aisée la comparaison avec le résultat

rvelatif & I’action directe,
m//C — 3 (p(li)+ P(i_”) + 2()\(11)_ )‘(1—1))‘

Nous avons obtenu Pexpression de (" au n° 18, celle de A\ au n° 19. Elles
montrent que 'on a
(= — 5D (i) — o)
P1 -P;’ )‘11——)‘1"

On peut donc écrire
m”C:Gpﬁ“Hl—!;)\ﬂ”,

, . b a
e\ et A" dépendent de A et A(", et Pon doit remplacer A() par o T b

cause du terme complémentaire de la fonction perturbatrice relative a laction de
la planéte sur la Terre.

b est délini, comme on sait, par la relation

1 .
— bcos i
> ?

o

(1+pB2— 2B cose)

et 'on pose

) dbti)
(B __ .
bl _AB dB
On a alors
aIA(ll): . 512 —p) _ btlu.

Les données du calcul de e\ et A" sont

B=o0,1147, n"=g1322.
On en déduit

®w = 0,0389, bV —=o0,115, bYV=o0,116

avec une approximation suffisante, et finalement, en introduisant le moyen mou-
vement n' au lieu de f,

3
oR'= — 3 m'n'*a*> o,1148 cos(2L — L' — L"),
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On a trouvé pour 'action directe
R—= 3 " o122 / ”
=gm'na x 0,1176 cos(2L — L'— L");
par suite 'action totale se réduit a
! 3 n 1 ! "
R+ o0R'= §m n?a?x 0,0028 cos (2L — L'— L").

C’est environ la quarantiéme partie de P'action directe.

Ainsi que nous 'avons démontré au n® 23, pour ce terme et quelques autres
que nous rencontrerons plus loin, 'action directe de la planéte sur la Lune est
presque annulée par suite de I'action réfléchie par le Soleil. Mais cette circon-
stance ne se produit pas pour le plus grand nombre de termes. On la conslate
seulement dans les termes pour lesquels les expressions de 37" et 3¢’ contiennent
A & cause de la correction qu'il faut appliquer a cette quantité pour tenir
compte de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice. Comme on le
verra en particulier & propos du terme (1)', ol c’est A qui entre dans les
expressions de 37/ et 8¢’ et non plus A, I'action réfléchie par le Soleil n’est
souvenl qu’une pelite fraction de I'action directe.

(1)* Pour le terme (1)*, I'argument est 2L, — 2 L. En mettant encore en facteur

b

-3 m’n2a*cos(2L —2L"),

nous déduisons de I'expression (26) de 6R’, pour le multiplicatear de cette quan-
tité, en faisant /= o dans le premier et le lroisi¢éme termes, i = — 2 dans les

aulres
’ m'C=6pP + (AP,

Ici Ja partie complémentaire de la fonction perturbatrice n’intervient pas, car
o\¥ et MY dépendent de A et A¥. On a simplement

— ! 2) — 2)
AAD= b, A AP = — b b

.

et d’une facon générale, pour ce terme et les suivants,
i) — pli 1AD — i )
A AD= b, @AY = — b biD,
Voici les données du calcul numérique

‘ B =o,1775, n" = 47435, » = 0,07480;
par suite .

b = 0,0240, b'» = 0,0486, »? = 0,00559, C = 0,00056.
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La quantité correspondante pour Paction directe est — 0,02527. On voit
1

qu'elle est diminuée seulement de - environ par I'action indirccte.

45

(1)? L’argument de ce troisiéme terme est 2L+ L'— 31”. On a pour la partie

de SR’ qui lui correspond

) (- g n"?a*(6p5 + 42) cos(2 L+ L/ — 3L7).

Le calcul de p{* et 1{»' s’effectue d’aprés les valears suivantes de 8, n", ...

8 =o0,2270, n" = 32806, w=0,1081;

on obtient

b® =o0,0075, ¥ = 0,0228, w?=o0,0117, C = 0,00027.

Le coefficient relatif a action directe est — 0,00820.
L’action indirecte est donc a peu prés la trentiéme partie de ’action

directe.

(1)* Le calcul de ce terme se déduit des données que voici :
3 =o0,2686, n" = 25492, w =0, 1392.

I’argument est 2L+ 2L/— 417 et 'on a
8

m'C="06p" + 47"
On trouve

J— ) — 2 J—
b = 0,0030, b¥’ = o0,0120, w?=0,0194, C = o0,000122.

(1)* Ceterme a pour argument 2L, + 3L/ — 5L". Ona en outre

m'C=6p + 44}
Il faut calculer C avec

8 =0,3046, n"=21103, w=o0,168,

qui donnent

b5 =0,0014, b = 0, 0069, w?=—0,0282, C = 0,000067,

C est presque' insensible par rapport a la quantité correspondante de I'action

directe, pour laquelle on a — 0,00160.
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(1)® Pour ce terme, dont 'argument est sl 4+ 4L/ — 617, le calcul relatif a
Paction indirecte ne donne qu’une fraction de seconde.

En résumé, dans les termes (1), Paction directe de la planéte intramercurielle
est prédominante et représente & peu de chose prés Paction totale, sauf pour le
premier, ot les deux actions, directe et indirecte, se compensent.

Noas reviendrons sur ces résultats pour donner Vaction totale de chacun des
termes (1)*. Nous y joindrons les résultats fournis par la méthode de M. Andoyer,

que nous allons appliquer dans le numéro suivant & ces termes.

27. Nous avons montré au n°® 22 que la méthode de M. Andoyer conduit a
conserver I'expression générale de la fonction perturbatrice R relative & Iaction
directe trouvée au paragraphe 1, sous la réserve de supprimer un petit nombre de
termes que nous avons déterminés. Nous sommes parvenus a cette régle simple,
que, dans les séries en 3 qui entrent dans R, 1l suffit de ne pas Lenir compte des
termes indépendants de B ou ayant 3 4 la premicre puissance.

Nous devons nous rappeler aussi que 3 ne désigne pas ici rigoureusement la
f
. , . X . a
méme quantilé que dans la méthode ordinaire. En effet, § = S et a' n’est plus

la distance moyenne de la Terre au Soleil, mais la distance moyenne des centres
de gravité soleil-planéte d’une part et terre-lune d’autre part.

Mais, étant donné le degré d’approximation de nos calculs, la correction qui
résulterait de cette différence est insensible.

Cela posé, si nous nous reportons aux séries qui déterminent g(? (n° 25), nous
voyons que, pour obtenir les résultats correspondant i la nouvelle méthode, il
sultit de diminuer g(® de 3, pour le calcul de 'action directe de la planéte (1)°.

Or, on a d’aprés le n® 25, pour le terme (1)°,
g —=o0,1176, B—=—o,1147.
[’action directe, dans la méthode de M. Andoyer, est done représentée par
3 02 2 L L’ L”
§m n"?a®*x 0,0029 cos(2L. — L'— L").
Dans la méthode ordinaire, nous avons trouvé, pour I'action totale,
3 7 12 42 ! n
gm'na x 0,0028 cos (2L — L'—L").
Pour les autres termes (1), les deux méthodes donnent les mémes résultats ;

mais on a remarqué que Vaction indirecte n’est qu'une petite fraction de l'action

directe.
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Je termine ce numéro par le Tableau des résultats définitifs concernant les
, : 3
planétes supposées (1)‘. Il comprend le facteur de gm”n’zcﬂ cos(2L —L/'—1)

relatif a 'action totale et les expressions numériques des inégalités en secondes
I q 3

d’are :

(1)° ~+ 0,0028 — 19"sin(2L— L'— L")
()t —+ 0,02471 —i172"sin(2L —2L")
(1)? -+ 0,00793 — 55"sin(2L + L'—3L")
(1)? + 0,00324 — 23"sin(2L + 2L'— 4L")
(1) + 0,00153 — 11”sin(2L + 3L'—5L")
(1)s ~+ 0,00083 — 6"sin(2L + 4L"'—6L")

28. Continuons par ’étude des termes du premier ordre. D’abord

(2)i= gm”n”a‘lg(” ecos(i0+ 0, + ).

Les valeurs de n” sont déterminées par I'équation
i(n'—n"y+an—n'"—n"+v+e=o,

ou vy désigne le moyen mouvement diurne de /.
D’ou
2n+v+ (i —1)n' €
- : -+ = .
i+1 [+1

nl/

Il suffit de donner a ¢ les valeurs o, 1, 2, pour lesquelles on obtient les valeurs
suivantes de n" et &’ :

(2)° 138356 + ¢ 0,0870
(2)t 70952 + ;e 0,1357
(2)? 48484 + %s 0,1750

Pour le calcul de la quantité K du n° 24, on a

on en déduit
On a, en oulre,

Fac.de T., 2 S., IX.
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On calcule g©, g o™ 4 l'aide des séries du n° 25. On obtient, pour les
résultats relatifs a 'action directe, le Tableau suivant dont la disposition est celle

qui a été adoptée au n°® 23 pour (1) :

(2)° oL —L'— L"+! 0,0882 9,37 — 0,0
(2)! oL — o'+ 1 0,0143 18,26 — 0,1
(2)? oL +L'—3L"+ 1 0,0035 26,73 0,0

[ action directe, comme on le voit, n’est importante que pour (2)°. Or nous
constaterons qu’elle est compensée par I’action indirecte que nous allons examiner.

Les arguments des termes (2)f peuvent éire mis sous la forme
aL —aL/4+{ + (i +1)(L'—L").
Par suite, ces termes résultent, dans 3R’, de la multiplication de

2 ! P 2
a} ecos(2L — 2L/ + 1), ﬁ%lvi,:g‘%esin(z[.—zﬂ—kl)

Y

SIS
Jm' " or

E= e}
l

w

respectivement par

or' :Ep‘f“’cos(i +1)(L'—L"), 69’:27\‘1”“ sin({+1)(L'—L");

(l,
par conséquent,
! 3 12 § i+1) i+1) . ! : ’ 4
oR'=— 3" —aQeE (3pY*tV 4+ 22 ) cos| 2L — 2L/ + {4 (i + 1) (L' — L")]

l
+ (3pr— 2 {*V) cos[aL — aL/ + L — (i +1) (L'— L]}

Faisons I'application pour i =o et {=1.

(2)* En remarquant que I'on obtient 2. — I/ — L” ++ [ en faisant £ =o0 dans
le premier terme de SR’ et { = — 2 dans le second et lenant compte en outre des
expressions de p{’ et A’ poar des valeurs de ¢ égales et de signes contraires,

on a
mllc :6P(li)+ 4)\(11)
pour le facteur de

— gn’%ﬂe cos(2L —L'— L"+ {).

{1 faut prendre comme précédemment

b a' 1
1) — IAT) 1 (1)
A()-—T'—"ﬁy aA, ———_2’—‘b()—b1 .
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Les données numériques sont

3 = 0,0870, n"—138356, » = 0,0256;
on en déduit

bV = 0,087, b\ = 0,088, »?= 0,00060, C = 0,0870.

[’action directe a donné 0,0882 avec le signe contraire.
Voyons le résultat tiré de la méthode de M. Andoyer. Il faut diminuer g(® de §.

On a
&1 — 3 =o,0012,

valeur identique, au degré prés d’approximation des calculs, a I’action totale dans

la méthode ordinaire.

(2)' Pour avoir I'argument 2L — 2"+ /, il faut faire, dans 'expression pré-

cédente de SR/, {=1 au premier terme, { = — 3 au second. Il vient

m"C=6p» + 42,
Dans p{” et A?’, on a

a A®) — b(z)’ a’A‘f’:— H) b(f).

Le calcul numérique ne donne qu’une trés petite: fraction de I'action directe,
diminuant a peine celle-ci de o, 2.

Terminons I'étude des termes (2)¢ par Pexpression des inégalités numériques
dues a I'action totale, comme pour les termes (1)¢. La deuxiéme colonne renferme
les valeurs de g — C :

(2)° + 0,0012 —1"sin(2L —L'— L"+ )
(2) + 0,0143 — 8"sin (2L — 2L+ ()
(2)? ~+ 0,0035 —2"sin(2L + L'—3L"+ ()

29. Considérons maintenant

3)Y=— %m”n’za?egm cos(i0 + 9,— ),
n" est donné par
nl — 2n— v+ ({—1)n' 3
o i+1 i+1

Nous ferons i =10 et {=1. On a alors, pour n’ et @’ :

(3)° 44288 + ¢ 0,1858

(3) 23918 + ;-s 0,2802
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Pour { = 2, on n’aurait plus une orbite intérieure a celle de Mercure.
OI] a
/{:I, /(’:2, /(”:2, K:—q,968.

Les coefficients des inégalités sont donnés par 'expression suivante ¢n minutes
d’arc :
273% < 206265

9 272 2 2O E0d
> 2,968 < 5000000 X 60

8

egti.

Oun trouve, la deuxi¢me colonne contenant les valeurs de g@,

(3) oL—L'— L"—! 0,1984 29,26 1,9
(3) oL — 2L"—( 0,0698 54,18 0,7

Pour Paction indirecte, nous mettrons I'argument de (3) sous la forme
oL —aL/— [+ (i+1)(L/'— L")
Alors 3R’ donne ces lermes en multipliant respectivement

g2y @ ol — L R 9% I
fm,a dr,_z—a,3ecos(2L a2/ — 1), Tl 9 = ;a,xesm(zL—zL 1)

par
%;—; :2 p cos (i+ 1) (L'— L"), 8‘)’:2 MY sin (1) (L'—L");
on en déduit, pour les termes cherchés de SR/,
OR'=2nare B (3pi0+ 22+ cos[aL — 2L/~ L (i +1) (/= L")]
8 { 1 1
+ (3p* — 2d* ) cos[2L — 2L/ — { — (i + 1) (L'— L”)]‘.
Appliquons cette formule a (3)° et (3)".

(3)° L’argument étant 2L — L/ — 1" — [, il faut faire {=o dans le premier
terme de SR’ et { = — 2 dans le second et il vient

m"C=6p{" + 47"

Dans le calcul de p{" et A{", on doit prendre pour AWM et AV les mémes
expressions que précédemment.

On a, pour les données numériques,

B =0,1858, n"-= 44288, ® = 0,0801;
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d’on

b —= 0,188, bV = 0,193, w?= 0,00642, C=o0,1861.

On a trouvé pour la quantit¢ correspondant a G, dans P’action directe, —o0,1984.
On voit que I'action totale est réduite au vingtiéme environ de Paction directe.
Vérifions ce résultat par la méthode de M. Andoyer. 1l faut diminuer gWdef:

g — B = 0,0126.

Le nombre correspondant donné par la méthode ordinaire pour I'action totale

est 0,0123.
(3)" On a d’une fagon analogue, pour ce second terme,
m'( = 69(12) -+ 4)\(12)

avec

B = o0,2802, n"=23918, w = 0,148;
b(?) = 0,061, b= 0,126, »?=0,0220, C =o0,0072.
Comme on a — 0,0698 pour I'action directe, celle-ci est donc réduite de %
environ de sa valeur.
Les résultats pour Paction totale concernant les planétes supposées (3 )¢ sont,
en définitive,
(3)° — 0,0114 + 6"sin(2L —L'— L"—)

(3)! — 0,0625 + 35" sin(2L — 2L"— 1)

30. Passons aux termes en ¢’. D’abord
N\L 3 " 12 42 y I (Z 1 () / ' J
(4):§m nrarf(i+ - g’+;g, e cos(id+0,+ U').

Nous avons besoin, ici et pour quelques-uns des termes qui suivront, des

séries g'" définies comme on sait par la relation

@ — dg(i).
gy=p dB

Nous les déduirons, d’aprés cette définition, des séries g@ du n° 25. Voici
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leurs expressions, les coefficients de §§ étant représentés par leurs logarithmes,

8\’ =0,0000083 + 0,7501203%+1,13583 35 +-1,4000637 +. ..,
g4 =0,176093* + 0,79588 B* + 1,157023° +1,4122903% ...,
g == 0,27300(3% + 0,83480 3% + 1,17821 87 + 1,42563p% 4.. ,
g% =0,33995 3%+ 0,86822 35+ 1,19841 3% +1,43923 B0+, ..
g1 =10,3011003%+ 0,89738 3" +1,21737 3% + 1,452583' +. . .,
&1 =0,43249 3% + 0,92318 3% + 1,23510B19 +1,46555 "+ . . .,
£ =0,467253"+ 0,046303° 4 1,25167 3 + 1,47803 31 +-. . ..

Pour n", on a

s 2n—+1in &
n'= — ; .
[+1 {41

On obtient les valeurs suivantes de n” et a” :

(4) 94870 + & 0,1118
(Mt 49209 + ée 0,1732
(4)? 33989 + ée 0,2217
(4 26379 -+ %e 0,2625
(4 21812 + és 0,2980
(4)° 18768 + é £ 0,3204

On a, pour le calcul des coefficients,
k==K =2, e' = 0,0168, K = — 6,026.
Les coefficients des inégalités sont donnés alors par la formule

317, 1\ 1 ;12732 206265
R _ (i) ¥y Z/ e o '
8[<l+ z)g BPtL ]5000000><60 6,026¢

et leurs valeurs sont contenues dans le Tableau ci-dessous. La troisiéme colonne

.o N .
renferme les valeurs de <L —+ ;) g+ ;g‘,”; pour les quatre derniers termes, le
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coefficient est inférieur a o/,1 :

(4)° 2L— L'— L'+ 0,117 13,66 — 0,2
(4) 2L — oL+ U 0,062 26,33 — 0,1
(4) a2+ L'—3L"+ 0 0,031 38,13 »
(4) oL+ ol/— 4L+ 0 0,017 49,13 »
(4)* oL+ 3L —5L"+ 1 0,011 59,41 »
(4)° oL+ 4L'—6L"+ I 0,007 69,05 »

Nous étudierons I'action indirecte pour les deux premiers termes seulement, les
inégalités des autres termes étant insensibles, comme le montre le Tableau pré-
cédent.

En prenant, d’une part,

LR 92 Ll

fm’a o = b @ cos(2L —2L),

1 IR" 3 a . , I, . P
Frd 0w — Ea,3|:s|n(2L—2L)~;e sin(2L — 2L +l)]

et, d’autre part,

/
O — & N i cos[(i 1) (L — L) + ],

al
&' = FA*Usin (1) (L'— L) ¢ ¥ W sin[(i +1) (L'— L") + ],
bu - SR/ ) 551 S pirgrel fplié
on obuient pour o expression — gn a=e’ mulliphce par
3¥ Y} cos[2L— 2L+ (i + 1) (L'— L") + 0]
+eos[2L —aL/— (i + 1) (L'— L") — I']]
+22N;”>; cos[al —al/+ (i +1) (L'— L") + /']
—cos[aL —aol/— (i + 1) (L'— L") — ']}
+ 27\({"’“; cos[2L —aL/'— ({+1) (L'— L") 4 ']
—cos[2L —aL/+ (i+1) (L' — L") + 0']}.

Elle renferme les termes correspondant a (4)° et (4)', que nous allons examiner
successivement.

(4)° On a 'argument oL — L/ — L"+ /' en faisant, dans 'expression de SR/,

t=o dans le premier terme, le troisiéme et le sixiéme, {=— 2 dans le cinquiéme.
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T M N 3 12 42 p! / [ !
Il vient alors, pour le multiplicateur de — 3" 2q2e cos(2L— L/ — L'+ 1),
— 3, T (W
m'C=3p{" + 2 — 22
en tenant compte de la relation A\ = — A{; mais on a
O
Les p et les A dépendent ici non seulement de A ct A", mais aussi de AY’ qui
s’exprime, en fonction des 6,
a,A(;): 2b(l)+ 4b(11)+ [)(2”.
Les données du calcul sont

B=o,112, n"= 94870, w = 0,0374;
elles donnent

b =o0,113, bV =o,114, bV = 0,0032, C=o,107

dont la comparaison au nombre analogue di & I'action directe (— o,117) montre
que I'action totale est trés faible.

Appliquons a ce cas la méthode de M. Andoyer. Revenons donc & I'action
directe ou il faut apporter la méme correction — 3 & g(® et g{" et chercher, avec

les nouvelles valeurs et pour { = o, ce que devient I'expression
.o A S
it L)y Lo,
< 2>g 551
On trouve 0,005 ; la méthode ordinaire donne, pour I'action totale, o,010.

(4)" Pour avoir le terme d’argument oL — oL+ 0, il faut faire { =1 dans le
premier, le troisi¢me et le sixiéme terme de SR’ et {=—3 dans le cinquiéme.
On a, par suite,

m'C= 39(22) “+ 2)\(2‘2)_ 2)‘(12).

By

Le rapport de G a la quantité analogue relative a laction directe est du
troisieme ordre en 3 = 0,173. Il s’ensuit que la correction & apporter a Paction
directe pour en déduire I’action totale n‘atteint pas {5 de seconde.

Voici le Tableau des résultats définitifs concernant I’action totale des termes (4)’ :

(4)° ~+ 0,010 —1"sin(2L— L'— L"+10")
(4" + 0,062 —9"sin(2L — oL+ 1)
(4)? + 0,031 —4"sin(2L+ L'—3L"+10")
(4)* ~+ 0,017 —o"sin(2L + 2L'—4L"+ )
(4)* + 0,011 —1"sin(2L +3L'—5L"+ 1)

)y + 0,013 _l/’Sin(2L+4L’—6L"—|—[’)
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31. Le second terme en &' est

; 3 [INTPRIN, 5 . ; LI . ,
(5)y'= gm n*ate [(; ——z)g('H— 55’(1\] cos(i0+ d, - I').

Pour déterminer n”, on a

an+ (i —2)n €
= -+

n' = : - .
i+1 i+1
Nous ferons { = o, 1, 2.
On a alors, pour n” et &',
{5y 877994+ € 0,1178
(5 45661 + ée 0,1821
(5)2 31623 + ¢ 0,2326

3

Nous avons donné au numéro précédent les séries permettant de calculer

On doit prendre
k=K=FK =2, K =—6,026.

73

(,(i>‘

1

Il en résulte, pour Paction directe, la troisiéme colonne renfermant les valeurs

de Pexpression entre crochets,

(h)e oL —L'— L=V 0,3659 14,76 — 0,7
(5) 2L — o/ -V 0,0686 28,38 — 0,1
(5)? oL+ L' —3L"— /¢ 0,0188 40,98 0,0

Pour la fonction perturbatrice relative a Paction indirecte, il faut considérer

! 9 .
ﬁ“’%% =—9 %e'COS(QL-—ZL'—l’)— 22 cos(aL— al)),

4 o

! 2 2
LR 2Zla,—ge’sin(zL——QL’—l’)ﬁ—zgmsin(zL—gL’),

T

8—”2— :Zpgwncos(i—i—I)(L’—L”)+6’29;"*”005[(1'+1)(L’~ L™y + 1],

a

S ___E)\({H) sin (i +1) (L'— L") + 612;\(;‘“) sin [(¢ --1) (L' — L") -+ £'].

Fac. de T., 2¢ S., 1X. 10
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On en déduit, pour les termes de 3R’ qui conviennent,

(5)0

SR = %n'aawxg_ 1200 cos[aL — 2L/ — {4 (i 4+ 1) (L' — L")]

—12p{*Vcos[2L — 2L — I' — (¢ -+ 1) (L/'— L")
— 3picos[2L — oL/ 4 ' 4+ (i +1) (L' — L")]
— 3p*Y cosfal— oL/ — ' — (i +1) (L' — L")]
— gAY eos[al—all — /4 (i +1) (L'— L"Y]
+ 7A{ 0 cos{2L — oL/ — ¢/ — (i -+ 1) (L' — L")]
— 2P eos[al — oL/ ¥+ ( + 1) (L'— L")]

+ 20"V cos[aL — 2L/ — I'— (i 1) (L' — L")} .

En ce qui concerne I'action indirecte de ce terme, on a

— gn’i’aze’(zﬁpﬁ”-l— 400+ 3p5 Y — 2k Py cos(2L — L/ — L7 — 1),

G désignant la fonction des p el des X entre parenthéses, on a successivement

B=o0,118, n"= 8794, ® = 0,004}

bV =o,11 b\ —=o0,120 b = 0,0038
> ’ 1 2 2 ’

Bra’ A= — 0,998, Bra’ AtV = —1,0033, a' AV = o0,722, C=+40,351;

par conséquent, ’action directe est presque annulée.

Nous ne donnons pas le détail pour (5)! et (5)?; un calcul sommaire nous a

monlré que, pour ces termes, 'action indirecte est une petite fraction de 'action

directe, elle-méme trés faible, ainsi que nous Pavons vu.

Revenons au terme (5)° pour Papplication de la méthode de M. Andoyer. Dans

{0}

. 5 1 .. i
I'expression 5g‘°)+ ~&"”, nous devons diminuer g et gi” de {8 et, par consé-

quent, la quantité précédente elle-méme de 3§, ce qui la réduit & 0,012, ¢’est-

a-dire & la trentiéme partie de sa valeur.

On a, pour I'action totale des trois termes (5 )7,

(5)°
(5)!

5

)

~+ 0,030 —2o"sin(2L — L'— L"—1")
+ 0,137 — 8" sin(2L — 2Ll — 1)
~+ 0,038 —a2"sin(2L + L'— )

32. Dans les termes en ¢, que nous allons étudier, nous laissons e’ arbitraire.
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ous examinerons d abord
N d

) 3 . ) i .
(6)i=— gl)l’/ltlzaﬂe/, ({+1)g0+ —Qg(,” cos ({0 + 9, + ");
n" est déterminé par
on + (L—nn
n'— ——————(i )

3
“+ =
2

Eu donnant a ¢ les valeurs 1, 2, 3, 4, 3, il vient, pour n" et &',

(6)! 91870 + ¢ 0,1118
(6)2 hg209 + é € 0,1732
(6) 33989 + %s 0,2217
(6) 26379 + %e 0,2625
(6)8 21812 -+ %s 0,2989

On a calculé g et g'® comme précédemment
k=K —=k'=2, K =— 6,026.
La formule qui donne les valeurs des coefficients des inégalités est la suivante :

2732 < 206265

- x 6,026¢e",
5000000 X 60

§[ins0 st

Voici les résultats qu’on en déduit :

(6)! 2L — s+ 0,0202 13,66 3,4e"
(6)? 2L+ L'—3L"+ 0" 0,0159 26,33 1,8¢"
(6)3 oL+ 2L/ — 4L+ " 0,009 1 38,13 1,0e"
(6) oL+ 3L/ —5L"+ I" 0,0056 hg,13 0,6¢€"
(6) 2L+ 4L —6L"+ 0,0036 59,41 o,he"

Ici la méthode de M. Andoyer conduit aux mémes résultats; on n’a a apporter
aucune correction a g@ et a gV, Et, d’ailleurs, comme nous allons le voir, I’action
indirecte est trés faible.

La partie de la fonction perturbatrice relative a 'action indirecte et concernant
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ces termes résulte de la combinaison des expressions suivantes :

1 0K g at ,
7—”—17(l 5‘;‘7 *—Z —,—CO.\(QL—'“L ),

a's

1 JR" 3 a* . ,
ﬁ’? 9 = a—,;;s”l(QL —aL),

or' ) i \ : -
= et eos [+ (L= L)+, d0'= e’ ¥ A sin (i 1) (L'— L")+ '],
On en déduit

(27) OR'= gn”a?e”Ez— 3pi cos[al — a L'+ "+ (i + 1) (L' — L")]
' —3pi*cos[ 2L — 2L/ — &' — (i + 1) (L' = L")]
—2A{*D cos[2L — 2L/ -+ ¢+ (i +1) (L' — L")]

+2A#* D cos[2L — oL/ — 0" — ({+1) (L'— L")}

Pour avoir les termes (6)¢, il suffit de prendre le premier et le troisiéme terme

de celte expression.

(6)' En faisant {=1, ona
3 12 22 L0 (2) (2 [/ "
—ghniate (3p+ 222 ) cos(2L — 2 L"+ ");

2) oy X2 dépendent de A(?) el de ses dérivées et la partie complémentaire de la
P3 3 p p p
fonction perturbatrice n’intervient pas.

Pour le calcul numérique, on a successivement
B=o0,112, n"= 94870, ®w = 0,0374,

b = 0,0094, b\ = 0,0190, b= 0,0194, 3p' + 20 = — 0,0006 m".

On a wouvé, pour l'action directe, 0,0292. On voit que l'action indirecte

équivaut & peu prés a la cinquantieme partie.

(6)% Pour avoir 'action indirecte concernant ce terme, on doil faire { = 2 dans

le premier el le troisiéme terme de I'expression (27) de SR’ et 'on trouve

— %n'ﬂaze/'(gp;3>+ 23 ) cos(2L + L/'— 3L+ 1),

On a

B=o0,173, n" = 49209, » = 0,0721,

b® = 0,0033, b'® = 0,0099, b3 = 0,0203.

Un calcul sommaire montre que la quantité 3pi> 4 22> est voisine de 0,0001
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el que, par conséquent, I'action indirecte est une fraction négligeable de I’action

directe.
On est parvenu a une conclusion analogue pour les autres termes (6)%.
On trouvera a la fin du numéro suivant le Tableau des valeurs de I’action totale

de ces planétes supposées.

33. Le second terme en " du premier ordre est

(7) = %m”n’ﬂaze” [( (+1)g® — ég‘,”] Cos(L0+0,—{");

",,:211—0—.([—-1)1/ _ € .
[+ 2 i+2
On peut faire {=o, 1, 2,3 et, en outre, i =—1. Et 'on obtient, pour n"et @,

(7)7! 87774 + ¢ 0,1178
(7)° 45661 + - 0,1821
(7)1 31623 + ;¢ 0,2326
(7)? 24605 + ia 0,2750
(7)? 20393+—;e 0,3116

Pour =0, 1, 2, 3, nous aurons a calculer g et g'" par les séries dont nous
avons déja fail usage; mais, pour {= — 1, nous avous besoin de g%V, Au n° 22,
nous avons donné 'expression générale de g(—9 en faisant remarqucr qu’elle n’est

pas identique & g, On en déduit

(—1)— 5oy, 1055, 5a5 o fohad o .
i ~2+2B+326+1286+81925+""
d’on
»—rpga, 105, 1575 o fofab .
ST =5p+ 8 B+ 64 B+ 1024@4—...

ou, en représentant les cocefficients par leurs logarithmes,

&y =0,698973%+1,118103%+ 1,391103%+1,59635038 +. . .;

on a

k=K =K =2, K —6,026¢".
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On a finalement, pour Paction directe, les résultats suivants :

{(7)! aL — oL/ — 4 — 0,0360 14,76 + 4,2€"
(7)° oL — L'— L"— 10" —+ 0,0844 28,38 —g,8¢"
(7)1 aL — oL — " -+ 0,0401 40,98 — 4,6€"
(7)? oL+ L' —3L"— 1/ -+ 0,0206 52,67 —a,4e"
(7) oL 4oL/ — 4L"— (" -+ 0,0114 63,55 —1,3ée"

Pour I'acuion indirecte, la formule (27) du n® 32 nous donnera la partie de SR’
correspondant a (7)¢. Il suftit de donner & ¢ les valeurs qui conviennent dans le

second et le quatriéme terme.

(7)~" On trouve pour ce cas, en faisant £ =—1,
3 226" (300 AL0) s(oLL L’ Vi
—g" are" (3py) —2A")cos(2L —2L/— 1),

oy et 1) s'expriment en fonction de A et de ses dérivées et le calcul de ces
quanlités ne présente rien de particulier.

Avec les dounées

B=0,118, n"= 87774, © == 0,0404,

on obtient
b9 = 92,0070, b = o,0141, b = 0,0146, 3 — 24 = 0,0001127m".

Rappelons que Vaction directe a donné, pour la quantité analogue, — 0,0360.
p q ) { gue, ,

Par conséquent, P'action indirecle esl insensible.
(7)° Nous avons a calculer ici I’expression
m? = 3pi — 20,

qui dépend de AV, 1l faut donc prendre

a’A“):b\’)——{—, aIA(ll):_b(l)__b(il)__é, a’A;":zb‘”—kq'b(l"—kb‘?”.

e
On a

d’ou Pon déduit

b= 0,184, b =0,189, b= 0,0145, C = o0,0908.
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Ce résultat est supérieur a celui de I’action directe, pour lequel on a, au signe
prés, 0,0844.
Avant de passer au terme suivant, voyons ce que donne, pour I'action directe,

Lo

g5 €en

la méthode de M. Andoyer. Il s’agit de calculer I'expression g(0)— ;

NETR . X
retranchant 8 de g(® et de g, c’est-a-dire ;{3 de I'expression elle-méme.

On trouve ainsi, par la méthode de M. Andoyer, 0,007, résultat identique a

celul que nous donne la méthode ordinaire, 0,006.

(7)' Le coefficient a calculer est
m"C=3p» —2AY,
ou n’entrent ni A(") ni ses dérivées. Avec
B =o0,233, n’ = 31623, w==0,112,
il vient
b® = 0,042, b'? = 0,085, b= 0,093, C = 0,00092.

Le nombre correspondant pour I'action directe ¢tant o,0401 au signe prés, on

voit que cette derniére est diminuée seulement du quarantiéme de sa valeur.
[

(7)* Avec
B =o0,275, n" = 24605, w = 0,144

et, par suite,

b® =o0,0134, b =0,0413, b} = 0,0876,
on trouve pareillement
308 — 225" = 0,00064 m”,
c’est-a-dire la trenti¢me partie environ de I'action directe.

(7)® On obtient de méme

3p{" — 2 = 0,00043 m",

la vingt-septieéme partie de ’action directe.
Nous terminons ce numéro en donnant simultanément les résultats définitifs de
Paction totale pour les termes (6)¢ et (7)%. s peuvent avoir une importance

aussi grande que les termes de Pordre zéro, a cause de la possibilité d’une forte
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excentricité des planctes supposées :

(6)r - — 0,286 + 199"€¢" sin(2L — aL"+ I")
(6)2 — 0,0159 +—a1n"e"sin(2L+ L'—3L"+ ")
(6)3 — 0,0091 + 63"¢"sin(2L + o2L'— 4L+ 1")
(6) — 0,0021 4+ 41"e"sin(2L +3L'—5L"+ ")
(6) — 0,001} + 29"¢"sin(2L + 4AL'—6L"+ I")
(7! — 0,0359 + 249"€¢" sin(2L — 2 L'— )
(7)° — 0,0004 + (5" sin(2L— L'— L"—=10)
(7! ~+ 0,0392 —279"€" sin(2 L — 27— 1")
(7)2 ~+ 0,0200 —13g"e"sin(2L+ L'—3L"—1")
(7)3 + 0,01 10 — 76"¢"sin(2L +2L'— 4L"— ")

3%. Nous avons étudié dans les numéros qui précédent les termes des ordres
zéro et un de la fonction perturbatrice, obtenus au n°6. Les coefficients de ces
termes sont exprimés en fonction de g el de ses dérivées des deux premiers
ordres; nous avons donné leurs développements en séries disposés pour le calcul
par logavithmes. C’est pour ne pas interrompre 'emploi de ces quanlilés que
nous avons réservé un aulre terme du premier ordre en e qu’il nous reste a
examiner.

Il est compris dans le développement (B) du n° B et a pour expression

(8)Y=— %m”n’za’ez‘c“) cos(i0 + {),

n" est déterminé par

LTSN
i i
Nous ferons i =1, 2, 3. On a alors, pour n" et &',
(8) 50582 + ¢ 0,1701
(8)2 27065 + és 0,2580
(8)3 19226 + —l?;s 0,3241

Nous avons donné au n° 22 le développement de c(? en série. Comme nous
aurons encore besoin de cette quantité et de sa dérivée pour I'étude des termes
du second ordre, j’écris ici, sous la forme la plus commode pour les calculs

numériques, son expression pour (=1, 2, 3. Les coefficients sont représentés
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par leurs logarithmes

cV=o0,477123 + 0,7501203*+ 0,913983%+ 1,0320837 +. . .,
c¢® =0,57403 32+ 0,817073*+ 0,96513 3%+ 1,07347 3% +. . .,
¢®)=0,64098 3%+ 0,86822 3% + 1,00652 37+ 1,10820(3° +. . ..

On a ict
k=1, kK'=k"=o, K = — 3,058.

Les coefficients des inégalités cherchées sont dounés alors par 'expression
0,764 ec®,

On obtient ainsi les résultats concernant ’action directe contenus dans le

Tableau ci-dessous (la troisiéme colonne renferme les valeurs de c®)

(8)! L'— L'+ 0,539 25,62 1,2
(8)? o2/ — oL+ ( 0,282 47,88 0,6
(8) 3L’ —3L"+ 1 0,179 67,40 0,4

La partie de la fonction perturbatrice relative 4 I'action indirecte et dépendant
de I'argument ¢3 + ! s’obtient en multipliant

BRI
Sm'" or' T
par
or' 7 .
— —_—Ep(,” cosi(L'— L")

et il vient, pour la partie de 3R’ qui nous intéresse,
’ 3 12 2 13 y [/ ; U
o= n -a-ezp;>§cos[z(1,'— L") + {1+ ecos[i(L'— L") — 1]/

En tenant compte de ce que o}’ ne change pas quand on change le signe de ¢,

on peut mettre cette expression sous la forme

1

a]_{l: Zlﬂ

'%z’eZ 6p'" cos[{(L'—L") + (],
qu’il suffit d’appliquer aux cas i =1, 2, 3.

(8)* La quantité p{" dépend de A, dans lequel il faul tenir compte du terme
provenant de la partie complémentaire de la fonction perturbatrice, comme dans
les cas analogues précédents.

Fac. de T., 2¢ S., IX. I
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Avec les données
B =o,1701, n"—= 50582, ® == 0,0701,

on obtient d’abord
bV =o,172, b = 0,176,

puis, pour le multiplicateur de m"n'2a?e cos (L — 1+ {), le nombre o,128.
I’action directe donne, au signe prés, 0,135.

Revenons a V'action directe de (8)! pour 'application de la méthode de M. An-
doyer. Pour appliquer la régle établie au n° 22, nous devons diminuer ¢*) de 3 §,

c¢’est-a-dire le nombre ci-dessus, 0,135, de A B =o0,128. Et Pon voit que le résultat

Y

est identique & celui que donne la méthode ordinaire pour action totale.

2

(8)* Pour {= 2, on aa calcaler g{*. On aici

B = 0,258, n’ = 27065, w=0,I131,

b — 0,051, b = 0,106, 6p'2’ = 0,00305 m".

2)
1

que P'action indirecle est insensible.

La quantité analogue a 6p(% dans 'action directe est ¢(?) = 0,289; ce qui montre

(8)* On calcule (> avec
B =o0,324, n"=19226, ®=—=0,i85;
d’on
b® = o0,022, b'¥ = 0,069, 6p* = o0,0048 m".
6o\ est une trés petite [raction de la quantité analogue relative a Paction directe

c®=o,179.

On a finalement pour Paction totale des termes (8)

(8)! —0,007 4+ 4"sin( L'— L'+ 1)

(8)F —0,070 +36"sin (2L —2L" + 1)

(8) —0,045 +23"sin (3L'—3L"+ ! )
V. — ETUDE DEs TERMES DU SECOND ORDRE.

35. Reprenons la formule qui exprime la perturbation de la longitude de la

Lune, que nous avons donnée au n°® 24 :

2
BL:%sinG, 0=kl + k'g+ k"h +ct +q
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et
K =—3,0576 k + 0,0560k" — o,0112k".

Nous aurons une approximation suffisante en réduisant K 4 — 34; p est toujours

égal a 273.
On a alors, 3L étant exprimé en minutes d’arc,
KA
(28) oL=—153",7 nma?sln@.

Pour les termes de la fonction perturbatrice qu’il nous reste a éludier, on peut
avoir pour k 'une des valeurs — 1, 1, 2, 3, 4. A contient en facleur, outre n'2 a*
el une fonction des coefficients du développement de (1 4 32 — 23 cos¢)™, l'unc
des quantités B =e?, €2, e€/, .... Pour simplifier les calculs, j’ai construit une
Table a double entrée donnant les valeurs de — 153', 7k B pour ces diverses valeurs
de k et B. Aux valeurs déja données de e, €/, ..., il faut joindre y = 0,044g.

Jai laissé e” et y” arbitraires. Voici cette Table :

k=—1. 1. 2. 3. 4.

er. ... + 0,46 — 046 — 0,92 — 1,38 — 184

ee'..... + o,14 — 0,14 — 0,28 — 0,42 — 0,56

e*..... + 0,04 - 0,04 — 0,08 — 0,12 — 0,16

y:o.... + 0,31 — 0,31 — 0,62 — 0,93 — 1,24
(P) ee"..... 4+ 84 — 8L4e — 168¢" — 252¢€ — 33,6 ¢
ee’.... + 26¢€¢ — 26¢ — 592¢ — 78¢€ — 10,4¢
e .... 4154 € —i1b4 €* —3o07 € —461 €' —615 "
w.... + 6,979 — 69y — 1389y — 20,77y — 27,69
Y. 4184 " —184 Y™ —3o7  y"* —461 YT —615 "

',aﬁ’ ------ + 0,38 — 0,38 — 0,76 — 1,14 — 1,52

Les coefficients du développement de (1 + 32 — 2f cosp)™ qui interviennent
ici sont ¢(d, e(d, ftO respectivement pour s = 27 g, Z

De méme que pour les termes des deux premiers ordres de la fonction pertur-
batrice, nous avons a considérer des fonctions de ces quantités; il est commode
de les employer sous la forme de développements en série. Nous avons déja utilisé

I'une de ces fonctions et nous avons donné son développement au n° 22. Clest

g = eli+) — 3 Beli) 4 B2eli-1),



|
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Nous avons encore besoin de a® = e — Beli=1) a0 =) — Beltn),

[ . 1. . . | I .
di = 2 0 1 Bt A= 1o 4 Be,
‘ h(l'):/'(l') . ﬁf(l'*i), /1(*1'):.]"(1')_ ﬁf(i+l),
(29) ki) — [l o fU) 4 B2 fU-D), k(D — fU—1) o f) 4 B2 fli+),
@) — f(i) — 3@]0(1'——1) 4+ 3ﬁ2f“.’*2) _ @:ff(i—s)’
(=) = f) __ 3B fU+) 4 3B fln B3 flit),

Nous avons fait remarquer que g est différent de g(~?; la méme remarque
s'applique aux nouvelles fonctions.

Ces séries s’obtiennent trés aisément, si 'on observe surtout que A% et ()
peuvenl s’exprimer respectivement en fonction de A et k¥ de la fagon suivante :
on a, en effet, d’abord

k() — f(i+i)___ ﬁf(l')_. 6 (f(i)_._ Bf(l'*i)): hli+) ﬁll(i),

k=D = fU=0__ B FO— B (f)— B flrhy= f i+ _ BAC-D;
puis
() :f(f)._ gﬁf(i*”_*_ ﬁff(l'*‘l)_ ﬁ(f(iAU._ zﬁf(ifﬂ)_kﬁ?f(i—ii)):k(i—l) _Bk(i"”
[0 = f) 5 fU1) 4 B2 f2) B (U)o 3 f+2) 4 B2 fl43)) — fp(—i=1) — Bh(—i=2),

On obtient les expressions

EEEE e L e L~ R e oo e L |

SREh e LI B L~ S eI E e

T L e e

w0 BR[O e S e S R S e
B et LI e e o e e |

R e I = T e e

wo =G (e D e I G aree ]
s | Lt 1 A

o =at i 2 B 2 BRG]
B AR o N s L |
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Dans un premier examen des termes du second ordre, nous nous sommes pro-
posé de rechercher ceux qui peuvent donner lieu a des inégalités sensibles. On
congoit a priori, en effet, que ceux qui ne dépendent que des excentricités et des
inclinaisons de la Lune et de la Terre, ne donneront que des coefficients peu 1m-
portants, a cause de la {aiblesse de ces excentricités et inclinaisons. Nous nous
sommes d’abord borné, dans I'emploi des séries précédentes, & leurs premiers
termes; 'approximation est suffisante pour permettre de reconuaitre les inégalités
trop faibles. 7

Jai été ainst conduit a ne conserver que quelques termes dépendant de e” et v,
en vue d’une étude plus approlondie, qui fait 'objet de la suite de ce paragraphe.

36. Le premier groupc de ces lermes, contenu dans le développement (C)
du n° 6, est le suivant :

(9) = g—m”n’?a?ee”[— 3(i+1)gld)+ gg‘,[)] cos(id+6,—I{—1U").

Il convient de faire { = —1 et {=o0 par suile de I’examen préliminaire dont
nous avons parlé dans le numéro précédent.
Les valeurs de n” sont données par la formule

n,,_(i—])n’+n £
[+ 2 i+ 2

On en déduit, pour les termes considérés, les valeurs de n” et de @ contenues

dans le Tableau ci-dessous et correspondant respectivement a i =—1 el { = o:
(g)? 2L —2L'— [ — ho740 + ¢ 0,196
1
(9)° sL— L—L'—[—0  aif4+ s 096
Pour { = —1, le facteur dépendant de g et g% se réduit a ;g‘l"”. Nous avons

donné au n* 33 le développement de g4 en une série disposée pour le calcul loga-

rithmique. En appliquant cette formule au cas de 3 = 0,196, on trouve

—1)
gt =o0,213.
Pour { =0, 0on a a calculer

3
J— 3g(0)+ ;ér;())‘

En appliquant la formule qui exprime g, trouvée au n° 25 et celle du n* 30
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donnant g, 1l vient, pour f§ = 0,296,

g9 =0,352, g\ = 0,474.

On a, par suite, pour les deux lermes considérés de la fonction perturbatrice,

(9)"'= o,120m"n?a*ee" cos (2L — 2L’ — -1

(9 =—o,129m’n'?a*ee" cos (aL — L' —L"—1{—-1").

On aici k =1. Par suite, la table (P) du n° 35 nous donne pour le multiplica-
teur permettant de passer des expressions précédentes aux valeurs correspondantes
de 3L, conformément a ce que nous avons dit & ce numéro, la quantité — 8,4 €.

Il en résulte finalement pour I'action directe des deux inégalités cherchées, en
minutes d’arc :
(9)! —1'0€"sin (2L —2L'— {— ")
(9) + 1,1 sin(2L— L'—L'—{(-10")
Passons a I’étude Te l'action indirecte concernant ces deux termes. Ils sont

contenus dans

R 3 IR,
R TP R PR
Il suffit de prendre, d’aprés les développements (F) et (G) des n° 10 et 11,

1 ,dR" 27 a?

1 R’ 9
—_—a — = -5 - _—
fm' " ar 4 a’

2
6005(61—6—1), W—a;;_——-z—gﬁesm(é,——6~l)

et d'aprés les n* 17 et 19, en remarquant que 'on peut faire ¢ =3,

/

;_, = p¥ cos(id+1"),  Ov'=e" NP sin(id + I).

[l vient, par suite, pour la partie de la fonction perturbatrice relative a P'action
indirecte et dépendant de 'argument de (g);,

2 .
f;m,aﬁ’: %82 g,—see”p;”cos[t?,—l—(i+1)6——l”]
2
— % a%ee"lgmos[a,_z--(i+,)6—z"].

(9)~* L’argument de ce terme étant 2L — 2L/ —{— 7, il faut faire, dans

Pexpression de 3R/, { = o. Nous avons, par suite, & calculer p’ et 13”. On a

a'AP = — b — b, a' AL =26 + 46+ b, B = 0,196, ® = 0,0871.
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On obtient successivement

b = 2,020, b = 0,040, b —o,044, a'A® = — 2,060, a’'AY = 4,244,

P} = — 0,000474 m’, ALY = + 0,000088 m".
Il vient pour le terme cherché
OR'=— m" n'?a?ee" < 0,00180 cos (2 L' — 2 L' — { — ["),
environ la soixante-dixiéme partie de I'action directe.

(9)" Pour obtenir la partie de I'action indirecte correspondant a ce terme,
nous devons calculer o™ et 277", qui dépendent de A™), comprenant la partie

complémentaire de la fonction perturbatrice, ainsi que nous 'avons fait remar-
’/

. 2 . N . a
quer dans le paragraphe précédent. La correction a apporter a3 A1) est — PR

On a, par suite,

I

1
aIAm:b(”_E’ alA(ln_: -b(”—b(i“— 6_2’ a'A‘,“:zb“’—%b,b‘i“—i—b(z“.

Les données numériques sont
B = 0,296, ®w — 0,1602.
Le calcul donne successivement
b\ = 0,306, bV = 0,328, Y = 0,070,

aAM) = — 11,11, a'AY = — 12,05, a’'A{Y = 2,00,

p%—l):0’146 mll’ )\(:;1):0‘147 mll;

d’ou I'on tire pour le coefficient cherché
2 ot — 9050 = 0,164 m.

On a, par conséquent, pour l'action lotale
(9)° =+ 0,035 m"n"?a?ee" (2L — L' — L"— [ — [").

Pour appliquer la méthode de M. Andoyer i ce terme, nous devons diminuer

g et g de B et, par suite, apporter la correction + 0,166 au coefficient de

I’action directe

3 3
- — (0) Z o(0)
8( 380+~ g4 )
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el la méthode nouvelle donne
(9)'=++ 0,037 m"n%a%ee" cos (2L — L/ — L' — [ — "),

Les deux méthodes donnent donc, a trés peu de chose prés, le méme résultat.

37. 1l yalieu de considérer un autre terme du second ordre en ee”,
3 1
gm”n”zﬁ <9,g“) — Eg(11>>ee”cos(2L — o7+ 1 — "),
Il appartient au groupe suivant du développement (C) du n° 6:
] 3 "ol2 2 ; j L " ; U
(10) = gminta (i +1) gt — S 81 |ee cos(i0 +0,+{— "),

On a pour (10)*
1

3

n’" = 47301+ xe, a"=o0,178.

Avec ces données et les formules donnant g() et g, on trouve

&1 = 0,0262, &\ = 0,0543.

Il vient ensuite pour I'action directe de ce terme
(10)!=o0,0094 m"n"?a*ee"cos(2 L — 2"+ 1 —I"),

Comme 'on a k = 3, la Table (P) du n° 35 donne — 25,2 ¢’ pour le multipli-
cateur qui permet d’obtenir l'e¢xpression numérique de Pinégalité produite

par (10)*. On a alors

oL =— 2/ 4e"sin(2L— 2"+ { = 1I").

Il nous reste & étudier l'action indirecte correspondant a ce terme. Les termes

de 38R’ qui sont la forme (10)¢ s’obtiennent en multipliant

! J—

1 IR’ 9 a* 1 JR 3 a?
For @ o7 =7

—16%8005(31—54—1), 7”737—;;,?85111(81—'64—‘)
respeciivement par

W .
aaL, =e"pl¥ cos(id + 1), d¢'=€"A{’ sin(id + ")
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el en ajoutant les résultats. Il vient

dR=— 2 L e Cos[(E— 1)+ 0+ L+ '] +cos[d,— (i +1)d+ {— "] g
Jm 8 a
2 ; . .
_ % e COs[(i—1)0 8,4 L+ '] — cos[8, — (i +1) 3 + L — 1] | 0.

Pour avoir dans cette expression les termes d’argument oL — o1/ [ — 1" il
faut faire / = — 2 dans le deuxi¢me et le quatriéme crochet. On a alors, en intro-

duisant comme toujours n’ au lieu de &/,
I pl2 42 50l 9 2 3)\(-2) L L” l Vid
oR'=n"?aee — 505 +Z 5 )eos(2L—oL" +1—10").

Pour le calcul de p§® et A5, avec B =0,178 et w = 0,0750, on trouve

a'A® = b —=o0,0241, b$® = 0,0488, b = 0,0514,

a'AP =—0,0728, a'AY = o0,2946, p5 ¥ =0,000051m", A7 =— 0,000039m";
par suite on a, pour I'action indirecte, tous calculs faits,
0R'=— 0,000086 m"n"?a*ee" cos(2L — aL" 4 [ — (")

et I'on voit qu’elle est insensible, se réduisant a la centicme partie environ de
I’action directe.

38. Parmi les termes du second ordre dépendant des excentricités, trois autres
pourraient donner lieu a des inégalités importantes, d’aprés 'étude sommaire
dont nous avons parlé au n° 35. Ce sont des termes en ¢’2. Nous allons les exa-
miner dans cet article. Ils sont compris, pour = —2, o et 1, dans 'expression
suivante, tirée du n° 6,

3 \ . . . _
()i = 3 m"n'2q? <£+—183ﬂ g — 2_12___3{;(11) + %ggn) €"2cos (0 + 0, — 2 .

On a pour les valeurs de n” et a” des deux premiers, nous réservant de traiter le
troisiéme séparément,
(11)-2 2L—3L 4+ L"— o/ 84226 + ¢ 0,121
1
(11)° 2L— L'—L"— " 30441+§e 0,239

Les séries permettant de calculer g() e & ont été données au n°'25 et 30. 11
Fac. de T., 2¢ S., IX. . 12
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(0)

oy savoir

faut y joindre celle qui donne g
&Y =1,0512 82+ 1,7379 8% + 2,1782 87 +. . .,

ot les coefficients sonl représentés par leurs logarithmes. On obtient alovs,

avee 3 = 0,239,

g% = 0,2669, &0 = 0,3276, &%) = o0,2030.

Comme k=12, on a par la Table du n° 35 le multiplicatear — 307'¢"2, qui per-
met d’obtenir 'expression numérique de I'inégalité (11)°. On a d’abord, pour la

fonction perturbatrice,

(11)°=0,0296 m"n"?a*e" cos(2 L — L'—L"—2{");
d’ou
oL=—¢',1¢"”?sin(2L — L' — L' — 2{").

En ce qui concerne le terme (11)72, nous avons besoin de la fonction g{~2 et
dc ses dérivées, que nous n’avons pas eu & considérer jusqu’ici. On a

1.3 7.9 1.3.5 7.9.11 .
768 BT+...};

é'(‘”:f’(“é%ﬁ” 74 h6 o

~

o
o

d’ol, en représentant toujours les coefficients par leurs logarithmes,

g% = 0,6990 B + 0,6410 32+ 0,6921 35+ 0,7513 BT+ . .,
g5 =0,6990 3 -+ 1,181 B+ 1,3911 B3+ 1,5064 B7+.. .,
25 = 1,4191 B+ 1,0932 3%+ 2,3745 BT +. . ..

Pour 8 =0, 121, on trouve avec ces formules,
g2 =0,6128, 87 = 0,6288, g5 = 0,0492
et, pour le terme cherché de la fonction perturbatrice,
(1)"?=o0,0322 m"n'*a*e"t cos(2L — 3L + L"—2/").

On a encore ici k=2 et la méme valeur que précédemment pour le multipli-
cateur de la Table du n° 35. On a finalement

0L =—9¢",ge"sin(2L —sL'+ L"— 27").

Passons a l'action indirecte correspondant & ces deux termes. Pour avoir les
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termes de SR’ de la forme (11)¢, il suffit de prendre

T oRY 9 a’ 1 JR" 3 &

=—Z—c0s 6, —0 —_— == —
E ! ) Jm' ov' 2 a'®

—f—”—L,(l '—()7 4 o 510(6, - 5),

or' : . gy e
Vi e?pld cos(id + 21"), dv'=¢€"2 A sin(id+20");

d’ou 'on déduit

2
(31) 7.;—71—,61{':— £8—) %ellzp(_li) { 005[61+(¢'_1)6+21ﬂ] +COS[51—(i+ I)S—— 21”] %
3 a ) ] '
_ [: %eﬂz)\fp g COS[S,+(:—1)6+2111] _ 005[31-—(l—l— 1)6—— 2”] E
En faisant dans I'expression précédente =1 et {=—1, on oblent la

partie de SR’ correspondant a (11)7% et (11)° respectivement. Nous allons exa-
miner successivement ces deux cas.

(11)72 On doit calculer i et 1(", pour § =o0,121 et @ =0,0421. On trouve
d’abord

b —=o,1217, bV = o,1230, bV = o0,0041, bV = 0,0044 ;

d’ou successivement

T I o
a' A = pH — 3 —=— 68,18, a' A =— b — bV — G =— 68,33,
AAV=2bW+ 40P+ bV =0,740, ad'AP=—6b1—18b"'—gb—bV’=—2,983,
pi =+ 0,0152 m’, AP =—o,0151 m",
OR'=— 0,0284 m"n"?a%¢"? cos (2L — 3L/ + L"—2(");

par suite, ’action totale est réduite au huitiéme environ de I'action directe.

Pour appliquer la méthode de M. Andoyer, il faut apporter a g2 et g7 la
correction — 58 et au facleur qui, dans (11)~2, multiplie m"n/2a2€"?, la correc-
tion — 0,0284.

On voit que les deux méthodes donunent des résultats identiques.

(11)* La valeur de 3R’ dépend ici de p" et A" et, par suite, de A et de ses
dérivées. ll faut donc encore prendre

I
TALD) — pul) IA() !
a'A) = b » AAD =— b — pv

2 ﬁg'
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Avec § = 0,239 et w =0,1166, on a d’abord

b1 = 0,2443, b’ = 0,2533, b = 0,0347, b = 0,0433,
puis
d AN =— 19,97, a'A\l =— 18,01, a'AYY = 1,542, a'A) = — 6,415,
p§ ! =0,0892 m’, A1 = 0,0909 1,
OR'=— 0,0322 m"n'?a*e"* cos (2L — L'— L"— 21").

L’action totale est réduite a moins de un dixiéme de l'action directe. On peut
remarquer d’ailleurs que I'action indirecte est Ja plus forte en valeur absolue. Ce
fait est confirmé par la méithode de M. Andoyer.

Pour D’appliquer, il faut diminuer g(® et g(” de { dans le calcul de I’action

directe et, par suite, ajouler au résultat déja trouvé I'expression
— 0,0336 m" n'?a*e" cos (2L — L'— L"— 2 /"),

Celte correction diflére peu, comme on voit, de la valcur ci-dessus de SR’ et est
supérieure a la valeur correspondante relauve a I'action directe.

Les deux teimes (11)72 el (11)° ne peuvent par conséquent donner que de
faibles in égalités du mouvement de la Lune, en supposant méme 'excentricité de
la planéte présumée trés forte. Nous avons réservé pour la fin de ce numéro un
autre terme du groupe (11)f, pour lequel I'action indirecte n’est pas sensible. 1l se
déduit de I'expression générale (11)f en faisant £ =1. On a, pour ce lerme,

3 13 5 1
(1i)t= gnz”lt’zaze”z (Z g — 4g‘1“+ gg‘g“> cos (2L—2L"—2/").

Aux n* 25 et 50 on trouvera les séries permettant de calculer gV et g(V. Il
faul y joindre la suivante, relative a g,
gV =0,1761 B2+ 1,2730 3*+ 1,8560 (3° + 2,2574 (3.
On a
. I
n'= 23718 + ¢, a’= 0,280
4
et 'on trouve
g =o,070, g =o0,1064, g = 0,280,

(11)'=o,022 m"n'?a*e¢"* cos(2L—2L"—2/{");

d’otu, avec la méme valeur &£ = 2 pour 'emploi de la Table (P) du n* 33,

oL =—-—6,7¢%sin (2L — 2L"—2/").
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Pour une valeur élevée de €’, ce terme peut donner lieu & une inégalité appré-
ciable. 1l nous reste & montrer que I'action indirecte correspondante est faible.
Elle se déduit de I'expression (31) de SR’ de ce numéro. Il suffit de faire { = — 2

dans le deuxiéme et le quatriéme terme. On oblient
8R/__ 12 2,02 9 (—2) 3 )(—2) " L L// . l”
=na’e™ ( — oo +Z\7 cos (2L —aL"—al").

Avec § = 0,280, on trouve
b = 0,061, bP = 0,126, bP=o0,144, bP=  o,060,
a'A® = 0,061, d'AP=— 0,187, a' A’ == 0,770, a' AY—— 3,990.
On a en outre w = 0,150; et 'on obtient
py? == 0,000257 m’, A Y= — 0,000248 m’,

OR' = — 0,00047 m"n'*a*e"? cos (2 L — 2" — 2 {*).

Cest environ la cinquantiéme partie seulement de Paction directe.

39. L’examen préliminaire des termes du second ordre dépendant des incli-
naisons nous a montré qu'il y a lieu de considérer deux termes en 1Y’ et trois
en 72, Nous allons consacrer cet article a I'étude des deux premiers. lis se
déduisent, pour {=—1 et =0, de Pexpression suivante trouvée dans le déve-

loppement (A) dun® :
(12)f=— gm” n'?atyy" (Betit)— Be@ycos ({6 + 2L — al” — A 4 A",

En désignant par v le moyen mouvement diurne de £, on a

g in'42n —v €
n' = - - .
i+ 2 i+ 2

LI vient, par suile, pour n’, " et les arguments des cosinus,
(12)1 91513+ ¢ 0,115 2L—L —L'— A+ A&
. 1
(12)° 47531+£s 0,177 a2l — oL"— h + &

- W :
Nous avons a calculer, pour B=o0,115 et B =0,177 respectivement, les deux
expressions

ﬁ(c(o).—_ﬁe(”), @(6(1)_66(0))’
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ou, d’aprés les formules du n* 33,
Ba(o)’ Ba;l).

Pour le calcul de a(*) et a{*) on a les séries

a9 =o0,3010 +0,8751 32+ 1,2150 3%+ 11,4581 3°,

aV'=0,4771 B + 0,9720 33+ 1,2820 35+ 1, 5092 3.
I1 vient finalement, pour I’action directe relative aux termes considérés,

(12)"'=—0,363 m"n'?a*yy’ cos (2L — L' — L"— A+ A"),

(12)° =—0,156m"n'2a*yy" cos (2L — 2" — h+ A7),

N

On a ici pour le coefficient de / dans les deux arguments & = 2. Par suite, la
Table du n° 35 donne, pour le multiplicateur servant & passer des expressions ci-
dessus & celles de la perturbation de la longitude de la Lune, la quantité —13/,87".

On obtient, en définitive, pour les deux inégalités cherchées,

(12)7! oL=15,0y"sin (2L —L/—L"— A+ /"),
(r2)0 oL =2,29"sin (2L — 2" —h+h").

Passons a I'action indivecte relative aux termes (12)/, qui sont contenus dans le

troisiéme terme dc

! ! !
o= I8 O g I,

On a, d’aprés la formule (E) du n® 9, en remarquant que l'on peut rem-
placer X, % par L, L' et 6, par L — £,

I dR’_

Tl O 3/ [51n(L’—-h)+Sm(2L L' — &)].

Pour s, nous avons obtenu au n° 15 (H), en faisant u'=1,

2

os' =—m" /"5 a' B @ — sin ({0 + L"—/1");
(=1 (1—w) <1— _;m)
par suite
’ . 2
%:,—55’: gln’/n'ia;’y«/”}:a’B(i) » T
([———1)2(1~—m)<1—~ l._lw)

<[ cos(L/+ L'+ id —h—A")—cos(L/'—L"—id— 4 h")
+cos(ab— L'+ L' 4+id—~h—h)—cos@L—L —L" —id—h+1")].



ACTION D'UNE MASSE INTRAMERCURIELLE SUR LA LONGITUDE DE LA LUNE. 95

Les termes de la forme (12)! se déduisent de celte expression en faisant t = o

et i = — 1 dans le quatricme terme. Nous allons étudier ces deux cas.

(12)7* Nous avons & calculer

9
a B2

I—w

On sait que I'expression générale de a’B@ est B¢, qu’il faut diminuer, pour {=o,

2
de Ez'
Avec B =o0,115 et « = 0,0388, on trouve
2 . 2
Bt =o0,237, -5—2:1:)1,2, a'B©® — — ——151,0,

OR' =+ 0,341 m"n'*a*yy’ cos (2L —L'— L' — h 4+ 1").

Ce résultat réduit 'action directe a la dix-hunitiéme partie de sa valeur.

Appliquons encore la méthode de M. Andoyer. Il faut pour cela revenir a
'action directe et diminuer $a(® de 23 et, par conséquent, le coefficient numé-
rique 0,363 de 3§, c’est-a-dire de 0,345. Et I’on obtient pour 'action totale, par
les deux méthodes, des résultats concordants.

(12)° Le coefficient numérique a calculer a pour expression

2
g __ %,
=)

On a successivement

®» = 0,0746, a’' B =o,100,

OR'=+o0,000150m" n'2ayy" cos (2L — a2 L"— h + ")

par conséquent I'action indirecte est négligeable dans ce cas.

40. Les termes en Y"? qu’il nous reste a étudier sont contenus dans I'expression
suivante, obtenue au n° 3 (A) :

. 5 . . .
(13)= 1—6 m'n'*a*y"* (B fr?) — o2 fi+) 4 B3 fD) cos (i + 8, — 2L/ 24");

d’aprés les formules (29) du n° 33, on peut exprimer la quantité entre paren-
théses par B4 ou par BA(9, séries dont nous avons donné les développements.

On a d’abord .
! — (—nn'+2n €
- (+3 i+3
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Il convient de faire { =— 2, —1, 0. On obtient pour »", @ et les arguments
(13)=2 84226 + ¢ 0,121 oL —3L'— L'+ 22"
(13)! 438874—;5 0,187 oL — oL/ — oL/ 4+ 2 /"
(13)° Bo441 - ze 0,239 al— L/'— 3L/ 2h"

On a, pour le calcul des coefficients des trois termes respectivement,
Bk(-V=0,301003 +1,0212(3%+ 1,4703 3% + 1,800537,
Bk =o0,4771B8*+1,11813*+ 1,53723°+ 1,8516 3%,
Bk =o0,574003%+1,185035+1,588337 +1,89303%;
d’ot 'on déduit
B k=Y =o0,262, Bk =o,122, - BAM=o0,065
et, pour la fonction perturbatrice relative a I'action directe,

(13)"2=o0,246m" n'2a*y"™ cos (2L —3L'— L'+ 24"),

(13)"'=o,114m"n"*a*y"* cos (2L — 2 L' - a2 L" + 22"),
" (13)° =o,061m"n?a?y"?cos(2L— L'—3L"+ 2A").
On a k= 2; la Table du n° 35 donne — 307'y"?, pour le nombre permettant de

passer des expressions ci-dessus a celles des inégalités. On obtient les résultats

suivants, ou la deuxi¢me colonne indique les durées des révolutions des planétes

supposées,

(13)~? 153,39 — 734" sin(2L—3L'— L'+ 2h")
(13)~t 293,52 — 35,19y sin(2L — oL/ — 2L’ +-22")
(13)° 423,57 —18,7¢9?sin(2L— L'—3L"+22")

Occupons-nous maintenant de I'action indirecte qui dépend des termes de la
forme (13)i. Pour avoir la partie de SR’ qui les contient, nous devons prendre,
d’aprés les n° 10 et 11, formules (F) et (G),

1 R 9

2 0s(d,— 3
T @ o = G @S0

1 OR' 3 a® .
T W:Eﬁsm(B,—S)

et, d’aprés le n° 16 (K),

W

or' :m”};”'—’z P cos(id + 26"), ov' = m”y”’Z Qsin(id + 26"),

al
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en posant

2 ' "2 9B~
6) 149} T (i1 a
P a'Bt )__.__’_

(=) (=) | i—a (1= 75 0) S

o {
e
(t—2) (1 -
Rappelons que §” désigne 'argument de la latitude de la planéte et que I'on a par
conséquent
Q/I:Lll_hll’ i6+26”: [‘(L"“‘L”)""}"ZL”—'2}L”.
Nous aurons dans chaque cas a calculer les valeurs de P et Q, qui dépendent

de B@ et de sa dérivée premiére.
On obtient

oR'=— g I)l”ll.’?d?YME p ; €08 [0, 4 ({—1)0 +2L"—2/"]4-cos[ 0, — ({+1)d—2L"+2/4"] !
3 "o 12 200 { ; 3 ” " Y : ” i
— g m'ntaty 22 Qcos[dy-+ (6—1)0-+2L"—2A"]—cos[d,—(i+1)d—2L’+24"]|.

Donnons a ¢ les valeurs particuliéres qui conviennent.

(13)7% Dans le deuxié¢me et le quatriéme terme de 'expression précédente, fai-
sons ¢ =1. Il vient, pour la partie de R’ qui correspond a (13)72,

OR'=m" n2a?y" <—— g—P + %Q) cos(2L —3L'— L'+ 2/2").

Or, pour /=1,

p— »? ©_ B a'? 9B
T (4 20)\1+ 2 dd )’
R 4+ )2+ 3p? ) (0)
Q:w._[ (tol+3e  p ., 0 22 9B
2(1+w)?(1+2w) 1+ o)(1+200) Ja’
. . . (0)
Il faut, comme on sait, appliquer la correction — % ad' B eLaa d()B, .

Fac. de T., 2° S., IX. 13
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On Lrouve SUCCCSSiVClDCIll

2 OB 2
o) — / ! — ‘ 2 =
w = 0,0421, a' B — E =—136,4, a’? BT 137,1,
P =o,121, Q=—o,121,
OR' = — 0,207 m" n'*a*y"* cos (2L — 3L'— L" + 2/").

En suivant la méthode de M. Andoyer, on aura, dans l'action directe, & dimi-
nuer A" de 23; et la correction totale a apporter est

—o0,242m"n?a’y"* cos (2L — 3L'— L" + 24").

(13)™* Onaici

!
&
~.

avec

’

On wouve la quantité négligeable

OoR'=— 0,0023m" n"*a*y"* cos (2L, — al/— a " + 2A").

(13)0 A Pargument oL — 1/ — 31/ 4o 2/ correspond

(‘) cos(2l. — L'— 3L"+ 2A"),

£~ oo

R =m"n?a*y" (— g P+

ou l'on a

_9p_ 3
8} +4Q<0,001.

VI. — Forvirs pivERSES DES RESULTATS.

J1. Nous commencerons par réunir dans un méme Tableau les inégalités obte-
nues dans les paragraphes précédents, en les groupant dans Pordre des distances
croissantes au Soleil des planétes supposées auxquelles elles pourraient élre atlri-
buées.

Je rappelle qu’il s’agit, dans tous les cas, de I’action d’une masse égale A syrs550s
valeur généralement admise pour la masse de Mercure.

A chaque inégalité correspondent deux planétles présumées. Considérons, par
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exemple (1)°; nous avons adopté pour nos calcals n/= g1325", mais ’équation

d’olt nous avons déduit cette quantité nous a donné les deux valeurs

n"=g9g1322 =13,

Donc I'inégalité correspondante peut étre atiribuée & deux planétes de méme
masse ayant pour moyens mouvements respectivement g13og” et g1335”.

Pour simplifier 'écriture, nous laissons réunies ces deux planétes présumées (1)0,
en désignant toujours par ¢ la quantité == 13”. Et de méme pour les autres couples
de planétes.

Pour les inégalités issues des termes d’ordre zéro et un en ¢’ et v, les coeffi-
cients sont exprimés en secondes d’arc; pour celles du second ordre, ils sont
donnés en minutes.

Comme précédemment, nous laissons les éléments e et y" de la planéte arbi-
traires.

Nous ne conservons que les inégalités pour lesquelles le coefficient esl au moins
égal & 6’ ou peut le devenir en supposant e’ = 0,2, ou y'=o,1.

L.a premiére colonne du Tableau rappelle le terme de la fonction perturbatrice
qui a conduit & I'inégalité, par la méme désignation que dans les paragraphes
précédents; la seconde indique le numéro de Particle ot 'on a déterminé 'inéga-
lité, et les deux derniéres contiennent respectivement la valeur de n' et I'expres-
sion de la perturbation.

(6)? 33 94870" + ¢ + 199" €’ sin(aL. —2L"+ ")

(1) 27 91322" 4+ ¢ — 19’ sin(2L. — L'—L")
(7)1 33 87774+ ¢ + 249" ¢’ sin(2L —aL'— /")

(2) 28 70952”—&-55 — & sin(2L —aL"+ )

(4) 30 49209”+%5 —_ sin(2L —aL"+ ')

(6)? 33 49209”—}—25 + 111’ ¢ sin(2L + L'—3L"4 )
(12)° 39 47531"—*——;5 + 229" sin(2L —2L"— & 4+ &)
(n? 27 47435”+§s — 172" sin(2L —2L")

(ro)t 37 47301" + %e — 2,6€" sin(2L — L")

(5)t 3r - 45661”4—%5 — 8 sin(2L —aLf— )



(7)° 33
(3)° 29
(13) bo
(9)~ 36
(6)3 33
(1) 27
(7)! 33
(13)0 o
(8) 34
(6) 33
(1) 27
(7) 33
(3) 29
(ro)! 38
(n)* 27
(7) 33
(8)? 34
(1)° 27

D.
45661"+ L¢
2
44288"+ ¢
43887"+ ~¢
ho740" + ¢

4 T
3398¢" + 3¢

32806 + %s

31623" 4

SO

1
3o441" + 3¢

I
27065" + 5€

1
26379" + - ¢

25492" +

Q| -

24605" 4+

FN ]

23918" + ;5
23718”—|—;s
4

21103" +

oY -

20393" +

O =
[}

19226” + %a

" I
18177" + 68

SAINT-BLANCAT.

"

+ 45" ¢ sin(eL — L'— L'— /)
+ 6 sin(oL — L'— L'— 1)
— 35, 1y"sin(2L — 2L/ — 2L +22")
— toe sin(2L —oL/— [ — /)

an

-+ 63" ¢ sin(2L 2L —4L"+ )
— 55" sin(2L. + L'—3L")
—272" € sin(2L. —aL’— ")
— 18,79"sin(2L — L'— 3L" 4 24")
+ 36" sin(2L/ — oL/ + 1)

+ 41" ¢" sin(2L +3L'—5L"4+ ")

— 93" sin(2L + 2L’ — 4L")
—13¢" ¢ sin(2L + L'—3L'—")
+ 35" sin(2L. — 2L"— )

— 6,7¢”sin(2L —aL’—2l")

— 11 sin(2L +3L'—5L")

— 76" " sin(2L + oL’ —4L"— ")
+ 23" sin(3L' — 3L"+ 1)

— 6 sin(2L + 4L’ —6L")

Considérons les deux inégalités (4)' et (6)2. Elles correspondent & une méme

1 . L. .
valeur de n"= 49209 + S¢ et se combinent pour une masse décrivant une orbite

relative & ce moyen mouvement. 1l en est de méme de (5)* et (7)?, dont la valeur

T
commune de n" est 45661 4 S e
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On peut remarquer que les orbités sont plus parliculiérement nombreuses dans
. N 9~ N y
la région correspondant & la valeur de n'=n=47435". Et c’est & I'une d’elles

qu’appartient (1)*, la plus forte des inégalités.

42. Les inégalités du Tablean ci-dessus seraient produites par une masse égale
a celle de Mercure. Proposons-nous de rechercher la masse m" de chaque planéte
présumée capable de donner Pinégalité empirique de 273 ans de période.

D’aprés Tisserand, cetle inégalité, dont la cause est inconnue, a pour expression

oL =14",5sin(t — ¢y)1°,32,

ou lorigine du temps, £y, est 'année 1735.
Nos inégalités peuvent étre mises sous la forme

8L = Am” sin (¢ — £,) 1°,32,

en admettant pour elles la méme phase que pour 'inégalité empirique et en dési-
gnant par A 'un quelconque des coefficients que nous avons trouvés.
La valeur cherchée de m” se déduira par suite de la relation suivante

o 14”’5
==

Nous avons calculé, en partant de cette équation, les valeurs de m’". Nous en
donnons ci-dessous le Tableau, en ne conservant que les orbites pour lesquelles
m" pourrait étre au plus égal a la masse de Mercure.

Les deux premiéres colonnes désignent le numéro de l'orbite et la valeur du
demi-grand axe; la troisiéme el la quatriéme indiquent la durée de la révolution,
en jours moyens, des deux planétes correspondantes; la derniére contient la

valeur de m”, exprimée en prenant pour unité la masse de Mercure.

(6) 0,112 13,659 et 13,663 0,073 —
(1)° 0,115 14,189 14,194 0,75

(7)! 0,118 14,762 14,766 0,058 21,7
(6)? 0,173 26,333 26,340 0,13 EI—,;
()t 0,178 27,318 27,325 0,084

(10)! 0,178 27,396 27,401 0,093 =i
(13)! 0,187 29,526 29,535 0,0065#

(1) 0,227 39,500 39,510 0,26
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(7)" 0,233 ho,977 10,998 0,033
(8)? 0,258 47,873 47,896 0,40
(1)3 0,269 50,833 50,846 0,64
() 0,275 52,665 52,679 0,10 e—'
(3)n 0,280 54,170 54,200 0,41
(1)t 0,280 54,631 54,645 0,036 -
(7)2 0,312 63,543 63,559 0,19 —;
(8)? 0,324 67,393 67,424 0,62

Pour chacune des deux orbites (1)* une masse, égale environ a la douziéme partie
de celle de Mercure, suffirait pour produire sur la longiuide de la Lune 'inégalité
empirique. Pour les orbites (1)? il faudrait & peu prés le quart de la méme masse.
Enfin, dans le cas d’une forte excentricité de la planéte, a quelques autres orbites
correspondraient encore des masses aussi faibles, du méme ordre que celle de la
Lune.

On voit donc que de faibles masses, convenablement placées, pourraient expli-
quer Uinégalité de 273 ans de période et 29” d’amplitude. Je me propose d’exa-
miner ce qui se passerait pour des périodes et des amplitudes différentes.

43. D’aprés Tisserand (T. III, Chap. XIX), il existerait une ou plusieurs autres
inégalités de période moindre et a trés petit coefficient. L’étendue peu considé-
rable des observations précises de la Lune ne permet pas d’affirmer Pexistence
d’inégalités a trés longue période. On sait néanmoins que, pour aucun systéme de
valeurs du moyen mouvement et de I'accélération séculaire, il n’est possible de
faire concorder I’ensemble des anciennes observations d’éclipses avec les mesures
modernes.

Quoi qu’il en soit et sans admetire comme probable une telle inégalité, il m’a
paru intéressant de rechercher la relation qui lierait son coefficient aux masses
capables de la produire. Il est facile de déduire les nouveaux résultats de ceux que
nous avons obtenus dans le cas de I'inégalité empirique.

On a, en effet, dans ce dernier cas, pour la perturbation 3L de la longitude de

la Lune
’ oL = mp?*Csinf = csind,

m désignant la masse, p la période, 2¢ 'amplitude. Pour I'inégalité de méme
argument, avec une période et une masse différentes, p’ et m’, toutes choses

égales d’ailleurs, on aura sensiblement, G variant trés peu,

oL =m' p'2Csinb = ¢’ sinb.
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La quantité C est une fonction du demi-grand axe, par suite du moyen mouve-
ment; mais, pour un petit accroissement du moyen mouvement, la période peut
varier considérablement. Pour fixer les idées, supposons qu’au lieu de 86 =13"
on ait 3§ =1",3 : la période deviendra dix fois plus forte, tandis que le demi-
grand axe et, par conséquent, C resteront sensiblement les mémes. Ceci ne s’ap-
plique, bien entendu, qu’aux longues périodes.

Nous aurons donc la relation, pour passer d’une longue période a une autre,

c c
—5 = — — const.,
mp mp
ou
ml . l)zc/
m — pc

Dans nos calculs antérieurs, nous avions
p =273, c=14",5.

Appliquons la formule & quelques cas particuliers. Cherchons d’abord quelle
serait la valeur de ¢’ pour p'=100 et les masses du Tableau du n® 42. On
trouve 2”. Ainsi les masses considérées pourraient encore produire une inégalité
de 100 ans de période et de 4" d’amplitude.

Passons a un cas trés différent. Soient p'= 2730, ¢'= 360’, et calculons le
1
T

serait produite par des masses quatre fois moindres que celles qui donneraient

rapport des nouvelles masses aux anciennes. On trouve - Donc, cette inégalité

I'inégalité de 273 ans de période. En particulier, pour Vorbite (1)!, il suffirait
d’une masse m = 0,021, environ la cinquantiéme partie de celle de Mercure ou la
dixiéme partie de celle de la Lune.

Soient encore
! '

P =273 X 4 =1092, ¢'=29".

Dans ce cas les masses seraient le huitiéme de celles du Tableau du n° 42. Pour
Porbite (1)!, une telle perturbation pourrait étre attribuée a une masse cent fois
moindre que celle de Mercure, ou au vingtiéme de celle de la Lune.

Les exemples pourraient étre multipliés. Les précédents suffisent a montrer
I'action considérable qu’auraient, sur le mouvement de la Luue, des masses trés

faibles convenablement placées au voisinage du Soleil.



