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SOLUTION GENERALE DU PROBLEME D'EQUILIBRE

DANS

LA THEORIE DE L'ELASTICITE,

DANS LE CAS OU LES EFFORTS SONT DONNES A LA SURFACE,

Par M. A. KORN.

Pour résoudre d’une maniére générale le probleme d’équilibre dans la théorie
de Délasticité, dans le cas ou les efforts X,, Y,, Z, sont donnés a la surface du
corps élastique, il faut trouver un systéme de solutions u, ¢, w des équations

différentielles
29 .
Au+k—0—;_——x ( ),
09 __
(I Av -F/&T)/ ——-—Y,
Aw+k—9-€ =—17,
\ ()x

continues avec leurs premiéres dérivées dans le domaine = du corps élastique et
satisfaisant aux conditions limites

S 2;:.%%‘ —p(1— k)0 cos(ve) + p[wcos(vy) —» cos(vs) ] =X,

2}1.98 —p(1—k)fcos(vy) -+ p[ucos(vs) —weos(vz)] =Y,

(2) v

) zy.%p; —p(1— k)b cos(vz) + p[v cos(va) —u cos(vy)| =2,

(1) Nous nous servirons toujours des abréviations

u =d—o-v—d—‘);
oy 0z
Ju dw ou op ow
=% " ‘TatyTu
_ o ou

oxr ay
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a la surface ¢ de 7; X, Y, Z sont des fonctions données dans le domaine =, X,, Y,,
Z, des fonctions données a la surface =, k et . sont des constantes inhérentes du
milieu élastique; par v nous désignerons toujours la normale intérieure de la sur-
face . En imposant certaines conditions de continuité aux fonctions X, Y, Z,
Xy, Yy, Zy, on peut facilement démontrer que le probléme ne peut avoir qu’un
systéeme unique (') de solutions pouvant s'ajouter aux déplacements du corps
supposé solide, si

(3) k>

.
[SCIR]
-

mais les démonstrations pour l'existence des solutions n’ont pu étre données
jusqu’a présent que pour un nombre trés restreint de cas spéciaux, par exemple
pour le cas ol le corps élastique est une sphére.

Dans ce Mémoire je vais résoudre le probléme proposé d’une maniére générale,
toutefois en supposant la surface o fermée et possédant en chacun de ses points
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés,
eten supposant que les fonctions X, Y, Z satisfassent aux conditions

.

a conslante finie,
(4) (2) |X(:L‘2,‘)‘2, 32)—X($1,y1,51)|§a"ﬁ,
| w>0’

pour deux points
(xuyi,zl) et (xby?,z?)

quelconques du domaine t, dont nous désignons la distance par ry,;
Que les fonctions X,, Y,, Z, satisfassent aux conditions

b constante finie,
(5) *) Xv(xﬂy)’zy52)—Xv(xuyu51)zb"ﬂy

| m=o,

pour deux points
(21, ¥1,51) et (2, Y2 52)

quelconques de la surface &, dont nous désignons la distance par r,,, et aux con-

(') Du moins pour un corps simplement connexe; pour les corps qui ne sont pas simple-
ment connexes, il faut des conditions supplémentaires pour assurer l'unicité de la solution.

(2) Cette condition sera remplie si les fonctions X, Y, Z sont continues avec leurs pre-
miéres dérivées dans 7.

(3) Cette condition sera remplie si les fonctions X, Y, Z sont continues avec leurs pre-
miéres dérivées sur s.
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ditions
fXVda:/Y\,da:vada:o,
ag g g

f(yZv—zYv) do—=o,

(6 i

f(zX\,—xZ,,) de —o,
[

f(va—~_yXV) ds—o.

Il est utile de commencer par le cas le plus simple, ou les fonctions X, Y, Z
sont nulles; apres la solution de ce probléme, il n’est pas difficile de procéder au

probléeme général; donc, en posant

[ X

I fxz Eﬁ’
] X,

(7) fz'—:q:"
X

fa_a_}‘:’

il s’agira de résoudre le probléme fondamental

Au +kﬁ:o
dx
(8) ( Ay +—k% :os, dans t;
20
,‘ AW+ k()—z 0} /
du 11—k 1 \
s-d—v_ 2 9cos(vx)-—-5[wcos(vy)-—n cos(vz) ]+ /1
o I—/(e i 1 el n
(9) > = cos(v_y)—-;[ncos(m)—mcos(vx)]+f2
dw 1 —

k 1
= —2——Qcos(vz) — E[U cos(vz) —ucos(vy)] + f;

a la surface .

Si l'on veut se servir de la méthode des approximations successives pour

résoudre ce probléme, on peut d’abord essayer de trouver une solution pour

le cas
k=o,

et puis de trouver, a I’aide d’approximations successives, des solutions aussi pour
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k#o;
mais, en procédant ainsi, on se heurte a des difficultés insurmontables provenant
du fait, qui sera démontré du reste, qu’en envisageant & comme un paramétre,
et u, v, w comme fonctions de 4, on arrive 2 un point singulier essentiel pour

k=o;

donc, si I'on veut se servir de la méthode des approximations successives, il fau-
drait d’abord savoir résoudre le probléme (8), (9) pour un

k # o.

Ainsi, nous résoudrons d’abord un tel probléme préliminaire (k=1)

Au -+ —: J
(lOa) Ay + ——;:0 ) dans T
Aw + 36 =o0 \
du I i
=3 [wcos(vy) —v cos(vz) ]+ f1
(10[’) g%: I .I;[u cos(vz) —wcos(vr)] —|—f2 a la surface o.
ow 1
i E[u cos(va) —ucos(vy)] + /s
\

Ce probléme nous occupera dans le Chapitre I, ot j’en donnerai la solution
compléte par la solution du probléme transformé :

De trouver trois fonctions harmoniques continues avec leurs premiéres déri-
vées dans =, v/, ¢/, @' satisfaisant aux conditions

/ du/ L 1 d'z d‘ f1 i

G = Sm gm0 — I st — v cos(v3) ]+

ov' . I 0* /df fz a la
() 45y =73z er T —[u cos(vs) —wieosvR+ T rtace a,

R NN 2

\ dv ~ 8w dzov r —[n cos(va) —w COS(V.)’)]'*‘



SOLUTION GENERALE DU PROBLEME D’EQUILIBRE, ETC.

et en posant

, I 0 , dr

u_4u > d [6 >

, 1 0 , drt

(11%) v =4 +—2 —dyfTe -
, 1 0 ,d‘r.

w=hw + — % /;0 -

Je procéderai, pour résoudre le probleme (114), de la maniére suivante :

!

peut trouver successivement des fonctions harmoniques dans < : ul,

(J=o0,1,2,...), satisfaisant aux conditions

du,
5 =h
dvy X
n =/e a la surface o,
(12) oy
dV —f3
fu;dT:fV:)dT:fwsdT:O;
T T T
i duj 3du}~, 1 0 o -dr
E i el A
—2[w;_, cos(vy)—v)_, cos(vz)]
av; 0054 1 02 , dr .
W_—ST—leej_,T ‘alasurfacea
) ) (J=1,2,3,...),
(13) / —2[w;_, cos(vs) —w)_, cos(vz)]
%__3%_L_d; g &
v ov 27 0z Qv Itor
—2[v,_, cos(ve) —u_, cos(vy)] |

! —_ r - ! J— .
/ujdf_fvjdr_f&vjdf_o,
T T T

alors nous verrons que les séries

\

u’:u(')—}—u/l—ku'z—}—...,
(14) zv’:v;—i—v"-f—v;—i—...,

W/':W()—i—W"—I—W;—Q—...
Fac. de T., 2* S., X. 22

’
Vj, W

On

7

J
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seront absolument et uniformément convergentes (') dans tout le domaine t avec
leurs premiéres dérivées, dans le cas spécial, ou chaque

wjy =1} cos (va) + v cos(vy) --w)cos(vs)=o a la surface ¢ (J=o0,1,2,...),

et elles représenteront dans ce cas un systéme de solutions du probleme (112).

Il est plus facile de démontrer d’abord la convergence sous cette supposition;
nous nous en débarrasserons ensuite par une petite complication (?) de la méthode
originale : nous définirons la fonction Q’J comme la fonction harmonique du do-
maine 7 ayant les dérivées normales

(1 4“’) dl‘[}/ —

U S 1«
5y = a la surface o,

et nous définirons les fonctions successives u/, ¢}, @ au lieu des équations (12),
(13) par les équations suivantes :

Juy

>

9 _ . p

- = fy a la surface o,

U8 L gwr

dv =/

fu:)d‘r:/‘v:)df:/tv'odr:o
Ve g o

(') A part des cas exceptionnels, o il fant partir, au lieu des fonctions fy, fs, f3, des fonc-
tions

fi—Fy, fo—Fy fi—Fy,

Fy, Fy, F3 étant des fonctions pour lesquelles on peut trés facilement donner les solutions
du probléme

ou’ 0  dr I, , Fy
W*wS—wMJ;O —7-—a5[m cos()y)—n(/z)]A—T,

(vorr le théoréme 11« du Chapitre I).

(?) Je n’avais pas encore ajouté cette complication & ma Note dans les Comptes rendus

(t. CXLVI, 1908, p. 578), je m’y suis borné & diriger 'attention des lecteurs & ce Mémoire
plus étendu.
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et
| dul_ dlt’<_ 1 .02 dT
| 2= — -1 b ,dt
Loy 3 o Py dxdv\[re"ﬂl - +4
—a[(w,_, — W)_,)cos(vy)— (v)_, —
oy L 1 o f &
_07__3 ov 27 dy 0v 16/—1 +4
(149) | —2[(w, “}.-Jcos(vz)_(m}ﬂ_*
ow; 3 oWy _r f@' ‘L'
v T T T oy o 0z 0V A
—2[(0j,— ¥
fu'jd‘r:fv}d'r:fw’jdz-:o’
T T T
en posant
| I 2 '—dd/ “Pj
== Lcos(vz) — cos(v )
/ /m/f, |9y ) ¥
C L[ o)
d _ o; s Oy
(149) J lmfc_ 92 cos(vz) P COS(vz)_
/ 1 "'—dq, LV
== cos(vy)— =Lcos(vx
/ /mjg_d (vy) = 5y cos(va) |
alors nous verrons que les séries
W=y A uy o+
o :VG -+ Vi —|—;)’2
W =wy +wy +w,
(14¢) )
V=V, +Vi +V,
CW=Wi+ W+ W,

dU;’—l

ov

v)_,) cos(vs)]

A

ov

W; ;) cos(va)]

dW,
dv

1

a la surface o
(/':I’ 2, ~°')1

1) cos(va) — (w)_, —W)_) cos(vy)]

-

t

S —

(J=o0,1,2,...);

seront absolument et uniformément convergentes (*) dans t avec leurs premiéres

dérivées; elles représenteront des fonctions harmoniques de <, continues avec

(*) Voir la Remarque (1), page 170.
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leurs premiéres dérivées et satisfaisant aux conditions limites

du' I 0? e,dr ou’ : !
& T 8oz ). T T ow |
— —[ (w —w’)cos(vy)—(n — V') cos(vs)] + &~ f’
[ /' dr dV’
v 8 dy o
(15) ’ oy a la surface o.
-——[ —UW)cos(vz)—(w ’—11111’)cos(vav:)]—l——f[l—g
aw' 1 0 e,dr IW'’
0v 8w dzov r + dv
— é[(n’——lﬂ’)cos(v;v)——(u’——n’)cos(vy)] —|—€3
Les fonctions
0 dr
_ . ! — [t
w=4( U)+27rdx[6 r’
J— V_ ! __I_i Vir
(16) o =4 (o V)+2ﬁdy[0r’
, 2 [, dr
‘(V__;(&V——-W)-f- nd’fﬁ —

seront des solutions du probleme (10%), (10?).

On peut ajouter a chaque systeme de solutions du probleme (102), (10%) ou
(1 14), (1 1%) les cxpressions
A4+ 0% —CY,
b+ cyr =53,
C+C Y — 7,

a, b, ¢, ¢y, ca, c3 étant des constantes quelconques; nous pouvons rendre les so-
lutions uniques en ajoutant par exemple au probleme (102), (10%) les conditions

fudr:/vd‘r:fwdr:o,
T T T
fudr:fvdr:fmdr —=o0;
T T T
au probleme (112), (11%) les conditions
fu’df:fv’dr:‘/w’drzo,
T T T
fu’dr:f.n’dr:fm’dfzo.
T T
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Dans le Chapitre II nous allons résoudre le probléeme fondamental (8), (g). A

Paide des méthodes données auparavant, nous pouvons trouver successivement

des fonctions u/, O Wi (J=o0,1, 2

conditions
"' du/o I 02 ’ dT 1 ’ ’ ~ J— ‘
o T 8x mfﬂ»? + 5 [w cos(vy) — v cos(vz)] = £
o, 1 00 N vz ' —
5 T8 Wfﬂ? F b cos(ve) —w cospa) =11

ow' IS & P
(17) dvo T Sr oz fe"_r— + 5 [ cos(va) —ug cos (vy)] = f;
T

, d /, 2 d d
ad SR J ‘/6}77--1—;[11’}005(1;}-)—0} cos(vz)]
T

. dr

! _ ! _ / J—
fuodr_f()odr_fwodr_o,
T T T
7 — ! - — / —_
fuod'r_fnod. _fmodr_o,
T T T

ov " 8x 0x v
_ Oduj—y Ly 'y , )
. *()‘) -+ ; =1 COS (V.Z‘) —_ 5 [wj_l COS(’J)/)— ”j—1 COS(V@)]

dV} I 92 : dr I ) i /

—d; -+ gE dyl’d’)[ej 7 -+ 5 [uj COS(V,;,) — mj COS(J.Z‘)]
— 031_1 + 56}‘1 cos(vy)— é [#)1 CO8 (v3) — w];_, cos (vz)]

18
(18) o

oWy

- v

et les séries

(19)

d? ! dT 1 ! /
[Qj T+ —2-[nj cos(vz) — ) cos(vy)]

dav +§'r-dsdv

. b;_,cos(vs)— é [0j_ycos(va)—u)_, cos(vy)] !

2
! P ! P / JR—
fujdr_fvjdr_fwjd‘t_o,
T T T
! . ’ . ’ .
fnjdr *fnjdr _fmjdf_o,
T T T

+

u' = uj -{—Au',—yl—As’u',Z Ty
Cvh =0 AV - A2 L
W= w4+ Aw| + A2, 4.,

y ++.) harmoniques dans = et satisfaisant aux

ala
surface o,

alasurfaces
(./ = 1727 "')’
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seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs premiéres dérivées dans ©

et satisfaisant aux conditions limites

oW 11 a? G,d’f \
o 8m I—I—A()xdv[ S ‘
1 A 8 cos(va) — ! o cos o v
2 14+ A siva ;[“’ cos(vy)—rv cos(vz)] + fi
Y e [
(20) #  BmasAdydJor ala
: g’ Trw p surface o,
+ 5 TR ¢ cos(vy) — S [wWeos(va) —w'cos(va)] + 1
ow' __ 1 1 0 ,ﬁ
o 87r1l+./\dzdvfT 7
+ = A " cos(vz) — = [v' cos(var) — w cos(vy)] +f
| 2 1+ A 2 y 3

pour tous les nombres A, pour lesquels nous pouvons démontrer la convergence
absolue et uniforme des séries (19) et de leurs dérivées dans 7.
Nous pourrons démontrer cette convergence (') aussi longtemps que

(21) [A] <1,
mais il nous sera possible de résoudre le probleme (20) aussi dans les cas
[A[ST,
si A n’appartient pas 4 une suite infinie de nombres
IAZ A

ayant un point essentiel a Pinfini.

(1) A part des cas exceptionnels, ou il faut partir, au lieu des fonctions fi, f5, f3, des fone-
tions
f1_‘Fh fz_‘F27 fs—'FZi,
F,, Fy, F; étant des fonctions pour lesquelles on peut trés facilement donner les solutions

du probléme :

ou' I 1 02 dr 1 A I )
ow T ' P g% ! % i y F
ov 8T T+ A dxdv‘/; P T A cos(ve) 2[ 00s(vy) —v'cos(va)] -+ Fy,

(voir le théoréme VI2 du Chapitre II).
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Pour
(22) A=A (J=1,2,...),

i sera possible de trouver des fonctions harmoniques U}, V;, W’; ('), continues
avec leurs premiéres dérivées dans 7 et satisfaisant aux conditions limites

W, 1t 9 (g
o T 8mi+A;dzov ]
! A/ ' I ’ \ ’
N 1+Aj®jcos(1.r)—;[chos(zy)—mjcos(vz)]
av, 1 1 02 f@/,iif
v T 8w+ A; dyov )./ r
(23) A » & la surface o.
I J ’ ___1 2 1w
5 H_Aj@,-cos(vy) 2[lltjcos(vz) W cos(vr)]
ow;, & f@/‘if
d» T 8mi+A;dsov) -
A @’~co<(vz)—l[iﬂ’-cos(vx)—ﬂ"cos(vy)]
2 1+A; 777 2/ 7
En posant
_ L0 [
u=(a+Au RET R 76 r’
(24) V—(I—E—A)v'—i——l-i 9/fl_f,
N - 8mady ). r
= i L9 (&
| W=+ A)w+ 8w dszG r’
(25 k= !
: BEETTY

W, ¢, w' étant définies par les séries (19), on verra que les fonctions u, v, w re-
présentent les solutions du probléme fondamental (8), (g), si

1

Pour
I
(27) k=ki= 15

il y aura des triplets de fonctions Uj, V;, W; continues avec leurs premiéres dérivées

(') Que nous appellerons les triplets biharmoniques de seconde espéce
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dans 1 et satisfaisant aux conditions

AU, +k,-%:o
(28) AV; +k,~%%j =o0 dans 7,
AW+ /{j%zo
()TUJ’ = I:kj 0,cos(va) — é[wJ'cos(vy)——nj cos(vx)]
(29) 0—0\% = I_2kj 0;cos(vy)— %[lll,-cos(vz) —W,cos(vx)] } & lasurface o.
dgj — 1=k 0;cos(vs)— é['ﬂljcos(vx) — U cos(vy)]

Nous appellerons ces triplets les triplets de Cosserat de seconde espéce, en
analogie avec les triplets de Cosserat de premiére espéece Uj, V;, W, satisfaisant a
des équations de la forme suivante :

L 00,
AU; + £ 52 =°
00;
(30) AV; +/fjd—)/’:og dans 7;
00;
\ij'—l—/fj—d;——o/
( Uj =0
(31) V; =o a la surface o.
Wj:O

Nous pourrons aussi facilement résoudre le probléeme général (1), (2), ou les
fonctions X, Y, Z ne sont pas nulles, et nous considérerons les développements en
séries procédant d’aprés les triplets de Cosserat de seconde espéece. Dans le
Chapitre IIl nous traiterons comme exemple de la théorie générale le cas de la
sphére, pour lequel la solution a déja été donnée pour la premiére fois par Lamé (1)
et plus tard par d’autres savants de plusieurs maniéres différentes; MM. E. et
F. Cosserat (2) ont les premiers représenté cette solution a l’aide des triplets Uj,
V;, W;de seconde espéce; notre théorie est donc une généralisation de la solution

(1) Journal de Mathématiques, t. XIX, 1854, p.51.
(2) Comptes rendus, t. CXXXIII, 1901, p. 271.
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de MM. Cosserat pour des surfaces quelconques ne satisfaisant qu’aux conditions

trés générales d’étre fermées et de posséder en chaque point un plan tangent unique
et deux rayons de courbure principaux bien déterminés.

CHAPITRE 1.

LE PROBLEME PRELIMINAIRE ET LES FTRIPLETS PRELIMINAIRES.

1. Soient fi, f, fs trois fonctions données a la surface , continues de telle ma-
niére que 'on ait

A constante finie

(32) ffj('l'zyyz»zz)—fj(*z'h.}’nzi)le"ﬂ (J=r1, 2, 3)

® > o0,

pour deux points (z,, y, zy) et (22,¥1,5,) delasurface ¢ quelconques dont nous
désignons la distance par 7, et satisfaisant aux six conditions

(33) ff,da: fﬁda: /f3da:o,

(34) f(yfa—zfz)da:f(zf,—xf3)da':f(x/2—~y/',)d5:o;

nous construirons successivement les fonctions harmoniques de ©

! ! ! /

/ /
Uy Yoy W, uy, vyoow, Uy, ¢ W

satisfaisant aux conditions (12), (13); nous nous assurerons d’abord de 'existence
de toutes ces fonctions, nous démontrerons que toutes ces fonctions ont des dé-
rivées premiéres continues dans t, et nous examinerons la convergence des séries

g W=+ ddy + N, 4.,
(35) 20’:0@,—}—7\‘)’,—!—7\2"’2—&—...,
W= w4+ A+ Nl 4.,

en désignant par A un nombre réel.

Nous pouvons d’abord affirmer que les fonctions harmoniques «, ¢o,, o, exis-
tent et possédent des dérivées premiéres continues dans t en ayant égard aux
relations (33), (34) et & la supposition (32) (voir A. Korn, Abhandlungen zur

Potentialtheorie, 2* Mém., p. 5-9, Ferd. Diimmler, éditeur, Berlin, 1go1). Nous
Fac. de T., 2¢S., X, 23
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remarquerons qu’a la suite des relations (33) on a

(36) f‘)“w =...—o.

Si nous posons

, ou, 1 02 , dt , ,
f‘:_?)_d—vn alby= W/T‘GO - =2 [w) cos(vy) — v} cos(vz)],

’ v 1 0? dr
(37) Si=—3 d_vo i er o — 2 [w)cos(vs) — w, cos(vz)],

, o, 1 0° dr
fs—_——3d—v°——2—7r dzdv/ré"—;_ — 2 [ v}, cos(va) —uj cos(vy)l,

nous aurons

(38) [ride=[ fido=[side=o,

puisque
ks 0? dt a9,
0.7cdvf9 r d . d B
_ N o dw(, Jv),
2f[w cos (vy)— vy cos(vz)]de = 2f< Jy ——5;>d'r,
et
' 99, owy 9N\ _ A
(38") Pz (d)/ E>=A“o—0,

Toutes les dérivées premiéres de w;, ¢, w; seront, a cause de la condition (32),
continues dans 7 de telle maniére qu’on ait

lD1 u[, (2, ,V2,z2) — D, u(’, (24, Y1 31)|
(39) (1) { |Dyo} (@2, ¥2y 22) — Dy 0§ (24, y1, &1)| ) S const. fin. 1P, o <®m <1
| Dy wi{ @2y 25 32) — Dy (21, 1, 51)|

(1) On a, en effet, d’aprés les théorémes II et IV de mon Mémoire Sur les équations de
Vélasticité (Annales de U'Ecole Normale, 3¢ série, t. XXIV, 1907, p- 15 et 23) et d’aprés
la méthode de la moyenne arithmétique, le lemme suivant :

La fonction harmonique F admettant les dérivées normales f a la surface s, conti-

nues de la maniére
B constante finie,

| f(22, ya, 32) — fla, y1,50) | ZB7Te oL<w <1,

aura des dérivées premiéres continues dans t© de la maniére
| Dy F (@, ¥2, 22) — Dy F (21, ¥1, 51) | 2(C1 B + Cy max. abs. f) rP,,

Cy, Cp étant des constantes finies ne dépendant que de la surface s et de .
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pour deux points (2, ¥y, /) et (3, ¥2, 52) quelconques de 7, dont nous dési-
gnons la distance par r,,. En ayant égard au théoréme II de mon Mémoire Sur
les équations de U élasticité (Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ série, t. XXIV,
1907, p. 29), on trouvera

lf;(xz, Yo 52) — f1 (24, yuzl)l
(4o) | f2 (225 Y2y 22) — [3 (21, y1, 51)| ) Z const. fin. rT,,
| /3 (225 Y2y 32) — [3 (@4, ¥1, 51)]

et, a la suite des conditions (36) et (40), nous savons maintenant que les fonc-
tions u), ¢, ) admettant les dérivées normales

ou! , iy aw, / .
(41) J—V’:f,, d—v‘:f;, d—v‘:f3 3 la surface o

seront continues dans © avec leurs premiéres dérivées. En procédant de la méme
’

)
équations (13), on trouvera successivement que toutes ces fonctions harmoniques

. . . b o .
maniére pour les fonctions harmoniques « ¢ W (J =2, 3,...) définies par les
seront continues avec leurs premiéres dérivées dans tout le domaine -.

Avant de nous occuper de la convergence des séries (36) nous allons démontrer
trois lemmes qui nous seront utiles ensuite.

2. Lemme I. — Soient

Uiy 9y W) (J=o0,1,2,...,p)

p -1 triplets de fonctions harmoniques dans <, continues avec leurs premiéres
dérivées, et supposons la continuité des premiéres dérivées de telle maniére
qu’on ait

, , o, B} étant une constante,
(42) [uj(@a, y2, 30) — 1) (@4, ¥1,2)| ZBj 1Yy, ..., o<®m<1 .

J=—=0,1,2, ..., D,

pour deux points (zy, y1, 3,) et (X2, ¥a, 35) quelconques de =, dont nous dési-
gnons la distance par r,y; posons

!

U = oy 4 o Uy 4yl .. oy, U,

(43) V= o0y oy vy vy oty 0,
( W= oty Wy oy W Wy L g, v,
(44) B'=oBy+ o, B} + a,By+. ..+, B},

%oy Xyy Gy ..y Ap Elant des constantes réelles satisfaisant a U’équation

(45) oy +af+al4...+ad=r1,
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et définissons les trois fonctions harmoniques u',¢', &' par les conditions

au’ au' 1 02

5 =3 — — — _—f@’ ‘? —2[w'cos(vy)—v'cos(vs)], ..., alasurfaceo,

T
f?dr:fz)-"d’r:f;d‘:zo;
T T T

alors on pourra toujours choisir les constantes ag, &y, %, - .., @p de maniére
qu'on ait

—_— —_— —_ 4
(47) f(u"+ v’2+m’2)dr§5pj (w24 024 w?) dr + ¢, B,
T T

ot ¢, et €, sont des nombres positifs qu’on peut faire aussi petils qu'on veut en

oo . , . . Vo
agrandissant p,et qui ne dépendent nullement du choizx des fonctions uj, v; v,

ou
(48) I=¢,[+¢,B"

en posant

I:f(11’2+ 0’2+ w'?) dr,
(49) :

i:f(u—rf+ﬁ+ﬁ)df.
T

Nous pouvons toujours partager le domaine © en m parties, ou m est égal & %’ ou

P
3

partie la distance la plus grande entre deux points de la méme partie

au nombre entier le plus proche en dessous de 5, de maniére que dans chaque

(50) rig2 ?‘i‘:,

Vp

o représentant une constante finie ne dépendant que de la surface g, et qu’on ait

fu’ dr=o,
T

(51) f?dr:o,
5

[

f?d‘r:o
.

i

pour chaque petit domaine =;; ces relations représentent en effet p (ou moins)
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équations linéaires et homogénes pour les p -+ 1 constantes
%y, Oyy gy ..ey Op
qui doivent encore satisfaire 4 'équation

2 2 2 2 —
ay +of+oy ... 4o, =1

Comme nous pouvons écrire les équations (46) définissant les fonctions @/, ¢/, o/
de la maniére suivante :

0 [— 1 d , dr 1 d , dr 1 0 , dr
—|(+3+ — — [0 ——— — [ =4 — = [ =
av 27 dx . r 2 dy ). T amds ).  r

(46") . 1 0? ,dr 0? , 0t , ,
—_E<W[m 7“07@7[" T>—2[m cos(vy)—v'cos(rz)],

les fonctions harmoniques

dr 1 4 ,dr 1 0 ,dr

— 1 0
u’+3u’+———f€'—_-——5— w Pyl ceey
27 dr S 2 dy J, r 2w 03 /),
donc aussi
ul’ v/, WV’

auront des dérivées premiéres dont la continuité satisfait dans tout le domaine T,
en raison de la supposition (42), aux conditions

(52) | W (@, ya 52) — W (@4, ¥1, 51) | 2 [ ¢, max. abs. (v, v/, w') 4 c,B']r%,,

pour deux points (4, 3, 5,) et (2, ¥, z3) de © quelconques dont nous dési-
gnons la distance par ry,; ¢y, ¢, étant des constantes finies qui ne dépendent que
de la surface ¢ et de = (*).

En ayant égard aux équations (51) on aura, pour chaque point (£n%) de chaque
domaine 1;,
(33) ?(gn:):%/[u—’(an)—F(x,y,z)] dr,

iy,

donc [en vertu de (50) et (52)],

[W (8n2) | = [, max. abs. (v, 0,/ w') + ¢, B'] (;:) m;
Vr

(1) Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, théoréme II, 1907, p. 29.
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et

I

(")

(54) f(?t’_ﬂ— 74 w") de < | €[ max. abs. (v, v/, w)]*+ C, B’ | T
T

or, W, v/, W étant harmoniques dans 7, on sait qu’on a

4
(55) l"'l? . f(11’2+n’2+w’2)df+pm]3’,
VeV

ol ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface &, et ou p est un

nombre positif qu'on peut choisir aussi pelit qu'on veuat. [Foir la remarque
page 847 de mon Mémoire Allgemeine Losung des biharmonischen Problem

im Raume (Bull. de Cracovie, 1907).]
En choisissant convenablement g, on pourra donc d’abord, dans 'inégalité

(56) f(ﬁ—s—g’—?-i-x—n’—?)drjef(u’?—kn’?—f-m’i)dr—ks’B’ﬁ,
T T
faire ¢’ aussi petit qu’on veut, et, en choisissant aprés p assez grand, on pourra
p q ) Y P g 9 P
aussi faire ¢ aussi petit qu'on voudra. €. Q. F. D.

Lemue 1. — Sodent v/, o', w' trois fonctions harmoniques dans =, continues
avec leurs premieres dérivées, et supposons la continuité des dérivées pre-
miéres de telle maniére qu’on ait

B’ une constante donnée,

(57) [“’(xﬁ’ymzz)—1‘/(a“1,.)’n51)|23'r?z,
o<w <1,

pour deux points (y, Y1, 51) et (La, ¥2, 52) quelcongques de =, dont nous dési-
gnons la distance par rys; définissons les trois fonctions u', o', o' par les con-
ditions

du’ du' LA (AT e p .
5 _—3?;— po dxdva6 = 2w’ cos(vy) — v’ cos(vz)] ala
(58) surface o,

T T T

alors on aura toujours pour deux points (xi,y1,51) et (X2, Y2, 52) quel-

(1) Gi, G, étant de nouveau deux constantes finies ne dépendant que de la surface o
et de w.
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conques de < dont nous désignons la distance par r,,

» - w3 — C ‘
(59) Iu'(xg,yg,za—u'(osi,yi,zl)lz( w\/ (0 0" ") dr+-eB' )17, ooy
. 3 T
\

1+
€

ou ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface ¢ et de w, ¢ un
nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut, st NOUS AJOUTONS LA

SUPPOSITION

(60) (') w=u'cos(vx)-+ v cos(vy)+w cos(vs)—=o, & lasurfaceo.

Comme nous pouvons écrire les équations (58) dans la forme (46) ou, ce qui

est la méme chose,

9 7+3u1+;1f@fﬂ_,l_f’_ w& L0 [
v emdx /). r 2mdy). r 2modz). r

(61) asz"_’f oafnri
. 1 - r e r

Y dyov |, | dzdv |,

)

nous aurons, en ayant égard a la méthode de la moyenne arithmétique (2) et a

dr
3 il
D, ( )fr“ r

g, étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut, a la surface ¢ :
P )

I'inégalité
max. abs. (v, »’, w’)
&

+¢& B/, Ciey

< const. fin.

— ; 1 df,df 1 4d ,drv 1 d  dr
W+3W 4+ — = [0 = —— = [ W= — — [v=
amox ) 1 amdy ). r aw dz ). r

(622) (9 (49 o & =
Tem\dy J. T 03 . T =

(1) Gette supposition est essentielle pour notre démonstration; elle nécessite la complica-
tion de la méthode mentionnée page 5 (voir n° 4).

(%) Voir le raisonnement tout & fait analogue pages 52-54 de mon Mémoire Sur les équa-
tions de U’élasticité (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1907).

() En désignant par D, une dérivée seconde quelconque. (Voir HoLDER, Beitrige sur
Potentialtheorie. Thése de Doctorat, Stuttgart, 1882.)



(63)

184 : A. KORN.
les premiéres dérivées de EHZ étant continues de la maniére
I D, E(xzv Y2y %2) —D, 3(1'1,]'1: 5y) |

_ max. abs. (v, v, w
(62°) = [const. fin. 22X (wvhw) ezB’] s,

e, étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu’'on veut; on aura donc,
i la surface o,

— 1 d do
W 3w —onw — — — fuj— (1)
2w dx J, 1

—211’—}-—[——0— u’@-i—“’——i cos(vy) L n’iz—— 7 fu’é: (%)
- e dx ), ' r ST am YN\ 9z ov . o dyov ) o r ).,

.................................................................................

ot £7/¢’ sont des fonctions continues a la surface ¢ de la maniére

max. abs. (v, v/, w)
&3

(64) | (2ay Y2y 32) — (@1, ¥1550) | [consl. fin. + ssB’] %, e

e5 étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut; ou

= .10 , do , . 1]0% ,dr
W=+ - — [y — '+ — | [ W —
nox ), v amidv . T,
..__.I_ COS(VJ?) i\/‘u’cﬁ_ +COS(V ) i\/‘u’@
(65) 2T dx v /). 1|, rres A
0? ,dr
—+ cos(vz) ol Y )
&£ oy T r i+e
(1) On a
9 9 ”,d'C _d_ ,dT _.?_ _g_ u’ﬁ_i m'ic. —/ﬁu'+_d_ u’-‘!—g ...‘
@55[ T—dyTuT oz |z ). r  ow ). r| ox J, '’ ’
en posant

u, =1 cos(va) + v cos(vy) -+ w cos(vz).

(%) En désignant

l 02 02

02
o0x 0v IH—E_ o0x ov |; I

Jdx ov

b
(4

nous ne mettrons du reste pas 'indice ¢ quand il n’y a pas d’ambiguité.
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Comme on a (')

2
(66) W — dqfu’ilz =&, cey
am|ov ) T e
cos(vm)li——fu’ﬁ —+—cos(vy)lﬁ- fn'f'l—r
‘ Jdx dv e 7 lire dxzadv,) T ire
(67) ¢ 0? ydr] 0 , do
) + cos(vz) m)—/;m - i+e__£2+ 9% cu‘,T,

ot §,m,&y, Eam2 s sont continues i la surface o de la méme maniére (64) que &'7'T,
on arrive aux équations trés importantes pour notre méthode

——'——Li n’.t_iE_FE
Tomoz ), ' r ’
— 1 0 , do
(68) n’:Eb—)—/ q"vT-i—‘ﬂy
- 1.4 u’da-}—t
—;7__:0 v ’

£, m, { étant des fonctions continues a la surface s, de telle maniére qu’on a, pour
deux points (24, 1, 51) et (23, ¥2, 52) quelconques de ¢, dont nous désignons la
distance par 7.,

max. abs. (', v/, w')
!

(69) |E(@ay 2y 52) —E(21, 1, 51) | 2 [const. fin. -

! !
+¢'B ] TP ey

¢/ étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu’on veut.
Comme on a

|u’|§c———on:/;:éﬁn'\//(u’2+n’2+m’2)dz'+me’, ceey
T

ou p est un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, on peut

(1) Voir Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1907, p. 31, et Comptes rendus, t. CXLIII,
1906, p. 673 [formules (4) et (5), dont la premiére doit s’écrire
OV _ 1 [gdo 1 V,
ov 2J, T 2R
si v désigne la normale intérieure].
Fac.de T.,2° S., X. 24
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écrire les inégalités (69) ainsi :

( [E(@2y ya 3y) —E(@, ¥, 1) |

const. fir fin.
\/f(nll__‘_n/ﬁ_*_ml‘*)dr_‘_sB/ 1.1152’
1+—

All

(70)

en posant
—— p—
pT—¢"?, e—a¢.

Jusqu’a présent, nous n’avons pas encore fait la supposition
w,=o;

si mous ajoutons cette supposition, les équations (68) et les inégalités (70)
démontrent aussitot la proposition de notre lemme II.

Lewme IIl. — Les fonctions successives uj, ¢, w; (j=o0,1,2,...) définies
par les équations (12), (13) remplissent Uidentité

(71) f(u’f—l—n’j”—i—m’jz)dr

T

— o oy / :
_j (W W 0 0w wh ) dt (J=r1,2,3,...).
T

En effet, posons

) d
(72) uj=uj; —|—3u1_1+ : d(.)r 1 :; R
on aura
00’

Au; —— d’a'g”, dans 7,
(73) % o

' j:———2[m’j_lcos(vy)—n}_lcos(vz)], a la surface o,
donc

[/ 0u;\? dv;\? Iw;j\?
T () (52 )+ e
. L\ 0z dx dx
:2f(u,-u},1+njn}#,—i—mjm;_‘)d‘r;
T
d’une maniére analogue, on trouvera

duj du,,,, dv; 09j.1 de dW,H 3
f(dx e T T 9r 9z TN 9z Toa _F"'_)df

= zf(uju}—t— v+ w;w))dr,
T
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et aussi
Oy Quges Oy OOy D
.\ dx Oz ’ dx Ox ' ox Odx o
= 2f(1tj+, "}—1 + nan}_, -+ mjﬂm}_,) dr,
T
donc

' ol 1] . . 1 ’ r
f("j“j‘**”J"j“"”i‘”i)df—f("JH"j-:"'”j+1”j_1+mj+:mj—1)df,
T T

ou, comme on a, en vertu de (72),
R ! —_—
(74) w=u; 4 3u;_, ey Wi =y, + 3u, cey

on trouve
/[(u’j—|— 3uj_ w4 (v + 30)_ )0+ (w4 3w)_,)w,]dr
T
:f[(u}_H 4+ 3wl 4= (0, + 305)0) 4 (w,, + 3wi)w)_,]dr,
T
d’ott I'on tire immédiatement I'identité (71).

3. Définissons les fonctions successives

7 s W; (j':O, 1,2,...)

par les équations (12) et (13), et posons

"o_ ’ ! ’ !
Uj=0OgUj+ ol g+ Ol y ... apll, p,

—_ ! / / !
Vj —-ao(}j +Ot,$)j+1 +a2‘)j+2 —+...+ apvj'+p,

(75) ,

J

— / ! /
=W W W W,

Bi=a,Bj+a,B),, + B, ,+...+a,B,,,
w=N¥iNuj,
]
©
(76) v’ :21‘ Mo,
0

@

Y/ . ; U

[ — EJ)\JWJ-,
\ 0

nous allons démontrer que nous pouvons toujours, pour un A quelconque, mais
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fixe, en choisissant p assez grand, choisir les constantes

Oyy Kyy gy ceey

de maniére qu’on ait

(77)

%p

agtaj+aj+.. . oap =1

et que les séries «’, ¢, @' soient absolument et uniformément convergentes (')

avec leurs premiéres dérivées dans tout le domaine <. Elles représenteront des

solutions du probleme :

0“”
— = o [+ oty —

av
_1[3

duy du2
v *ov

du” L _02 f@llcir_
v + 2T dx dv A &

-+« +...

(78)

T T T

dup
TGy

ala surface o,

+ 2w’ cos(vy) — v’ cos(vz)]

Soit m un nombre fini quelconque, mais fixe ; alors on pourra choisir les con-

stantes

Qyy  Ogy Oy L]

de maniére qu’on ait

%p

Go) [t i i deze, [ (0 ke
puisque W, ,, v, _, W, _ satisfont aux conditions

| “;Inr—l (4272, .}’2, 52) - uyn—l (-Z'u .)/b Z‘) I
(80) [0y (25 Yoy B2) — 0y (24, )’1;51)|

l 11)7”_1 (x2! yﬂ’ 52) - m;ln—i ((171, )’u zl) I

\ / .. y .
ol ¢, et €/, sont des nombres positifs qu’on peut faire

"o ! P2
1 ) dT -+ epBlll—l’

m—

=" T
< Bm—l Yo

aussl petits qu’on veut en

agrandissant p (lemme I).

(1) En faisant d’abord la supposition

u}

jy =0

pour chaque j =o0,1,2, ....
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Le lemme II nous apprend

»= const. fin, m—— - .
BJ,E 3 \/Ij—i +8Bj—1 (J =1,2,...),
EH_E
ou
(81) L= [+t de (=013,
T

¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut; ou

1o — const. fin. y .
(82) B}zz_:s__lj_,—l-sBj’_, J=12,...,m—1),
(o)

€ étant de nouveau un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut.
Nous multiplions les inégalités (82) par

—2 —
em—2, gm=3. .., & I

et additionnons ; alors nous trouverons

ss = const. fin. "
(83) B i ———Inst+elpy+...+em L) + em 1B,

e @
de fagon que I'inégalité (79) peut s’écrire ainsi :

!

— E n
(84) 1,,Z¢pl,,_; + const. fin. :_3. (In—atelps+. ..+ em21)) + g e 1 B2,
@

Nous allons démontrer que nous pouvons donner & I'inégalité (84) la forme sui-
vante : '

Lot+el, 4. . .4 em 1], + pmem Iy + em B2

Ln—i+ el o4 . .41, + Pem— 8™, 4 e

4 4

(m—l—l)\/ﬁ’ fm = m\/e"l—‘,

1B"2 i 2 \/E’
(85) ’
B =

¢ représentant toujours un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on
veut; en effet, nous pouvons toujours faire

epz2Ve—oe, epS2\e —e,
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et
const. fin. - _ L, h(m+2) 1
gp——— el T2ye—e et ZTe—mF — (!
P sl+% <2V ’ T m(mA-1) Vem )
de maniére que nous pouvons écrire 'inégalité (84) ainsi :
/ +2)
L.3(aVe—e)(Ipoy+elpmy ..o em2] 4 gm— ‘B’2)+\/e'"m(m+l)

ou

Ln+ely—+. . .4+em 1]+ emB?
- ; I
ZoVe(Lpoy+ elpy 4. ..+ em 2] 4 e 1B2) 4- 2em 1], (p.m_, Ve — 3 pme>,

et ce n’est pas autre chose que 'inégalité (85) que nous voulions démontrer.
Nous allons démontrer ensuite qu’on aura toujours les inégalités

Ii+ ‘U-1510+ EBZ)2

(89) T

el e+ B2
< 1+ pelo+ e B <t

L+ elp .. e + pgefly + By
Lis+ el o+ o4 %2 + pyg e 1+ ¥~ 1 B

Al

En effet, le lemme 11 nous donne les identités
" " I/ " " "
f(u P40 £ )dr= f(“k—1 Wepy ~+ Uy Vyy = Wiy Wiy ) T,

£ »/(u”2 VR Ydr—= f(uk QUL 0,0 +wi ,wp )dr,
T

Je—1 "y "y llz — ok—1 ” " ” " ”
e f(u -+ v} Ydr=¢ f(u W, —+vy v, +wy w; )dr,

s"pkf(u oo - w? )dr—ef \/—— y.k+,f(u’2 + 0+ w?) dr,
T T
gk ) 1 )
= f By de= 1 f VTR B dr.
T T

En additionnant toutes ces identités nous trouverons, a Paide de I'inégalité de

(1) On s'apergoit facilement que cette inégalité peut toujours étre remplie par un p indé-
pendant de m.
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Schwarz,

(87) (Le+elpoy+. . 4 e* L + pgefT+ eXB2)?

S (I + el 4. - ef L+ pyy, g5t I, + e#+1B?)

2
< [Ik_,—|— elpg4. .. .4 eF 2], 4 eF-t <1 -+ :—k> Io+s"—‘B:;’],
k+1

ou, comme on a toujours
2
F’k =
I — < H’k—b
Mr+1
c’est-a-dire
k+2 I ) G

I+[I(k+l)z \/5/»_—12—/;\/8/:_—1 (k:l,z,...):
(88) (Le+elemy+. .o+ eF 11 4 ppe® Lo+ eFB3?)?

: (Ik+1+€[k “+...+ €k 11+ [J-k+1€k+llo+ $k+lB,a2)

X (L +elps+. o+ eF 2L 4+ py g1+ e#1B}2);

ce sont les inégalités que nous voulions démontrer.

Nous sommes donc arrivés au résultat suivant :

Soit ¢ un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut; alors nous
pourrons toujours, pour un m entier quelconque, mais fixe, en prenant le nombre p
assez grand ('), choisir les constantes

Xgy OLyy gy ceey Ap

de maniére qu’on ait

L+ pyely4- e B2 _ I+ el + poe?l,+ 2 B2 _
4L +BY - < Li+pmelp+eB <7

(89)

= [m—l -+ EIm—2+ <ot Em_zli -+ IJ‘m—l em—i IO =+ Em_‘ B’(’)z
< Im—2 -+ Elm—i +...4 8m_all -+ [J‘m—i Em—2 10 -+ em—2? B,(')z

Lo +elpy+... 4+ em L+ p,eml + e? B _— \/E
Lot +elus+.. ..+ e” 2L+ p_ eI+ em—1BE < ’

All

Aprés avoir obtenu ces inégalités nous pouvons continuer d’une maniére
connue :
Considérons les constantes

(m) (m) (m) (m) 2
g™y ai™, ad™, ..., af (%)

(1) Sans que p dépende de m.
(2) Jajoute les indices (m) pour exclure toute ambiguité.



192 A. KORN.

satisfaisant aux inégalités (8g) pour un m donné comme les coordonnées d’un
point de la spheére

(90) a4 a4, .+ ai=1

dans un espace de p + 1 dimensions; alors les inégalités (89) auront lieu pour un
certain domaine 0,,.

De la méme maniére nous pouvons choisir les constantes
(m+1) (m+1) +1) (m+1)
o™, aty et )
de maniére qu’on ait les inégalités

(91) Ii—l—IJ-‘EIo"*—EB':,z=12+SI1+H2821°+52BI:,2:
AL+ By < L+pmeL+eBE <

Ln4+elq+...+em '+ eI+ em B2
mott el oo el 4 e - e B

All

All

|
lln+1 -+ EIm+ e S’n]1+ Mm+1 gm+1 Io - €m+1B’:)2 =, \/E
Lp+ el i+ o e L+ p,eml 4+ em B < )

Ces inégalités auront lieu pour un certain domaine d,,,, de la spheére (go), con-
tenu tout a fait dans le domaine d,,. En continuant ainsi, on voit que le domaine
Omy» doit étre contenu dans 0,,,,, le domaine 0,3 dans Omy2, et ainsi de suite; il
doit donc exister un systéme de valeurs

%oy Oty . U
de telle sorte que les inégalités (89) aient lieu aussi pour un m croissant indéfini-
ment, et, en choisissant pour

X0y &y v O

ces valeurs dans les équations (75), on aura
(92) f(u’?+v’,'~=+w;’~’>drz<410+B:'f)(z\fs)" (J=0,1,2,...).
T

Si A est un nombre réel quelconque, mais fixe, nous pourrons toujours, en fai-
sant '

(93) ladsye|zL, o<L<i,

obtenir P'inégalité

(94%) f(ll','-z—i—v’}?—i—m'}’)dfzconst. fin.(I,+ B2)L/ (J=o0,1,2,...).
T



(95)

(96)
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En ajoutant les inégalités

I“'j(wz, Yoy Ba) — “,j"(xu Y15 Zl)l

(94) 2 2[Cons;.ﬁn.

[voir la démonstration du lemme I, formules (68) et (69)], on arrivera, par une

"

U ” " » (o,
max. abs.(uj_,, nl’._l, w’_ )+ ij_,] re,

Bl
<
Il
»

démonstration identique avec celle donnée pages 51-59 de mon Mémoire Sur les
équations de U'élasticité (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1907), aux inéga-
lités
.
| A 1y
[20]} | } Zconst. fin.\/I,4+B2L/, o<L<1

[ 27w} |

]N[“’j" (23, ¥y 32) — W (24, ¥, 51)]]
|27 [} (@, 03, 53) — ¥} (21, y1, 51| p Sconst. fin. I+ B L//F,

| )‘j[“’;‘(xz, )2y 52) — m'/'-(x,, > E0)]

et comme on a, en vertu des équations (46'),
| 074, + 0;| < const. fin. max. abs. (v}, v}, w}) + const. fin. B,

l 9}+1 (225 2y 52) + 6;‘(1"'2» Y2 52) — 9'/"+1 (215 Y1, 51) — 9;(“'1, Y15 |

"

< [const. fin. max. abs. (u}, v}, w}) + const. fin.B"]r7,,

on aura aussi

S LY\
(97) |97,y + 0} | = const. fin. \/I,+ B} (7\-) ,

(98) | 0’/"4-1 (22 Y2y 52) + 6}(.1‘2, Yoy 52) — 6;+1 (21, ¥15 51) — 9'}(.%‘1, Y1 31) |

=N\
= const. fin. /1, + B2 (lf) .

Nous pouvons maintenant conclure que la fonction

(99) lim 67 = 6, — (6, + 0}) + (0} + 0;) —. .

]:Cﬁ
est bien définie dans le domaine < et continue de la maniére
. -
(100) I;l'l—nlej(xz’ .}’2,52)'—]]_'_126,/(371; ,}’1,51)[

< [const. fin. max. abs.(f}, /3, f3) + const. fin.A]r7,.
Fac.de T., 2° S., X. 20

('/':O, 1,2, ..

)
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Les fonctions
lim «;

j==»

M "
lim ¢%,

j=

lim o’}

j=w

sont bien définies avec leurs premiéres dérivées, et l'on a

(ror1) %]hzr{:wj—— (%]ll_nlv =o, R
donc
(102) lim §; = const.,

J=

et, comme
lima), lime}, lime)

J= J=w =~

doivent satisfaire aux conditions limites

9 lim ¢/ I Hm#' dr a fa surface
— ;T ——— —  — “ e ¢ g
e A T I PR TN AT ’

on aura, dans tout le domaine =,

}1_['2 w)+ 8 9% flhlgé = const., C
donc
(103) lim§; =
].__m

de maniére qu’on aura aussi, d'apres (g7) et (¢8),

(104) |2/6|Z const. fin. /I, + By LJ
(103) | M8} (xay ¥2559) — 0i (21, ¥1, 5:)]| S const. fin. /T, + B L7 17,

=1, 2,.

el les séries
v " 2 "
‘ T T e L/ 0 LR /A B

(106) ¢ =0 AV R, L,
== O e Y A EE

représenteront, en effet, les solutions du probleme (58).

s
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On aura, d’apres (93) et (104),

\|9"l)
(107) ) [ +=C, max. abs. (fi. f2, f3) + C2A,

[ 1]

o'

d’apres (g6) et (105),

I 6”(.’1)2, Yo 52) - 6”($1, Y1 .v"']) l
"(Zgy Yoy 52) — W (&1, Y1,y 5
(108) | W' (235 Y2y 52) - (21, y15 51) | =16, max. abs. ( fiy for /) AT,

| V' (X3, Y2y 52) — ””(xn}’u zl)l

I W’ (Zg, oy Z2) — w’(zy, Y15 B1) |

Cy, C, étant des constantes finies ne dépendant que de la surface s et de =, A étant
regardé comme fixe.

Notons ici une autre forme qu’on peut donner aux inégalités (107). On peut
démontrer, de la méme maniére que nous avons démontré les formules (107), les

inégalités suivantes :

| —ug | )
(109) [v" —v§ | }Zconst. fin.yl,+ B,
-

et, comme on peut facilement déduire de la démonstration du lemme I1

"— const. ﬁn. ” ” " "
BK—————-—6 max. abs. (u;, vy, wy) + &, By,
1

e, étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut, du reste,

» 1= const. fin. )
|} < max. abs. (u}, vy, wy ) + &, By, ceey
2

e, étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut,

_ const. fin. ) .
IZ ———E——[max. abs. (uy, v, w) ]2+ B2,
3

e3 étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi pejit qu’on veut, on trouvera

_ const. fin. )
(110%) |u”—u"’)[;——-—s——max. abs. (up, vy, w}) -+ B,
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Ajoutons les inégalités
(110%) W, | = max. abs. (uj, vy, wg), celd

alors nous obtenons le résultat
‘ | w”
(111%) | v |

\ im//l

c ’ " ’
Zmax. abs. (uy, v, w,) +eBj,
3

¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut, et ¢ étant une
constante finie ne dépendant que de la surface o et de .
On trouve de la méme maniére, & Paide des inégalités (104), .

(111°) 16726, |+ max. abs. (1}, vj, wy) -+ e Bj.

4. Jusqu’a présent nous avons toujours dd supposer

w,=o (J=o0,1,2,...);

nous allons nous débarrasser de cette restriction par une petite complication de la
méthode.
Au lieu de définir les fonctions successives

’ ' ’ o ___
Wy 0, W (j=o,1,2,...)

par les équations (12), (13), nous les définirons par les équations (14 a —d), et
nous examinerons les modifications qu’il faut apporter aux raisonnements des
n% 1 et 3 en vertu de ce changement de définitions.

On démontrera d’abord, comme aun® 1, 'existence des fonctions successives u,

v , leur continuilé et la continuité de leurs premicres dérivées; on trouve, en

s
i
eflet, facilement les identités

f[w}_, cos(vy) —V,_, cos(vz)]do=o, J=1,2,...),
G

nécessaires pour l'existence des fonctions successives. On a, en effet,

0'14 1 L) da' 0/,
U — ! —_—
4 - f r oz’

, aUj 10 dtg, do 0y

a 1] - i :
(r129) v dy+ard f r dy’

a Hb/ d” ()7’1

. I

e >
~ 3

Q
¢
.L\‘_‘
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ou

, I , cos(rv)
(112%) 7= A_ﬁf%Tdc’
ag

c’est-a~dire les fonctions 33['!-, 35‘}, W; sont les dérivées partielles d’une fonction Lis
par rapport a z, y, z, donc

1/ . ! ” . dw,i*! ()v}'—l .
—fc[mH cos(vy) —”/—.COS(M)]W:[(T - -()T) dr=o,

(j:l, 2, ).
D’autre part, si la fonction 1), est continue de la maniére
[ Wy (@25 Y25 52) — Wy (24, ¥1, 5,) | S const. fin. 7,

a la surface s, les premieres dérivées des fonctions 4’ sont continues dans le do-
maine 7 de la maniére

| D, Vi(@2y oy 52) — Dy ¥i (2, y1, 5,) | S const. fin. rg,
(voir la remarque page 178).
Les modifications des raisonnements du n° 1 n’offrent donc aucune difficulté.
Pour examiner les changements qu’il faut apporter au n° 3, nous allons démontrer

un corollaire pour chaque lemme démontré dans le n° 2.
Pour rendre notre méthode bien claire, anticipons que le réle des intégrales

f(u-—i—v-—{-w’?)d'r

sera maintenant joué par les intégrales

! dy/ 2 0,\!_ 9
113) f w2 4 02 w2 dr_f |:<_X/_ <_v_’> +<_.i> ]d
( i( i+e d.p Y s - :
Al g

la fonction '/‘;- étant définie par I'équation

I 1y €OS(rv)
(”4) L [;Tl'fv 72 do"

et pour Uintérieur et pour U’extérieur de .

=
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Corollaire du lemme 1. — Faisons toutes les suppositions du lemme I, mais
définissons les trois fonctions harmoniques «/, ¢/, &' au lieu des formules (46)

par les formules

()__J_l __3()11’ 1 BE o dr Z’dU, !
9 W—Eo.z;dvf T+7; )
& ) 4 la surface o,
(”5) ) —2[(m’_w/)cos(vy)_("/_n,)cos(vz)]
— I ) d(“bl N % ) dO'
U __Z‘—n/a[gfcos(h) 3% cos(v))]T, e

Y/, ' étant les fonctions harmoniques de < possédant les normales intérieures

(116) ﬂ—u’ ﬂ—?
ov v v v
on pourra toujours choisir les constantes a,, o, @, ..., @, de maniére qu’on ait

2 2 2 . 2
ag ot og .o op =1
et

(117) /;(F—F...)df—‘[H[(f’sz)z—I—...]df

251,3f(u'2+...)dr—f [(g/j)—i—] d‘rg—i—s;,}}rz’
i it+e

. .. , . . . ,
ol ¢, el ¢, sont des nombres posilifs qu’on peut faire aussi petits qu’on veut
en agrandissant p, et qui ne dépendent nullement du choix des fonctions u,

!

!
O W
La démonstration est tout & fait analogue a celle du lemme 1. Nous pouvons

partager le domaine < en g parties, ou m est égal a —g ou au nombre entier le plus

proche en dessous de —g—, de maniére que dans chaque partie la distance la plus

grande entre deux points de la méme partie

(118) rm?g/“[—)

2 représentant une constante finie ne dépendant.que de la surface &, et qu'on
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fu’ dr—=o,
<

i

ait

(119) v dt=o,

’fm "dr = o,

pour chaque petit domaine 7; et du reste

(120) al+oaf+aj+...+a,=1.

Comme nous pouvons écrire les équations (115) définissant les fonctions «/,

¢, &' de la maniére suivante :

% <?+3u/_4U'+—‘— ) [gdt

21 da /. r

1 ()fm,ﬁ_*_ 1 4d D,ﬁ
T amdy S amdsJ. 1

. 1 0? m,d‘r 02 f"lﬁ\
(115") Y dy dv J. T 0z 0v A /')

- — 2[(w' —W') cos(vy)— (v — V') cos(vs)]

a la surface o,

\ T T T
les fonctions harmoniques

W4 3w — LU+ 0/'0 de r 9 & 19 &

= LA =
27 0x r 27 d)’ r 21 05/

donc aussi

auront des dérivées premiéres dont la continuité satisfait, en raison de la suppo-
sition (42), aux conditions

(121) lu’(x,,y,,z,)—lt’(m,,yi,z,)lz[c, max. abs. (v, v/, w') + ¢, B']r7,, R

Cy4, C2 étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o et de .
En ayant égard aux équations (119) on aura, pour chaque point (£. 7, &) du
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domaine 7, .
F:Ti_f[i(g,n,t_)_x?,(x, ¥, %) ] dx,
i

Ti

ou, a cause de (118) et (121),

—_ o Lag
| W | Z [c, max. abs. (v, v/, w') + ¢, B] (i/__> > cee,
P

donc

j(m+m+@d¢
i

o L N (@)@ e

—_— 2 o ‘
z : C,[max. abs.(w/, o', w')]*+ C,B"*! =

Ve

G, G, ¢tant des constantes finies ne dépendant que de la surface s et de w. Or, 1,

dy' 9y oy . . ,
' 92’ dy 0= étant harmoniques dans =, on sait qu’on a

u’————‘ \/_\// l’—————):—i—...Jdr—i—p”TB"
0/ ¢ =\ /[ (3;) Jd~+p”B’

ou ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface ¢ et de @, et ol p esr

YD', w’

un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut. On aura donc aussi

- ay' dy’
= 4 s s
[ ’u——ﬂ‘%— ',

E%t—_;&\/j.‘(u’— %>2+...Jdf+j.[<%>z+...Jd‘r—i—zpﬁ’B’,
o il i

et, comme on sait qu’on a toujours (')

dy7'\? ~ .
[[(’é) +...:|dTZCOl’]St. ﬁn[[((ﬁ_) -

N

Al

(1) A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheorie, Mém. V, Ferd. Duecmmler, édit.,
Berlin, 1902.
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on trouvera

(123) ||z 2R ‘"\/j u——)”+...de+/'|<%)‘+...de+2pm.

En choisissant convenablement p on pourra donc d’abord, dans I'inégalité

(124) f[(I_g ) ]dr+/[< L ] &
5%[[(“'— %>2+-.-]dr+[[<%>2+...]drg-i-s’B’*,

faire ¢ aussi petit qu’on veut, et, en choisissant aprés p assez grand, on pourra

All

aussi faire ¢ aussi petit qu’on veut. : C. Q. F. D.

Corollaire du lemme 1I. — Faisons toutes les suppositions du lemme 1I, mais

définissons les trois fonctions harmoniques W, ¢, w au lieu des formules (58)
par les formules (115) et (116); alors on aura toujours, pour deux points (z,, y, z)
et (22, )2, 52) quelconques de 7, dont nous désignons la distance par ry,,

!"’(1’2’ Yas 32) — W (Zyy Y15 51)'

(125) zlﬁ\/»/i‘[(u,_%>2+.“_|d1+/e‘ 7
e

ou ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface ¢ et de ®, ¢ unnombre
positif aussi petit qu’on veut, sans que nous ayons besoin d’ajouter la supposition

w,—o,
comme pour le lemme II.
En effet, la démonstration du lemme II recoit cette modification qu’il faut

ajouter aux seconds membres des équations (68) les termes
LU — % %/fa[iﬂ’cos(vx)-—ﬂ’ cos(vy)] i{;?

+ 1 _f[u’cos(va) —w COS(V»’U)] —’
ou

Fac. de T., 2° S., X. 26
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et des termes qui satisfont aux conditions (69), et qui peuvent étre compris
dans £, v, {; comme on peut, d’aprés (112), poser ici
d (oY do 1Y

I
T _—uv,

v 4m v J, ov T T2 v

aussi & des termes du genre £, 4, { prés, on voit que par notre modification on
arrive, au lieu des équations (58), aux équations

F:g,

(126) _ v =,

£, 7, { étant des fonctions continues a la surface & de telle maniére qu’on a, pour
deux points (24, ¥, 3.) et (X2, ¥2, 52) quelconques de la surface s dont nous
désignons la distance par r,,,

; fin.
[E(x2y Yoy 72) — E(xy, Yis51) |2 [9&“__‘1

max. abs. (v, v m)—i—s’B] Tar

(r27)

¢/ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu'on veut, ou, ce qui est
la méme chose, d’aprés la démonstration que nous avons donnée a Voccasion du
corollaire du lemme 1,

Ig(xza.yb 52)—5(-1‘1,)’1, zl)l

(127") ( <gc°”9‘ ﬁn.\/f(u[2 ) dr— i;e[<%>2+...]dr—{—eB’;l'?z,

e étant un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu’on veut.

Corollaire du lemme IIl. — Les fonctinns successives

' ' /

ujr "j, Wj (.]‘:O, I, 2, )7

définies par les équations (14 @ — d), remplissent les identités

R [ O Py 7 S o
E[[(u} L d§;1><ul+, dﬁ’“)—l—...] dr +f(dx;' 0)(();1 +> dr.
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En effet, posons

(129) u=u;+3u;_, — LU, 1+ el f i — cee;
on aura
s Au,_—z%;, dans t;
(130)
%:_2[(m}—i_w}—t)cos(vy)—(v}_,-—n}_,)cos(vz)], ... ala surface o,
donc

S LG o (52) e (22)' o Jde=a [T =)+ 1y

d’une maniére analogue, on aura

du; dujy, 99; 00j4y ow; 0w,y . f R
/‘I:d—x'—az‘——’r— o = ozr oz b T o -a—x— d—(l‘ + | dr=2 T[ll](uj j)""...]df
et aussi
duj dujyy dv; dv,H owj 0w1+, _ w
f[d_x__dT et e e Tt oa & = 2f["f+:<'u =)+ ]dr,
donc

f[uj(u}——‘ll[})—l—...]df:f[ujﬂ(u}_,-——‘ill}_,) +...]dr,

T T

ou, comme on a, d’apres (129),

(131)  w=u; + 3w —4W,_, . U= up, + 30 — 4,

(132) f[u'2+ Wty —..]de f[w(u W) e — W (0, — a0y —. ]

Une transformation de Green nous donne

fr[m;.(u;_u;.ﬂ)q-...-_m;._,(u'Hl —u)—...]dk
/['ll[/(u—u_l)+ =W (W, — ) —.. . ]de
=—[[w—4-0 %~ wa.—%a"%]da,
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et puisque l'on a, a la surface o,
’

o — )
Kie— Xji—— ¥
on trouve

f[l?(}(u}——u;_l)+...-—ﬂ}_i(u’jﬂ—u})—-...]dt

< :
_ (2_7,_,/_ : Oflier Oy
-—Le[<dx> —i—...———-———-()w wra dr,

de maniére que nous pouvons écrire notre identité (132) ainsi :

(133) '[(u'f-*—...)dr~Le[<%>2+...]dr

’ 1 '07../'71 ()7,,'+|
:[(“j—1‘!j+1 +'..)df—£‘_e[_d/7 '——(-)Ll:—'—i—...]df, -

ce qui est identique avec notre proposition (128).

Les trois corollaires nous permettent de conclure que tous les raisonnements
du n° 3 restent valables pour notre méthode modifiée, dans laquelle nous n’avons
plus besoin de la supposition

w, =0, (j=o,1,2, ...) a la surface o3

nous devons seulement, au lieu de définir les intégrales I par les équations

],..:/‘(u’}f—i—. ..) dr,

les définir par les équations

905 \?
(13%) Ik:f(u”,f+...)dr—-f [<%> +...]d-:.

5. Apres la solution du probleme (78) par les séries (76),
Aoy  Clgy Ky ey ap

étant des constantes convenablement choisies, nous arrivons d'une maniére

connue au résultat suivant pour le probleme,
du' au’ 1 0? ,dr aU’
o= [“'3W ~ ——oxaufﬁ T +4‘J;]

. ) alasurface o,
—2[(w'—W") cos(vy) — (v — V') cos(vz)] + f;

fu’dr:fv’dt:fw’dr:o,
T T T
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ot nous désignons par ¢'la fonction harmonique possédant les normales nté-

rieures
A
(136) % =,  Aalasurfuce g,
et ol nous posons
L' A 1d
(137) U/:ﬁLC[‘z)—yycos(v:)—%% COS(\J}/)J (]_g.

I(*). On peut toujours construire un systéme de solutions du probléme (125)
pour un A réel quelconque dont la valeur absolue est plus petite qu'un nombre
positif m quelconque, mais fixe, dans la forme

1 “/= _ P(ny9yis) ,
(A=) (A—Rhy). .. (A —4y)
QX >, y,2)

(h— ) (h—173).. (h—=1p)°

. R\ 2, y,5)

T (h—=h) (A=) (A—12y)’

(138) v =

W

ou n est de nouveau un nombre fini;
Ay Ay veey Dy
sont des nombres bien définis, différents les uns des autres,
[A;|Zm (J=1,2,..,n);

P, Q, R sont des fonctions harmoniques continues avec leurs premiéres dérivées
dans = pour chaque
[ A}z m,
et, pour
A=1; J=1,2,...,1),

(*) On aura remarqué que la démonstration de ce théoréme devient douteuse, si I'on
pouvait avoir

%Wy —+ Ay + ar ity ...+ apu,=o, .

c’est-a-dire si les triplets uj, w}, uh, ..., v}, ... (p étant un nombre fini) n’étaient pas linéaire-
ment indépendants; mais il est facile de voir que dans ce cas spécial v, v, w' peuvent étre
développés en une série finie de la forme

A
E pTA
"C/)\i{‘;’ ce ey

de maniére que ce cas n’est pas une exception pour le théoréme I.
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les fonctions P, Q, R deviennent des fonctions que nous appellerons des triplets
préliminaires (a des facteurs constants prés) des fonctions

harmoniques et continues avec leurs premiéres dérivées dans t et satisfaisant aux
équations

, ~ \
&Z—).G_ggf‘z.__l___d_z é}”?+4fm_}
- J( av ag dzdv, /U r

alasurface o,

=2
o
Q
w
—_
<
3]
~—
—
—————
-~
ac

(139) - 2[@.—@) cos(vy) — (@_v;

Vas . . ’ v
% étant les fonctions harmoniques possédant les dérivées normales

d/\’» N
(140%) —vf: wy,  alasurface o,
et
P
(140°) U’-—[m [ %cos(vz)_._.ql_fcos(vy)] do IEERE

et a la condition supplémentaire

(e f [(£)
(141%) i(u}’—r—...)dz— - ?Zj +...|dr=1,

en posant

1> cos (rv) dr.

N kS
(141%) X = 4’1 72

Pour la démonstration de ce théoréme, nous n’avons qu’a rappeler les raison-
nements de M. Poincaré dans son Mémoire Sur les équations de la Physique
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mathématique (Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, 1394), d’aprés lesquels

g
1

~

(142)

¥
i

<
i
SIm Clo ST

doivent étre les solutions du probléme (133), si nous posons

o o, o, o,
I —X o o
(143) D=} o | —X ... o |
o ) o 1 — A
"
u o oy oAp
u,  — o o
(144) P=| 4 I e o |
!
ty, O 0 1 —A

Les fonctions P, Q, R seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs
premiéres dérivées dans © et satisfaisant -aux conditions (135) proposées pour «/,
o/, w' avec cette seule différence qu’il faut remplacer f,, fs, f3 dans (135) par

JiD, f2D, fiD.

La seule chose qui n’est pas si facile & démontrer dans notre cas, c’est le fait que
Péquation k
D=o

ne peut pas avoir des racines multiples. 1l faut démontrer pour cela que dans le

cas ol un A satisferait aux deux équations

D=o,
ap _
ar =%

c’est-a-dire dans le cas ou les fonctions P, Q, R deviendraient des fonc-
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. NSOy ..
tions w', ¢, w satisfaisant aux conditions

o . )\,( 3 ou’ T 0 b v, o0
& TNT Y Tamare ), U T TN

N O\ ~ S
— 2 (W — W) cos(vy) — (v — D) cos(vz)]}

(145)
0 di _ | _godd 1 @ b de 4odﬁ\'
w @ N TPE @ Tiroxoe ), @ T T @
~ N o~ N A~
(dm’ aw’ cos ( dv  qV B 1 du’
—2\\@ @)=\ Jees ||+ 5
on aura
STy
W= =W =0
En effet, posons
D= waasn—nt + L ifé‘?ﬂ, ,
om0z J. 1
(146)
dﬁ__dﬁ( . 4;2{_@+li d§' d
7N A )— Car emdx, ) dhor” ”
alors, on aura
95
A;; :—Q)Ld—x.')
dans 1,
N
dr — dx di.’
(147) ¢
o 4 N\ ~ A
%@ —®) eV =) csoal,
o -
A ~ N A~ o i ~
d du dw'  dW (du’ v i 1o’
:5587'__2)\[<3——7).—>C05(vy)__ iy cos (v 5) + 5 oy

ala
surface o,

ala
surface o,
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donc
fou o da 96 9 do ow 0 dw f
A {d—x%d—l+"'+%d_xﬁ—x+"'+3§d_xd—}+"',d?
dﬁ PN
o [ (06
et aussi

£ A I\ N\
— Al du’ du’ de— 1 Aodu' y
— 2 g u m-—ﬁ —+... T ) A ll-d—;‘—l—... ao.
Nous trouverions donc

(148) [(3"0_‘5+...>da:o

si nous pouvions démontrer I'identité

A N A
dl le
Sl e-@) ()

Ceci n’offre pas de grandes difficultés, puisqu’il vient, d’apres (146),

u= 11’(1-{—3)\)—47\‘@, R
dn _ dw aiv
u

donc

A N\ /\,
du(r, o Al du! di
.[[-(17<11—'ﬂl>+...~—u<g;-\-——ﬁ>—-...]d‘r
’ 2\ AN A\
d‘{l[l 4 ’

et Uon trouve, par une transformation pareille a celle donnée pages 203-204,

* 2\ )
_/[‘2“—<9——11/(\’> —l—...:ldrz v
. o e o )
- S e (228
! P . a a
_‘/‘[u/'\’<d"1__.di,>+...]drzs - o
T

"~

Fac. de T., 2° S., X. 27
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il vient donc, en eflet,

Nous écrivons cette identité un peu autrement,

N
~£(9A2+...)dr+/<c/;’ %—!—...)dc:o,
ou, d’aprés (147),

‘/[QCK\'—@)-%] d‘r_—_o,
T

et, par une transformation pareille a celle donnée pages 203-204,

(149) t/[(ﬁ——%)—!—]dr—&—/[[(%) —l—...:Ia'T:O;

i

on aura donc

. Ay S NP a I'extérieur et A 'intérieur,
(150) x 0)’ dz
N N N\
wW=rv=w=o,
et, d'apres (147), (146),
~ ~N N
. ~ W =v=w=o,
(151) ‘
, AN A
u— ¢= w=—const.

Nous pouvons ajouter au théoréme I le corollaire suivant :

Corollaire. — Deux solutions du probléme (135) ne peuvent différer que d'un
triplet préliminaire: s’il n'en existe pas pour le nombre A, le probléme ne peut
ptet p ) pas p y e p p

avoir qu'un systéme de solutions.

6. Dans ce numéro nous allons démontrer quelques théorémes sur les triplets

préliminaires, définis par les équations (139).
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Il,. Formons avec les triplets préliminaires u/ v}, W'j les fonctions

7

A\ ; N

W= W+ 3) — 42, Ot ‘—%f&j{,

NN 1- nd

(152) 0= o1+ 3% — 42, V4 ady s
AN . N\

=) (14 30;) — 4, W)+ X;r 2 (5%,

ces fonclions seront continues avec leurs premiéres dérivées dans =, et elles satis-
feront aux équations

A o) A, [dw,  on)
0% 2h (Ow; 0y :
(153)  Au;= 21—!—)\; o l+37\j<dy dz>’ dans 7,
) y
llj__ 2 _
ol 1—}—3)\ [m cos(vy) nJ cos(vz)]
(154) A — / a la surface o.

N\
T?D\— [m’ cos(vy) — V) cos(vz)]

N\ A\
(155) Gi=0+2)0,
11;_11(1—1—3)\)—4)\311 cens

en introduisant ces fonctions un calcul facile nous donne les équations (153)

et (154).

IT;. Les nombres ); correspondant a des triplets préliminaires satisfont a I'iné-
galité

(156) A3t ou h<<— <.
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En effet, on a, d’apreés (153) et (154),

09 2 06\ 2 d/\. 2
f[<d_x]> ++<5;’> ++<—d%’> +] dr

Ai—1
:1+31 f(u+ ) dr +21131 )f(u +.. 0)dr ()

et

% 00\ o))" L
(157) /;[(d—x> ++(5;> ++<d_x> —i—] dz‘—;[(u}—}—
A dr + Gy (1 4 32, d
=G+ 3%) f(" e A G )f[< > e
AN — )f[( > : ]dr%.
Comme cette expression, qui est identique avec
G\t | (GoNT . (dw\t 1 dws | dny\®
S+ (F) = () =5 (G 52) + |

doit étre positive, on trouverait, pour un A; qui serait plus grand que zéro et plus
petit que I'unité,

Zi>

O_ 00
u; =0, = Ww;=o0,
A A AN
ll]:I)j___.mj::O,
donc
/N A /N
uj—¢;=—w;=—const.,

. A . p o= t \
Pour voir que A; ne peut pas étre négatif < — 32 01 peut donner a I'expres-

(1) On a

I~ AN N
f(?,u;-+...)d¢=f[([+3x,~)@ug+...—41,-11[;2—...](11

A 6)8 z A 0)8 : d
=(1+3 ')f [<—) +] dt —§ /[(——) -|—J T.
! i+e oz Y i oz
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sion (157) la forme

)‘J'_l /I\z )2
m%[(uj +..0)dr(1+ 33;)
o [ [() ]
04
—82; . 5.8]
81,(14—31,)[_“ (()x o |
o1

+41j(1+3;‘1')/e‘ L(
-+ 42 (1— 7‘1)[ L(d
:()\j—l)(21+37\j)§[(l{'j\2+...)dz'——}—_‘4_—)5')‘\‘]. i+e[<

>2+] d‘r}.

. C e N , A
II,. Le nombre des triplets préliminaires u}, ¢}, w; possédant des 1

QJQ,

@..~> 8

)
Ve e
)

-+ dT}

1SS

r /> A
o B Wy
linéairement indépendants et des nombres correspondants }; dont la valeur ab-
solue est plus petite qu'un nombre fini m,

31zm
est fini. s

Pour démontrer ce théoréme formons les séries

U+ Auy+ N+,

R e T a A S

Wi+ A+ Nwy ..,
de maniére qu’on ait

b
Uy = Uy,
! !
V1= Vs
A
Wy == Wy

e N
U, vk, (vk étant un triplet préliminaire, les fonctions u}, ¢}, &), ... étant formées
a Paide des équations (14°); alors on aura

N
U, —=—1u
2 k» »
Ay
LS
U= 33 Up o
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donc
5 he >
'u’,+7\u’2+/\2u;+...:)\ )u'k, (A <<| Akl
k— I
En posant
/ n " 7N
Wy=a g+ Uy 4 ...+ ap Uy,
; o o N
Oi=0 Vi ay Vy . oty Oy
/ - 5 -~
W= o W+ AWl . W,
AN
4 ! / ! . - . 4
%y, 0y, ..., op €lant des comstantes, u, o}, @) (j =1, 2, ..., p) des triplets pré-
liminaires, on aura
o )
Yy
Uy + iy + N ufy +...:—2/7\ L ;\ uj,
— A
1
< o)
o ks
o AV, A2, 4. :—-Ej)\ . ’}\ vy
— N
1
o o)
otk
W’,—%—)\Wf_,-i—)\’w’s—k...:——zjﬁw},
— N
1
si|A| est plus petit que la plus petite des valeurs.absolues de Ay, Xy, ..., Ap.

Supposons qu'il y ait un nombre infini de triplets préliminaires possédant des

SN, . 1, —
uj;, v}, w; linéairement indépendants et des nombres correspondants |X;|Zm;
alors on pourrait, en choisissant p assez grand, d’aprés notre démonstration du
théoréme I (voir la remarque page 205), obtenir la convergence des séries

uy +huy + Ny +...,
vy Aoy AR L,

W+ A, + Rl 4L
pour n’'importe quel
| A2 m,

de telle maniére qu’elles représentent des fonctions continues avec leurs premiéres
dérivées dans t. D’autre part, nous savons qu’on a

, . a;h; N
uy 4+ huly+ Ny 4. _“2)\1;\ e ces
7
si|A] est plus petit que la valeur absolue la plus petite des Ay, Ay, ..., hp, €t ces

expressions deviennent infinies, si le o; correspondant n’est pas nul; comme ils
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ne peuvent pas disparaitre tous, nous arrivons 3 une contradiction de la supposi—

tion qu’il y ait un nombre infini de triplets préliminaires possédant des Il l) m

linéairement indépendants et des nombres correspondants

|22 m.
A I N I S S : iminag
Iy. Soient u}, ¢, w) et u, v;, w; deux triplets préliminaires et
(158) INF-R Y

alors, on aura

(159) f(uuk-|— )d‘r—f <3§;(;£" ...>d‘t:0.

+e

On a, en effet,

diey dux PRI i) Oy
Juy dux ) 0%k ow; Owy )
f(dz oz Tt i 0z Tt 37 o —+— dr
PAYAN N\
:27\kf[1tj(u’,‘—ﬂ’,‘)+...]dr
et aussi
VA NIVAN NN VANVAN
du; duy 9v; vy ow; owy
VAN N\
zzljf[llk(u}——l'l})—i—...]dt,
donc

NN AN SN\ AN
lk(l—lj)f[u}(u’k-—lll’k)+...]dr:)\,-(l—lk)f[u’k(u’j——ﬂ’j)+...]d‘r,

ou

VOV VOVAN
(e— 1)) [(u;.u;.+...)dr~xk(l_1,)f(u;.w,c+...)df
NN\
—|—)Aj(l—)\;‘)f(u’,,.“}—!—...)d‘r:o,
()\k—lj)'[(u}u'k—k. Yt [ A (1 —R;) — 3 (l—)\,)]/ ?)XJ’ ?{‘x’ +...>dr:0,

donc

(160) )k—~//)[/(u W, +...)ds —/ <37‘;1 ‘2&’ >:|dz'_:0;

la supposition (158) entraine donc I'identité (159).
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II.. S’il est possible de développer trois fonctions harmoniques ', ¢/, w', con-

tinues dans < avec leurs premiéres dérivées, d’apres les triplets préliminaires

, e

u=Cu, + Cuuy +...,
A A

(161) o' =Cy v, +Cyvly +...,
~ ~

w = Cy o + Cuw)y +. ..,

on connait aussitot les valeurs des coefficients Cj,

A\
///\ d "d J
(162) Cj:[(ujuj+...)df—[+e<g)‘% s +...>dr,

{/ étant la fonction harmonique possédant les dérivées normales

!
(163) %‘% =1 a la surface ¢
et
, 1 ,cos(rv)d
(164) v= g [ ¥ e,

On tire cette formule aussitot des formules (159) et (141).
Nous ne nous occuperons pas ici de la possibilité de ces développements; notre
but principal est la solution de notre probleme (135) pour le cas

A=1;

nous sommes maintenant préparés a le résoudre.

7. Le cas
=1

. . e e . A AN
a ceci de particulier, qu’il y a trois triplets préliminaires «’, ¢/, ' de telle forme
que l'on ait

(165%) /L;—_-o, 0= az, w oy,
A A A

(165%) u:@z, v —o0, W_—ﬁ.l‘,
A A A

(165¢) u=—yy, p =y, w=o0

ayant le nombre correspondam A=1, et que pourtant les solutions données par
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le théoréme I restent en vigueur pour ) =1, parce qu’on peut démontrer (') que
les résidus des fonctions «/, ¢', @' au point :

A=1
sont nuls. C’est ce que nous allons démontrer dans ce numéro.
. . A A A
D’abord, s’il y a un triplet préliminaire «/, ', &' pour

A=1,
on doit, en posant

A AN 1 0 ~dr
(165) u*&(u_U)+E%[67,

avoir les équations

/A A A
\ Aa:ﬁg—z:—§<g—m—g>: dans 7,
(166) Y
VA
) 3—3 - é[gcos(vy)—-{)\cos(vz)], a la surface ¢

[voir (153) et (154)], donc

0o [ (2 ot () (Vs e [Er e

et :
A

A A A\ A\
du\? dy \? ow\?* 1 /0w  go\?
(168) [[(%)*@;)*(aﬂﬁ“i@*@+~-]‘*:°;

ce n’est possible que quand on a

s 02_03_022-_0
oxr —dy 9z
(169) A A\ N /\}, A A
0 o, LB
d)/ 9 — o 0z oz const., a; -+ (T.}/ —=coust.;

donc le triplet préliminaire général possédant le nombre correspondant

A=1

(1) A Paide des formules
(164) — s/ ds,
L(}’fs f2) do

Fac. de T., 2° S., X, 28
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doit avoir la propriété
[ A )
U=a-+cz —c3y,
A
v

=b+cx—cy 3,

(170) (

N\
W=C+C Yy —CT

a, b, c, ¢, cq, g étant des constantes.

. . . N /\ .
Si nous voulons avoir les triplets «/, 9, w' eux-mémes, il faut se rappeler qu'on

tire de (165)

[’1; _ul_U/’ ’
A0y oY 0 oY d
1 1 o 3 )
Zuv 'dv__< +4__ S r>’ a la surface o.

Il faudra donc construire une fonction harmonique ¢’ de T de maniére qu’on ait

o 0 dl.]./ da

— — = cycos(vae c,cos(v c;Cc08(vz a la surface ¢
271, dV ()V 1 ( )+ 2 C (.Y)+ 3 ( ) u ’

(r71)

ce qu'on pourra faire a 'aide de la méthode de la moyenne arithmétique ; alors on

trouvera
"y oy d
/\ 1 g
u' 4(a—i—c2z cay)+ﬁ£_dycos(vz)—d—cob(vy)]T
A\ N
[0y 7} d.
(172) o= %(b-l—cax ¢ 3)+ 41Tf _%cos(yx) qu cos (vz):l~;—7
N N\
2 1 g/ ad/ 1 do
w’:z(c—i—c,y—ch)—i— Hfa L(;:I;—cos(v'y)—d—ycos(vx)JT

Reprenons maintenant les notations du théoréme I et remplagons les fonctions

S+, f2, fs dont nous sommes partis par les fonctions

N

,,,—»fi—ci"”* cz"”ﬁ S R

/7\ 0/\

(173) ,,l_f2_01%“* Ci%%z — =G5,
P 0%, 2w,

., oW
Tz;z:f3-L1WL”C2W e "_07’
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en faisant
vy 0%
’ //\ j
(174) Cj:‘[(uouj—f—...)dr——ji;t(—d% —0).% +...>dr,
de maniére que le théoréme I nous donne des solutions #’, v/, &’ du probléeme
du' o' 1 9 [,dc U
W—)\§—3—d—v-_ﬁ—dxdv‘[o7+4_5v— ) \
5) ala
(17 ’ —2[(w"— W) cos(vy) — (v"— V") cos(vz)] } + Ry s surface o.»

Je dis que les valeurs
Kh )‘29 cey )\n

ne peuvent pas étre des poles des fonctions u”, ¢, w'.
On aura, en posant
— A dr
(176) u' = u”(1—+—37\)—[;lU”—*——i 6" —> )

amwoxrJ. r

les équations

— VA
Ad' :—2)\91, dans 7,
Jox
d—ll
(177) S =— a)[(w'— W) cos(vy) — (' — V") cos(v5)] + R ala
surface o,
donc
AN — — —
b (0T,
7 N9z 9z T T 9z 9z T 9z 97 T )
:27\./‘[1;;-(11”—-11(”)+‘..]d1—f(l{,,,12~+...)dc,
T G
et aussi
/N — AN — /N —
du; du” de; V' ow; dw"

= 27\,~f[7(1/t\’j-—{l?)—l—. . .]dr.
T
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On trouvera ainsi, puisque
f(R,,.@+...)da:o "),
[
en vertu de (173) et (174),

)\f[{t\’j(n”—lll”)+...]d1:)\jf[u”(x/x\",——ﬁ?)+...]d’t
T T

ou
.

(180) (l———l,-)[f(u”@ﬁ-...)df—f <%%+ >dr]:

En désignant par «}, ¢}, &} les fonctions successives définies par les équa-

J?
tions (14°), quand nous partons des fonctions Ry, Sy, T», au lieu des fonctions f,
J2, f3, nous aurons

n
\ A N
(181) w'=uy+ My + Nuy+ J Cihs u;

et, d’apres le théoreme I, oM <M

(182) w'= }',—)\ + @,

ol v, est une constante, ®, X, ¥ des fonctions qui restent finies pour

lim(A —21)=o;
il vient ainsi

(,1
(183) u'=(y;,— Cil)l s+ @— E J ’-

(1) On a, en effet,

ou, o, o
duy 0w g U
fc[”f< 5 g Gy >]d°

; A A
- A/[dﬂj(uo—Cxu, .-Cnu’,,)—+—...:|d1:
. N N\ AN
__zkf;[(m/j,——w_’,-)cos(v_y)—(@——“l/ﬂ\’j)cos(vz)](u’o—-Ciz?,—...——-C,Lu’,L)—{—...;dc
a
oS AN A N

:_.zxf[(u;_u;)(u;,-c,u;——...—-c,,u',,)+...]d¢

T

= 0.
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ou
(A —1)u’ :(71—017\1)‘/‘)1 + &y,
(184) ()\,——7\)0":(}'1—01)\1)2 Eak

5
()\1—— )\)W”:(}’l— C1A1)W‘ -+ &3,

ol nous pouvons faire ¢,, €,, ¢; aussi petits que nous voulons en diminuant | A — 1}, |.
De la nous tirons, a I'aide de 'identité (180), en passant a la limite

lim(A—2,) =o,

qu’on aura :
}‘1‘—‘01)‘1:07

donc

(185) W= EA__)

ou @, X, W restent finies, méme si 'on approche indéfiniment A de },.

Le point
A=A

ne peut donc étre un poéle des solutions u’, o', w”; les séries (181) convergeront,
pour cette raison, non seulement pour toutes les valeurs de |A| plus petites
que [, |, mais aussi pour toutes les valeurs de | 2] plus petites que le | 22| le plus
pr oche; nous pouvons continuer d’une maniére analogue, et nous trouverons que
les séries (181) doivent étre convergentes avec leurs premiéres dérivées dans t
pour toutes les valeurs de | X | satisfaisant & I'inégalité

2] m.
Soit
m=i;

alors les triplets préliminaires possibles

/NN N\
w

& (J=1,2,...,n)

ne pourraient éire que des triplets avec des nombres correspondants }; satisfai-
sant & I'inégalité

- I
—1I2h<—3

ou il pourrait y avoir un triplet préliminaire avec le nombre correspondant

A=1.
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Le dernier cas est impossible, car on trouve, pour le coefficient C respectif,

d’apres (174),

~ 0 d
86 _ T W Xo 9%
(186) C [(u0u+ ) drt /;e<da: e ...>d‘L’
—f(u 4. d‘:-—zc,fugdr—kgc,fn;, dr+2c3fm",d1,

ef la supposition
(187) f(yf;——-zf,)dfzo,

nous donne les identités
(188) (%)

Nous arrivons ainsi au résultat suivant :

I,. A défaut de triplets préliminaires possédant des nombres correspondants
négatifs

° - I
—1zh<— 3

les séries
U =—uy,+u U+,
(189) o =)+ 0, .,
=W+ W+, +...,

ou les fonctions successives u, ¢;, w; sont définies par les équations (14¢), seront

absolument et uniformément convergentes dans tout le domaine t avec leurs pre-

(1) En continuant, on trouve

ow'y o'
Y — e _.—_ — —
In‘dt_ L/c‘<y e zdv>do',
fu'1 dt=o,
i
et ainsi de suite

(188") fu’jd':_——o, (J=o0,1,2,...)
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miéres dérivées, et elles représenteront les solutions du probléme

o’ 1 0 fe,d_r ou’
T

_dT:—-é_dedv r v

S ala surface o,

(190) _%[(m’—w’)cos(vy)—(v'—”')COS(”)]‘*‘T

ayant les propriétés

fu’dr:fv’d‘r:fw’dr::o,
T T T

fu’ dr:fv’dr:fm’ dr —=o.
T T T .

Dans le cas qu’il y ait des triplets préliminaires possédant des nombres corres-

(197)

pondants négatifs
I

—1Zh<— 3?

il faudra former ces séries en partant des fonctions

, PA
. Uy
fie X Ggh
—124<—3
9
. vj
(192) D A
—1Z5<—§
o)
‘/‘).
_x
\ —1Zh<—3%

au lieu des fonctions f,, f2, f3, ol

N
LA ax oY
(193) ‘ Cj:[(uouj+...)dr—£_e<7)§;° —Jél-—l—...)df.

Les séries
W " "
W=+ U U+,
u

IA "
(194) = 2 A S A

/A " ” "
W= w4 W w4,



224 . A. KORN.

formées de cette maniére en partant des fonctions (192), seront uniformément et
absolument convergentes dans t avec leurs premiéres dérivées, et les fonctions

p CiA;
u’:u’3+u’;+u;+...+zj L u),

I—)\j

p , , Cih; /N

(194’) vl~_—v$+v’i+v’2 e f[',}jv},
2 —2

, ’ Cid; />
W=+ W+ Wy ..+ Ejl ’{ W
— 4

représenteront les solutions du probleme (19o), ayant les propriétés

/u’d‘r:fv’dr:fw’dr:o,
T T T
fu’dr::fn’dr:fm’ dr=o.
T T T

Corollaire de I11,. — Les solutions du probléme (1go) ayant les propriétés (195)
satisferont aux inégalités

(195)

W el Il
lD u/l |D v,l ID W/l ) Z Ci max. abs'(fl’f21f3)+cﬂA7
1

(16) ’ 1Y |y 1

lDlu’(xm.}’z; z3) — Dy u! (24, Y15 zi)li[Cl max. abs. (fi’f:’fs) + C,AYry,,

|w'], [o], |w]Z %max. abs. (1}, v,, w,) + B,
(197)

|6/ 1218, | -+ S max. abs. (s, v, w,) -+ ¢B,

si
(198) lu:)(ma,yzazz)—ug(xn}'n%)lzB;rﬂy cvey

C,, C,, c étant des constantes finies ne dépendant que de la surface ¢ et de w,
¢ un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut.
On tire ces résultats immédiatement des formules (107), (108), (11 1), quand il

n’y a pas de triplets préliminaires 4 nombre correspondant négatif

—I?)\j<'—'%’
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et, quand il y en a, on n’a qu’a considérer que les valeurs des:

A\
,u}|, l”/l9 ]m |

et des constantes B dans les inégalités

3 o -4 o]
luj(l'z,.}'z, 3y) — Wi( @1, ¥4, 51) | 2By,

doivent étre plus petites que des nombres finis ne dépendant que de la surface &
et de @, et qu'ona

A
Oxo 9%y
,_f(uouj-g— )df—[+e< . -d—£’+...>dr.

III;. Les fonctions
(199) w—U, J—V, o—W
représentent des solutions du probleme

d(u'—U") 1 0? , \ ar
o ——ﬁm[(e —8 7

(200) ¢ f1
[(m — W) cos(vy)—(v'— V') cos(vs)] + =
comme on peut toujours ajouter a ces solutions les expressions

A+ Cy3 — C3Y,
b+ cyx—cy 3,

cH+cCy — o,

Cyy C2y C3, @, b, ¢ étant des constantes quelconques, on peut toujours trouver un et
un seul systéme de solutions du probléme (200) ayant les propriétés

(u’—U")d‘L‘:f(V’—V’)dT:[(W’—\V')([T:"O,
T - T

f(u —ﬂ’)df—f(n —ill)dr_[(m W) dr=o.

Corollaire de 1lly. — Les solutions du probléme (200) ayant les propriétés (201)
Fac.de T., 2*S., X. 29

w1
|
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satisferont aux inégalités

|/ — U}, o= V7], W —W/| |

v = C . abs. s Joy C.A,
(nose) L IDu(d— U], [ Dy (o V)], Dy — W] = X A0S e fa Ja) o s

|D1(u/——U’) (25 Y20 52) — Dy (' — U") (4, Y1 B1) ’E[Cl max. abs. ( fi, /s, fi) + G AT,
Ju' — U’ )
ln’ — iﬂ’l 3
(202%) [ — W' ’

]

c
- max. abs. (uy, v), w}) + eBy,

- c
18 — 0y Z|60|+ 7 mmax. abs. (u), v}, wy) + eBj,

¢, Gy, G, étant des constantes finies ne dépendant que de la surface ¢ et de , ¢ un
nombre positif qu'on peut faire aussi petit qu’on veut.

HI,. Les fonctions

) i) dt

— £ I __ i __[_~ LA

u="4(u U)+21:dx =

— 4 — V)L L (g

(203) v =4(v V) + pys dyfTG P
Wﬁ—[l(w’~W')+__[ 9 19’_6_13-

am ds J -

représenteront les solutions du probléme préliminaire

20
Alt+—d-—‘i:0, RN dans T,

(208) 1§
d_:t:—;[mcos(vy)—n005(~;z)], cey a la surface ¢;

comme on peut ajouter a ces solutions les expressions

a--¢cy5—C3Y,
b+cyx —cz,

C 4+ ¢y — G,

a, b, ¢, ¢y, ¢y ¢y étant des constantes quelconques, on peut toujours trouver un
et un seul systéme de solutions du probléme préliminaire ayant les propriétés

J /udr:/vdr:[wdr:o,
T T o/t -
fu dr:/ndf:fmdf:—.o.
T v T T

(204)
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Corollaire. — Les solutions du probléme préliminaire ayant les propriétés (204’)

satisferont aux inégalités

fal,  lel o]

Cymax. abs. (fi, f2, f3) + CA,
(205) {IDsu|, |Divo], |Dyew] ‘ pamIs

All

| Dy & (s, ¥25 55) —Dyu(zy, ¥1, 31) | 2 [Cimax.abs. (fy, fo, f3) + U A) 1T, .oy

C,, C, étant des constantes finies ne dépendant que de la surface ¢ et de w.

CHAPITRE II.

LE PROBLEME FONDAMENTAL ET LES TRIPLETS DE COSSERAT
DE SECONDE ESPECE.

1. Soient de nouveau f,, f3, f; trois fonctions données a la surface &, continues
de telle maniére qu’on ait

A constante finie

(206) | [ ( @2y y2, 22) — fi(@1, y1, 71) | SAFT, l (J=1,2,3)
o< w<l1

pour deux points (4, ¥, 5) et (Z2, ¥3, 52) quelconques de & dont nous désignons
la distance par r,,, et satisfaisant aux conditions
P ’

( ffida:o,

(207) :
(l(_yfr——zfz)da:o, el

nous construirons successivement les solutions (harmoniques dans )

’ /
uo’ VO’ WO)

I '

uy, ¢, W,
! ]

Uyy Vo, Why

vy ey )
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(209)
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des problemes

du; 1 0 ,dt 1, , ‘

Ot g 505+ L cos(oy) = cos ) =4

d¢! I 0 , dr 1., ,

d_vo - WIOO — + 5 [% cos(vz) —wgcos(vx)]=/f, )  alasurfaceo,

dw 1 0% ,dt 1., ,
v -+ S Wfﬁ“ - -+ 3 [v, cos(va)—uy cos(vy)] =/

! . / — ’ —
fuodr_[vodr_fwodr_o,
T 't T
' . 1 _ / .
| fuodr_fnod‘r__fmo dr=o,
\ T T T

ou; 1 02 cdr 1, , '
i d_vj R meGjT + ;[wj cos(vy) — v} cos(vsz)] e

au';_ )
=— djv ! é b, ycos(va) — é[m’j_i cos(vy) — vj_, cos (vz)]

oY 1 0? dr 1., ,
s;f -y WfrejT -+ E[uj cos(vz) —wjcos(va)]

ov;_ 1 I
= s g cosy)— 3 [ cos(7) — iy 005 (02)]

ala
surfacec
V (=1,2,3,..

ow’; 1 0 [,dr 1, ,
5 T8 55—()—;1 9/‘7 + 5[0, cos(vax) —u; cos(vy)]

oW
_ ‘./ 1 4+

I
oV 2

I
9;_, cos(va) — ~[vj, cos (va) —y_y cos(v))] ]|

! — ! J— J/ a——
/ujd'r_ vjdr_fwjdf__o,
T v T T
sl R ! — ! —
fuj dr = njdr_fmj dr=o, |
T T T

que nous pourrons construire d’aprés le théoréme III; et qui auront des pro-
priétés de continuité faciles a déduire du corollaire du théoréeme IlI;; nous exa-
minerons la convergence des séries

|
|

N

= ul+ A+ Auy 4.
(210)

<

!
= 4+ AV, + A2, 4,
w' =+ AW+ A2, +. . .,

en désignant par A un nombre réel.
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Comme au Chapitre I, nous aurons besoin de trois lemmes que nous allons
démontrer avant d’aborder la question de la convergence des séries en question.

Lemme I. — Soient

!

uy, ¢

o W (J=0,1,2,...,p)

p —+ 1 triplets de fonctions harmoniques, continues dans © avec leurs premiéres

dérivées, et supposons qu’'on ait

(211) fu}dr::o, RN
T

) : o ) les C; étantdes constantes données,
(212) l9;(1’2,)’:,52)—5,-(001,3’1,51)1201"?2 (/=0,1,2,..., D)

o<w<I,

pour deux points (xi,¥1,3,) et (Zay¥a, 52) quelconques de = dont nous dési-
gnons la distance par r,y; posons

| Jp— ! 1 7 I
U= oUWy oy - ol . oty U,

1

_ ’ 7 ’ !
(213) O =gy A 0] - 0Py e ApP,
W' == oy - A W - A Wy - A,
€ =a,Cy+ o, C, +a,C, +...4+«,C,,
Ugy Gy, Ly, - .., Op €lant des constantes réelles satisfaisant & Uéquation
(214) a4 af4+ai+.. . +ay=1,

et sotent u', v, w trois fonctions harmoniques satisfaisant aux conditions

ou’ LI =dr 1 r— = .
55+ §e mfre -+ 5[uo cos(vy)—u cos(vz)]

Ju' 1 P 4 la surface o,
=—>;+ 59’ cos(vz) — ;[m’ cos (vy) — v’ cos(vs)]

(215) ................................................

alors on pourra toujours choisir les constantes oy, «,, %ay ..., %p de maniére
qu’on ait

(216) /?’T‘dfzepfﬁ’zdr—i—e;@z,
T T

T
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N , - . L

ol ¢p et €, sont des nombres positifs qu’on peut faire aussi petits qu'on veut en

agrandissant p, et qui ne dépendent nullement du choixz des fonctions uj,
! !

Vj, Wj, ou

(217) 12,0 +¢,C8

st nous posons

(218)

Nous pouvons toujours partager le domaine t en p parties de maniére que dans
chaque partie la distance la plus grande entre deux points de la méme partie

[+4

(219) I'12 =
/P

b

Al
w

« représentant une constante finie ne dépendant que de la surface o, et qu’on ait

(220) f@dr:o,
Ti

pour chaque petit domaine 7;; ces relations sont en effet p équations linéaires et
homogénes pour les p + 1 constantes

Goy Oy Olgy  «ooy &p
qui doivent encore satisfaire a I’équation
2 2 2 2 —
b ait a4 +ar=1.

Comme nous pouvons écrire les équations (215) de la maniére suivante :
a o / I 9 or / ﬂ e / (5 i -
2@ ) + g g | T+8) TS (@) cos) = (-4) cosr)]

(215 {1 ¢° dr 1,
—ﬁ——dxdv‘/r‘e -+ 56 cos(vx),

nous aurons, d’aprés le corollaire de III; du Chapitre I,

|§’(‘z‘2,y27 52) -+ 9'(%,9’:, Zz) - @(xuyn zl) _el(xl,yh zi)l

= (const. fin, max, abs, ¢'+ const, fin. C')r7,,
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donc aussi
(221) | & (24, yay 52) — T (@1, y1, 5.) | Z (¢ max. abs. § +¢,C') 7P,

¢y, C; étant des constantes finies ne dépendant que de la surface & et de .
En ayant égard a I’équation (220), on aura, pour chaque point (& m, ) de
chaque domaine 7;,

(22) TEn =1 [[FEnt)—Fwy,)d

ou, i cause de (219) et (221),

_— o
]9’(E,n,§) | = (¢, max. abs. &+ c,C') (;—;) ’
' Vr

donc

(223) fﬁdrj[(}‘(max. abs. 6)*+ C2C,2]Vl—-:§ (M.
* r*

Or, ¥ étant harmonique dans =, on sait qu'on a

(224) le’lié\/f""dfﬂwcc
VeV e

ou ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface o et de m, et ol p esl
un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu'on veut.
En choisissant convenablement p, on pourra donc d’abord, dans I'inégalité

(225) fﬁd’rjif@”d’:ﬁ-e’(]”,
A -

T

faire ¢’ aussi petit qu’on veut, et en choisissant aprés p assez grand on pourra aussi
faire ¢ aussi petit qu’on voudra. C. Q. F. D.

Lemme II. — Soient o/, o'y &' trois fonctions harmoniques, continues dans <
avec leurs premiéres dérivées, et supposons qu’on ait

(226) [u’dr::o, Cey

C' étant une constante donnée,

(227) igl(xzv)’m Sy) — 0" (21, y1, 51) |20 1T,
! o<<w<r,

(1) Gy, G, étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o et de ».
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pour deux points (y,y1, %) et (s, ¥, 55) quelconques de = dont nous dési-

gnons la distance par ry; soient u', v', &' trois fonctions harmoniques satis-
Jaisant aux conditions

1 1 0? = dt LN by o7
i +ﬁMI9'7 + = [ cos(vy) — ¥ cos(v3)]

ov

du

al
== F %0’ cos(va) — ri;[m’ cos(vy)— v cos(vz)] @ la surface o,

(208) [ Trrererereeee e

alors on aura toujours pour deux points(z,,y,, Zy) et (%2, ¥a, 32 quelconques
de ~ dont nous désignons la distance par ry, :

(229) I@.('z‘byz)zﬁ)—y(xl’yh zl)l;(‘;f"[\/ferzdf+€c,>r?2a
e @ K

ol ¢ est une constante finie ne dépendant que de la surface s et de ®, ¢ un
nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut. )

Comme nous pouvons écrire les équations (228) dans la forme (215') ou, ce
qui est la méme chose,

$@ai)_ 1| @ [y
dv - 8=n d:cdva ri.

_ 18 ()] L L ala

(a30) | SnIdxdufT(6+9) =+ ~(F7+6") cos (va) o

— 2 [+ w) cos(vy) — (4 v) cos (v3)]

nous aurons, en ayant égard a la méthode de la moyenne arithmétique a la sur-
face o,

=g L9 (gd =
(231) U U= e o T@ =

— 7'—7% /[(@ﬁ— §) cos(va) — (W4 w') cos (vy) + (V4 v') cos(vz)] i’—f‘,
hm ), _ ’
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les premiéres dérivées de EHZ étant continues de la maniére (")

max. abs. 0’ + ¢ C’) Ty,

/

— _ _ /const. fin.
(232) |D1 Z(Zay Y25 53) — Dy Z (215 Y1y 51) |2 <—8—

&, étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut; on aura donc
a la surface ¢

0+6+6

9 (&
ov? i rl;

+ f%ﬂg cos(vx)d%fa[(y—i— o) cos(vx)

(233) T4+ 0 =—

I
2

I

e *)

—(w'+w') cos (vy)+(v-+v") cos (vz)] dTa +...

+ é(@—'-—i- ') + o,

ou ¢ est une fonction continue i la surface o de la maniére

t. fin.
(234) I?(-Z'zsynzz) — (&1, 15 34) | S <M max. abs. '+ 620'> rPys

2

€y €tant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu'on veut. Coinme

(1) D’aprés le corollaire du théoréme I du Chapitre I et les équations (215'), on a

[0+0],  [w+w] [v+v] |0+ w| = const. fin. s, abs. 0"+ e,

A

l?(z‘m.}’zy 3g) + e’(x%.}"!a 33) —?(‘ru,}’u 2 — 0'(-’1/’1,}’1, EN) l ]
[0 (@3, 32, 22) + W (@2, 33, 53) — W (@, 4, 5) — W' (@1, 71,51) | | Z(const. fin. max. abs. ¢’

,D'(-Z'z,.}’z,zi)) + 0 (T2, Yo, 32) — U (@y, ¥y, 5y) — ' (@1, y1, 21) | -+ const. fin. C')r7,,

(232') ¢

l ‘?(z‘m,}’za %) + w’(z'z,)’z, Z9) — u—"(z'h.}’n 3y) — w’(xi,,}’i, 1) I !

¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut.
(?) En nous servant de I’abréviation

02 02 02
5W)i+e m i m 4

Fac. de T., 2 S., X. 30

—+
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ona (Ann. Ec. Norm., 3° série, t. XXI1V, 1907, p. 31)

()2 —;d’!'
o—ff’ T
ﬁ

ﬁ;cos(vx)%[[{@—i—@’) cos(va) — (W + w') cos (vy) + (v + o) cos(vz)]%g—i—...l

= — é(@-—i— 6’)+x,

1 )
—_0
A

i+e

ou ¢ et  sont continues a la surface ¢ de la méme maniére (234) que @, on arrive
a 'équation

—  3_

0= Z o' + X+ ‘-P’
donc

(235) §=w,

la fonction w étant continue 4 la surface s de telle maniére que pour deux points
(21, 1, 51) et (23, ¥2, 22) quelconques de ¢ dont nous désignons la distance
par ry,

. fin.
(236) |w(x2,y2,z2)——m(x,,_y,,z1)|§<92n—sz,—-£max.abs.@'—%—s(‘> O s

¢/ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut.

I@/Iz Con\jlp—;ﬁn. \/fe/2 dr -+ Pmcl’
T

ol p est un nombre positif qu'on peut choisir aussi petit qu'on veut, on peut

Comme on a

écrire I'inégalité (236) ainsi :

_ [ const, fi / 'y ,
(237) [w(zs ¥ °s~2)—“03(x1,y1y~x)l?< HH_—_"] f@ (/T+8C>

en posant
PP =¢'2, e = 2¢. C. Q. F. D.
Lemme 1. — Les fonctions successives
whyy W W (j=o0,1,2,...)

satisfaisant aux conditions (209) remplissent I’identité

(238) f ‘[7:f6/1/+1 (J=1,2,.-.).
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En effet, posons

! ’ I () ’ d‘[‘

(239) Uj= Uy +j_ g+ g 5= | 05— ;
on aura

Au,:—é g—i’ﬁ . dans 7,

0u_,~ ,
240) 5 0;_,cos(vax)

I , p ] a la surface o,
-3 [(w} + wj_;) cos(vy) — (v} +vj_,) cos(vz)], 5

donc

T/ -\ 2 50\ 2 2\ 2
f“%) + . <%—‘;’> ++<(j)—°;’—> +...]dr

1 / ! !
= ;/‘[9,'6/-_‘ +uy () )+, ]drg
T

d’une maniére analogue, on aura

ou; 0ujyy dvj 0 owj; 0w )
[[0.% ——01‘ |‘---+d—x_()x +"'+d-x__d:c 'i—...JdT

I / ’
= ;[['0j9j+ u; (W =+ 45) +... ] dr,

et aussi
du_,' duj+1 de d()j+1 de ()Wj_,_‘
[[dw oz T oz 0z TN oz oz +"']dT
I
= ;f[ejﬂ@}_i—i—uj+1(n}—|—u}_,)+...]d-r,
T
“donc

f[@j@’j—kuj(u}ﬂ+u’j)—|—...]dr:f[ejH@’j“i—{—ujﬂ(u",‘—i—u}ﬂ)+...]d‘r,
T T

¢t comme on a, en vertu de (23g),

1 1
9. —g. -0 ] , 1y
(241) s i =9+ 2 915 O =01+ 2 2

! !
1. . . . — /
( lj_llj+llj 19 “eey u/_H___uj ‘+llj,
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il vient

U ! / / ! ! ! ’
[[<9j+ ;61-_,>9j+ (W ) (W, +uf) 4. .:‘df

v T

' I ,
:f[( j+1+;9})6}_1+(u}ﬂ—;—u’j)(uj-{—u}_,)—{-...]dr
T

f<9;+%0;_,>e; dt::f( ot ée;) 0, d,
T T

d’ott 'on tire immédiatement la proposition (238).

ou

2. Définissons les fonctions successives
o, W (J=o,1,2,...)
par les équations (208), (209), et posons

! ! ! !
Uj=OgUj ~+ Oy ljyg = Ogljig + .. Apljip,
_ ! / ! /
V= ag 0 - Oy T %V, e @p Vs

(242)
" o__ N / !
) W T ot W - G W A 0 Wy e AW,
al ! / ! !
C = a,C; + oGy + s Cjyy +. ..+ pCly s

o

u = E/’Ajlt'j'-,

0

(243) o =AM,
0

©
Wl — 2 jA‘]W;;
o

nous allons démontrer que nous pouvons toujours pour un A quelconque, mais

fixe, en prenant p assez grand, choisir les constantes

Cgs Oy @y wvey Op

de maniére qu’on ait

(211 a4+ al+ai+...ap=T,

et que les séries u’, ¢, " soient absolument et uniformément convergentes dans
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tout le domaine <. Elles représenteront les solutions du probléme

” 2
Ju L9 9”dT + —;—[m” cos(vy) — v” cos(vz)]

v 81 dzr dv J_ r
4 o, 1 o dr
— oy ) et — [l
—“°f‘+;]aj o | 8n dxdv[ef r 3 la
(245) + é [w} cos(vy) — v} cos(vs)] surface o,
A du” l9// I inll OS(VZ)
-+ —W-%-; cos(vx)—;m cos(v'y)—i—2 c )

Soit /.2 un nombre fini quelconque, mais fixe; alors on pourra choisir les con-
stantes o, o, 9, ..., %, de maniére qu’on ait

(266) [ ideze, (o3 a0,
T T
puisque 6, , satisfait 4 la condition

(247) l 9/’:;—1 (2, Y25 22) — GZn—i (24, ¥4, zi)li Gy Ty

ou ¢, et ¢/ sont des nombres positifs qu’on peut faire aussi petits qu’on veut en
P P p q p p q
agrandissant p (lemme I).
Le lemme II nous apprend

_ const. fin. - .
;ZTVIj—l‘*“eC'}—‘ (J=12,...);
(o)

3
sl nous posons

(248) I,.:fe';ﬂdf (J=o0,1,2,...),
T

¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut; ou

1o — Const. fin. s
(249) Cjzz le_i—i—etjz_‘,

€

¢ étant de nouveau un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut.
A Taide des inégalités (246) et (249), nous pouvons démontrer de la méme

maniére que nous avons démontré le résultat analogue pages 189-192 qu’on peut,
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en choisissant p assez grand, trouver un systéme de constantes

Ayy  Kgy Kgy v ovy dp

de maniére qu’on ait

C L el +eCR L L+ el 4+ e+ e2C _
41,+ G < I+ el + e Gy <

= Li+el 4. 4/ 4 pye/ I+ e/ G

(250) Aot el bt e Lty e << Ve,
4 .
j—_ = ', 2, LIRS X'}
p‘] (J—{—I)\/E-l (.l )

¢ étant un nombre positif quelconque, mais fixe, choisi préalablement aussi petit
qu’on veut. En choisissant ces valears de oy, a4, 23, ..., o, dans les équations (242),
on aura

(251) fe;zdfz(4lo+ a2V (=o, 1,3, ...).

Si A est un nombre réel quelconque, mais fixe, nous pourrons toujours, en
faisant
(252) |2Azye|zL, o<L<r,

obtenir 'inégalité

(253) fe';ﬂdzzconst. fin. (L+CHL  (f=o,1,2,...).

T

En ajoutant I'inégalité

. ; _ const. fin. ,
(254) | 05 2oy Y25 52) — Oj(@1, ¥4, 5) | Z —— max. abs.0;_, +¢Cj_,

¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu'on veut [ démonstra-

tion du lemme II, formules (233) et (236)], on arrive, par une démonstration

identique avec celle donnée pages 51-59 de mon Mémoire Sur les équations de

Uélasticité (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1907), aux inégalités

(255) | A/ 6| const. fin. /I, - CP L/, o<L<1 |
- (J=o,1,2,...),

(256) | A [0} (@ay Y25 52) — 8} (215 y1, 30)] | Z const. fin, I+ CE L/ 1T, s
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et comme on a, en vertu des inégalités (252),
| u},, + u}|Z const. fin. max. abs. 6} + const. fin.Cj, cey

I“’,"_l (22 Y2y 32) + u;(x:a_?’za 3y) — "}{H(-z'u_}’i, zl)——“ljl‘(‘z‘uyu 51)!

< (const. fin. max. abs. §; + const. fin. C}) r%,,

on aura aussl

|

J |
(257) |}, + u}|Zconst. fin.yI,+ CZ (K) )

[ | wi, (22, ¥ 3y) + Wi (s, Y3, 25)

- _I/,'+1(xu,yuzi)““’}(wb}’nzi)| (j:l’z’
(258) TV
= const. fin. /T, + C} <X ro,,

Nous pouvons maintenant conclure que les fonctions

(259) limu} = ug — (ug 4 u}) + (u)] 4+ ) —. ..

J=ow
sont bien définies dans le domaine <t et continues de la maniére

lim |0} (2, 9, 35) — wi (2, y1, 51) |
]:m

127

(260) ) < [const. fin. max. abs.(fi, fs, f3) + const. fin.A]rZ

Les fonctions

M "
lim u},
=

M "
lim ¢’
]:a

: U
lim o}

J=w
sont donc bien définies avec leurs premiéres dérivées, et I'on a

0 vy DD
(261) 5 im e -+ = lim o} -+ ——lim &, = o,
xf:” dyj::z; ()a/:w

et comme, en vertu de (261) et (257),

limuj, lim¢}, lim W
=« =% ==
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doivent satisfaire aux conditions limites

0
262 —limu=o0
( ) dvj:m J ’ ’
il vient
. n___ s " ys "___
limu;=lim¢;=limw}=o,
J=o J== j=w
donc
(263) limuj=Ilimv}=limw;=o,
j=o j== j=w»

de maniére qu’on aura aussi, en vertu de (257) et (258),

(264) | A7u}|Z const. fin.\I,+ C? L/
l |Aj[“'j"(x:,)’z,zz)—"'}(xnj’uzt)“ (j:x,z,...),
(265) ( Zconst. fin.y/I, + Cp L/ %,

et les séries
W=ug+Auj+Auj+...,

(266) o= v+ A+ A0+,
w' = w + Aw| + Ao +. ..

représenteront, en effet, des solutions du probléme (245).
On aura, d’apres (255) et (264),

|o" | )
lulll _
(267) e | »Z Cy max. abs. (fy, f2 f3) + CoA,
Ve
d’aprés (256) et (265),
| 6" (3, Y1 B2) — 8" (24, 15 51) | )
! |“"(x2,}’z,22)*“”(xn)’n zi)l _ . o
< ” p 'Z[(q max. Hbs.(f“fg,fa)—FC,A]"lg’
‘” (24 Yo zy) — 0" (24, ¥4, 51)‘ s

]m”(xh Y15 32) — v’ (zy, y1, zi)l

(268)

C,, C, étant des constantes finies qui ne dépendent que de la surface o et de w.

3. Aprés la solution du probléme (245) par les séries (266),
) Ay, 22D o ap

étant des constantes convenablement choisies, nous arrivons d’une maniére connue



SOLUTION GENERALE DU PROBLEME D'EQUILIBRE, ETC. 241

au résultat suivant pour le probléme :

ou’ 1 0?2 , dr I , . ’ . i
§;+§E551[97+JD”W“W>—”“““” ’
ala

! 1 ] ”
:A[——-‘—)i—l—é 6'cos(va) — lm’cos(v )')—i-;n'cos(vz)J + fi \ surface g,
5 :

v
fu’u’z':o, S,
fu’d'r:o,

T

(269)

IV (). On peut toujours construire une solution du probléme (269) pour un A
réel quelconque dont la valeur absolue est plus petite qu'un nombre m fini quel-

conque, mais fixe, dans la forme
/ o — P(A, 2z, v,3)
= >
(A—A)D)A—Ay)...(A—A),

/ R Q(A,x, Y7Z)
(270) V= AT Ay A=Ay (A=A
‘v/_ R(A) ‘Z" .y, z) s
YT AT AY (A=A, . (A=A

ou n est de nouveau un nombre fini;
Ay Ay oo, Ay
sont des nombres bien définis, différents les uns des autres,
[Aj|Sm (j=1,2,...,0);

P, Q, R sont des fonctions harmoniques, continues avec leurs premiéres dérivées

dans © pour chaque
[ A= m,

(1) On aura remarqué que la démonstration du théoréme IV devient douteuse, si I'on
peut avoir
a0+ a1 0) +a0p +. ..+ apb=o0,

c’est-a-dire, si les fonctions 64, 6%, 05, ..., 6}, (p étant fini) n’étaient pas linéairement indé-
pendantes, mais il est facile a voir que dans ce cas spécial 0" peut étre développé en série

finie de la forme
A; 0
i G J 7
Zl TA— A ’

de maniére que ce cas n’est, en réalité, pas une exception du théoréme IV.
Fac. deT., 2* S., X. 31
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et pour

A=A; (J=1,2,...,n),
les fonctions P, Q, R deviennent des fonctions que nous appellerons des triplets
bikarmoniques de seconde espéce (& des facteurs constants prés) des fonctions U,
V%, W' harmoniques et continues dans 7 avec leurs premiéres dérivées, satisfai-
sant aux équations

[ U} 0* ,d ) ,
iy ] I@, T—i—%[wjcos(vy)—1Iljcos(vz)]

oV 8w dx ov a
ala
— A __i[_J.fL.‘_ l@'-cos(vx)—l'ﬁm’-cos(vy)-{—i’ﬂ"- cos(vz) surface o,
- v 2 /7 2 7/ 2 /
(272) U, dc=o, ,
T
f“ﬂ[} dr =o, ,
T
! O2dr = 1.

! J

Pour la démonstration de ce théoréme nous n’avons qu’a rappeler de nouveau
les raisonnements de M. Poincaré dans son Mémoire Sur les équations de la
Physique mathématique (Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, 1894),
d’apres lesquels )

R
u :By
(272) v’:%,

(V’: E

Cl=

\

doivent étre les solutions du probléme (269); si nous posons

oy oy 2
1 —A o A o
(273) D=| o T —A . o |
o o o t —A
w” oy oy o,
w, —A o . o
(274) P=| «} 1 —A . . . o |, vy
7
Upy O o . . 1 —A
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les fonctions P, Q, R seront des fonctions harmoniques, continues avec leurs
premiéres dérivées dans t; elles satisferont aux conditions (269) proposées
pour ¢/, ¢, w', avec cette seule différence qu’il faut remplacer fy, fa, f5 dans (269)

par
SiD, /b, fiD.

La seule chose qui demande encore un raisonnement spécial, c’est le fait que
I'équation
D=o

ne peut pas avoir des racines multiples. Il faut démontrer pour cela que dans le

cas ol un A satisferait aux deux équations

D=o,
an _
d\N — 7
c’est-a-dire dans le cas ot les fonctions P, O, R deviendraient des fonctions har-

moniques de < satisfaisant aux conditions

U’ :
! %7_;_§IF d—qu—vfﬁgz+ —[W cos(vy)—V cos(vz)]
T
A o’ ; / /

= 5 3 @ cos(va) — —?1111 cm(v))—l— ‘v cos(vs)

J dU’ 1 0 "dO dr 1 [dW aw’

% aX " 8n owov ) Ak 7 Tz an S0 —ax COS(”‘)J

o duU’ 1 d@’ @ la
=A|— 5 o+ g cos(va) surface o,
. 1 dw’ dv
(279) »—Eg—ccos(Jy)+2 )\005(;7)J

LU 1 0 e
Al ov 8nd¢'dvl T

+ QL[W’ cos(vy)— W cos(u:)]§

.......................................................
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on aura
U=V =W=o.
En effet, posons

. Jd , dr
- U= UG+A)+ g dxf®T’ .
2!-
/ dU '(,+A d [d® dr
)+ 8 oz ). dN 1’ B
alors on aura
1 00’
AU=—2 3z’
dans 1,
pdU__ 10 dof
dN — 290z dA’
} %If-:% @'cos(vx)——_;;—é [W cos(vy)— B cos(vs)
(277) {
0 dU A dO 1+ A [ dW d‘U’ ala
5 ﬁ':; Z’KCOS(WE) | x cos(vy) — cos(vb) surface o,
!
-—%‘J——i— @’cos(vx)———w’cos(vy)+—;-Iﬂ’cos(vz)
L
donc
(R0, o W
dz oz dh T ordzdh T 9z oz dh )@
A d@’ 1+ A di’
f[ ax T T <u ax " >] &,
et aussl

oU 9 dU oV 0 dv +o_w_iiv_v_+ >d*
f’d?d_xcm e dmdN T T 9z 9= A )

Ad@’ I-l—A du’ ’
[ e o ()

—i—f%U[%‘—j— ——O’cos(vx)+ w’cos(u_y)— é‘iﬂ’cos(vz)]—l—...%da.
g .

dr

Nous aurons donc

bde=o

f 5( L[()()—U) ——O’ cos(vx)+ L cos(vy) — étl’ cos(vz)] +
[
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/,U’d—U—da +f<— U AU —. ..+ 00+ 1ml'+...> dr=o,
G v 2 2

et, d'apres (277),

-4
* 2

comme on a

nous trouvons

d’ou 'on tire
et

(278)

T

'_—Z_é(u/z_*__“)_*_ ;(99’4—““’—\—...)] dr=o0;

@:‘@’ <‘L+A>1
2

U=WG+A), -

1
7f@'2dr:o,
4 T

@=o

U=V =W=o.

Nous pouvons ajouter au théoreme IV le corollaire suivant :

245

Corollaire. — Deux solutions du probléme (269) ne peuvent différer que d’un

triplet biharmonique de seconde espéce; sil n’en existe pas pour le nombre A, le

probleme n’admet qu’un seul syst¢me de solutions.

4. Dans ce numéro nous allons démontrer quelques théorémes sur les triplets

biharmoniques de seconde esptce, définis par les équations (271).

V,. Formons avec les triplets biharmoniques de seconde espece les fonctions

que nous appellerons les

triplets de Cosserat de seconde espéce

’ ’ I 0 /dT
Uj :U/- (I+A1)+%%[®jl—y

(279)

, 1 d )
W= WG+ Ap) + 5 _fT@.__,

et posons

(280)

, 1 d , dr
/ Vj :Vj (X+Aj)+§E @[6177

1
]+2Aj’

k=
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ces fonctions seront continues avec leurs premiéres dérivées dans =, et elles satis-
feront aux équations

00,
AUj+k’Evi:0’ dans 7,
oU, 1—k
(281) —d—v—’:' - J@jcos(vx)—-é[?llﬂjcos(v_y)——vjcos(vz)], ... alasurfaceo,

1
0 dr— .
[ / Lk}

On aura, en eflet,

r+2A 1
(2822) ;= 2 ®j—2k_,-®j’
mj:(l‘i—Aj)m}, oeey
donc
_ 1 ()@_’, . 0@_, . I—kj d@l 1 dwl dv_,
AUj__E_;‘——kf%_T'(E_E('()}""_z')’ dans =,
'9U0; A 1+ A;
b 9 — e . J M. . . “
(282%) = 0 cos(vx) (W] cos(vy) — ¥, cos(v3)] i la
— k; surface o.
‘ = zAJ 0;cos(vz) — %[w, cos(vy)—V;cos(vs)], 7

V. Les nombres Aj correspondant a des triplets biharmoniques de seconde
espéce et les nombres kj correspondant a des triplets de Cosserat de seconde

espéce satisferont aux inégalités
(283%) A+ ou S— =
(283,’) kj z -+

En effet, on a, d'aprés (282%),

(9U;\? ANY CALNS Ty 2 Y2
[l<ﬁ> +...+<—5;> tet ) T dr_;[[(r—k,)®j+uj+...]dr

aU;\? oV, \? oW \2 o, —1/‘14’[2
f[(?@) +...+<7;> R 0£> | dr— g/f)j dr 2‘T( 24..0)dr
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Comme cette expression qui est identique avec I'expression
I d‘/j ()Wj 2 T ()\‘r,' ()‘U’)‘l
5 =2 U S L oL dr
[[3<dy+ds>+ +2<dy 0: )+

doit toujours étre positive, on trouverait, pour un k; >

I,
3°
@jEO,

donc aussi
U;=V,; =W, =const.,

U=V, =W, =o.
,.

J
sédant des (-');- linéairement indépendants et des nombres correspondants A; dont

V.. Le nombre des triplets biharmoniques de seconde espéce U;, V;, W pos-

la valeur absolue est plus petite qu’un nombre fini m
plus p q

) [A;[2m
est fini.
Pour démontrer ce théoréme, formons les séries

Uy + Ad +A22¢’3 +...,

O+ Avy + A0 4L,

W+ Awy + A2 4.,
de maniére qu’on ait

o I
iy —Ulu
' !
¢y =V,
/o !
Wy = ks

Uy, Vi, W, étant un triplet biharmonique de seconde espéce, les fonctions u,
¢, w; étant formées a l'aide des équations (209); alors on aura

u/z:A—k; .y
%
o
lt3——-A—,é;, LS ]
........ , ,
donc
' Au A2 A/c ’
uy + Aul, + u3+"':AkTA s ceey [AT<<I Azl
En posant

u/‘:cin" +a2U'2 +...—!—de'},,
i = Vi +a Vi .+ a, V),
W=y Wi+, Wi+ 4+, W,
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%y, day ...y %p €tant des constantes, U}, V;, W/ des triplets biharmoniques de
seconde espéce, on aura ‘

u'i—i—Au;—{—A*u;—i—...:_.y a"f U’
r
o8 4+ Avy + Ao 4. E a:’ Vi,
, A
P
a; A
W+ Awly 4+ A2 .. jJA’AW’

si |A| est plus petit que la plus petite des valeurs absolues de Ay, A,, ..., A,.
Supposons qu’il y ait un nombre infini de triplets biharmoniques de seconde

espéce possédant des (~)'J- linéairement indépendants et des nombres correspon-
dants

Ay Ay Lo, A,
satisfaisant a 1’égalité

|Aj|Zm (J=1,2,...,p);

alors on pourrait, en choisissant p assez grand, d’aprés notre démonstration du
théoréme IV, obtenir la convergence des séries

U+ Ay + Ady +
v+ Av, + A +
W+ Ao, + Al 4. L

.

|1&|2m7

our n’importe quel
P p q

de telle maniére qu’elles représentent des fonctions continues avec leurs premiéres
dérivées dans <. D’autre part, nous savons qu’on a

o a A;
' ' ' Y '
wy+Au, + Nuy+. . —=— J_XJ_A U}, ceey
1
si | A| est plus petit que la valeur absolue la plus petite des A,, A,, ..., Ap, et ces

expressions deviennent infinies si le o; correspondant n’est pas nul; comme ils ne
peuvent pas disparaitre tous, nous arrivons a une contradiction de la supposition
qu’il y ait un nombre infini de triplets biharmoniques de seconde espéce possé-
dant des O linéairement indépendants et des nombres correspondants

A2 m.
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Va. Soient U}, Vi, Wj et U, Vi, W/ deux triplets biharmoniques de

seconde espéce et

alors on aura

(284) f@; 0, dr—o.

Corollaire. — Soient Uj, V;, W et Uz, Vi, Wy deux triplets de Cosserat de

seconde espéce et

k; 7 kis
alors on aura
(285) f@,@kdrzo.
T
On a, en effet, d’apres (2824),
oU; oU, dV; oV, OW; oW, >
f(%d—x vee %W—*—.—i— 0w _—0.1,‘ +... dr

T

et aussi
du; 9U, oV; 0V, dW; oW,
I(W-a—x— PN 7;-5;—1’". 0.7; d(l? -+‘...>d‘&'
:.;f[l—/ck)@,-eﬁ WU+ .. ] dr,
done

;f(,_kj)e,@)kczf:é/(_[—kk)@)j@kdf,
T T

d’oti 'on tire facilement les équations (284) et (285).

V.. S'il est possible de développer trois fonctions harmoniques «', ¢/, @' conti-
nues avec leurs premiéres dérivées dans = d’aprés les triplets biharmoniques de
seconde espéce

(286) o =V, GV .,

‘ W' =CU, +CU, +...,
( W =C,W,+ CW,+...,

on connait aussitot les coefficients C; :

(287) C,-:[@’@}df (J=1,2,...).
%3

Fac.deT., 2* S., X. 30
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On tire cette formule aussitot des formules (284) et (271).

V. S’il est possible de développer trois fonctions u, ¢, w continues dans T avec
leurs premiéres dérivées d’apres les triplets de Cosserat de seconde espece

(288) u:C1Ul+C2U2+..., ceey

on connait aussitot les valeurs des coefficients G :

2
(288') c,-:%fe@jdf G=1,2...).
T

Corollaire de Vy. — Si les fonctions u, ¢, w satisfont aux équations

a0
Au—i—k%:o, dans T,
du 1—k I N
5= Qcos(vx)—E[wcos(vy)—ncos(vz)]—l—f,, a la surface o,
on aura (')

k2 .
(89)  G=3 g [ Vst Wofds  (f=1,,00)

Nous traiterons, dans le n® 6, la question de la possibilité de ces développe-

ments.

5. Reprenons les notations du théoréme 1V et remplacons les fonctions fi, f2,

(1) On a, en effet,

f%Uj[%%t—l 2k0cos(vx)+ mcos(;y)——ucos(/z)] ..%dc
[

=f(uAU,~+—...—U,-Au—...)do-

—i—/%u———%— —U,[
— 1—kj ki—k
_f(l——]\681+ wil;+.. 5 ’OOj—;:uﬂ[,-—-—...> = 12 [09}d1~

QCOS(V.Z‘)—fmCOS(I_}/)—l——llCOS(VZ)] .%dc
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f5 dont nous sommes partis, par les fonctions

{ n

ou;; 0* . d : /
Rm:f1"'2j ng—de -+ SLTt 070_‘1‘/‘@’7? + é[chos(vy)-—'ﬁ]j cos(vz)]s,

1

1 0% o ot

' A% | S ,
(290) S,n:fg—Eijgd—uj +§—TEW ,-74—;[%(1. COS(VZ)—ijOS(v.Z‘)]g,
1 v

. . ~ (OW) 1 0 cdv o1, "
Tm——"fa_'zltljg—d;—-i—ﬁm ‘[®j7+5[mj cos(vx)—U; COS(V_)/)]},
1

|
'

en posant

(291) cf:Jf%cydr (J=1,2, ..., 1),
T

de maniére que le théoréme IV nous donne les solutions

du probléme

" ou” 1 0? ” dr . g "
LS 52;5;‘/j6 T D" eos(vy) — v"cos(v3)] ) .
ala

’

" 1 1 I '
:A[—— o 56”cos(v:c)-—;m”cos(vy)—i— ;n”cos(vz) “+R,, surface o,

(292) ............................................................

Je dis que les valeurs
)\l’ )\2, AR ] )‘n

ne peuvent pas étre des pdles des fonctions u”, ¢, &/,
On aura, en posant

T __[____0_ r/d__T e
u_u(I+A)+8ndx T9 - ’

(293)
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les équations

I

N 108 1 —k T o g |
= >0z > %—— dy %- ’ e dans 7,

(204) 4 9u”  1—k
2

5= 9"(,0‘((.1)——[\‘1 (m(w)—n”cos(v )]+R,,, ( ala

S surface o,

......................................................

donc
S oL T LN T A
or dx dxz Iz 0 oz
__f< 0”(9 —+ —u”ll( +. >df—[(UjR,n+...)do,
1
et aussi

/0?‘—”9&-% +0E,5)X1+ +0570__W,- d
. 0z dx 7 dx dx T dx o tee ) ar

=)=

on trouvera ainsi, puisque

’@ 6" — 'll( w4 >d‘r;

f(U,-R,,,—i—...)dr:o () :

(k—/{j)f_@_”@]d'tzo,
T

(1) On a, en effet, si &/, o', w' sont des fonctions harmomques quelconques, continues
dans t avec leurs premiéres dérivées,

o &
f[U,%dv Siﬂmfre & cos(vy)——ncos(vz)]g .]dt
g

=k fe'ejdc,
4 -

comme on voit facilement en posant

, 1 d ,dr
u=u+ — — ' —,
87:0.2",/7‘ r

a laide de transformations de Green.
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et aussi
(296) (A—A,)f@”@’,dr:o.

En désignant par u}, ¢}, &} les fonctions successives définies par les équa-
tions (208) et (209), quand nous partons des fonctions R,,, Sy, T}, au lieu des

fonctions f,, f2, f3, nous aurons

(297) u”:uﬁ—|—Au','+A2u’;+...:u’——EiA(;j_Ai&U/j, (A< Aq])s
1
et, d’apres le théoréme 1V,
.11 Ult
(208) W= e, :

ou y, est une constante, ®, X, W des fonclions qui restent finies pour

llm(A1 —_ A) —_— 0.
11 vient ainsi

CiA; .,
5 Uj,
J

(299) u”:(yi.—C,A,)AlUT,A—i—(D—Z/’A i
ou 1
‘ (A—A)u" = (y;— CGA)U, +¢y,
(300) (A= A" = (11— CiA) V] + e,
(A — A" = (1 — C A )W g,

ol nous pouvons faire ¢, ¢, €3 aussi petits que nous voulons en diminuant

[ A —Al

On aura donc

ou' 1 02 dr [ ’
gUf > TR e f.""’? 5 [Wocos(vy) —ug cos(v3)]
ag

n
(U o Jde 1
_2/ ng T dwdv\/;9,-T+;[W’J-cos(vy)—'iﬂ’jcos(vz)]} dx
1

—k;
=— =X fe/w;— €10, — (30, —...— C,0}) dr

4

I I—/(j

=— 5 [ O — 16, — G0y —...— G0 de
8 & T

I
°
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De la nous tirons, a I'aide de I'identité (296), en passant 4 la limite

lim(A;—A)=o,
qu’on aura

}’1—C1A1:0,
donc
SN CA,
(301) u’_(I)—E/AJ—_’__i&Uj, cens
2

ol @, X, W restent finies, méme si I'on approche A indéfiniment de A,.
Le point
A = Al

ne peut donc étre un pole des solutions «”, ¢, v"; les séries (297) convergeront
pour cette raison,non pas seulement pour toutes les valeurs de | A | plus petites que
| Ay |, mais aussi pour toutes les valeurs de | A | qui sont plus petites que le | A, | le
plus proche; d’une maniére analogue nous pouvons continuer, et nous trouverons
que les séries (297) doivent étre convergentes avec leurs premiéres dérivées dans <
pour toutes les valeurs de A satisfaisant a 'inégalité

|[A|Zm.
Soit -

(302) m <1,
alors les triplets biharmoniques de seconde espéce possibles
0, Vi, W, ..., U, V, W,

ne pourraient étre que des triplets possédant des nombres correspondants qui
satisferaient & I'inégalité

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

VI,. A défaut de triplets biharmoniques de seconde espéece possédant des
nombres correspondants négatifs

—IZAJZ—;’
les séries
‘\ v =uy + Ay + ANuy, +. .,
(303) ol =) 4+ AV A%, ..,
' w =wy+ Aw|+ Ao, +...
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dans lesquelles les fonctions successives u}, v, W

tions (208) et (209) seront absolument convergentes dans tout le domaine t avec

sont définies par les équa-

leurs premiéres dérivées, si
(304) A <1,

et elles représenteront les solutions du probléme

Au' = o, dans ,
ou' I I 0? dr 1 A,
0y T 8m 1+ A dzov [6 73 —I_ﬂe cos(va)

al f
-—%[m’cos(vy)-—-n’cos(vz)] + /1 a 1a surface o,

(305)

Dans le cas qu’il y ait des triplets bil‘larmoniques a nombre correspondant
négatif

I = = I
- <™ T
<Aj<—3
ce-Tésultat est toujours vrai aussi longtemps qu’on aura
i
A<~
2

Pour arriver, dans ce cas, a des séries absolument et uniformément convergentes,
aussi pour

ZIA <y,

N | -

il faut former les séries (303) en partant des fonctions

' , aU; 1 02 cdr o1 ,
fl"" E/ CI{—()TJ- +ﬁ m[@iT—F;[ijOS(Vy)—mj COS(VZ)J

’

N A, 1 02 yde o1 ,
(306) Jo— Zl Lj%TJ/ _*—8_75077/3 :@),-’—,—i—;[u,- cos(vz)——mjcos(u-)]g,

O oW/, 10 ydr 1 "
fi— ZJ ngde‘*‘%m;f@,—;—*—;[t‘j cos(va) —U; cos(vy)]},
T
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et en faisant

au lieu des fonctions f, f, fi. Les séries formées de cette maniére, en partant
des fonctions (306),
Wy + Ay + Ay +. ..,

o) =AY, + A0 ..,

wy 4+ AW+ Al +. ..,

seront absolument et uniformément convergentes dans 7 avec leurs premiéres
dérivées dans tout le domaine =, si

[Al<T,
et les fonctions
U " A 7
v =uy+ Au + A2, +. +ZJC U
(308) o =0 + AV, A, A 2T A v,
— Yo 1 !A A

) ) A ’
w! = WZ—}-—AW’,—!— Ag&V’z—F, . -—I—Zf Cjﬁ Wj
J

représenteront les solutions du probléeme (305).

Corollaire de VI,. — Les solutions du probleme (305) satisferont aux inéga-
lités

\ [«'], o' 1 .
> = C, max. abs. (f1, fa, f3) + GoA,

(909) 1Dy}, [Dio'], |Dw'] |

| D, t/ (22 Y25 32) — D, u (2, 1, 51) | )
(310) ¢ | Dy ¢ (24, ¥2y 32) — Dy o' (21, Y1, 51) | ) Z[Cy max. abs. (f1, fo, f3) + CoA 7Ty,
L | Dy (235 yas 3g) — D,w' (24, y15 51) l

C,, C, étant des constantes finies, qui ne dépendent que de la surface o et

de @, si

(311) ‘fj(xzy,}’m 52)"‘fj(~1'1yynzﬂ)liA"?2 (o<m<I).
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VI;. Les fonctions

dans 7,

u—-u’(l—+—A)+§I——d%
J
(312) (V—V’(I-—i—A)—rsI 3)—’
w:w’(x—}—A)—i—S—Iﬁ—ﬁ_
seront, si 'on pose
. - f
(313) /f = T+ ZA,
des solutions du probléme fondamental
Au-—l—kde —=o,
dx
(314) du 1— k I
P \9cos(ux)—E[mcos(vy)——ncos(vz)] + f1

237

a la surface g.

Comme on peut ajouter a chaque solution du probléme (314) les expressions

a-c,z —c3y,

b+ c3x—c, 3,

¢ +cey —cz,

a, b, ¢, ¢, cs, cs étant des constantes quelconques, on peut, du reste, donner aux

fu dr, fv dr, fwdr,
T T T
fu dr, fv dr, fm dr
T T T

intégrales

des valeurs que 'on veut.

Corollaire de VIs. — Les solutions du probléme fondamental,

on a

ft(dr:fvd'r:fwdr:o,
T T T

(315)

Fac. de T., 2¢ S., X.

flldf: [ndf:fm dr—=o,
T vT T

pour lesquelles
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satisferont aux inégalités

lal, Tl [w]

(316)
[Dyul, |Dyel, | D, |

Z Cymax. abs. (f1, far J3) + Cy A,

[ Dy u (22, Yoy 32) —Dyu(zy, )y 3) | )

(317) { | Dy ¢ (@2, Y3y 32) — Dy v (21, ¥15 51) | = [Cymax.abs. (fi, fa, f3) + C.A] Ty,
| Dy o (235 ¥as 2y) — Dy w (24, y15 51) i

C,, C, étant des constantes finies ne dépendant que de la surface o et de .

VI,. Pour réduire le probléme général

Au+kd—6:——X, dans 7,
dx
(3182)
du 1— k 1 .
5 = 2 6 cos(vx) — 5[m cos(vy) —vcos(vz)] =+ fi, 3 la surface o,

X, Y, Z étant des fonctions continues dans © de la maniére
(318b) ‘X(xzayhzz)‘"X(‘Z‘hyhzi)lz]}r?zy

au probleme fondamental, on n’a qu’a résoudre d’abord le probléeme (')

Auy+ k% =—X, dans 7,
(3180) Jdxr
Uy= Vo= Wy= 0 a la surface o

d’une maniére connue (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1go7) et a ajouter

aux solutions de ce probleme Ies solutions
u— Uy, Y — Vo, w — Wy

du probléme fondamental

Au(u—uo)—"-k(-j—(ﬁd;a;—-?ﬁ:o, ... dansrt,
(38 0(”;""): I:k(e—eo)cos(vx)—%[(m——mo)cos(v_y)-—(n—no)cos(vz)]
'8%) ala
du 1— k- 1
+fi— -(%‘3 +— 6, cos (vr) — ~[w cos(vy) — v, cos(vz)] surfacea.

.......................................................................

(1) Ce qui est toujours possible pour
—1<k <+ o
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Corollaire de VI.. — Les solutions du probléme général, pour lesquelles on a

fudr:o,
T
udr —o,
< .

satisferont aux inégalités

lal, el |l

ID |, |Diel, |D;ow g? ¢1A+cymax.abs.(X, Y, Z) +c;max. abs. ( f1, /3, f3),
1 U, 1 9| g

(319) 3
,Dlu (@25 ¥2) 32) —Dyu (zy, yy, z1)|

(320) ¢ [Dyv (23, 33, 55) —Dyv (@, 31, 51)| P Z[€1A +cymax. abs. (X, Y, Z) 4+ c;max. abs. ( fi, fa, £3)]7T,,
IDlu"(‘T?’y” Z‘Z)—Dlw(‘z‘l’.yhzl)l

€1, €3,y €3 étant des constantes finies qui ne dépendent que de la surface < et de .

Pour démontrer ce corollaire, on n’a qu’a combiner le corollaire de VI, avec
les formules (132), page 74, de mon Mémoire Sur les équations de U’élasticité
(Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXIV, 1907).

6. Dans ce paragraphe, nous nous occuperons des développements d’apreés les
triplets biharmoniques de seconde espéce et par conséquent aussi des dévelop-
pements d’aprés les triplets de Cosserat de seconde espéce.

Reprenons, comme au n° 6, les notations du théoréme IV et remplagons de nou-
veau les fonctions f,, fs, f; dont nous sommes partis par les fonctions

n

JU; ! /d / ’
Rm:f1_2jcj§*dTJ + 5 d.rde@ G 5 [Wjcos(vy)—v; COS(Va)]g

1

(321) {s,,,:fz—ch,{"(X' — dy";)vfod’ﬂu [w, cos(vz)-—‘llll’cos(vx)];

1

{OW/ 1 0? dro1 ,
/n—fs_"ZJC]a ey S-Em T(i)jT +;[?ﬂjcos(vx)——ﬂljcos(vy)]§,

en posant
(322) c,:fe;,@);. dr.
T

Si nous formons, en partant de ces fonctions R,,, S,,, T,,, les fonctions successives
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Wiy V5 w', d’aprés les formules (208) (1), (209), les séries

‘ W =uy+ Auy +Auh+. .,
(323) ? o =0y A+ A+,

W' =g+ Aw|+ A2+

seront convergentes, comme nous avons vu au n° 6, pour chaque
( 324) | A l 2 m.

Nous pouvons en conclure qu’on aura

f 62 de f 62 dr

T T - I
S\ =

/ 02

T

= ~ % 5
( /T',?L dt mn
En effet, on a, d’apres le lemme I1I, page 234, I'identité

f@’,’?dr_—_/é’,’-_, Lade (=120,
T YT

d’ou 'on tire les inégalités

(325)

f 62 de / 62 ds
- =
/ o2 ds j 62 de
/ 672 dr
e
f 62, dr
T

Al

A

(1) Les formules (208) deviennent
(323") u)=u,—C U} — CUy—...— C, U\, =R},

(2) En posant
Ry | 9Sm 9T

(325) = Ty T

et en définissant R/, S/,, T}, par les équations (323'), remarque (!) de cette page.
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f 67 d
T s

Si 'on avail

-

m*
~'2
/ T dr

Jr

2k
A”‘f@f dr > <£\n—z> fr',}: dr,
T T

et cela serait en contradiction avec la convergence des séries (323) pour

1l viendrait

A=m.
Comme I’expression

(326) fr',;,df_—_fe'gdr—c;—c;—...—cg
T T

est une expression positive qui diminue sans cesse, si 'on fait croitre m, cette

expression restera finie aussi pour
lim m = oo,
et l'on trouve ainsi

up. = ]
(327) [9,2 dz Z const. fin. —
T

Ce résultat nous montre que nous pouvons faire 'intégrale

~

/ 72 dr

aussi petite que nous voulons en agrandissant m, si nous connaissons trois fonc-
tions harmoniques «/, v, &' continues avec leurs premiéres dérivées dans T, satis-

faisant aux relations

(3282) f?dz:o,
T

[ i . . _
1:—0;[ —l——l-@/ cos vx)—--l- w) cos(vy)— v, cos(vs)],
v 2 0 PR v °
328% / 9’ Lo Tr—= —_
(328%) (fr=— — + b cos(vy) — —2-[110 cos(vz) —w, cos(va)],
o' 0= 1[— —
Sa=— v -+ 560 cos(vz) -3 [uo cos(vx) — cos(vy)].

Pour aller plus loin, nous nous demanderons si I'on peut conclure de I'iné-
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galité (327) qu’on pourra faire aussi

! ! 4
l{ m? Sm’ l m

aussi petits qu'on voudra en agrandissant m, et démontrer ainsi la convergence

des séries
c,U0, +GU, +~...+C,U,,

GV, +CV, +...+C,V,,
CW,+CW,+...+C, W,

en supposant I'existence des fonctions «’, ¢/, o',
Nous nous servirons, pour traiter cette question, du lemme suivant :

LemMe. — Pour chaque triplet biharmonique de seconde espéce U’j, V}, Wi,
ona
/ ’ — 14 —
(929) |0 (22 32, 5) — 8 (@, 30, 21) | 2l A, |0,

w étant un nombre positif quelconque satisfaisant a l’inégalité
O<w<1,

et ¢ étant une constante finie ne dépendant que de la surface s et du choix
de w.

On a, en effet, d’aprés le lemme II,

 const. fin.
i3 +elAIC,

€
¢ étant un nombre positif qu’on peut choisir aussi petit qu’on veut, si
I G/j(wzy Y2y 32) — 0}(‘”1) Y15 3y) |2Cirfe.

Nous arriverons donc & notre proposition (329) en posant

(a<<1).

Nous tirons maintenant de I'inégalité (327) I'inégalité suivante :

m

1940) |2 ST L +6,(0) — 610

en désignant par O’ un point voisin du point O, ou | a son maximum absolu, a

Uintérieur de t et séparé du point O par la distance p.
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Comme on a

vl ’ C ’ C ! Cﬂv !
etzet—xt'@i’—]‘—:@z_-'-—xn'@m

le lemme que nous venons de démontrer nous apprend

3 3 3
|8’;(O)——6”,(0’)|§<const. fin.+ | C || A T+ C || A P .+ | Cal Ay I‘”)p"”,

donc

3
(330) [g = oomst-fin. L onst finymmBpm (1),

m \/55

ou nous pouvons disposer encore de p.
Nous aurons, d’une maniére analogue,

3—w

. —const. fin. 1 —
IGHZ——T———a -+ const. fin.y/nm ® (%,

e

(331)

3—(j—1T

const. fin. =

1612 —5— -\7-%—3 + const. fin.\/n m
© étant un nombre positif quelconque satisfaisant a I'inégalité
’ o<1,
et ces inégalités seront vraies aussi longtemps qu’on aura
83— (j—1)w3o;
dans le cas

3— (J - ')550,
nous aurons

.= const. fin. 1
(332) |9,|<T—\—/-;§+const. fin.\/z p®.

La démonstration du lemme I, page 229, nous fait voir, en ayant égard a la for-

mule (223), page 231, qu’on aura en tout eas

(333) nZma,

(1) Nous savons, d’aprés (326), que G + G +...+ G} est fini, donc

|G|+ 1Cal+...+ | Cpn|Z const. fin.y/n.
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a étant un certain nombre positif; done, si nous posons

(334) p= m—B,

et si nous choisissons convenablement 8, nous pourrons toujours obtenir pour
un s fini

(333) 16 Zconst. fin.m=Y (3> 0)

et que nous pourrons de la méme maniére faire |4, 1, 16],,], ... aussi petits que

L

nous voulons en agrandissant m, et aussi
|64 AGL,, - A0,

A étant un nombre réel quelconque, mais fixe, pourvu que pour le A en question
ces séries soient absolument et uniformément convergentes. Donc, quoique nous

ne puissions pas démontrer la convergence des séries

C U, 4+ € Uyt .,
€ VG Vi,
CW, 4+ W, ..,

méme en supposant l'existence des fonctions «', ¢/, o' satisfaisant aux rela-

tions (328), nous pouvons toujours, en formant successivement des fonctions har-
!

s al'aide des solutions des problemes

moniques U}, ¢, w

aul, 1 o dr 1 ’
+ = —— [ 6,— + ~[w,cos(vy) —v, cos(vs)] = ... alasurf
oy ' 8% drdv[ o 2[ pcos(vy) —vicos(v3)| =/, urface 7,

(3364) fu:, dr =o, ey

fu",dr:o, R
| T

. ) ;
’ on'; " T 4 fg/lf_‘f _*__é[m; cos(vy) —vjcos(vs)]

oy 8wz ) r
0w, + 16 cos(var) A la surface o
- v o /7t

(=12,

I
— —{w)_, cos(vy) — v}, cos(vs)]
(336%) 20 o
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)

arriver aprés un nombre fini de telles opérations a un triplet de fonctions u/,

!

‘).57

w; qui permettra les développements en séries d’apres les triplets biharmo-
niques de seconde espéce (;‘1 des fonctions harmoniques additives «, ¢, v prés

our lesquelles on a 6 = o0), et non seulement le triplet «/, ¢, . admettra ces
q Y CRAS] k)
développements, mais aussi les fonctions

ui+Au AU, .,
o+ AV AL,
J / 2 )

Wi+ Awe + A2+,

si ces séries sont pour le A en question absolument et uniformément convergentes
dans 7 avec leurs premiéres dérivées.

VI1I,. On peut toujours mettre les solutions u', ¢', &' du probléme
P g » ¥ P

Au' = o, dans t,
ou’ T 1 0? 6’511— 1A o y
7)1:—*_-%1—}—1&0370\1[_ I'+2 1+ A cos(vx)

___;.[m’cos(vy)——-n’cos(vz)]+f1 @ la surface o,

(337)

dans la forme

S W=+ A, +. ..+ A, +C U +C, Uy +u,
(338) o=+ A AT Gy Vi Cy Vi,

L = AW L AT G W - GW, Ly

ottles Cjsont des constantes faciles a calculer, d’aprés le théoreme V., page 24,
et o s est un nombre entier fini, u, v, w étant des fonctions harmonigques

dans < satisfaisant a Iéquation § = o.

VIL;. On peut toujours mettre les solutions du probléeme fondamental

Au—i—kg—q:o, dans 7,
. ox
(339)
Ju 1—k I
= 0cos(vx)—;[mcos(vy)—n cos(vz)]+f1, ... alasurfaceo,

Fac. de T., 2* S., X. 34
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dans la forme

— 11—k 1 — k\? 1— k\s!
u=u-+Uy+— u1—|—< ) 112+...+< > sy +C, U, +C U, +...

- — k — k\?2 — k\s—1
(340) =9 + ¢y + ! 5 ¢+ <l > V9 +-..+(12k > vs_1 + GV, + Gy V, +

— 1— k 1 — k\? 1— k\s1 .
Ww—w - W+ K W,—|—< >W2+...+ <———> ws_1+Cy Wi+ Co Wy +

\ 2k 2k

ou les Cj sont des constantes faciles  calculer d’aprés le théoreme V, page 250,

u, v, w élant des fonctions harmoniques dans 7 et satisfaisant a ’'équation §=o;

les fonctions g, Uy, Us, - .. sont définies par les équations (239), page 235.

CHAPITRE IIL
L'EXEMPLE DE LA SPHERE.

1. Nous connaissons les triplets biharmoniques de seconde espece et les triplets
de Cosserat de seconde espece pour la sphere de rayon R autour de lorlgme :
comme centre.

Nous introduirons les coordonnées polaires 7y, 0, ¢, par les transformations

x =Ty

(341) y=rT—picose, = cosby,
s =r/1— pising,

et nous posons

(342) Fj(w,)’yz):"{ Yj(f"l’ C?1)7

ou Y représente une fonction sphérique générale d’ordre J; je dis que les triplets

biharmoniques de seconde espece seront les fonctions suivantes :

; aj . ) _,_l)F
U = gy [ e 57

7 oF; .
(343) V;:(—f“ﬁ)‘g(m[(zl"“)VF_r dy] (J=0,1,2, .-.)

o .’Zj . . o dF
‘ W"(j+1>(2j+3>[Wﬂ”)“l & 05]
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%j élant une constante (') qui peut servir & faire

f@}"’d‘t:l;

Je dis donc que les triplets biharmoniques de seconde espece sont pour la sphére,
a des facteurs constants prés, identiques avec ceux de premiére espéce [voir mon

Mémoire Allgemeine Lésung des biharmonischen problems im Raume (Bull.
de Cracovie, 1go7, p- 893)].

On aura, pour ces triplets,

@j —OCJ'FJ',
w — o or; JF; )
J+1 Jds dy
v, % [, oF;  OF, ’
J+1 ox 3
wo—_ % <xdF,_ JF; ’
(344) / J 41 dy dx
o . JF;
A vy) —79, 3) = —— F.— R2ZZ
W) cos(vy) ; cos(vz) VE JxzF;—R ()x>
, ; . oF; a la surface
W, cos(vz) — W, cos(va :#—< F‘—Rz——’>
s cos(vz) s cos(vz) G+nR\/IY dy de la sphére
i . JF;
v, -, V=% __Re9%;
7 cos(vx) 7 €os(vy) (J_H)R<JzF, R dz> |

et

! cdr a;F,; ri T e 2
4T /;817_ 2‘/'—1—3,:2./'—1—3_5(’1_R)

—~
(O8]
~
T
~
| —
-

1 0 ,dr o . 2/+3 oF;
47(75[017__2/'+3 «F; +2<’_2j+1 2>%]’ ’
donc
ou; _ % . 20F 1+
(346) Eiaoe= T OATE %)= ‘
a la surface
1 0 ,dr o . J+2 , OF; de la sphére,
Gi) 7 g | O = (TH)R[(,+1>xF,-+——2j+IR%]

(1) Il est & noter qu'il Y a un triplet de seconde es

€ce aussi pour j = o, pendant qu’il
: q
n’y en a pas de premiére espéce.
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268

et, sl nous posons

gy ALt L o UG A e
(348) Aj="mr s 1Ay 2 + 1 1+A, G+0 G +2)
il viendra, en effet,

JU; ! 0? cde 1 A

0; cos(vr)

Iy

- 1+ A; dxdva

1 ,
+ [W); cos(vy)— W) cos(vz)]

ov 5 I—i-i\j

(34 Y Al 3L S e LN [ v 4 J 2 a9,
19) R 7 2R (y+1)(j+2)(2/+3) (J+I)xrj+2j+1R ox
20/ + 1) (J+ 2) thf+aR<j+r><"”F' RE

:O,
2. Les triplets de Cosserat de seconde espéce seront
, 1 0 ,dv o a; JF; |

Uj EUJ- (I+A/)+§_7;ﬂ JTZ?JxFJ_‘_W?,JJ—F_I)(RL—gr:)T)-;J |

IV ] _L d ’ dr aj Aj 9 P 0F,’ .
V/ —Vj(“"AJ)'*‘Sﬁb; . T /+4(2J-+1)(R— "1)(}), (j=o0,1,2,...

—wWarA e~ 9 (fed % % g2 98
\V’—““’(l_l_‘\’)ﬂ_i%w 0;/;(0!. r 2 “r’+4(2j+1)(n 3">75

et leur nombre correspondant
o 2] +1

(351) k= a3

(voir la Note de MM. E. et F. Cosserat dans les Comptes rendus, t. GXXXIII,

1901, p. 272).

Comme, pour la sphere, le nombre s dans les théoréemes VII, et V1I; peut étre

posé = o, on peut toujours développer les solutions du probléeme fonda-
mental
| Au+k % _ dans ! hé
‘ 9z =0 ans la sphére,
Jdu 1—k 1 . X
> = 3 fcos(vx) — 3 [wcos(vy) —vcos(vzs)] + fi, a la surface de la sphére,

d’aprés les triplets de Cosserat de seconde espéce, si les fonctions f,, fa, fs satis-

)
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font aux conditions

A constante donnée
(383) | fi( @2 yur 22) — fi( @1, y1y 5 | ZATT, ’

w>o0
de la maniére suivante :
u=—u +EJ'C, U,,
0
(354) = +2jCjVj,
0
w = ; —|—21’ Cjo,
0
o u, v, w sont des fonctions satisfaisant aux conditions
z_du _dv  dw — == .
(355) 0=5§E+5)_/+ == Au=Av=Aw =0 dans la sphére,
et ot 'on doit poser
k3
(356) c,-:é k.__J—kf(Ujf1+ij2+ W, f3) do.
J G

Le calcul des fonctions «, ¢, v est un probléme qu’on saitrésoudre a I'aide des
fonctions sphériques ().

(1) Soient

=7JH ) 3
(354%) %X/ 1 Hj(, 91)

dﬁ: ’Jx' Zj ({‘Lh cPi)»

H;, Z; étant des fonctions sphériques générales d’ordre ;; alors on posera
Jr B 3 Js

. - [ O+ oy oy
4b _Z A o (ANt £
(354%) u= J< oo TV zdy)’ 5

on connait les développements en fonctions sphériques

J1cos(va) + facos(vy) + f3 cos(v3) =Ejn,-(p.,, ?1),

354¢
(3349) Jscos(vy)— facos(vz) =2f5j(&1~1: P1),

et 'on trouvera a I'aide des deuxiéme, troisiéme, quatriéme équations (352), facilement, les
fonctions y; et ¢;.



