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SUR LE PROBLEME LOGIQUE

DE

L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES,

Par M. JurLes DRACH,

a Toulouse.

INTRODUCTION.

1. Considérons un systeme différentiel donné, formé d’un nombre limité
d’équations S, rationnelles par rapport i tous les éléments qu’elles renferment :
variables x,, ..., #,, fonctions inconnues sz, ..., 3, de ces variables et dérivées
des s par rapport aux x jusqu'a un ordre &. On sait par des procédés réguliers,
sur lesquels il n’y a pas lieu d’insister ici, reconnaitre au bout d’un nombre limité
d’epérations, assignable @ U’avance, si le systtme S admet des solutions z, ..., 5,
qui sont des fonctions des variables indépendantes z,, ..., z, et quelle est la
généralité possible de ces solutions au sens de Cauchy. On peut toujours déduire
de S un systeme X composé d’équations rationnelles, d’ordre au plus égal a K par
rapport aux dérivées des s, et tel que toutes les équations rationnelles d’ordre
(K +H) vérifiées par toutes les solutions de 2, c’est-a-dire conséquences néces-
saires des équations ¥, se raménent i celles obtenues en dérivant simplement H fois
les équations d’ordre K du systéme Z.

Supposons ce systéme I, dont la solution générale au sens de Cauchy a une
étendue précisée, formé effectivement.

Le probléme logique de Uintégration ou encore Uintégration logique du
systéme X, consiste !

1° A reconnaitre quelles sont les diverses classes de solutions du systéme X,
chaque classe étant caractérisée par les arbitraires qui doivent figurer dans les
solutions considérées ;

2° A former pour chacune de ces classes un systeme rationnel 3, vérifié par les
solutions de cetle classe et ou les arbitraires de ces solutions sont mises en évi-
dence ;

Fac.de T., 2¢S., X, h1
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3° A distinguer autant que possible entre les solutions d’une méme classe C,
d’aprés Uensemble des relations rationnelles qui lient ces solutions aux va-
riables indépendantes et a leurs dérivées relatives a ces variables.

L’étude en bloc des solutions des diverses classes et des liaisons qu’elles ont
entre elles donnera une classification naturelle de toutes les transcendantes s qui
peuvent satisfaire & un systeme E. Des exemples précis en montreront I'impor-
tance.

Pour éclairer ces généralités, examinons le cas simple d’une équation

(1) Y'=r(z,y),

ou I'on suppose f(z, y) rationnel. Il y a seulement deux classes de solutions y
dépendant de z, celles qui sont déterminées et celles qui dépendent d’une
constante arbitraire.

Pour une solution déterminée y,, toute relation rationnelle entre z, yy, ¥, ...

se rameéne a une relation rationnelle
o(z, ) =03

s1 donc il en existe une, la solution y, est algébrique.
Pour un systeme de deux solutions déterminées yy, y,, loute relation ration-

nelle en z, y, syl ... se ramene de méme A
7)/ ) 27} {7 27
@(1,}’1,)’2) — 03

on aura donc a étudier ces relations. Des probléemes analogues se présenteront
pour ¢rois solutions déterminées ou pour un plus grand nombre; la question
dépendra essentiellement du nombre des solutions explicitées, ¢’est a-dire repré-
sentées par un signe explicite introduit dans le calcul.

Une solution y = o (z, C) dépendant d’une constante G donne, si on la résout

par rapport & la constante, une relation

C=s(z,y),
ou la fonction des deux variables 5 doit satisfaire identiquement a I'équation
linéaire aux dérivées partielles

03 Jds
(2) a—r'**f(“',})d—},——o-

La connaissance d’une solution particuliére 5 de cette équation donne toute

autre solution sous la forme

Z=F(z).

On a donc simplement & chercher s’il existe des solutions z qui vérifient des
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relations rationnelles
0z 0s
Q(.T,),Z, oz @a "'> =0

non conséquences de I'équaiion (2), & préciser la nature des fonctions Q et a indi-
quer les rapports des diverses solutions z.

Deux notions fondamentales sont a la base de toute recherche d’intégration
logique, celle d’irréductibilité et celle de primitivité (V). ‘

Un systéme rationnel X, aux variables z, ..., ,, ol les inconnues 3z, ..., 5p
sont fixées, ainsi que les arbitraires dont elles doivent dépendre, (c’est-a-dire ot
la classe des solutions est précisée), est dit irréductible si loute équation ration-
nelle entre les z, les z et les dérivées des z d’ordre quelconque, compatible avec
les équations E, c’est-a-dire formant avec X un systéme Z, admettant des solutions
de la méme classe C, est une conséquence nécessaire des équations de E. Elle est
alors également vérifiée par toutes les solutions de I de la méme classe : je dis
que ces solutions sont, dans le domaine de rationalité formé par zy, ..., z,,
B4y ..y 3p et les dérivées z, des transcendantes de méme nature.

Si le systeme I est réductible, on peut ajouter & ses équations des équations
nouvelles, c’est-a~dire qui n’en sont pas des conséquenees nécessaires, et obtenir
des systemes I, vérifiés par certaines solutions de 2, de la classe considérée. On
peut donc distingu‘er entre les diverses solutions de E de la classe G suivant la
nature des systémes X,. L'intégration logique de X exige qu’on pousse cette dis-
tinction aussi loin que possible, ¢’est-a-dire qu’on ne s’arréte que quand on aura
obtenu des systémes 2, irréductibles.

Un théoréme de M. Tresse (*) permet d’affirmer 4 I'avance que de tels sys-
témes X, existent toujours. Leur formation effective demeure restreinte a des
cas trés particuliers. 1l y aura lieu évidemment d’étudier les relations qui lient
entre elles les solutions des divers systémes %,.

Supposons qu’on ait un systéme ¥ irréductible ; nous savons déja que pour en
faire Uintégration logigue il faut étudier, outre le systtme £ ol une seule solu-
ton (2, ..., 5,) est explicitée, le systeme (X, I') vérifié par deux solutions
(31y -2y 3p), (2}, -+, 5,) de la méme classe C, le systeme (2, ¥, 2") vérifié par
trois solutions (z), ('), (2") de la classe C et ainsi de suite. Dans quelques cas
on saura limiter le nombre des systémes a considérer : ce sont ceux ou il existe
des systémes fondamentauz de solutions (3).

(1) Jai introduit de maniére tout a fait générale ces deux nolions dans un travail publié
aux Annales de I’Ecole Normale supérieure, 1898; ¢f. p. 295 et suivantes : Essai sur une
théorie générale de lintégration et sur la classification des transcendantes.

(2) Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations (Acta
mathematica, t. XVIII).

(3) Cf. Essai sur une théorie générale de l’intégration, etc. (Annales de I’Ecole Nor-
male supérieure, 1898, p. 3oy).
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Une autre question fondamentale se pose pour tout systéme irréductible X :
. \ . 0 .
soient ¢, ..., £, un systtme de fonctions des arguments z, z, 5, ... qui figurent

dans £ ou de leurs dérivées jusqu'a un ordre déterminé (ces arguments étant

regardés comme autant de variables indépendantes), définies par un systéme

. . ., . . . 0 at
différentiel irréductible T de relations rationnelles en z, z, ﬁ, P

ot

d3
(5)

L’ensemble des relations (X, T) permet toujours, par des procédés réguliers,

d’obtenir un systéme U ne renfermant plus que les variables 2z, ..., z, et les

3 s e

. . ot N :

Inconnues fy, ..., f{, avec leurs dérivées PR ¢ ce systeme U est certainement
irréductible. En dehors des équations U, on peut déduire des équations (2, T) un
systeme différentiel V définissant z,, ..., z, comme fonctions des arguments z, ¢,

ot . . . L. \
<=y «-+, de sorte que le syst¢me (U, V) soit entierement équivalent au systeme

ox
\ | ot
(2, T). Le systtme V ot 'on regarde les arguments z, ¢, -—, ... comme des

variables indépendantes est également irréductible pour les solutions z de la
classe C considérée.

Passer de (2, T) au systeme (U, V), c’est résoudre le probléeme de la transfor-
mation T pour le systeme irréductible 3.

Dans le cas général, la solution ¢,, ..., ¢, de U, dépend au moins des mémes
arbitraires que la solution générale de E; elle peut étre plus étendue, c’est-a-dire
comporter un plus grand nombre de constantes ou de fonctions arbitraires des
mémes arguments ou méme des fonctions arbitraires nouvelles.

Toutes les fois ot quel que soit le systéme irréductible T, qui définit les ¢ au

93 R . . (s
moyen de z, z, FrARRRE le systéeme U a au moins des solutions ¢ de méme géné-

ralité que les solutions 5 du systéme ¥, nous dirons que ce dernier est primitif.
Le systtme ¥ n’est donc imprimitif que s’il existe des fonctions ¢ de

z, z, %=, qui forment la solution générale d’un systeme irréductible U plus
o

simple que T (nous entendons par la que la solution générale de V comporte
moins d’arbitraives que celle de ; on préciserait aisément dans chaque cas
particulier).

Dans ce cas la transformation (s, ¢) définie par T décompose le probleme de la
recherche des z 4 partir des = en deux autres : recherche des ¢ & partir des z,
recherche des 5 a partir des ¢, qui seront l'un et I'autre relatifs & des systemes
irréductibles plus simples que X.

Ces généralités s'éclaivent par quelques exemples: Une équation du second

ordre

(1) y'=f(z,y¥
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ot f est, pour fixer les idécs, rationnel en x, y, y/, regardée comme définissant
une fonction y de z et de deux constantes arbitraires, est toujours irréductible

au sens que nous avons adopté. Si I'on pose

C‘D(‘Z"y"y,; t) = 0,
©» étant rationnel en z, y, ', ¢, on peut déduire, par différentiation,
[

do d?o

?15“0’ - da?

et éliminer y, y' entre ces trois relations, c’est-a-dire obtenir pour ¢ une équa-
tion
F(z, ¢, t',t")=o0,

dont la solution ¢ dépendra aussi de deux constantes arbitraires. 1l peut arriver
que I'élimination de y et y’ puisse se faire entre les deux premiéres relations;
nous dirons alors que 'équation est imprimitive et le systtme des deux relations

o(x,y,¥,¢t) —o,
Q(x,t, ') =o
caractérise cette imprimitivité.

Il est clair qu'une relation entre z, y, ', ¢, ¢/, ..., d’ordre supérieur a zéro par
rapport aux dérivées de ¢, ne peut jamais conduire pour ¢ & une équation d’ordre
inférieur 4 2. Il n’y a donc pas d’autre cas d’imprimitivité.

Des conclusions différentes s’offrent lorsqu’on regarde

(n Y'=S(zy,07)

comme définissant une fonction y de z dépendant seulement d'une constante

arbitraire. La relation
Yy =9(x, 3),

ol 3 désigne cette constante, peut toujours étre écrite
L=3(x,y),

et la fonction 5 est uniquement assujettie a vérifier les deux relations

_d_’z_+_d_3 '— o

dx dyy— ’
92+2_~025 ’+i2_z ,2+05 : "y —
dxc? d‘bd)/y ()),z.)/ J};f(xhy’y)—oy

ol y' est une inconnue auxiliaire.
I.’équation du second ordre en sz ainsi obtenue, dont nous avons a étudier les
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solutions particuliéres, peut n’étre pas irréductible i ce point de vue. On dira
dans ce cas que I'équation (1) est réductible quand on la rcgarde comme définis-
sant des solutions y dépendant d’une seule constante.

I existe alors une relation rationnelle entiére entre z, y, '

0(z,y,y') =0
satisfaisant & une 1dentité

05 90, a9 L
d—x-i—dvyy—!—d—)l,f(r,),y)_M@,

ot M est une fonction rationnelle convenable de z, y, y'.

Si I’équation (1) est irréductible pour les solutions ¥ dépendant d’une constante,
elle peut cependant étre imprimitive dans le cas signalé plus haut.

Enfin, ajoutons que le cas o 'on définit implicitement les solations dépendant
de deux conslantes par un systeme

a(z,y,y')=a b(z,y,y") =5,
ot les constantes a, 3 sont mises en évidence, conduit a remplacer I’équation (1)
par 'équation aux dérivées partielles
ds  0ds , 03
2 —_— 4 — — f(x Y=o
(2) oz "oy T o l@ry)=0
dont on explicitera simultanément deux solutions particuli¢eres a (z, y, »'),

b (z,y,y'). Dans le domaine des éléments z, y, y', a, b -+« le systéme

da
’d_ﬁ’
d(a, ) d(a, b)
d(a,b)y  Jd(y,z) _ d(z,v)
a(y,y') ) o S

(3)

n’est pas nécessairement irréductible; 'étude de ce systéme nous conduira a des
conclusions importantes, en particulier a une classification précise des équations
du second ordre basée sur la nature du systeme irréductible, le plus simple, qui
comprend les équations (3).

Ce systeme, le plus simple, est a la fois irréductible et primitif.

II. Le travail actuel est consacré essentiellement a I'intégration logique des
équations linéaires aux dérivées partielles -
dz 03 d3
1 X)) =—+A —+....+A,— =0
( ) ( ) d£ 101;1 n d-Tn " 2
dont les coefficients A,, ..., A, sont rationnels en z, z,, ..., £, ou encore algé-
briques, c'est-a-dire rationnels dans un domaine [0, ..., 04] défini par un



PROBLEME LOGIQUE DE L,]NTEGRAT[ON DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 399
systeme irréductible de (A + 1) équations au plus
(&, Zyy ooy Xuy O1y 05y« vy ) =0
Les résultats obtenus s’étendraient d’atlleurs immédiatement & un domaine de

rationalité [R] bien défini, c’est-a-dire comprenant des fonctions transcen-
dantes définies en z, z, ..., , par un ou plusieurs systémes différentiels irré-

ductibles.
Les éléments z,, 3., ..., 3, d'un systéme fondamental de solutions de l'équa-

tion (1) satisfont a des relations

D_D _ _D,

(2) T_:\‘_‘.._H’

ot les D sont des déterminants fonctionnels convenables, qui les définissent a

. N . . D;
une transformation ponctuelle prés. En d’autres termes, les quotients _LTI sont

les invariants différentiels du groupe ponctuel général T,

Z;=9,(5 ...55,) (i=1,...,n)

étendu enregardant les 5 comme fonctions de (n + 1) variables z, z,, ..., 2, non
transformées.
On démontre, sans difficulté, que tout autre invariant différentiel du méme
. 2 034 03,
groupe, rationnel par rapport aux éléments z,, ..., 3, 3= U am, o estune

. . . D; , e,
fonction rationnelle des quotients B‘- et de leurs dérivées.

Si le systéme (2) est irréductible, c’est-a-dire si toute relation rationnelle

(o, 03 .
entre 5y, ..., &, leurs dérivées 5;}; --+; d’ordre quelconque et les variables,
1

compatible avec les équations (2) (c’est-a-dire vérifiée par un systeme fondamental
au moins), en est une conséquence nécessaire, je dis que I’équation (1) est générale.

Tous les systémes fondamentaux sont des transcendantes de méme nature ; ce
sont les fonctions de (2 + 1) variables attachées au groupe ponctuel général T,.

Sile systéme (2) est réductible, ¢’est-a-dire s’il existe des relations rationnelles
compatibles avec les équations (2) sans en étre des conséquences nécessaires, on
peut distinguer entre les divers systémes fondamentaux.

En ajoutant aux relations (2) les relations nouvelles dont nous admettons
Pexistence, on formera un systéme (S) qu’on peut tout de suite supposer irréduc-
tible.

Aux divers systemes fondamentaux correspondront divers systémes (S); il
sagit de choisir celui qu'on regardera comme le plus simple. '

Pour cela, s'il existe des systémes (S) renfermant des équations d’ordre zéro
(c’est-a-dire rationnelles en z,, ..., 5,), on prendra tous ceux, S, qui en renfer-
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ment le plus grand nombre ; parmi ceux-la on prendra tous ceux, Sy, qui renfer-
ment le plus grand nombre d’équations du premier ordre; parmi ceux-la on
prendra tous ceux qui renferment le plus grand nombre d’équations du second
ordre et ainsi de suite (').

On obtient aussi des systémes (S,) qui déterminent lous un méme ensemble
de dérivées principales (au sens de MM. Méray et Riquier). On peut former,
jusqu’a un certain ordre assez grand, une résolvante algébrigue qui définit une
combinaison linéaire et homogéne a coefficients rationnels de ces dérivées princi-
pales au moyen des éléments paramétriques; si les systemes (Sp) donnent lieu a
des résolvantes de degrés différents, on prendra enfin, parmi eux, ceux, (2), qui
donnent des résolvantes de degré minimum.

Ce sont ces systemes (Z) que Jappelle systemes irréductibles réguliers; le
nombre des équations de chaque ordre et le degré de la résolvante algébrique
correspondante sont les mémes pour tous ces systémes.

On pourrait encore dire que ces systemes (Z) sont & la fois érréductibles et

primitifs; aucune transformation

s;i=0(Lyy ooy L) (E=1,...,0),

définie par un systeme différentiel irréductible et rationnel quelconque, ne peut
augmenter le nombre des équations du systéme (Z) qui sont d’un ordre donné en
conservant les nombres qui correspondent aux ordres inférieurs, Cette impossibi-
lité suffirait a établic que le systéme irréductible régulier, ¥, qui définit les y en
partant des z, est primitf au sens plus général adopté plus haut; nous le mon-
trerons dans une autre partie du présent travail.

Les systemes irréductibles réguliers sont susceptibles d'une forme remarquable
qui justifie leur choix. Supposons d’abord qu’il existe k équations distinctes
d’ordre zéro, dans le systeme (X); elles pourront s'écrire simplement

5 =Ry, 2, =Ry, ) s5.=Ry,
ot les R; sont des fonctions rationnelles dans le domaine choisi. On pourra en
conclure qu’en adjoignant les relations précédentes, algébriques en z, 4, ...,

Tny Biy +v -y Sky les éléments zx oy, ...y 3o SO des solutions formant un systéme

fondamental d’une équation linéaire a (n — k 4+ 1) variables,

Ty L1y ceey Tny

par exemple, dont les coefficients sont algébriques par rapport a ces variables et

dépendent des k parametres sy, Say -« -y Zke

(1) D’aprés une remarque de Lie, un systéme (S) renferme certainement des équations

d'ordre au plus égal a trois.
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On peut donc se borner a considérer dans un domaine algébrique, des équa-
tions linéaires dont les coefficients peuvent dépendre d'un ou de plusieurs para-
métres et qui ne possédent aucune solution rationnelle (*).

Les équations du systéme irréductible irrégulier peuvent se mettre sous la

Jorme canonique
UED . k
Qi 2y ey Buy5—> » o ) = (X, T1y oo+, Tn) (i=1, ..., k)
ox,

dans laquelle les Q; sont des invariants différentiels, indépendants, d'un
groupe U, formant pour ce groupe un systéme complet dinvariants et les a;
des fonctions rationnelles de z, z,, ..., x, dans le domaine de rationalité
adopté.

Les transformations (s, Z) du groupe T sont entiérement définies par les

dz J7.
9,'(5” ey 3y ;)‘—Z_—:: '-'>:Q,‘<Z“ ...,Z,l, al—.:’ "')

ui ne dépendent qu’en apparence des variables x,, ..., z,. Il suffit, par exemple,
q P q 144 ’ ! ' P P

relalions

d’y faire x; = z; pour obtenir sous leur forme canonique les équations de défini-
tion des transformations finies de T, au sens de Lie.

Jai appelé le groupe I' groupe de rationalité de V'équation spéciale (1) ; 1l
posséde les propriétés fondamentales du groupe de rationalité d'une équation
algébrique :

1° Zout invariant rationnel de T est égal a une fonction rationnelle des
variables x, zy, ..., £, dans le domaine choisi;

2° Toute fonction rationnelle de z,, ..., 5, et de leurs dérivées qui est
égale & une fonction rationnelle des variables dans le domaine choist, est un
invariant rationnel de T'.

Les transcendantes z, ..., 5, sont alors, par définition, des fonctions de
(n + 1) variables attachées au groupe T.

On doit observer que le groupe de rationalité n’est déterminé qu’a certaines
transformations prés; il est clair que toute transformation (3, ') qui change un
systéeme irréductible régulier (2) en un systtme de méme nature ('), change le
groupe I' en un groupve homologue 1" qui sera le groupe de rationalité pour les
solutions z' de (¥'). Il faut et il suffit pour cela que les équations de (T') soient
transformées par (z, ') en équations rationnelles de méme ordre.

Une méthode nouvelle, exposée longuement au Chapitre Il du présent travail,
permet de retrouver et de compléter les propositions précédentes.

(1) Gette restriction est commode sans étre indispensable.
Fac. de 7., » S., X. 52
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Soit P<Z,%, .2:> un polynome entier par rapport iabl

o7 port aux variables x, z,, ..., za,
anlettres Zy, ..., 7, qui seront regardées comme des fonctions de z, z,, ..., 2,
et a leurs dérivées d’ordre quelconque relatives aux n variables z,, ..., Z,. Si
Pon regarde les Z comme des fonctions indépendantes de n éléments nouveaux
34y -.+, %p (qu'on ne précise pas davantage) et si 'on exécute les transforma-
tions

0% Jd7 03, a7 0z,

on pourra toujours écrire une identité
/Il : 7, p)
(7 2 — (7 1_‘ £. _;_
vt g ) = Xl 52) (e 55
1

) ne dépendent que des Z et de leurs dérivées par rapport aux 3

ou les li(Z, (;—é

0 . , . , 03
et les Ei(x, d—;) que des variables et des dérivées -3 mous supposerons que le

nombre h est le plus petit possible, ce qui exige que les /; d’une part, les &
d’autre part ne soient liés par aucune relation linéaire et homogéne a coefficients
constants. Les &;, qui sont alors définis a une transformation linéaire et homogéne
a coefficients constants prés, seront dits coordonnées du polynome P. Leur intro-
duction met en évidence, de facon particulitrement simple, la maniére dont se

n 0L :
comportent les polynomes en Z, ?ﬁ, ... quand on exécute sur les Z une transfor-
mation ponctuelle quelconque.
. . . dZ . N
Sil'on désigne par L;(Z) ce que devient l,-(Z, d_z') dans I’hypothése ou les z

sont égaux aux Z de méme indice, on a évidemment aussi

13
0L\ 3 AN
P<Z’TZ"‘T>~ELt(Z)El\x’d_@>.
1

D’autre part, si les 5’ sont des fonctions quelconques des z, on a encore

h 3
/A 0z /A 2z
E . Pt . ) = E 7. =)z ==
11<Zy 03> EI(‘Z-’ ()I) — ll <L$ dsl> Si (x, dx)’
1 1

d’ou V'on conclut que la tranformation (z, 3') fait subir aux E;et aux l; deux
transformations linéaires adjointes.

sl ‘ iz . . oL
Sans insister sur 'étude générale des fonctions rationnelles en Z, -, z dans le

groupe ponctuel général T, des transformations (Z, ), faite en partant de la :
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groupe des transformations qu’admet le polynome P, permutations des polynomes
P entre eux, formation des équations différentielles vérifiées par P quand ony
regarde les 5 comme donnés et les Z comme arbitraires, etc..., je veux montrer
comment on tire parti des coordonnées de P pour I'étude des équations linéaires
aux dérivées partielles.

Supposons que les éléments Z,, ..., Z, conslituent un systéme fondamental
déterminé, pour une équation

0s 03

- + A, > +...+A, 0
1

) X(s) = p

_— —_— -0
Jda .x ’

dont les coefficients appartiennent a un domaine algébrique de rationalité [R],
et que, de plus, le polynome P satisfasse a une identité

X (P)=MP,

qui est la condition nécessaire et suffisante pour que I'équation wnigue

l’(Z, ()Z,a:>:0

forme avec les équations
X(Zl) -0
un systeme complétement intégrable.
On en peut conclure que les éléments z,, ..., z,, qui représentent un systéme
fondamental quelconque, satisfont aux identités

XE) _ _XED |
R T T (xy2),y ... 2y)
ou encore que les équations
E.[<“3'g§)
= (5yy o ey 3n) (t=1,..,0)

, Js

£ x,

= < ’ dx)
sont toujours véritiées, pour un choiz convenable des a;, par un systéme fonda-
wental particulier quelconque.

Si 'on veut que le systéme précédent admette la solution qui, pour z = x,,
satisfait aux conditions

3,-(.2'0, Zyy - ..,.23‘,,):?,'(«1“, .. -’xn) (l.:h . -;”);

il suffit de poser

; 99,
il Loy Xyy ooy Ty —— -+ -
oy
o; —
E A = Jo,
=1 'r0911)~--v'17/nd“““;"'
.y Y,
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et de calculer les seconds nombres au moyen de 54, ..., 5, en partant des formules
5i= 9wy, o, xy) (i=1,...,n).

Pour que le systtme précédent soit rationnel, il suffit de prendre un systéme
fondamental qui pour # = z, satisfait aux conditions

Ty = Ri(zlv cies3a)s
ol les R; sont rationnels. C’est ce qui arrive toujours pour la solution principale
en z,, de I'équation (1), qui est définie par
Xy— 5; pour XL = Xye
Soit maintenant un systéme irréductible régulier () vérifié par Z,, ..., Z,;
supposons’ que, jusqu'a un certain ordre N, tel que les équations distinctes
d’ordre N +- N’ s’obtiennent toutes en dérivant simplement jusqu’a cet ordre N + N’

les équations d’ordre N, le systéme (Z) renferme k relations entiéres, ration-
nellement distinctes (*)

fl:07 ceey fk:()y

P:u1f1+...+ukfk,

et faisons

les « désignant des polynomes arbitraires en xz, 2, ..., Zx.
Mettons en évidence les coordonnées du polynome P en introduisant les élé-
‘ments 3y, ..., 3, d'un systtme fondamental quelconque; on aura

3
a7 , 0L 0z
P(Z, d_i’ $> :Z li<L, d—z'> E,‘ <.§L‘, 0——-%’)’
1

et le systéme (2) peut se remplacer par les équations

A
| :Zligi =0,
1

h

Pioy=X(Pr_s) = 2 [; X (E) = o.

(1) Je veux dire par la qu'aucune d’entre elles n’a pour premier membre un polynome
entier formé avec les premiers membres des (A — 1) autres et s’annulant avec ceux-ci.
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On démontre aisément que le nombre h des coordonnées du polynome P est
nécessairement égal a (k + 1).

Si I'on avait 2 £ 4 on déduirait de ces relations par Vélimination des /, une ou
plusieurs relations rationnelles qui seraient vérifiées par les éléments z,, ..., z,
d’un systeme fondamental quelconque et ne se réduiraient pas a des identités.

Si l'on avait =k + r, on pourrait former, en partant du systéme précédent,
un systéme rationnel comprenant rk relations d’un ordre au plus égal a N. On
peut montrer que chaque coordonnée dont I'indice dépasse (k + 1) donne dans
ce systéme une équation au moins qui n’est pas une conséquence nécessaire des
premiéres, auxquelles conduisent les coordonnées Eiy ooy Eky Erp quand les §
sont rangés dans un ordre convenable. .

Le systéme (2) pourra donc s’écrire, en désignant par A; certains déterminants
formés avec les &, X (&), ..., X4_, (E:) et dont la définition est immédiate

I, (z, g%) A,.(x, 3_5)
(Q) — = (i, k).

AN ds
ha(Lg) A=)

Cest la forme nouvelle que je voulais signaler pour les équations de (X); je
appelle forme normale du systéme ().

De l'existence de cette forme normale on conclat que I'on peut trouver un
systeme (') possédant la solution sy, ..., 5, qui satisfait, pour z = Z,, aux

conditions
;= Ri(Z;, ey :n)v

ou les R; sont n fonctions rationnelles indépendantes. Il suffit de poser

as\ _ - 03
A,- <x, d—x> = 0!,'(‘:1, ceay un)A<‘l', 0—x>’

en calculant les o; par les formules

dz,
A[<x0, Ly ooy &pyy —=y oo

oo — dx,
[ — >
U3,
A(.Z‘o, Ly ooy Ty, 51_—) . ")
1
\ 03; .
ou I'on remplace les z; et les 5;;2 par leurs expressions en Byy eey Zp.

En particulier, il existe un systéme irréductible régulier (Z,) qui posséde la
solution principale en x = z,, c’est-a-dire qui satisfait en ce point aux condi-
tions

x;= 3 (é=r1,...,n).
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On l'obtient en prenant

A(rg, 51y oo vSny 1y .0

qdi =

A( Loy Spye-vsBnydyees)

. Ly A; .
ou le second membre se déduit de K’ en faisant

05; 0z:

xr; =3y — =0 —_—
! ’ day ’ ox;

=1I.

Le systeme initial (2) peut s’écrire, en faisant 3, = Z;,

1/
L) A"<°T’ d—x>
Lk+-l(z) - A r d_z. ’
’d‘z

et on passe de I'une quelconque de ses solutions 3y, ..

Z, ..., L, en satisfaisant simplement aux équations

l"<Z’%%> Li(2)
(91\ = -t

lk+1 (Z, _:) LL+1( )

., 2, 4 une autre solution

qui sont les équations de définition du groupe de rationalité T correspondant.
On reconnait aussi 1a ’ensemble des transformations (3, Z) qui n’altérent pas

la relation unique P = o.

Enfin, si I'on observe que, dans la forme (Q), les éléments zy,

étre regardés comme arbitraires et si l'on pose

¢ —a 931 9 _
~p 134 (/xk - ’ d.l’l' — 1
on obtient la nouvelle forme
u(z, ﬂ)
, Ai(xy Zys oo s Tyy Te
() AN A(x, & Ly | )
l Z "y 1y + > ny y
L+1( ().1‘)

, 3n peuvent

qui prouve que les invariants différ entiels du groupe de rationalité T (qui
sont les premiers membres) sont des fonctions rationnelles des variables x,

Lyy ooy Xn-

Cette forme Q' est la_forme canonique signalée plus haut.

Vajoute encore qu’il résulte de la définition des l(L

Z> en partant de P, que
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. . . oz . .
les invariants relatifs l,-(Z, %> du groupe T' subissent, quand on exécute sur

les variables z (non transformées par I') une transformation quelconque du
groupe ponctuel général Ty, une simple transformation linéaire et homogéne;

. . l . . Lo
les invariants absolus ; {_ subissent alors une transformation projective.
k+1
On peut, d’ailleurs, toujours choisir pour /sy, une puissance du déterminant

. o(Z,, ....Z,
fonctionnel oLy, oo Zn)
(&1, ..y Tn)

Enfin, la considération des coordonnées d’un polynome permet encore, par une
méthode algébrique réguliére, de déduire de tout systéme d’équations ration-
nelles, vérifié par un systéme fondamental particulier (3, ..., 3,), un autre
systeme rationnel (peut-étre réductible) ayant la forme canonique (Q') et vérifié
par une solution (&, ..., u,); les wetles z sont d’ailleurs liés par un systéme
différentiel rationnel, qui peut étre arbitraire.

La simplicité de ces résultals me parait légitimer l'introductien systématique
des éléments £ (coordonnées de P) et | (invariants relatifs normauz de T');
c’est de leur étude qu’on déduira la théorie algébrigue des groupes infinis qui
interviennent ici.

A ce propos, il n’est pas inutile d’observer qu'en bonne logique la théorie de
Pintégration logique des équations aux dérivées partielles (classification des
transcendantes qui les vérifient) doit étre faite indépendamment de celle des
groupes continus finis ou infinis de Lie; cette derniére nécessite la considéra-
tion de transcendantes qu’il faudrait avoir défini antérieurement et de systémes
complets d’équations linéaires dont on doit connaitre le groupe de rationalité. Le
choix limitatif des groupes a équations de définition rationnelles, demeure arbi-
traire sil'on n’adopte pas le point de vue auquel nous nous plagons (!).

En résumé le probléme logique de U'intégration pour une équation

Js ds ds

(l) X(z):b—;+Ald_‘L‘1++AnaTv::0

comporte la résolution des questions suivantes : .

1° Détermination de tous les ¢ypes T de groupes contenus dans le groupe
ponctuel général T, & n variables, dont les équations de définition sont ration-
nelles ;

2° Détermination du groupe T' de rationalité de I'équation (1).

(1) Toute cette théorie (probléme logique de I'intégration d’un systéme différentiel, notion
et propriétés du groupe de rationalité d’'une équation linéaire aux dérivées partielles) a été
esquissée dans ma Thése. MM, Painlevé ¢t Vessiot ayant & ce moment appelé amicalement
mon attention sur Pambiguité de certains énoncés, la définition des systémes irréductibles
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Chaque groupe G est caractérisé par un systéme complet d’invariants différen-

tiels; ces invariants sont liés aux invariants différentiels du groupe T, (qui sont
. D; \ , . . .

les quotients ﬁ) par un systéme résolvant qui admet une solution rationnelle en

Z, Zyy ..., T, quand le groupe G comprend un groupe de rationalité ' comme
sous-groupe. Il faut donc trouver le plus petit groupe dont les invariants diffé-
rentiels sont rationnels en x, z,, ..., z,.

Le groupe de rationalité T étant connu, la nature des transcendantes 5, ..., 3,
attachées i ce groupe esl fixée; une décomposition particuliére du groupe I' met
en évidence leurs propriétés essentielles. Elle fait I'objet de la seconde partie du
présent travail.

Disons, en terminant, que nous avons longuement insisté au début sur I'étude
de V’équation du premier ordre
E BE

(}JJ_I_AJ‘;:O.

X(Z) e

On a en effet, 1a, un exemple simple des difficultés et des problemes de la

théorie générale. IV’autres problemes qui se présentent a I'occasion de I'équation
de premier ordre feront 'objet d’un travail particulier.

réguliers auxquels s’appliquent exclusivement les raisonnements et les conclusions de ma
Thése leur a été communiquée en octobre 1898.

La théorie, développée ici, des coordonnées de polynomes, a été exposée, avec applica-
tion A la détermination de la forme normale d’un systéme irréductible régulier, dans un
Mémoire étendu présenté & I'Académie des Sciences en septembre 1go2, malheureusement
inachevé dans d’autres parties, et écarté comme tel par la Commission du Grand Prix des
Sciences mathématiques.

Dans le Mémoire couronné, M. Vessiot, en considérant les systémes irréductibles (8) dont
la solution générale a le moins d’étendue possible, a établi également sous certaines
restrictions, en utilisant les recherches de Lie et de MM. Engel et Medolaghi sur les groupes
infinis, I'existence et les propriétés fondamentales du groupe de rationalité d’une équation
linéaire aux dérivées partielles.

Des considérations étrangéres & la Science ont seules retardé jusqu’a ce jour la publication
de ce travail, dont la partie essenticlle date par suite de septembre 1go2.



—
o
QL

PROBLEME LOGIQUE DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES:

PREMIERE PARTIE.

EXISTENCE DU GROUPE DE RATIONALITE.

CHAPITRE L

- EQUATION DU PREMIER ORDRE %’: Az, ).

I. Recherche directe des divers types de relations rationnelles compatibles avec

03 0z
(a) b;—}—A(x,y)D—};#o.

— Les types obtenus jusqu’a 'ordre 3 donnent rationnellement en z, y la valeur

de 'une des quatre fonctions

da‘z 025 2
a:,>f» 2z 05 dy  3[ dy
B \oy) ooy 9z 2| ds
dy oy

1l n’y en a pas d’autres.
II. Méthode rapide conduisant aux résultats précédents.

I1I. Méthode générale donnant la forme des relations rationnelles types compa-
tibles avec (@) : existence et propriétés du groupe de rationalité.

1V. Comment on tire parti de la connaissance d’une relation rationnelle quel-

conque vérifiée par une solution de (a).

I. — RECHERCHE DIRECTE DES TYPES DE RELATIONS RATIONNELLES

COMPATIBLES AVEC UNE EQUATION Js + Az y)f =o.
dx "oy

§ 1. Soit I'équation
ds ds

a X(s) == +A—=0
(a) ()= G2+ AT =0,
ol nous supposons d’abord, pour fizer les idées, A rationnel en z et y; nous
nous proposons de rechercher quels sont tous les types de transcendantes s
qui peuvent satisfaire & une équation telle que (a) et de caractériser chacun
de ces types.

L’équation () permet de calculer toutes les dérivées de z, prises une fois au

Fac.deT., 2 S., X. 53
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moins par rapport a z, au moyen des dérivées de z prises seulement par rapport
a y. S'il existe, par conséquent, une relation

' Jdz 0z
a' Fl")'ﬁ-—)—)'-- =0
( ) < s Jr Oy oz d)’ )
rationnelle par rapport a tous les éléments qu’elle renferme et compalible avec
Péquation (@) sans en étre une conséquence nécessaire [c’est-a-dire sans étre
une combinaison algébrique de I'équation (a) et de ses dérivées], on pourra sup-
0%z

~» -+ - prises par rapport a la

oser quil v fizure seulement les dérivées =, 2~
p q y hg d)” ay?

variable y.

Parmi les relations telles que (a'), considérons celles qui sont d’ordre mini-
mum par rapport aux dérivées de z et, parmi celles-l1a, une quelconque de celles
ot le degré par rapport a la plus haute dérivée de 5 est le plus petit possible.

Il est clair que si nous écrivons cette équation sous forme entiére

, dz 0%z orz\
((l) F(‘z"y’z’d—x’(_)—f""’W)

son premier membre sera un polynome irréductible par rapport aux éléments qui

T L 0P3 . . p
y figurent, en particulier par rapport ab—ﬁ- Les équations (a) et (a') donnent

I'expression rationnelle de toules les dérivées de z qui sont d’ordre (p —+1) au
moyen des dérivées d’ordre inférieur et des variables. Il'en résulte qu’il ne peut
exister, pour chaque systéme d’équations compatibles en z, qu’une seule équation
telle que (@'). Clest cette équation qui nous permettra de fixer la nature de la
transcendante z.

Suivant une dénomination adoptée ailleurs, nous dirons que P'équation (@) est
générales’iln’existe, pour aucune solution particuliére z, diférente de s = const.,
une équation rationnelle telle que (@') compatible avec (a); nous dirons qu’elle est
spéciale dans lous les autres cas.

Ajoutons encore, avant de passer i I'examen de ces différents cas, que 'équa-
tion (@) différentiée par rapport a y donne immédiatement les relations
ro) GO A0,

dy dy* ~ dy* dy 7

d
d3z> 0A 03z 0*A 0z J°A ds
o _

(ay) X<
(as) X(——d +3 == +3
(

0,

dy oy’ " Toyt dyr T oyt 9y T
o*;> (OADE  (OAPs AP A ds

(3 oy oy oy oy TRy oy Ty ar T

b4

dont la loi de formation est manifeste.
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a. Plagons-nous d’abord dans le cas simple ou il existe une relation rationnelle
enz, y, 3

(a") o(z, y,5)=o,

compatible avec ’équation (a). Cette relation peut étre supposée de 'ordre le
plus petit possible en z.
Parmi les conséquences de la relation (@'), nous considérons 'équation qu’on
obtient en appliquant aux deux membres 'opération X (f), ¢’est-a-dire
do d9

1 X =L+ AT —o;
(1) (9) =gz +Ag, =0
cette équation est entiére en z et du méme ordre au plus que la précédente. On
doit donc avoir identiquement

do do
2 - +A-L=Mo
(2) ox dy R
M ne dépendant que des variables z et y. C’est la la condition nécessaire et suf-
fisante pour que la fonction algébrique z définie par (a') vérifie I’équation (a).
pour q gebriq P q
Si I'on pose, d’une maniére générale,

s = /(u),

en désignant par fune fonction rationnelle quelconque,la fonction algébrique u (z)
satisfera comme 5 a 'équation () et aux équations transformées de (a’), (1) et (2).

En particulier, la transformation

s =u-+a,

ol a désigne une constante arbitraire, ne change pas le degré du polynome ¢ et
donne un polynome complet en u

_ do u* 0’9
CP(‘T‘)/’ u -+ a)—@(x’y,a)ﬂ_u’d—a—*‘m 07-’1—

11 suffit alors de considérer I'identité (2) en « pour en conclure, en bornant o

a ses deux premiers termes,

95"

_ 99
X[‘P(W,% a)+ udaJ — M[?(%J’, a)—+ "d_a]’
d’olt I'on déduit qu’il existe une fonction rationnelle u définie par I’équation

de _
CP(»’U,)’aa)-i-u(—);—O’

qui satisfait 4 I’équation (a). Le polynome © de degré minimum en s est donc du
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premier degré; les conditions de son existence sont immédiates. Ce résultat est
bien connu.

§ 2. 8. Supposons maintenant [I’équation (@) n’admettant aucune solution

rationnelle ] qu’il existe une relation rationnelle, entiére en z et J}—/

h

(a') | Q:-zo“(%)i:'o,

i=0

compatible avec (@), c’est-a-dire vérifiée par une solution au moins, différente
d’une constante, de cette derniére équation.

La transformation z = f(u«), ou f est rationnel, ne change pas le caractére des

coefficients a;; clle remplace <£’—z>l par (f’)‘(%)l, ¢’est-a-dire conserve le degré

oy
de chaque terme par rapport a 5
Considérons I'équation X () = o, qui s’écrit ici
N AT (s
o xS ag] ()

=0

A ds ) e . , .
comme elle est du méme ordre au plus en @ que I'équation (a') et aussi par rap-

port & z, on doit avoir, en supposant comme toujours cette derniére d’ordre maxi-

z

Jsz . .,
mum en ——, une identité

dy
(2) X(9)=Mpy,

ou M est une fonction rationnelle de z et y.
Le terme «, ne peut dépendre de z que par un facteur P(s) qui dépend de =

seul, car I’équation

(3) X (o) = Meto

_ nous permettrait d’obtenir une solution algébrique dc 1'équation (a). On a, en

s\
outre, en égalantles coefficients de <g;—/) dans les dcux membres de (2),

JA
(4) X(“n)_nanw-—‘Mxn;

et la méme remarque s’applique au terme 24 quel que soit U'indice 4.

f _ . d Js ds\"
Lepolynome"onepourraren ermer aucune autre puissance de @ que I}’ :
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s . - [0z \} .
I'existence d’un terme en <——— donnerait en effet

ay
JA

X(OC;) — la[()_‘_/— =Mea,,

et P'on en pourrait conclure que la relation

ds\¢
a0+ai<@) -= o,

de degré inférieur a n, est satisfaite par une solution de 'équation (a).

Ainsi le polynome ¢ se réduit a deux termes seulement quand on 'ordonne par
rapport aux puissances croissantes de g_z; on peut d’ailleurs supposer immédiate-
ment les coefficients 2y, «, débarrassés des facteurs P, (z), P,(5) qui peuvent les
multiplier et écrire simplement

" d:_ n
(5) @:am,y)wn(x,y)(@) =o,

o et a, satisfaisant aux relations (3) et (4). La méme conclusion peut aussi étre

obtenue en posant
f=u—+a

(a désignant une constante arbitraire) et formant les équations qui définissent «.
S’il existe une solution de I'équation (@) qui soit liée & ses dérivées premicres
et aux variables par une relation rationnelle distincte de (a), cette relation peut

s'écrire
, dz\"*

(@) (5) =K,

K désignant une fonction rationnelle de z et y qui satisfait i I'équation
7 JA

(a”) X(K)—i—nKﬁwo

Cette derniére équation ne peut d’ailleurs admettre quw'une seule solution
rationnelle.
Si elle admettait en effet la solution K, en posant

-~ n
(yx
Y
on définirait une solution 3, de I'équation (@) et l'on aurait .
ds ) T K’

ce qui expri K\ est une solution rationnelle de équati
[ qul b pl‘lme qlle K est une solution rationnelle e equatlon ((l)
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. K . .
Le seul cas d’exception donne T(l = const., les deux solutions 3 et 5, sont lides

par la relation
s5;=az+b (a, b constantes);

on ne doit pas ici les regarder comme distinctes.
La transcendante z est donc définie aux transformations prés du groupe
linéaire
3 = ¢u + const.

ot U'on ae" =1; on Uobtient par la quadrature

o= [VK(7) (dy — Ada).

On peut encore dire qu'el existe un multiplicateur de l’équation (a), au
sens adopté par Euler, dont la puissance n est une fonction rationnelle
de x ety.

§ 3. y. Examinons maintenant le cas ou la relation rationnelle (@'), compatible
avec I'équation (a) et dont Pordre par rapport aux dérivées de 3 est le plus petit
possible, est du second ordre

, Js J*s
(a") 9 a:,‘y,z,@,a? —o0

Posons

" 0*z\*
o= 0(557)

k=0

. . 0z X .
les 3 étant des polynomes entiers en z, —, pouvant étre rationnels en z, ) et
poly ' Oy

admettons que le degré n du polynome ¢ soit le plus petit possible.
L’équation X (¢) = o, conséquence nécessaire de (a'), étant de méme degré que

3

dy*

cette derniére par rapport a » on doit avoir 1dentiquement

(1) X(9)=Mg,

\ ds 0°s . 0’3
ou le polynome M en z, 0y’ oy ne peut dépendre de 37

Développons le premier membre en tenant compte de la forme de ¢, nous

aurons

” R A 0s SN ) P2V
ggx(@")(a?) _Ek@"(g oy oy Ty oy)\oy) TP
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2
d’ou I'on conclut, en égalant les coefficients des mémes puissances de —— d)

2
JA
X(@u) - Qnﬁn’d_‘ - Mﬁn,

JA dz d’A
‘ X(ﬁu—-i) —_— 2(Il _ l);gll—l W - ﬁn d)’ d_)"'
Jds 0*A

A
X(@n-—?)—‘z(” 2)@/: 23), _—(n ])511—1 d) ())’

_Mﬁu—ly
(2)

.. . 03
La premiére de ces relations (2) montre que M ne peut renfermer d—) .

On voit ensuite que B” ne peut dépendl‘e de ?)_; que par un facteur <-(£->l’
sans quoi la relation

B.=o

définirait une solution de I'équation («) distincte d'une constante.
Les équations (2) ont été écrites en supposant le polynome 9 complet par rap-

0%s
ort 4 —; nous ferons simplement observer que, si P'on écarte le cas ot l'on
ayt’ p que,
aurait
A
oyt
on a bien nécessairement
gn—-i # O,

en vertu de la seconde de ces équations.

2 -
Considérons alors la combinaison, du premier degré en FL
%
d*s
—nSud ; Bn 15

on a manifestement, en vertu des deux premiéres équations (2),

X(Q)= [M +2(n —I)SA]SZ.

L’équation ¢ = o supposée de degré minimum par rapport a g—y— est donc du
premier degré et nous poserons simplement
)? 3
(3) =5 id—— + Bos

ce qui donnera pour 3,, 3, les deux relations

X(B)—285r =M,
(4)
X(Bo) — Bu ‘f,ﬁ g;—Mg(,.
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La premiére nous conduit & poser

le facteur v, ne dépendant plus que de z, y, 3, ce qui donne le nouveau sys-

teme
. oA
X(YI)—(Z+2)715— =My,
(5) d i+1i;2A
X8 —1(55) " 5% =MBe

Supposons qu’il existe dans le polynome en %;:/ désigné par B, un terme de

degré A différent de (¢ + 1); nous aurons, en appelant 2 le coefficient de ce

terme,

Qéa:Mcx,

X(at) — 2 Jy

et I'on en conclura, a cause de la premiére des relations (3),

X(R)=o,
y <()z>i+2
A==
_ T \oy
Q= dz \"
(%)

Nous pouvons, par suite, en raison des hypothéses faites au début, écrire

en posant cette fois

h=1i+4 2, a =7 R(s),

R désignant une fonction rationnelle; et 'on aura simplement

d3 i+2 2z i+1
=) (35) ()

1l est d’ailleurs manifeste qu’on peut supprimer dans I'expression de o le fac-

=\ i :
teur (—“) , ou encore faire { = o; nous aurons donc, en résumé,

9y
J%z ds\? Jds
) o= ko) () n
i et v, ne dépendant plus de g—; Cette nouvelle expression conduit aux relations
' 0A
s X() =275 =My

0A A
’ X(Yo) - Yoa‘_y‘ — 7% o = My,.
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On remarquera tout de suite que ces équations (7) permettent de supprimer

~ 2
dans © le terme en (3—;) et d’écrire

. 0’z i ds
@—Yﬂd‘yg Y‘)a'

Nous ajouterons encore qu’en changeant zen 5 + @, @ désignant une constante
arbitraire, on reconnait qu’on peut supposer 7,, Yo indépendants de z, les expres-
siony, (z, y, a), Yo(z, ¥, a) satisfaisant aux mémes relations.

Enfin, si'on pose

—Yo_y,
71

la fonction J rationnelle en z, y devra vérifier la seule relation

, oA OPA
((l) X<J)+Jd7 —I—a}/—z——o,
etla solution z sera définie par Uéguation

, 0%z dz
((l ) d‘)/‘,' —1J Ty‘ = o,

jointe a Uéquation (a).

Comme dans le cas déja examiné, l’équation en J ne peut admettre qu’une
seule solution rationnelle.

Silon avait, en effet, pour une autre solution z, de (a),

ds,
—Jl'd_‘y‘——oy

0%s,

a*
on en pourrait conclure

k!

dz* 0z

ds dy

dsz

Ji—1J,

c’est-a-dire une relation de la forme

oL

o=

compatible avec I'équation (a).
En résumé, la transcendante 5 est définie par les équations (a) et (a')

(al) —T:J——)

aux transformations prés du groupe

s=au-+ b,
Fac. de T., 2¢ S.,X. 54
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a, b désignant des constantes, on l'obtient par les quadratures superposées
suivantes :

5 :fefJ(a-,,-)liy—(AJ+g;;)dx(d),_ Adz),

o J désigne une solution rationnelle de l’équation

y 0A  0*\
o [4 : / Py dz 0%z
Remarques. — 1° L’équation (a') ne garde pas sa forme réduite en TR

quand on y remplace z par une fonction rationnelle arbitraire d’un nouvel élé-
ment «, qui sera naturellement aussi solution de I'équation (a).

[’équation transformée s’écrit en effet, en posant

z = R(u),
sous la forme

u
dy*

du
dy

>_—+— JR'Qf =o,

R Jy

+ R”<

"

. . .. u\? . L., .
ou l'on constate 'apparition du terme G <5’?> qui est précisément celui que

nous avons supprimé plus haut dans I'équation (6).
2* Nous avons, dans la recherche de I’équation (a'), écarté le cas o 'on a

A,
dyr —

11 est manifeste qu’on peut alors joindre a I’équation (a) la relation

0’3

en vertu de I'équation (a.).
Si l'on pose
s=ay+ 83, A=ay—+ 0,

les deux fonctions de z seul, « et  sont données par le systéme linéaire

do dp
%+aa:0, Zl,;—l—ab:o.
La premiére o est définie a un facteur pres et la seconde peut encore renfermer
une constante additive.
Cest aussi le résultat qu’'on obtiendrait en partant de la solution J = o de
'équation (a’); on retrouve ainsi la théorie de I’équation différentielle linéaire

du premier ordre.
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§ 4. 8. Etudions enfin ce qui se passe lorsque 'équation rationnelle (a'), com~
patible avec I'équation (@) et d’ordre minimum par rapport aux dérivées de s est
du troisiéme ordre.

Nous 'écrirons

(a') 2@("3’) o

k=0

en supposant, comme toujours, le degré n le plus petit possible. On aura encore
manifestement une identité

(1) X(?):MCP’

\ 0%z .
ou M ne peut renfermer 5730 €t I’examen des coefficients des deux plus hautes

03
puissances de — oy dans les deux membres nous donnera

dA
X(Bn) — 3/15;5,,_1\15,;,

5 (30 0z A0
dy* dy* = dy* dy

(2)

X(@n——l)'—'g(n_l)g‘%@n—l_ >:M5n—1'

On voit que si I’ Ba_s doit ére
différent de zéro.

Considérons alors la combinaison
Bz
Q= n@nW -+ pn—l;
les deux équations (2) donneront

X(Q) = [M +3(n — 1)3—%]9

2

~

d’ot I'on peut conclure que le polynome ¢ doit étre du premier degré en ek

Posons donc

(3) +ﬁ0,

31 dy

ce qui entraine

X (B )——3——61 Mg,

dAd’ d*A 93
X0 =5 (353 G s ) =M

2~

. (1003 0?3 .
nous en déduirons d’abord que 3, ne peut renfermer-(—)? el ensuite qu'on peut

(4)
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poser

vi ne dépendant plus de %;, ce qui nous permet d’affirmer que M dépend de =z,
¥, % seuls et conduit au nouveau systeme

. A
X(y)—( 3oy =M,

X(ﬁo)_%(dz)i(gde 'z PA o.-.> M3,

. |
|

o) "y a5+ a5
. . 0%z .
Le polynome 3, renfermera nécessairement 5?; soit

22z\ 022\ A1
Bu—ao<a—yt_;> +0(1<;)7> +...,

. s ; . P?s\"
ou nous supposons d’abord / supérieur a 2. En égalant les coefficients de <—

025\ ! . i . R
et (W dans les deux membres de la deuxiéme équation (5), nous obtenons

X(oco)—alzoz(,%:Mao,

(6) v
: 0A Jds 0*A _
X (o) — z(h—x)oclﬁ —quoa; T =Ma,

et 'on en peut conclure d’abord que «, n’est pas nul si % est supérieur a 2. Si nous

posons ensuite
03\ 2/—2
wa(5) =

z\22-3
d1<a;> = Qy,

les équations (6) pourront s’écrire

X(ae) — ang.i} =Ma,,
(7)
oA 0’A
X(a,)——al()—)’ —aOW =Mea,,

forme sous laquelle on reconnait qu’elles expriment 'identité

(8) X(Q) =M,

avec

__ 0%s ds
Q—-do(—);—__;—Fal-d—);-
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On parvient donc & une relation rationnelle du second ordre compatible avec

I'équation (a).

Nous devons, par suile, supposer %< 2. Les équations déduites du systeme (5)
sont alors '

JA
X (ep) ~—4a07; =Ma,,

JA dz J*A AN
(9) Xl a5 = 30 G ) =V
9 .
dz J3*A PER
X e s~ (i) =M

La comparaison des deux premicres équations des groupes (5) et (9) montre

immédiatement qu’en posant
dz i+3
J
Q= ___Y___ s

10( ®
7)
on a l'identité

il en résulte donc

R désignant une fonction rationnelle.

Supposons , 3% o et posons

les expressions a, et g, vérifient les relations

oA
X(gl)——zg,(—); =My

19

ds 021\ o
X(al) —gla; 0—‘}/? _M(ll,

déduites des équations correspondantes de (5) et (9).

Mais ces relations expriment simplement l'identité

X(Q)=Mg,
ou l'on a ' '

0z
ng,d),,_, - ay;

elles donnent par conséquent une relation rationnelle du second ordre compatible
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avec I'équation (a). Il faudra donc supposer o, = o et, dans cette hypothese, la
seconde des relations (9) donnera

‘ 2R(5) +3=o,
qui détermine R (z).

La derniére relation du groupe (g) se réduit alors a

dz i+t g3 A
X(ots) — 9 (;j) P =Ma,.

Le polynome eng; désigné par «, peut-il renfermer des termes d’ordre £,

lorsque & 52 (¢ 4+-1)? Si « représente le coefficient d’un tel terme, on a immédia-

tement

X(oz)—/zocg}‘— =Mo,

el on conclut de la premiére équation (5) qu’on a nécessairement
(10) h=i+3, a=pR(s)
en désignant par R, une fonction rationnelle.

=\ i+t
Enfin le coefficient de (g—;/) dans a, étant désigné par y,, on a pour déter-

miner ce coefficient 'équation

. 0A A
(1) X(')/2)'—(‘+1)72W—'Y1W:My2.

En résumé, nous avons donné au polynome ¢ la forme suivante :

{95\ [ 95 0%z 3<()‘25>3 R <gi>i+a+ﬂ <o_z>i+l
=nlG) Lo 3 (G [ (G) e n(3) ™

et il est clair que, si on suppose o irréductible, il faut poser i=1. On peut
encore regarder vy, et par suite v, comme débarrassé du facteur dépendant de =
seul qu’il peut renfermer, et écrire, aprés avoir posé
(12) =1,

71

le polynome ¢ sous la forme

ds oz 3 /9%s\* J3\? ds\*
() =55 slm) N (F) e (G)

en désignant par I une fonction rationnelle de z et y seuls.

[’examen de I'équation

X(9)=Mpo
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. dz\* , .
? : * I . "] —
montre d’ailleurs qu'on peut supprimer dans ¢ le terme R, (z) <_d/) ; nous écri

rons donc la relation nouvelle sous la forme

) 22 B0 (),
dy dy* 2\ dy? gy 7

la fonction rationnelle I devant vérifier 'unique équation

) JA P?A
(a”) X(I) +215}— -+ 0 = o,

§ 3. On voit sans difficulté que cette équation (") ne peut posséder qu’une
solution rationnelle 1 : si Pon avait en effet, pour une autre solution 3, de

03, 0z, —‘§<02:1>e—1 &>2~0
dy dy? 2\ dy? Nay) =7

I, étant rationnel en x et y, on pourrait en conclure

dz, d’sz, 3 /d*s\? 05 \? dz\? —
[$ 1754 ——;(d;‘> ] <5j—> +<'E> (1—11) = o0,

c’est-a-dire une relation de la forme

Jd7\2
<0J’> +1—1,=o,

I'équation (a),

compatible avec I'équation (a).

Suivant une notation introduite par Cayley, nous poserons

Jdz P33 3<()2s>‘-’

N A
1S Y= <05 )z ’
Y
et nous rappellerons que I'égalité
LS5yl = 15,1

exprime simplement qu’on a entre s et z, une relation

_az+ b
T es+d’

o
~

ol a, b, ¢, d sont des quantitésindépendantes de y; la transcendante z est alors
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définie par les équations

03 3
(a) X(5)= 52 + A 5% =o,
, 93 9’z 3 [0*5\* d3\?
(@) dy 9y’ 5<W> 4(@) =

aux transformations prés du groupe projectif général

__au—+D
ST eurd’
ott a, b, ¢, d sont des constantes.
SiTon pose
03
J9v?
J= Y 3

03
dy

on pourra regarder s comme déterminé par les opérations théorigues suivantes :
Détermination de la fonction J de z el y qui satisfait aux équations (')

I PA oy

'y
X(J)+J(—[}’—+d)’3_0’ —0—)’—[-{—5-’,

ou I désigne la solution rationnelle de I'équation

, JA | A |
(a”) X(I) -+ 215}/—-&— e —=o0;
intégration du systéme linéaire

E 0z 0%z s

d‘E—Q—A'd—)‘/-—-O, d‘)/"'_- 'a;:O,

qui exige, comme on I'a va plus haut, deux quadratures superposécs.

Remarques. — 1° La forme réduite adoptée pour premier membre de I'équa-
tion (a') ne se conserve pas lorsqu’on remplace z par une fonction rationnelle

d’un nouvel élément u qui sera naturellement aussi une solution de (a). En
posant
s =R(w),

(1) Cf., pour la généralisation de I’équation de Riccati ainsi obtenue, DarBoux, Lecons
sur la théorie des surfaces, Livre I, Chap. VI.
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on obtient pour équation transformée

du\* du)\?
R R, uf <—I’yl-> + [{u,y{—1] <(—);) R'2:=o,

du\*
ou 'on reconnait un terme nouveau en (5; .
C’est précisément ce terme que nous avons supprimé plus haut pour réduire &

sa forme la plus simple le polynome o.

2° Dans le cours de cette analyse, nous n’avons écarté que le cas ot 'on a

PA
dy? =

il 0’y a pas lieu de s’en préoccuper ici puisqu’il existe alors une solution ration-

unelle pour I'équation en J.

§ 6. Nous signalerons cependant le cas remarquable ot I'on a

PA
ay?

== 0,

Péquation résolvante en | admet la solution rationnelle évidente I = o.

Lorsque les coefficients des puissances de y dans A sont des fonctions ration-
nelles arbitraires, elle n’en admet pas d’autres : on I'établirait aisément.

Suivant une remarque faite plus haut, I'équation

1z, 7yi=o0
permet de poser
a+by
c+dy’

~

a, b, ¢, d étant des fonctions de la seule variable x.

La détermination de ces fonctions conduit a la théorie classique de I'équation
de Riccati. Voici sous quelle forme elle se présente au point de vue que nous
avons adoplé :

Portons dans I'équation

0s Js
(l) E“l—A—d—;——O

I'expression trouvée pour 3; en remarquant qu’on peut toujours supposer

(2) ad— be =1,
lTac. de T., 2* S., X. 55
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nous trouverons pour déterminer a, b, ¢, d les relations

(3) db' — bd' = a,
(4) da' — ad’ + cb' — be' —= 23,
(5) ca' —ac' =y,

sil'on a posé
(6) A=ay*+28y + 7.
Il est aisé de voir comment les équations (2), (3), (4), (5) détermineront les

inconnues «, b, ¢, d:les équations qui définissent s admettront évidemment
comme solution la plus générale

_ls+p
—_— )

P -
Je—l—‘o

A, 4, v, p désignant des constantes qu’on peut assujettir & vérifier la relation

hp—pv =13
il en résulte que les équations (2), ..., (5) admettront également les solutions

ay=ha—+ pc, c,=va-+pc,

by=14b+ pd, di=vb+pd.

Les fonctions a et ¢ sont donc définies aux transformations prés du groupe
linéaire et homogéne spécial 2 deux variables, etil en est de méme des fonctions &
et d; les transformations subies par les deux couples sont d’ailleurs les mémes, ce
qui fait prévoir qu’il suffira de déterminer 'un d’eux.

Nous savons aussi qu’on pourra déduire des équations (2), ..., (5) un systéme
rationnel qui définira le couple (a, ¢) par exemple.

En différentiant 'équation (2) nous obtiendrons

ad - da' — bc' — c¢b' = o,
ce qui permet d’écrire 'équation (4) sous la forme
(7) da' — be'—=(3;
les relations (2) et (7) donnent alors, en supposant y = o,

cf—¢ aB —a
8 d=—+—-, b—=—-—"—,
(®) 7 7

ce qui montre bien qu’il suffira de déterminer @ et ¢, Portons ces expressions de d
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et b dans I'équation (3), nous aurons pour déterminer a et cle systéeme
(5) ca' — ac' =y,
(9) ¢a'—a'd'=ay— Bty + Py —yp's
la premiére de ces relations donne d’ailleurs

(10) ca"—ac"=+,

et 'on déduit immédiatement des équations (g) et (10)

a'y=a'y'—ad,

(11) c"y:c’y’—ca,
en posant
(12) d=oay’— By + By — 7B

Les fonctions a et ¢ sont donc deux solutions de ’équation linéaire et ho-
mogene du second ordre

a9 dy
dil = gy V' — %

dont le groupe de rationalité, au sens adopté par M. Picard, est le groupe
linéaire spécial.

§ 7. ¢. On pourrait penser @ priori que la méthode appliquée a la recherche
des types d’équations telles que (a'), compatibles avec 'équation (a), conduira a
examiner des types d’ordre de plus en plus grand par rapport aux dérivées de z.
Il n’en est rien : nous avons dés maintenant formé tous les types distincts.

En d’autres termes, s'il existe une relation rationnelle (a') entre les élé-

ds Pz

_ . . .
ments z, y, 5, a7 g compatible avec I’équation

()5+Ad_27:0,

(a) oz dy

sans en étre une conséquence nécessaire, il exislera aussi une relation de méme
nature dont 'ordre est au plus égal & 3.

Pour simplifier I’écriture, nous représenterons par z,, 3, ..., les dérivées succes-
dz 0z

sives 3,0 gy’ T mous rappellerons aussi I'identité
y 3

oy
()AZ,,—I—'D(P_I) J*A oPA

— S—5pt...+ ——23 =o.
dy 1.2 dy: P ayr !

X(5p)+p
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Supposons qu’il existe une relation rationnelle d’ordre p par rapport aux déri-
vées de z, compatible avec () sans en étre une conséquence nécessaire, le méme
fait n’ayant pas lieu pour des valeurs de I'ordre inférieures i P 1 nous pourrons

Pécrive, en supposantle degré n le plus petit possible,

n
Q :2 ai:;,:: o,

=0
et 'on aura I'identité
X(9) =Mo,

qui s’écrit, lorsqu’on la développe,
n fi=n \ i=n
EX(a,-):f, — < 2 (o5, ‘) </J%z,,+ ]# %}éz”,,—e— .. \) = MZoci:f].
=0 NI =0 i=0
Dans I’hypothése 7.2 2, on aura, en observant que M ne peut dépendre de z,,
X(a,) — npcx,,% =Mc,,

0A p(p—1) 0*A
X(du—l)_ (n-.—]’)l)a”_ia‘;"_na/:( 1.2 ()_}'2

Spg+.. > =Ma,_,,

d'z A

d’ot I'on conclut d’abord, si —
dy

# 0, que a,_, ne peut s'annuler.

Il suffit de poser

Q= na,s,—+ Ay,

pour reconnaitre ¢u’on a identiquement

X(Q)= [M—I— (n ml)p%]fl.

Le jolynome o, de degré minimum en zp, est donc du premier degré.
Soit alors

(1) @ =0y 5,+ 0y

nous devrons avoir

dA
X((Xi) —-pcg;;; :Mo(“
(2) , ,
(p—1) %A N
X(do)—oh [p[[—g (}yz Sp_y -1—-} = Mu«,.

La premiére de ces relations exige qu’on ait

a,:y,(x,y)R(z)z’,’,



PROBLEME LOGIQUE DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 429

en désignant par y, et R des fonctions rationnelles de leurs arguments. Nous sup-
poserons tout de suite qu’on a divisé le polynome o par le coefficient «, de z, et

multiplié¢ le quotient par 5,7, de facon & pouvoir écrire
o =5"5,+db(2,5,2,5,...,5p-1),

ol y est un polynome entier en z,, ..., 5, _, rationnel en z, y, 3, 3.
On a, dans cette hypothese,

., OA _ 0A (p—1) 0°A
X(¢)=ps;! sz;—zip<pW:,,+—}3—;I)T-2—l pI z,,_1+...>+X(xp),

el comme le second membre, qui doit étre divisible par , ne renferme plus s, il
est identiquement nul.
Le polynome ¢ en z,, ..., 3p, qui a la forme

(3) o=57"5,+d(x, ¥, 5 51y . ooy 5py)s
satisfait a ' identité
(4) X(9)=o.

T

Le polynome ¢ doit donc vérifier la relation

—1) 02
X()= st (HED 00 i )

proposons-nous de le déterminer.
Posons, en mettant z,_, en évidence,

N -1 .
Y=apsp , +asp .. 4 ay,
nous devrons avoir I'identité

X(ag)sp_,+ X(ay)spt+...+ X(ay,)
—[rays) i+ (n—1)a, s +. . ]

x I:———(p_l) dAzp—-1 '}"-..Vl:sz[p([)_l) d2A J-

1 0z 1.2 dy? Spmrt. .

Dans Uhypothése n > 2, elle donne d’abord, en égalant les coefficients des
plus hautes puissances de z,_, dans les deux membres,

X(ay) — na, o,

(p—1)0A
1 Jdy

,. (p—1)(p—2) #A 1. oA

‘\(a,)—naolTW:,,_,—}—... —\n—l)(p—l)d7a1::o.
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430

. . J*A
On conclut de la derniére de ces relations, lorsque rre # 0, que a, ne peut

étre nul.
La premiére donne immédiatement

) a, s PV == ¢y(3),
¢, étant rationnel.
SiI'on pose ensuite

IlCO(Z) (n—1
J— J— —1)(p—1)
Ay= -1 — N5, LN

~1
A= a sz

elles s’écriront toutes deux sous la nouvelle forme

P_l %AO——_O,

X(A)— = 50

(p—1)(p—2) *A
X (A1) — Ao [P_%_ R st ] —o,
qui exprime manifestement qu’on a

X(Agzp+Ay)=o.

La relation, non identique, d’ordre (p — 1)

Az, A =R(3)

serait donc compatible avec I'équation (a).
Nous devons par conséquent supposer n= 2.

Supposons n = 2, et soit

— 2 - .
b=0yz} 4 a15, 1+ @;

on aura
JA
X(ao)—z(l’——l)aod—y—zo,
JA (p—1)(p—2) ?A _L,p(p—1)0*A
X(dl)—(p—l)a‘bn—y—zao[—l——T——— d‘)ﬂ Zp__2+-.. :Sip———2—’b‘y—27
p—1)(p—2)0*A p(p—1)(p—2) A
X(az) -— [E—I———I—T(—Zp———()—‘y—zsp_z—i-...]zzl’ [p P 1.2.3p WZPAz“l-.u].

La premiére de ces relations donne

X (a,z2P"1)=o, c’est-a-dire ay 32 PV =1cy(z).

Si ’on suppose @, £ o, on aura, en multipliantles deux membres de la deuxiéme
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par 2.7,
. _ _ p—1)(p—2) ?A _pp—1) *A _
Nayaf™) —aagap | L= 000, | = 2= Ohan
Comme on a, d’autre part,
z J0*A
X(&) ==
il en résulte qu’en posant
A= 200E) — aypew
“1
Ay=a, s "+ p(p2—— D =
“1
on a I'identité
X(Aoz,,,,—i—Al):O,

d’otl’on pourrait conclure une relation rationnelle non identique et d’ordre (p—1),

compatible avec I'équation (a) :

Aosp—l -+ A1 = l{(:).
Nous devons donc supposer @, = o. Dans ce cas, @, et a, devront vérifier les

relations
oA
X(ap) —2(p— ‘)%@ =0,

wa | P=D(p—2) d*A 1 _ _pp(p—1)0%A
0 1.2 dy: ~r? N 2 ay’
) — —2) 3A
X(ai):z;."[})(p Il;(f 2) W;[’—g_*—”.]‘

La premiére donne, comme plus haut,
ay31'P V= ¢,(3).
Pour que cette valeur de @, puisse vérifier la seconde, il faut alors manifeste—
. 0*A , . , Y . .
ment, si - 0, qu'on ait p — 2 =1, c’est-a-dire p =3 (puisque le premier

membre contient z,_, qui ne figure pas dans le second, sip > 3) ()
Ainsi le cas n =2 conduit aussi & une impossibilité.

Envisageons maintenant Phypothése n =1 et soit

4) = Qy5p—1+ ay,

) L'hypothése p=3 redonnerait immédiatement les résultats obtenus dans ce cas

3
co(z)z—-a, P
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on aura immédiatement pour a, I’équation

v A 1) 9'A
X(a,) — (p— l)—-;)“ a, = :.T”.p(+l). ()‘;z ,
d’ou 'on conclut :

(e PA

X(a,si™ ) = —
( )1 ) z 9 dyz’
et ensuite
) — 1) 35,
aoz{’—i _%EM ._;:Co(:‘)'

2

0
-

Ainsi, le polynome o, d’ordre différentiel p, qui vérifie la relation
X(¢)=o,

:]”35,,-}- [co(s):,~ ______P(p# D

est de la forme

_I:llll

2J 5/)—]%‘*‘ ay,

ol @, est un polynome en 3, », ..., 7, rationnel en z, y, s, z,.

Le dénominateur ne dépend de z, que par un facteur 4.

§ 8. Il est clair que sinous faisons, dans 'expression de 9,

z=w(u),

en désignant par w le signe d’une fonction rationnelle arbitraire, le nouveau po-

lynome en u., ..., u,acoefficients rationnels en z, y, v, v/, entiersen o', ", ...

wP ainsi obtenu vérifiera encore 'identité
X (¢)=o.
Effectuons la transformation dans les termes déja connus de o

~ — !

5y =W Uy,

35, =o'u, +o'uj,

— ! " 9
Bp =0 U, g+ U+...,

' " db .
5, =0 u, -+ ® ‘d—y-i—llillp_] ~+. .0

N

nous aurons
df
o(u, x,y)= m'-—Pu;”% co’u,,+w”(@ —+ u,u,,_1> +...

o,

) p—1) [U;
—¥—('vo’lt,,_i—|—<.o”—+—...)[cofm)m’ul——ﬁ(/—g———)(—Z +

(‘)ll
— U,
(L)’

)

|
)

+ a,(u, z, v),
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ou encore, en mettant les coefficients de w'~P+! et de w'~Pw" en évidence,

o (u, x,y):m’—l’“gul"[up—— _/)_(ﬁi—___”_ ?u,,_,] +§
1

a9 (p—1)/u, ’
-+ m"l’w”gtt;”{@'-f— u,u,,;l—f—&—)<719+ u,ul,_,>]+...§+. .

Les termes non écrits dans ces coefficients sont au plus d’ordre (p — 2) par
rapport aux dérivées de u.
D’autre part, §, coefficient de w” dans z,.__,

— ! Ui
Zp =0 Upy+ 00,

ne dépend de u,_,, a partir de p = 3, que par le seul terme (p — 1) u, up_s. On en
conclut que dans le coefficient de w'"Pw" le terme en u,_, a pour coefficient

rip—1 __ pp—3).

1+p—1—
P 2 2

il ne s’annule donc pas pour p > 3.

Ainsi les coefficients de w'Pt! et de o'~Pw” sont des polynomes en u,, us, ...
qui renferment effectivement le premier «,, le second u,_, comme dérivée d’ordre
le plus élevé; désignons-les respectivement par ®, et ®,_,, il est clair que I'iden-
tité

X(9)=o,

qui a lieu quelle que soit la fonction rationnelle arbitraire w, entrainera
X(®,)=o et X(®,4)=o.
Cette derniére exprime qu’il existe une relation, non identique, d’ordre (p —1):
D, = R(u),
compatible, quelle que soit la fonction rationnelle R(«), avec la relation

du du
(a) —d—‘; -+ A ?}’- = 0,
ce quiest contradictoire avec U’ hypothése.
Il n’y a pas lieu d’examiner le cas ou le polynome ¢, défini par

PRI, -*}n
o =357"5p+ ¢,

ne dépendrait pas de 5,_,, puisque X () doit en dépendre.
En résumé nous avons donc établi, par une analyse directe, un peu longue mais
Fac. de T. 2° 8., X. 56
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tres simple au fond, que les seuls cas de réduction d’une équation

03 d3
((l) 07+A(x’y)@'—0’

ot A est rationnel, sont ceux ot il existe une équation rationnelle compatible
-aviec (@) appartenant a ’un des types suivants :

(a) z=R(z,y),
0; n .
(B) <7)_—y> =K(z,y) (n entier),
E
9r?
() — =(x,y),
dy
()3- d?s 2
N dy? 3 dy* \
(9) Js —3 '—0_?_' =I(z,y),
oy oy

et précisé dans chacun de ces cas la nature de la transcendante s.

Il est clair que toutes ces conclusions s'étendent, mutatis mutandis, au cas
ot A(z, y) au lieu d’étre rationnel en 2, y appartient & un domaine de rationa-
lité [R ] bien défini, qui peut comprendre des fonctions algébriques ou des fonc-
tions transcendantes « de z et y définies par des relations algébriques irréductibles

dc’ dy

Nous reviendrons d’ailleurs sur ce point pour préciser ce qu’on doit entendre

entre x, y,

par adjonction de transcendantes au domaine de rationalité.

II. — METHODE RAPIDE CONDUISANT AUX RESULTATS PRECEDENTS.

§ 9. Nous indiquerons maintenant une seconde méthode qui permet aussi de
parvenir directement aux résultats qui viennent d’étre obtenus.

Soit
(a") O(&y Yy 5y 34y ooy 5p) =0

P’équation rationnelle d’ordre minimum par rapport aux dérivées de 5 et de degré

minimum en 3,, compatible avec I'équation

05493
(a) dx dy
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on a nécessairement l'identité en z, y

En égalant dans les deux membres les coefficients de la plus haute puissance
de z,, on trouve une relation de la forme

X(ap) — kpg—;\‘-a,,: Me,,

d’oti I'on peut conclure que «, a la forme
O(z, y)R(3)s1,

et ensuite que M ne dépend que des variables x, y.

Enfin, on établirait immédiatement, comme tout & ’heure, que pour p>1, le
polynome o est du premier degré en zp.

Ces résultats acquis, on pourra supposer dans ¢ la fonction z remplacde par
une constante arbitraire, sans cesser d’avoir une identité en z, y, z, z,,

T2y 00y Zpy
(1) X(9) =Mpo.

. . ) .
limaginons maintenant qu’on remplace, dans la fonction 3 (x, ¥, 54, 24, .. ., 3p),

3 par une expression de la forme s +<Z ou { est une fonction rationnelle arbi-

traire de z; cette opération remplace respectivement z,, 3, ... par
5+ ¢ x5 +e oL
Sp1+E&€5—y 5 =)
1 ()y 2 dyl

et il est clair qu’on a encore l'identité

9% °¢ 07 02t
(2) X[cp(x, ¥, z,+5d—;-,, 52+€a“}72" --->]:M@<m,y,zl+s@, 29+ a#, >

On aura donc, en égalant les coefficients de ¢ dans les deux membres,

()@ d: ()0 dQC ()CD d? de 027
X{ 5= = 5 5 e = T2 vr 7>
(031 ())’ + 052 (}}/2 + ) M(le d‘)’ -+ 052 d}‘) -+.. >

. ] 2

Nous remplacerons dans cette derniére identité les expressions ﬁ, d—c, ... par
dy’ oy p

leur valeur en fonction de z,, z,, ... et des dérivées ¢, ¢, ... de ¢ par rapport
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a z, telle que la donnent les formules

%

dy :cl“:h

O —varra

dyz s~ “1

0*C

d_f‘ =05+ 20" 5,5,+ "5,

dbc_ ! n(/ - 2 1/ ) W ~%

d—)/_,‘_.tm,‘i—C (4z,53+ 35%) + 68"5% 5, + {3t

dsc ! N /4 2 4 2 1V V.3
37 =85+ 0"(5%,5,+1035,3;) + " (105253 +155,53) + 108"V sz, + (V5]

et nous aurons, en égalant dans les deux membres les coefficients des quan-
tités ', ¢, 7, ... qui ne sont liées par aucune relation, les identités suivantes :
X[A(e)]=MA,(9),
X[Ax(9)]=MAs(9),
X[A:(9)] = M4;(9),

ou I'on a posé

Ai(0)=135, 3—2 "*‘52%?; +33%E +y,

Ai(cp)::‘fgz% + 3:,:23—1 —+ (43,55 + 353)53% + (53,5, + 10:2-3)31 +. .,
As(9) :z';‘d—i + 635}z, gi +(xozf;3—+—15;,;§)j—i “+ ..
&;(9)::{32—%—105?:232 ,

Avant de développer les conséquences de ces identités, signalons quelques rela-
tions importantes entre les expressions A;(¢).
En posant, suivant I'usage,
(A,B)=A(B)—B(A),

on a les identités
(A Ay) = Ay(9),

(A, A3) =244(9),
(‘&1, AQ) - 2A5((?)7

dont la loi de formation est immédiate.
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On trouve aisément de méme

(Asy As) =2A,(9),

(Az, Ay) = (2 +3) As(9) = 5A:(9),
(A, A5) = (2 +3 +4)A(9) = 9As(9),
(A, As) = (2 +3 + 4+ 3)A:(9) =14A:(0),

et aussl

(A3, Av) =5A¢(9),

(A3 A5) = (5 +9)A:(9) = 14A:(9),
(A3, Ag) = (5 + 9 +14)Ag(9) = 28A4(0),

.....................................

Nous remarquons maintenant que les équations

. . X[As(9)] = MA:(9)

expriment que la relation
Al(?) =0,
qui est d’ordre p par rapport aux dérivées de z, est compatible avec I'équation (a).
Elle définit donc une solution z de cette derniére équation qui peut étre celle
définie par Uéquation
@ =0,

auquel cas on a identiquement A;(¢) = A;9, A; désignant une constante conve-
nable, ou bien qui peut étre une simple constante auquel cas on a, en divisant o
par un coefficient convenable dépendant de x et y seuls,

AI(?) - )\,‘Zf"

A; désignant encore une constante.

Or, si I'on examine les A;(¢), on reconnait que lorsque ¢ est du premiei
degré en zp, tous les A;(¢) pour lesquels {22 ne renferment plus z,; on aura
donc toujours

Ado)=hsh  (i22).
Proposons-nous de délerminer les constantes A; et les exposants A;. Nous remar-

querons d’abord que les identités

(AZ’As): 'ZA;(?).,
(A3, A) = 5A5(9),
(Asy As): 9A6(?)1
(Ass Ag) =144A:(9),

..................
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donnent immédiatement
A‘(‘P) = Aa(‘?) :Ae((?):. ..=O0.

On conclut sans difficulté de la que le polynome ¢ ne peut renfermer de déri-
vées d’ordre supérieur a 3. En effet, si le polynome ¢ est d’ordre p supérieura 3,
I'équation A, (o) = o donne simplement

ce qui est contradictoire avec I’hypotheése.
Il suffira donc d’examiner successivement les cas ol o est du premier, du
deuxiéme ou du troisiéme ordre.
o , 3
1° Supposons » du premier ordre.

On aura 'identité
d

Ai(@) =3 dzl

Mo )

ou l'identité
A1 ((P) = )\1 5’;'.

La premiére exprime que ¢ est homogeéne en z,; la relation ¢ = o donnerait
donc seulement s = const. ; on doit, par suite, rejeter cette hypothése.
L’hypothése
Ai(9) =k sl

ol A, est nécessairement différent de zéro, peut s’écrire plus simplement
A, (9) =123,
en divisant ¢ par une constante. On aura donc
o=st—K(x,7),

en désignant par K(z, y) une fonction rationnelle des variables; la condition
d’existence de cette fonction K est que I'équation résolvante

oA
X(K)—anK——O

posséde une solution rationnelle.

2° Examinons le cas ou ¢ est du second ordre. Nous savons que ¢ est du pre-
mier degré en z,, nous pourrons tout de suite écrire le terme en z, sous la
forme 5, 7, en multipliant » s’il y a lieu par une puissance convenable de z,. En

posant, par conséquent,
0 =23515+ (2, ), 51)s
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on trouve

ce qui entraine

et
b =—J(z, y)s3,

J désignant une fonction rationnelle des variables. [ On remarque en passant qu’on
A As(z)=31.]
L’équation du second ordre compatible avec (@) s’écrit donc

9=35—J3=o,
et la condition d’existence de cette équation est que I’équation résolvante

JdA  0%A

2

posséde une solution rationnelle J.
3° Supposons enfin que le polynome © soit du troisiéme ordre.
On peut écrire son premicr terme sous la forme z, z; en multipliant, s’il y a lieu,

% par une puissance convenable de z,; on aura dés lors, avec

=55+ Y(x, ¥, 5, 5),
P'identité

d’ott on conclut

et par suite
oy Y

515 45— =2d.

d3, dz,
On a, d’autre part, en vertu des remarques faites plus haut,

As (@) == Ay~
ce qui donnera
2 9Y : _
5] 9z, + 3353 5, = A, 5k
On voit d’abord que ¢ est homogene et de degré 2 en 3, et z, et la derniére con-
dition donne ensuite

53+ M s — (2, y) 52,

7

ot Pon a nécessairement &, = 3. En portant cette expression de ¢ dans Iéqua-
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tion

Al((?):2<?’

on trouve que la constante X, est nulle.

[’équation du troisi¢me ordre compatible avec () est donc

W

zi—Ist=o,

-
I
£2)
&0
[
I

et la fonction rationnelle I(z, y) doit satisfaire a I'équation résolvante

X(I)+zld—\+

a? /\
d 3

Nous avons donc retrouvé, sauf I'examen immédiat du cas ou il existe pour
I'équation () une solution rationnelle, tous les résultats essentiels obtenus pré-
cédemment par une analyse beaucoup plus longue, mais dépourvue de toute fa-
birleté.

§ 10. Avant de quitter ce sujet, il convient d’insister sur la véritable signifi-
cation des identités établies entre les expressions A;(¢), ce qui nous donnera aussi
le moyen de les obtenir dans toute leur généralité.

Imaginons qu’on donne  z un accroissement trés petit s{(z) ol ¢ est une con-

stante; posons, en désignant par 85 cet accroissement,
=1%(z)0u,

3u représentant la constante ¢; il est facile de trouver I'accroissement que subit
une fonction ¢ de z seul ou de 5 et des dérivées z, 35, . .. prises par rapport a une
variable y qui demeure inaltérée. Ona d’abord, si o dépend de = seul,

8o = g:(:)&:,

et pour calculer 8o dans le cas général, il suffit, en vertu de I'identité

o=2%35 4 9 05+ -+ J0 03, +.
=9 T 95, T 05,

de connaitre les expressions de 85, 833, ... : on a immédiatement ces expressions
en exprimant que les relations

o{ds —z,dy)=o,

d(ds,— s dy)y=o,
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sont des conséquences des équations
z —5dy =o,
dsy— zydy =o,

qui définissent zy, 5a, ....
On trouve ainsi, sans difficulté,

—:A(@)———C + T A(9) +T"As(9) +..

[~
©
Qa%

Considérons, d’autre part, un second accroissement que nous écrivons

0z =0(5)dv;
on aura, de la méme maniere,

28— B(9) =092 + 0'A,(9) + 6"As(9) ...

Enfin, si nous considérons a priori un troisiéme accroissement
05 = (L8 — 6¢') dw,
on aura pour une fonction quelconque ¢

ot ) d
2 — ()= (25— ) 02 4 2 (e —

§7—08) Ax (o) +

Formons maintenant la combinaison

(A, B)=A[B(¢)] —B[A(9)];
elle est identique a C(¢). En effet (A, B) est une combinaison linéaive et homo-
de¢ do Jdo

géne des dérivées S PR P P dont le premier terme est
&R <2

T

(80— )05

de plus, Popération (A, B) n’altére pas le systéme des relations différentielles

puisqu’en désignant par © I'un quelconque des premiers membres de ces relations
Fac. de T., 2* S., X. 57
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on a ala fois

Alw)=o0 et B(w)=o.
Mais ces conditions définissent précisément C(?) d’aprésce qu'on a vu plus haat
on a donc identiquement

(A, B)=C(o).

Si Pon calcule alors directement 'expression de (A, B), on trouve sans diffi-

culté

do
(A,B) = (/' — 95')7‘: + (L0 = YA (0T — YA 4

A (F9 =Y (A Ay) (T —0T") (Ayy Ay) +. ..
A (270" = 5TTY (Mg Ag) = (270 — 6725 (Ay, ALY . ..

. (:mng_ GWCW)(A_\S’ A;)-’{— (c///ov . emCV)(Aa’ A;)+ .
B T I T S

D’autre part, en posant

on a
()? ! r ”
C(?):“Zf: 4+ A+ " A+ a" A+
et aussi
a =45 —...,

o =L T —. ..,

a” = Lo 2l .,

V= L0Y 4 3L GV - 20—,

a¥ = L0 AU 5L — L,

s e

SiFon égale les cocflicients des quantités
Z_‘f [j"/__ C’/ 9/’ CI 9///___ GI ‘;W’ vy c” 0”[___ :"I 6”,

dans les denx membres de 'identité
(&, B)=C(9),

on trouve précisément les relations qu'il s’agit d’obtenir.

!

Les coefficients des termes o figure §' donnent

(;\1,4&2)::\2, (:\I,Ag)ZZLA.s, (Al, Ag)zgz\h ey
ceux des termes ou figure §” donnent de méme
(A, Ag) =24, (Asy AL) =54, (A2, A5) =094, ceny

dont la loi de formation est manifeste, et ainsi de suite.
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1I[. — METHODE GENERALE DONNANT LA FORME DES RELATIONS RATIONNELLES
« TYPES » COMPATIBLES AVEC L’EQUATION (a@). EXISTENCE ET PROPRIETES DU

GROUPE DE RATIONALITE.

§ 11. Dans les deux paragraphes qui précédent, j’ai cherché directement les
types de relations rationnelles compatibles avec une équation linéaire aux dérivées
partielles du premier ordre; je me propose ici de trouver la forme générale com-
mune ¢ tous ces {ypes et de mettre ainsi en évidence l'existence et les propriétés
du groupe, attaché a toute équation spéciale, que j’ai appelé groupe de rationa-
lité de I'équation.

Soit donc

Js

0z
(a) X(S)—-a"—l‘—i—:\a———-o

I’équation linéaire & étudier ou 'on regarde toujours A comme rationnel
q 8 i

en x et y.

Js
&L,
v

Jd

compatible avec I'équation (@) sans en étre une conséquence nécessairc,

Nous admettons qu'il n’existe pas d’équation rationnelle en z, y, 5,
aP s

—1

dy[. . . . ors
mais qu’ll existe une équatlon de cette nature comprenant 5]—17 :onla supposera
tout de suite de degré le plus petit possible par rapport a la dérivée d’ordre p et
on 'écrira
((l’) <££"")-d—5)5 x y>:0
dy? ay 7 ’

le premier membre étant un polynome par rapport a tous les éléments dont il
dépend.

La condition de compatibilité de (a) et (@) s'obtient en appliquant au premier
membre de (a') Popération X(f), définie par la suite d’égalités

, _% af af 0s af Pz
X(f)~dx—!—Ady—’__——d(ﬂ)X(;)_)—/)_'—'+—~—_‘—()<()P:>X<W>’
dy dyr
/0= 0A 0s
X(7)+ 5 =o
‘<0_:)>+ 0A 0%s 02A E_
ay?

Yy T Ty T
0z OA 0z L 0'A 0*s  PPA 05
X(2=2)+22= ¢ £
(df‘> Ty TR T gy T

........................... ® e e e e e s e e s s e ooy

dont la loi de formation est évidente et en égalant i zéro le résultat.
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, . i . . ,

L’expression X(P) est un polynome entier de méme degré au plus que P par
rapport a I'ensemble des dérivées de s; il ne peut exister qu'une seule relation
telle que (a'), on aura donc nécessairement l'identité

(1) X(P)=MP,

M étant un multiplicateur dont il est aisé de préciser la nature.

., . ars .
Considérons pour cela dans P le terme qu comprend —— i la plus haute puis-
adyr
()[)-l s

d).l)-—l
a la plus haute puissance;s'il y en a encore plusieurs, on prendra parmi ceux-la

—2

. o2z, . .. . .
celul qui comprend Pt la plus haute puissance, et ainsi de suite : on obtient
)7

sance; s’il y en a plusieurs, nous prendrons parmi eux celui qui comprendra

e
ainsi un terme unique que nous écrivons

I3\ % [P35\ % P 3\ %
J s 95 oV (=)
¥l (i)y) <0y'2> <0y"> ’

¢ désignant un polynome en x, ¥ qui pourrait se réduire & une constante. Un
certain nombre des exposants 24, %, ... peuvent étre nuls, x, est certainement
différent de zéro.

L’application de 'opération X (f) a ce terme unique de P donne dans X (P) un
groupe de termes parmi lesquels figure manifestement le précédent et les formules

1 [0z . L g .
qui définissent les X <5——l donnent immédiatement son coefficient en z, y :
)

X(¢y)— g}(““‘" 20+ ..+ pay)¥(x,y).

La facon méme dont nous l'avons obtenu prouve que ce terme est encore seul
de son espece dans X(P). Le multiplicateur M est donc défini par U’identité

X(¢) — g%(a,—i—aaﬁ—...—l—pzp)q;:hhp,

qui nous permet de reconnaitre qu'il ne dépend que des variables z et y.

Si l'on avait divisé P par ¥, de facon a avoir une relation entiére en z, AR

mais rationnelle en z, y, on voit que le multiplicateur M se réduirait a

A
— (o 20+...4+pay) Jy
§ 12. Revenons a 'étude de I'identité
(1) X(P)=MP,

dans laquelle nous savons maintenant que M es¢ rationnel en z, y.
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Imaginons que, dans le polynome P, on regarde z comme une fonction arbi-
traire d'un argument « et qu’on remplace les dérivées successives de s par les dé-

rivées correspondantes de « données par les formules

Jds _ ds Jdu

dy ~ du dy’

ye_ 0z du s 0y

dy*  Ou dy? dur\dy

S E Y ¥R eI
dy*  du dy? dut dy dy* = duP\dy

. du Nu ,
on obtiendra un nouveau polynome en o que nous représentons par la
Yoy

3~ Pu
l)u:[)<;,£)_:’ Tt %7 e (—)l a‘,}/>'

notation
du dy dyr’

Ce polynome peut évidemment se mettre sous la forme d'une somme de

_Js ar ( . ou 9P u
[22% e,l—);,--'ym a; .’I),_},d)’,”': W>’

Jrs

vy 22
dur

termes (')

- 4 Jd3
en mettant en évidence les éléments 3, g

Nous 1'écrirons
h
y A= _(1“': )‘: .d_lf
(2) lu—EL("a ()l(’ , '.,,(»l", Ys d}” ’
: 1

et nous remarquons tout de suite qu'on pewut supposer les l; et les &; réduits au
nombre le plus petit possible. Il n’existera alors entre les {; aucune relation
linéaire et homogéne & coefficients constants. e méme fait a lieu pour les Z;, que
nous appelons coordonnées da polynome P.
La relation

P.=o
est évidemment une relation compatible avec (a) et définissant la solation particu-
liere w(z, y) qui est liée & la solution s par la relation 3 ==3(«). Bien entendu
elle n’est pas rationnelle en w«, en général; elle est cependant enticre
du aru
3y
I identité

en

X(P)=MP

(') Cette théorie est 'application particuliére d’'une théorie générale dont on trouvera plus
loin (Chap. II) le développement.
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donne manifestement par la transformauen précédente

X(Py)y=MP,,

M n’ayant pas changé, et par suite
h

h
N 0s e U /. 05 . du
O S AR U G RN I CE
1 1

. Jsz .. .,
Comme les /;{ z, A sont linéairement indépendants, on en conclut que
u

tous leurs coefficients sonl nuls, c’est-a-dire qu'on a identiquement

(3) X[g,(l’,), %7"‘>]:Blzi(.f’)’, %)°-'> (i:],..., /l).

Supposons d’abord le nombre /i des coordonnées supérieur a 2. Nous savons
que parmi les £ 1} en existe un seul, &, par exemple, qui renferme le terme excep-

AN A l”_l’_l x,
ay i) Ty

considéré plus haut | terme renfermant d’2bord la dérivée d'ordre p au degré le

tionnel

plus grand, puis la dérivée d'ordre (p — 1) au degré le plus grand, et ainsi de
suite ].
On conclut d'ailleurs des identiiés précédentes les nouvelles identités

X(é’;>:0 (iZ]=1, ..., 1),

3
qui montrent que toules les relations

. <x y du >
Si s ) 5“’ st
4) 4 = o (1)

= Ju
S

sont séparément compatibles avec I'équation (@), a;; désignant une fonction guel-

conque de u.
Si I'on veut que la relation précédente soit vérifiée par la solution de (a) qui

prend pour & = x, la valeur w définie par

y=g(a),

du
£[<J'0, Q(“)y (—)';’ "')
. Ju
<y (1‘0, ’?(u)’ d_y"’ "'>

il suffit de poser

o (u)= J
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. L, dd Teurs e
en mettant dans le second membre, au lieu des dérivees 3y’ v+, leurs expressians

déduites des relations

o= {?”(Il)<g—;—f>-+ ¢'(u) (())V”"

On voit que st v(u) est rationnel, 2;; sera certainement rationnel en u.

. du . du
il y, (-);, cor ) —a(u)el e, y, 550 ) =o

donnera donc ,si { et j sont différents de 1, une équation compatible avec (a)

La relation

d’ordre inférieur & p ou qui, si elle est d’ordre p, sera de degré inféricur a celui
. , ., dPu . . . , N .
de P par rapport a la dérivée 37 ce quiest contradictoire avec I’hypothése faite
sur P.
On conclut donc de la que le nombre h ne peut dépasser 2 et par suite que la

relation
P,—o
peut s’écrire

(e 9 o)
(A) C1 Y ()_‘V, B 2|~ I)IL,

. Jdu - ds |
G2 xy)’a(ﬁ"") [l<:’(ﬁ"")

puisque l, est certainement différent de séro.

La relation initiale
P.—
a donc également la forme

£ <x y 93 >
=1 9 y 3.0 '
(A) A IO

- 3 Js - L]('-
C2 x)‘)’a;’ M

ol I'on a désigné par L, et L, ce que deviennent /, et /, quand on y fait « = s.

(1]
~

A
~

Remarque. — Lesidentités (3)
X (&) =M,
auraient pu permettre de conclure immédiatement que toutes les relations

El': o
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sont séparément compatibles avec I'équation (a). Il en résulte que ces relations
ne peuvent définir, s¢ {541, de solution dépendant effectivement de y, ¢ est-
a-dire que toute solution du systéme

] 0= . 0z
x(;):(—)-;+A7:0, ;f(ﬂl‘,yv()—),):o

est une constante.

On pourrait donc déduire de Ia que les &; (¢ £ 1) sont tous de la forme
ou\m"
) . - .
¢z, )(d),) ;

nous aurons l’occasion de le vérifier plus loin.
Enfin il est clair que I'équation

0
51(%)’,0—;’ "‘):0

/

yourrait remplacer I'équation
] q
P,—=o,

c’est-a-dire que $, satisfait auz conditions imposées au polynome
/ ds
> -
1 &.Z',y, <y (”—") "')

d’olt nous sommes parti.

On voit qu’il est en effet possible de déterminer 5 de fagon que la relation (A)

?r'(x V()———-u >——o'
< » ) yrer ) — Oy
21 0)’

J3
(o %) o

§ 13. La forme remarquable (A) donnée & I'équation (') compatible avec

donne pour déterminer u

il suffit d’écrire

- 03 93
X(3)=—+A(z,y)— =0
(a) ()= o7 +A( ).,)()),
conduit de la maniére la plus simple & la notion et aux propriétés du groupe de
rationalité de I'équation (a).
Désignons par 5 une solution quelconque du systéme (A)

- <x ¥ ds >
' =1 ’ ’T’ e La s
(A" = Ty
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si Ponregarde 3 comme fonction d’un nouvel argument u, la condilion néces-

saire et suffisante pour que w représente encore unesolution du systéeme (A’) sera

0(= % ...
1\ o’ _ Li(w)

Lz ﬁ _—Li(u)
2l Z, du, e
14

i . . . . e . 0P u
Cette équation s’obtient d’ailleurs directement en éliminant —— entre les deux

d)

donnée par I’équation

(B)

relations

] / ;
P("):L:(U)Ex<x,y, %ﬁ; > -+ Lg(u)g?(x, ¥ g;, >:0

ds . Ju \ ds’ du
P(z)=1 <z, Pk .‘.>g‘<x, v, ;)—)’, ) ~+ 12<5, ’)7) E,(m, ¥ 5)—/, >

qui expriment que « et z(u) sont deux solutions particulieres quelconques de
I'équation (A').
On peut conclure de la, en particulier, que I'équation (B) qui définit z en par-

et

tant de « peut s’écrire également, en permutant u et 3,

0w 0%, ..
"\ 9z’ _ L5

() O

(B")

Il en résulte encore que, sil’on a simultanément,

( - )
12<11, ()_l:, ) L,(2)
(

c’est-a-dire si #(s) et ¢(z) sont deux solutions du systéme (B), on aura auss:

[ ) ﬁ

"o’ )  Lyw)

1_2<V 9. >- Ly ()’
o

c’est-i-dire que v(u) sera encore une solution du éme systéme.
Fac. de T., 2° S., X. 28
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Le systeme (B) définit donc un groupe de transformations (u, ). On observe
d’ailleurs que la relation

d dv
11<u,5[£,...> ll<p,d_;,...>

du - dy
l2<u,—0—£1---> ZE(V, &"">

entraine, entre u et ¢, la relation indépendante de

l<v % . >
Do _Li(w)
dy T Lo(u)
[2<v’5l_t,...>

Ainsi, on y peut regarder 5 comme une variable auxiliaire et dire que la fonc-

ll<u, %l;, .. >
12<u, %%, .. )

demeure la méme quand on remplace « par une solution quelconque ¢ du sys-

teme (B).
Cette expression
/ du
1 u’ I, D)
l, <u, %l—:' 5 o )

est dite invariant différentiel du groupe dont léquation de définition est (B),

tion

quand la variable z n’est pas transformée.
Les diverses solutions du systéme

N a(m2 50 )

du L, (u)
E?(xaya '0‘_)/’ "')

se déduisent donc de Uune d’elles par toutes les transformations d’un

groupe (G) dont Uéquation de définition est

06,20
o E 5 _3:512551-

Py 5 °
ol

Lorsqu’on regarde u ety comme desfonctions d’un argument z non transformé
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ce groupe posséde ’invariant différentiel

d oy
l,(u, —d—:, ) B ll<v, 5 >
d N dv
lz<u’3—if"“) l2<p’d_z.,...>

Silon a égard a la forme générale donnée a 'équation (A) :
, Jdu s
£1<1‘,y, (—);,...>—_ 12<0’EZ,...>

Ju - Jz
£2<x,y’ ()—f,--.) ll<z’.ﬁ, ...)

ot 'on regarde 3 comme une solution de (A) et « comme une variable auxiliaire

b

quelconque, on voit qu’en posant # =y on aura

0z
[2<~/" (T_}j’ > . Ei(a, y,1,..0)

/ - _(Zi ‘..>-— EZ(‘Z'7VV7]$"-),
'<H ()y’

le second membre se déduisant de

(ot )

1 9y’dy’
du ’

£?<x,)’W"">

en y faisant

I T
dy - 0)’2 — 0
Ainsi I’équation (A) peut encore s’écrire
{ (u 22 >
(A”) : ’()y — El(xv.'}'.v I, ---)_

0 -
1(5) Sl@y )

sous cette forme elle donne pour l'invariant dyfférentiel de (G) une expression
rationnelle en z, y.

Le groupe (G) dont nous venons d’établir 1'existence sera dit groupe de ratio-
nalité de I'équation (@). Il posséde vis-a-vis de I’équation (a) des propriétés ana-
logues i celles du groupe de Galois relalif & une équation algébrique.

On peut en effet résumer ces derniéres en disant que lorsque le systéme des
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relations algébriques

K S\, =a,+...+x,=p,

S, =@ vyt A Xy Xy = P

(@) ‘

ow les p appartiennent & un certain domaine de rationalité [R], est réductible
dans ce domaine, il existe toujours une relation

G(xy, ..., x,) =7,

dont le premier membre est rationnel, a coefficients entiers, en x,, Za, ..., Zu,
et dont le second membre y est rationnel dans [R], qui forme avec (a) un sys-
téme irréductible dans (R) et de degré minimum. Le premier membre G de-
meure invariable pour toutesles substitutions d’un certain groupe, effectuées sur z,,
Zyy « ..y &y Cest ce groupe qui est le groupe de Galois ou le groupe de ratio-
nalité de I'équation

xn"'—P1xn_l+P2xn_2—‘- . 'i[)n:()

dans le domaine [R]; son invariant G est rationnel dans [R]. Tous les autres
invariants du groupe sont des fonctions rationnelles de G a coefficients rationnels

dans [R].

Dans le cas actuel, puisque le systeme

K J3

(a) 5;+A@:o,
l<~ Jds )
21| <~ W,-.. gl(‘r’y’ I’...)

AI/ __

) ' l(z f,) Ea(, yy1y.00)
1 ’()y

est irréductible, toute relation rationnelle en z, ¥, 3, g—j’, .-+ compatible avec ces
équations en est une conséquence nécessaire, c’est-i-dire s'obtient en différen-
tiant (a)et (A”) et combinant algébriquement les équations obtenues.

Le systeme (a), (A") définit donc la transcendante z aux transformations
prés du groupe G; nous dirons qu’il définit une fonction transcendante des
deuz variables x, y, ArTAcuiE au groupe de rationalité G.

§ 14. Il convient d’insister ici sur Varbitraire qui subsiste dans la définition
du groupe de rationalité.
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1l est clair que, si Pon désigne par s une solution de I'équation

"(J- gf. ...~

o ‘T )' .(ii—: .">_ LI(Z)
G2 ,,70‘},’

toute fonction u de z définie par la relation 1mplicite

5= s5(u)
vérifie larelation de méme forme

. du 0z
[ .T,y,wa"' lg Z,—d—uﬂ"'

s .. Jdu N T ~ d3 ’
€2<1x)”55,7"-> l'("’%"")

qui n’est, en général, pas rationnelle en u, puisque le second membre ne I'est pas.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il le soit est que la fonction z satis-

ds

‘0z
lx(»‘”,%» )

ol R est une fonction rationnelle quelconque.

fasse & une relation

(C) = - R(u),

Soit 5 = ¢(u) une solution particuliere de cette équation (C), il est clair que
si 7. désigne une solution quelconque de 'équation (A), la fonction U, définie

pal‘
Z—=19(U),

vérifiera encore la méme équation (G), et par suite U sera une solution de

, JU
£I<x")-’ 5;/, ‘..)

(2, v, 28 )
C.ﬂ(")? d}” )

Z:G(Z)a

= R(U).

En observant qu’on a

désignant une transformation du groupe de rationalité G, on en déduira

o(U) =0[9(u)].
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Ainsi, le nouveau systéme irréductible

Jdu du
(a) a”‘i‘—“-AB;———O,
El (.%‘, ,V’ %7 "'>
(Ar) 4 = R(u)

du
£, <x, » G )

définit la solution u auwx transformations prés d’un groupe G, qui est le
TRANSFORME du groupe G par 'une des transformations (z, u) satisfaisant a

la relation
Jz
(e 220
\ u

ds
()

Cette relation (C) est donc telle qu'en y regardant z comme la variable et u

() = — R(u).

comme la fonction, sa solution générale U dérive d’une solution particuliére quel-
conque u par les transformations de G,.

On a vu plus haut qu’en regardant au contraire © comme une variable non
transformée, la solution générale 7Z dérive d’une solution particuliére s par une
transformation de G.

On a donc, en passant de (A) a (A,), remplacé le groupe de rationalité G par
I'un de ses transformés G,.

La transformation (z, u) qui fait passer de I'un & l'autre est assujettie a la seule
condition de donner, pour U'invariant différentiel du groupe G

Js
(e 220
” dz b
()

Nous pouvons conclure des résultats précédents que la solution de I’équation

une expression rationnelle en .

Jz ds
a X(3)= -— +A(x — =0
qui prend pour x = x, la valeur y, solution que nous appelons, suivant Pusage,
principale au point x,, satisfait toujours & un systeme irréductible nicuLiER,
c’est-i-dire comprenant, en dehors de 'équation (@), une équation entiére en z,
ds

3y a coefficients rationnels en z, ¥ d’ordre minimum par rapport aux déri-
ad
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P
vées de z et de degré le plus petit possible par rapport a la dérivée Z}/—j d’ordre

le plus élevé.
11 suffit, pour le voir, de déterminer R(z) par I'équation identique

__El(xm Z, T, "‘)

R(;)_ 52(.1/‘0, 5, 1, )

obtenue en faisant, dans le quotient

0z
(25 )
£ 95 .
2 x,.}’,yya *

X == X, Yy =3, -— =1, = o0,

Désignons, pour-fixer les idées, par u cette solution principale en z,, qui vérifie

le systeme

o 28
” d)’ _51(‘T07 ”vIa-“)_

X(U)ZO, g <$ , gﬁ.'.'>_£2(‘ro’ u,l’...))
2 ,)’d}'

a transformation (3, «) qui conduit d’'une solution z de
la transf t , u)q duit d’ lut d

dz
X(s)=o, Ei<xv}’»@’ > —_ L)

Ez(x,y,g—;, > Li(5)

a la solution « est déterminée par I'équation

Js
12<" 52) . El(xm u, 1, .. )

05\ &(we uy1,...)
l,(z, —d—u>

Soit U une solution homologue de la solution u principale en x,, c’est-a-dire
une solution quelconque du systéme

3 (w, ,, 9U, >
X(U)=o, oy _E(@, Uy, ),

J - )
Ez("”’ Ve b%, ) &2(xo, U, 1, )

nous savons qu’en faisant dans la derniére équation z = z, on obtiendra la condi-



.
456 JULES DRACH.

tion que doit remplir au point z = z, la fonction U(y, z,). Il en résulte qu’en
faisant dans I'équation précédente

€=, et y=u,

on aura I'équation de définition du groupe I' relatif & la solution principale

§ 15. La théorie que nous venons de présenter raméne la détermination des
types de transcendantes 5(z, y ) qui vérifient une équation

— +A-— =0

oz dy ’

a coefficient A rationnel, & celle des divers types de groupes contenus dans le
groupe poncluel des transformations

7 —=F(3z),

ou F est arbitraire, dont les équations de définition sont rationnelles.

Ces types ont éé trouvés par S. Lie en partant de leurs transformations infi-
nitésimales; nous en avons donné au début de ce Chapire une détermination
directe.

Deux groupes doivent étre regardés comme appartenant ou non au méme type
suivant qu’il existe ou non une transformation ponctuelle (transformation qui n’est
assujettie & d’autre restriction que d’étre réversible) qui change les équations de
définition de I'un des groupes en celle de 'autre.

1l est inutile de répéter ici ce qui a éié dit & ce sujet : nous avons va qu’il y
avait seulement & considérer les groupes dont les transformations sont :

5'=z;
3 =¢s+ a, =,
a arbitraire ;
3’—=az4 b,
a, b arbitraires;
s_as+b
T s+ d
a, b, ¢, d arbitraires;
' = F(z),

F arbitraire;

c’est-a-dire que les transcendantes qui vérifient une équation du premuer
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ordre

Js 03
o —}—A(ac,y)w —=o

sont des fonctions des deuzx variables x, y arracnies @ ’un de ces groupes.
(La transformation identique seule donne des fonctions rationnelles.)
Si I’on s’astreint & ne considérer que la solution principale de I'équation

dz ds
(a) d—I—%—A—_o

au point & = &,, les groupesde rationalité ne sont plus aussi simples. Leurs trans-
formations dépendent de la nature des fonctions rationnelles en x, ) représentées
plus haut par K, J, I (invariants rationnels du groupe).
On sait que si I'on désigne par «(x,, x, y) la solution qui se réduit a y pour
z = z,, I'équation
.)’o:u(xm .2?, }’)
définit la solution de 'équation différentielle

Y =A(x, y)

qui prend, au point arbitraire = x,, la valeur y,. Cette relation entre y et y,

eut d’ailleurs s’écrire aussi, d’apreés Jacobi
. ) bl
Y= u(x, Lo, }’0)’

c’est-a-dire que la fonction de trois arguments u (o, 3, v) définitexplicitement y
comme fonction de 2 et de la constante d'intégration.

a. Sile groupe de rationalité est réduit a la transformation identique, la solu-
tion principale est algébrique et donnée par

R(zx, y)=R(z, u),
en désignant par R la solution rationnelle de (a).

B. Sile groupe de rationalité est

on a, pour définir «, les relations

X(u)=o, K (=, ll)((—y>”:[{((r’ )i

Fac.de T., » S, X. 59
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458
u est défini aux transformations (u, ¢) prés qui satisfont a

K (20, u)<%>n:K(xo, o).

Ces transformations ne sont pas, en général, algébriques.
Cependant, on peut signaler le cas o n =2 et ot K se réduit a un polynome

du quatrieme degré en y; la transformation (u, ¢) est définie par 1’équation
d’Euler.

Y. Si le groupe de rationalité est
i’=az+ b,

g

a, b arbitraires, la solution principale « est définie par

0u

I Y
X(u)=o, —du——«’(wa)’)——J(ﬂo’u)@’

dy

aux transformations (u, ¢) prés qui satisfont &

d*u

do* du
du —J(xo; V) :—J(.Z‘o, u) a;'
dv

3. Enfin, si le groupe de rationalité est le groupe projectif général, la solution

principale est définie par

d3u d?u 2
_ 0 3 9\ _ _ <gg>
R 7] 7l A U2
dy dy

aux transformations prés («, ¢) du groupe déterminé par

2

ddu d?u

a0 3 do? du\*
| — ey ) == o) (G )
dy dy

On observe dans tous ces cas que I'équation de définition du groupe relatif a
la solution principale s’obtient cn faisant dans 'équation auxiliaire z = 2,

y = v; laraison en est immédiate.
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?
Iv. — COMMENT ON TIRE PARTI DE LA CONNAISSANCE D UNE RELATION

RATIONNELLE QUELCONQUE COMPATIBLE AVEC L'EQUATION

(a) X(z):%j—/—l—A(x,y)z—; =o0.

16. La théorie que nous venons de développer montre aisément comment on
tire parti de la connaissance d’une relation rationnelle quelconque entre

0y 03 . , .
les éléments x, y, 3, P compatible avec U'équation (a).
Soit

(1) P(a:,y, 3, g—},-.-)~_—o

cette relation, supposée d’ordre p, mise sous forme entiére ; la relation
X(Py=P;,=o0

est également une relation enliére du méme ordre vérifiée par la solution z. St
donc cette relation n’est pas identique a la premiére, on en peut conclure, par
élimination de la dérivée d’ordre le plus élevé, une relation entiere d’ordre infé-
rieur

Q<x,y, z,%;, . ->:o

compatible avec I'équation (a@). En appliquant encore lopération X(f) on
obtient de méme

X(Q):Q'.:O’

relation du méme ordre que Q par rapport aux dérivées de 5 et satisfaite par la
méme fonction z ; on pourra reprendre sur Q, le raisonnement fait sur P,.

La compatibilité des équations (a) et (1) exige qu’aprés avoir répété ce raison-
nement un certain nombre de fois, au plus égal a (p» —1) sil’on écarte le cas ou 5

est défini algébriquement, on tombe sur une relation entiére
. Js
b(x,y, :,(—)-)7, > =—o

X(S)=MS

satisfaisant a I'identité

ot on verrait, comme plus haut, que M ne dépend que de z, .
Toutes les relations P =0, P, =0, Q = o, ... sont alors des conséquences de
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la relation unique
S=o

sans quoi, on en pourrait encore conclure une relation d’ordre inférieur compa-
tible avec (a). ’
Partons maintenant de cette équation, que, pour simplifier les notations, nous

continuerons a l'eprésenter pill‘

P<x,y, z,g—:;; ---):o

et qui satisfait a I'identité
X (P)=MP.

Sinous y regardons 5 comme une fonction d’un argument inconnu u, nous
savons qu’on peut mettre le polynome P sous la forme

ll
P:Zli<z,g—z-) > E,-(x, Ys g—l‘};) "->)
1

oi le nombre h est le plus petit possible, ce qui exige que les [; solent linéaire-
ment indépendants ainsi que les &. On a vu également que Pidentité X(P)=MP
permet d’écrire

X(E)=ME  (i=1,...,h).

Nous en concluons que, guelle que soit la solution u, les équations

SYY

i

= a;(u) (f=1,..., A—1)

RS

1

sont compatibles avec (a) pour une détermination convenable des fonctions,
en général transcendantes, a;(u), si ces équations sont compatibles lorsqu’on
y regarde x comme un paramétre et y comme la seule variable.

Cela résulte, en effet, des 1dentités

“(5)=

Or si I'on détermine les a; («) de fagon que le systéme précédent posséde une
solution u se réduisant pour & = x, 4 la fonction de y définie par

¥y =9¢(u),

& [900, o(u), <%>, ]
£, [xo, <p(u),<g_;), ]

c’est-a-dire si 'on pose

o(u) =
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o] . Ly e
en remplacant <0—;>, ..« par les expressions déduites de

) f du\? ) 97
1= ¢ (u) <0§>; o=1¢"(u) (;—;) -+ (u)-07l;> SR

on a toujours des équations compatibles entre elles pour y seul variable. Il suffit
de prendre o(u) rationnel pour que les a;(u) sotent également rationnels.

En particulier, en faisant

o . Jdu - g’_t_t__o
— Zy, y=u, dy—’" 0}’2— ’ LR )
on obtient le systéme rationnel,
() (o 28
1 ,)’,()y’ . —,/L ,]’dy’ >
Ei(@oy ty 1y .0.) T Ep(@e, 4y 1, .00)

vérifié par la solution principale au point z == z,.
Nous allons montrer que les équations

(radi)  afande)
&l sy”&;" B ——hx’y,d'f;"'

= = )

o () an(u)

du moment ou elles sont compatibles, c’est-a-dire admettent une autre solution
que u = const., sont telles que toutes leurs solutions se déduisent de l'une

d’entre elles par les transformations d’un groupe.
17. Il est nécessaire d’établir d’abord quelques propriétés des coordonnées &;

du polynome P.

La relation identique
dz du '
P(’I‘ y,z,d ) 21<0’_—' --->E,-(x,_y,(3/-’ '°'>
donne également, quelle que soit la variable ¢,

(o) Fh(ed Jolon )

. ou
, . y
Silonregarde, dans Ei(y, T ->, u comme une fonction de ¢, on aura évi-
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demment, en faisant la transformation

du _ du dv
dy — ov 9y’
Pu_dude  ouony:
oy* ~ v 9 " 90" \dy)’

des identités

ou . Jdu dv .
Ei(l‘, y,a-‘;) > _Ew,‘k<d—()7 -">ﬂik<l‘,),(-)3;> °-'> (i=1,..., h)

dans lesquelles nous pouvons supposer qu’on a fait figurer parmi les #; les
oy A . . o, . . ,

y 5= ) (=1, ..., k), qui sont linéairement indépendants,
%y

et un nombre minimum d’éléments nouveaux 0y, ..., 1.

éléments &; <x, y

Les éléments &y, ..., &4, 14, ..., 14 ne sont donc liés par aucune équation linéaire
et homogeéne & coefficients constants.

Avec ces hypotheses, les formules précédentes s’écrivent

h
Ju [ ou v
o) =Bl el
1

k
J Jdy .
00 CL0 W AL R
- )

et il est bien clair que pour chacune d’elles on ne peut pas affirmer que les coeffi-
cients h;j (j=1, ..., k) et p;j (j=1, ..., k) sont linéairement indépendants.

v . .

’ 1 ’ ' ¢ .. A -

Tout ce qu’on sait, c’est que tout systéeme de polynomes en z, y, - linéa

rement indépendants, qui comprend Ei, ..., Ex et permet d’exprimer I’ensemble
Ju . . Ry

des &; <x, Y, —(—;;; > sous la forme précédente, comprend au moins k éléments

nouveaux.

. Ju \ T .,
Portons ces expressions des E; (a:, ¥, P ) dans l'identité

h h
0z du N, [, 03 v
zli<~"d__u,.'.>£i(\x’y’(ﬁ’...) __Zli<.o,%7 --->£i<1',y, ()}/’ >)
1 1

nous obtiendrons une relation linéaire et homogene entre les éléments

Ei<w7y’%""> (i=1,.., )
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et

dy .
ﬂj<x7yvd_;""> (./:]""'k)

qui doit étre une identité puisque aucune relation analogue n’est possible, ¢ dé-

signant un argument arbitraire.
En égalant a zéro les coefficients de ¢, et 1 on obtient les identités

k
ds Jdu 93 .
Si(e (2 Y=y (n L) =i
1

h

03 du .
Eli<"’d—u"”>‘u‘i’j<5—;,“'>_o (J=1, ..., k).

1

., .. . z
Considérons les derniéres : nous savons que les expressions {; (z, i ) ne
sont lies par aucune relation linéaire et homogeéne a coefficients constants; en
ou \ . Y414 .
observant que Wj(\x, . ) ne dépend que d’éléments qui ne figurent pas dans

les l,~<5, 3——2, .

Un changement de fonction u = ¢ (¢) donne donc lieu aux identités

h
d J J .
E.i<$’.y’ ‘d_‘;‘i’ "') :2)‘1',1'<5%’ "'>£J’ <.Z‘, .7,55;’ "') (t=1,..., 4),
1

ou, en d’autres termes, les &; sont transformés par un groupe linéaire et homo-
geéne quand on exécute sur u une transformation ponctuelle

-—>, on voit que tous les coefficients p;j doivent étre nuls.

u=gq(v)
quelconque.
0 .
Remarquons en passant que les ; (z, 32—, .- ) subissent alors les transforma-

tions du groupe linéaire et homogéne adjoint du précédent

A
0z Js du .
L <Z, o’ ”'>:21"<z’5¢—¢’ > A, <’&" ) J=1,..,h)
1

et signalons les identités évidentes, relatives aux transformations

u=29(v), v=1d(w),

0 4
27\5,1' <-d—l:) ---)).j’];<g:;) "'> :7\1"],- <g:{'}) "‘) (l‘, k:], ey /l).

J
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On en conclurait sans difficalté que le déterminant |J;;| est une puissance

Ju
de % .

18. Supposons maintenant qu’on désigne par « une solution du systeme

£ <r du . Cdu
s ,,y,(;;,...>~ _C'h<x",’b7’”.>.

o (u) T an(u)

I1 est clair qu’en vertu des identités

h
Jdu A du . Jdv .
Et(év,)’,@’ ) :27\i,j<57,’ > &) <»77, }”()T;’ ) (t=1y..., h)

1

la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ désigne une seconde solution du
méme systéme, c’est qu’on ait

A
0
2)\,‘7]' (-(—’%7 '-'>O!j(V)
ai(u)
oy () 4

S (2, ) o

1

On a donc, pour une seconde solution quelconque v,

h h

27‘” <g_::_}, > oy (w) 211.,]. (%‘ﬁ, ) a;(¢)

2 = (t=2,..., )

n Tk
J /]
1

1

et P'on peut déduire de la, en observant que « n’y figure qu’en apparence et
remplacant cette lettre par ¢,

h

Z)\i’j <g‘£‘)) "°> 0(;((’(’)
o (v) 4 '
a(v) 2

2)‘"1'<%’ > ot (W)

1

(F=2,..., k)

c’est-a-dire que la fonction ¢(w) satisfait aux mémes équations que la fonc-
tion u (v).
C’est la une des fagons d’exprimer que les transformations

» u=q(v), w={y(w)
forment un groupe.
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On peut aussi établir algébriquement ce point, en faisant usage des identités

(2 ---):ﬁm (28, hs (22 )
1
qui permettent d’écrire les relations précédentes
PR <£;L: > y <g{é, > a(w) D (%%, > ey <3_;, > o (w)
k.j — ki
Dy <%’ ---)a,-(v) B ZL,J‘(%’ "')a/(")

(=2,..., ).

En désignant par M la valeur commune de ces rapports on a les /4 relations
linéaires et homogénes

Ek)\f’k (%%, > [12)“ (%, ) a;(w) — Mak(v)]:o (i=1,..., h),

N . /]
d’ott 'on conclut que les coefficients des A; x <£,

précisément les équations entre ¢ et w obtenues plus haut.

. ) sont tous nuls, ¢’est-a-dire

En résumé, nous avons déduit de la relation rationnelle donnée, compatible
avec (a), un systeme rationnel (S)

(o) et
& (xo, ?(u),?‘:—,; ) - En <T0’ cp(u),%, )

(8)

d’équations compatibles avec (a), admeltant la solution u, qui, pour z = z,,
vérifie la relation

y=9(u),

ol p désigne une fonction rationnelle quelconque.
Les (A — 1) équations du systéme (S), quisont d’ordre au plus égal & p, ne sont
pas nécessairement algébriquement distinctes : mais, comme elles équivalent a

I’ équation de définition d’un groupe, elles laissent arbitraire au plus une ou

(-, Odu 02
deux des dérivées 2=, 2L,
oy oyt

Le systéme précédent comprend donc au plus p, (p—1) ou (p — 2) relations algé-
briquement distinctes. Elles sont toutes des conséquences nécessaires de I’équation
du premier, deuxiéme ou troisitme ordre qui définit le groupe, équation qu’on
obtiendra par de simples éliminations.

Fac. de T., 2° S., X. 6o
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19. L’examen de la transformation que subissent les £; quand on pose u==9¢(v),

¢ demeurant arbitraire, conduit a préciser ces conclusions.

., J & /g2 o, or o
Considérons un terme {{z, y) <§> <Wl;-> - (ﬁ) " de 'un des poly-

ou du oJru .
nomes &; (x, ¥, PR ) et remplacons-y o o par leurs expressions
du , 00
gy~ Yoy’
d*u . [ 09 , 0%
g ® <W> T o

déduites de u = ¢ (v), ol ¢ est arbitraire.
Nous obtenons d’abord le terme

analogue au terme initial, avec le coefficient
! —_—
o' (n=oy ...+ ap).

Les autres termes se déduiront de celui-la en remplacant une ou plusieurs

foisd—21 ar AR A aﬂd‘v N t ‘est-a-di 1 t
5 P %)’ o par P ou )’ etc., c’est-a-dire en remplagant une

dérivée au moins par une combinaison de dérivées d’ordre inférieur et conser-
. . are o . v\ P
vant le poids si I'on regarde ~— comme de méme poids p que (=) -
oy P oy
Il résulte de I3 un moyen de ranger les éléments &,, &, ..., &, dans un ordre
. o - - Ju ..
déterminé : Pordre normal. Dans tout élément &; (x, Vi ) nous choisirons
un terme unique, dit caractéristique, d’aprés la régle suivanle :
s Ju\ % aP u\* .
Dans l'ensemble des termes $(x, ¥)(=—) -+ (5= ) > qui renferment la
' oy ayr
dérivée d’ordre le plus élevé p, on prendra ceux qui renferment cette dérivée au
, . . . ap-1y
degré le plus grand; parmi ceux-la on prendra les termes qui renferment vy
_y/) 1

au degré le plus élevé (ce degré pouvant étre nul) et ainsi de suite.
On rangera les §; comme leurs termes caractéristiques quand on range ces der~

niers dans Vordre décroissant des nombres entiers
Aoy g 4.+ apgPt
ot g désigne un entier trés grand, c’est-a~dire que le terme correspondant a

Bi+ Beg +...+ Ppgr?
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précéde celui qui correspond a

Vi veg e+ YpgtTt

si la premiére des diftérences 3, — v, Bp—s —Yp-1) -+, 1 — 71 qui ne s’annule
pas est positive, et seulement dans ce cas.

On remarquera en passant que celte de:ﬁm'tionv suppose que les termes caracté-
ristiqguesde &, ..., &, sont différents. On peut toujours s’arranger pour qu’il
en soit ainsi.

La formule de transformation

h
du du Jde
Ej(l‘,y,a;, ...\> :2)\ji<.d_v, ...)Ei (x, .}’7@’ ...)
i=1

eyl 9
nous montre que le terme caractéristique de Ej(x, Y §’ .- )

ey (a2
oy) \a) o) >
qui donne, par la transformation u = o (),
%)nl ﬂ oy 912 -5 <()['V Xy
ov) \oy d/") 5)_’> ’
figure au second membre avec le coefficient j; (()u

%
ou do 3
)\ij <—007 > Ej<x$ X d)/’ )

Sil'on n’a pas

’ > dans le produit

d d n
)\jj(.é,):(;;) (n:al—f—...—i—dn),

\

. Ju dy
ce terme doit figurer dans les autres groupements )\ji<_(j_v—’ . > £ (x, Vrigyr >
On aura donc, en désignant par s; son coefficient, necessairement constant,

d ( oy ,
ans & \x, Y 5}7' -+ } et remarquant quon a s; =1,
du\"
(W) :)\j101+)\j262+~--+7\jh0h0
Il est clair qu’il suffit de remplacer simplement E,-<x, ¥, %, . ) par

dv J . . .
Ez‘<v’0,)’,$’ "'>_"°'z'£j<1"y’é’ "'> [l:I) DR ] (./_I)a (./+l)5 711]

. 0z
et aussi /; <z, P ) par

l}:lj+0111+...+Uj_llj_1+0'j+1lj+‘+...+O';,l/l
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pour obteniv une identité
Y ’ i !
P :zligi: LE 4o B G By - E,

qui permet de regarder les £ comme les coordonnées de P : aucun de ces & ne
renferme plus le terme caractéristique de §&;.

Si Von range les coordonnées &; du polynome P dans V'ordre normal de leurs
coefficients caractéristiques supposés différents, la transformation

u=¢(v)

J .
ne peut remplacer un Ej(@‘,)/, (%é, . ) que par des E,-(x, v, é, .- ) dont Uin-

dice i est égal ou supérieur & j, puisque leurs termes caractéristiques suivent
nécessairement celui de £;.

Les formules qui définissent la transformation linéaire des ; s’écriront donc

h
du du dv .
B gy ) = (G )y (@G ) =,
1=

En d’autres termes

Si I'on se reporte alors aux identités

h

0z Js du
P(.Z‘, Ys 5,5‘;) . > :Ell <5,-d——l;) '> Ei<.’li, Y, @) "'>
1

X (&) =ME;

et

d’ou nous avons conclu le systéme

/ d . a
El(‘z"y!'d_l:""> . B &/z(%}’:yi"")

£ <-Toa 6(”)»511’ - ) En <x0, f(u), é, . >

rationnel si @ (1) est rationnel, la derniére équation de ce systeme

Eh—l ‘T,.}’,dy" . h ,)’,d),’

Eh——l (.Z‘o, 9,@[—,) > 511 (z‘o, 9, al—,, -..)

donnera, par une transformation & = o(¢), ot ¢ est arbitraire, une équation de
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méme forme

. av
Qh<xyy1(Ty" "‘)
dav

—B(0);
£h<1’, }’, :)7’ oo

/

son premier membre se présente donc comme un polynome & deux coordonnées
et I'équation définit par suite la solution u auz transformations prés d’un
groupe I'.

7

Sil’on considére de fagon générale I’équation
9 0
sh"' <x’y7'd—;’ "')IA(u)Eh <x’}/1'(T;s --->7

toute transformation u =— ¢ (v) la change en une équation

v ) dv
E/L_,<x, ¥ tT}’, .. ) =B(v)¢&, <x‘, ¥s a.;, .. )
9 0
)‘h——i,h—l <d_if7 . ') )\h,_,,h<d—tf-, .o ->
du N
lmh<5;,.“> )Mh<5;,.”>

On a par suite, pour B (¢v) = A (v), léquation de définition du groupe cor-
respondant. La propriété fondamentale du groupe se vérifie aisément, en tenant

etl'on a

Adw)= B(v)+

compte des formules de transformation des A;j et du fait qu’on a (puisque A jest

. . ou
toujours nne puissance de 3%

d d d
7‘h—l, h—1 <d—:” v '> — )\h—l, h—1 FL:W o ) )‘lz—l, h—1 ('57‘;7 i ‘>‘

L’équation d’ordre minimum ainsi obtenue entraine en général toutes les
autres équations du systéme (S). Il peut y avoir une exception lorsque les

. . d [
coordonnées &4, E4_ 4, &4_, sont des puissances de (5;;), le groupe étant de la forme

#'=cu+ b avec ¢"=1. Nous remettons a un autre travail I’établissement de ce
point particulier.

Ezemple. — Nous choisirons exemple invoqué par M. Vessiot (*).
L’équation
() X(5) =2 4 yM(2) % =0
ox dy ’

(1Y Annales de I’Ecole Normale, 1904, p. 56,
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ou M est rationnel, est compatible avec

0%z ,(05\* 0z .
(1) P(a)=y 5+ () + gof () =0

et 'on a, en vertu des équations

_— =0
(;2 )

I'identité
X(P)=— MP.

Faisons maintenant dans le polynome P(z) la transformation
= 9(u)

olt ¢ demeure arbitraire ; on en déduira

d*u e o [ OUN? , Ju
P(zs) =9 )'dv,+@3y‘<d—y~> + 9"y <dy>+<9f( )a

Les quatre expressions @', o3, ¢”, o/ f(v)sont linéairement indépendantes si o est
[N ! ‘ ‘ 3
arbitraire lorsque f(¢) n’est pas une constante ; il en est de méme des expressions

0u <0u> Jdu\t - du
Yo P \oy y<0y>’ ay”

On peut donc choisir ces derniéres pour coordonnées du polynome P et I'on
vérifie immédiatement les identités

X(5)==
() (@)3’
@) = (F)

u du
x(5) ="M

’

d

H

II

Les quatre coordonnées sont d’ailleurs classées dans Vordre normal défini
plus haut.

Les équations qui définissent, par exemple, la solution principale au point
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x = z, s’écriront donc

u (Y () %
ydy?_y dy ;y dy) _ oy,

o w? - u ——l,

la derniére d’entre elles donne pour équation réduite

du_a‘
7@—— )

elle définit bien u aux transformations présdu groupe u, = cu et!’on reconnait
immédiatement que toutes les autres sont vérifiées en méme temps.
Nous pouvons donc conclure de l'existence de la relation (1), compatible
avec (a) et vérifiant 'identité
X(P)=—MP,

celle d’une solution « de la méme équation associéc au groupe

Uy=cu
et définie par

Cette solution est donnée par
— f M () da
u = y e vYrx,

On a vu en outre que la solution 5 de P'équation initiale

0z ,(95\* 05 . .
P(s)=y s+ (d—y) + S S =0

[qui n’est d’ailleurs pas précisée davantage : elle est commune (1) et a(a)]
est liée & u par I'équation différentielle du second ordre

ds /05\3 0?5\ 03
(2o (32) v (3) e v oror=o.

Remarquons enfin en terminant que le groupe de rationalité de Uéquation

n’est pas nécessairement le groupe

) =cC3,
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nous voyons en effet que si I'on prend, par exemple,

M(2)=— +

)
X — 0o

I'équation (@) admet la solution rationnelle

— Y

R S
x(x — )’

mais il convient d'observer que la solution w est alors aussi une fonction
rationnelle.

Dans tous les cas on sait qu’en définissant une solution principale en un point
on a, & des transformations connues preés, latranscendante la plus simple qui
satisfait 4 I'équation donnée.

On est donc toujours, par laméthode précédente, en possession de la solution la

plus simple, mais son groupe de rationalité n’est pas toujours celui qui est inter-
venu dans sa formation.

(A suivre.)



