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SUR LE

MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE
AYANT

UNE CAVITÉ DE FORME ELLIPSOÏDALE REMPLIE PAR UN LIQUIDE INCOMPRESSIBLE

ET SUR LES

VARIATIONS DES LATITUDES,

PAR W. STEKLOFF,

A SAINT-PÉTERSBOURG.

I. - LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DU SYSTÈME, LORSQUE LE LIQUIDE PARFAIT EST ANIMÉ

D’UN MOUVEMENT DE DIRICHLET. - LES INTÉGRALES GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS DU

MOUVEMENT. 

[1~ Supposons qu’un corps solide ait une cavité, limitée par un ellipsoïde (S) à
demi-axes

et remplie par un liquide incompressible et parfait. 
’

Supposons que le centre de l’ellipsoïde reste fixe dans l’espace et prenons ce point
fixe pour l’origine des coordonnées :, ~, ~, invariablement liées au corps.

Prenons les axes de l’ellipsoïde (S) pour les axes ;, -~, ~.

Si l’on applique certaines forces aux points du corps solide et du liquide contenu
à son intérieur, le système considéré se mettra en mouvement.

Faisons l’hypothèse que les forces, agissant aux points du liquide, dérivent d’une
fonction des forces et que le mouvement du liquide soit tel que les lignes de tour- .

billons restent toujours des droites parallèles ayant la même intensité.
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Dans mon Mémoire sur la théorie des tour°billons (1), j’ai établi les équations géné-
rales du problème, sans supposer que le centre de l’ellipsoïde (S) soit immobile.

Ici nous nous bornerons au cas de rotation du corps solide autour de centre fixe

de l’ellipsoïde (S), en supposant, en particulier, que les axes d’inertie du corps solide
(par rapport il l’origine des coordonnées) coïncident avec ceux de l’ellipsoïde (S).

[2] Introduisons maintenant les notations suivantes :

Désignons par
A, B, C .

les moments principaux d’inertie du corps solide, par

les composantes de la vitesse angulaire Q du corps suivant les axes ~, r,, ~, par

u, v, w

les composantes du tourbillon du liquide suivant les mêmes axes, par M la masse du
liquide, par

il,
les sommes des moments par rapport aux axes de l’ellipsoïde (S) des forces exté-

. rieures appliquées aux divers points du corps solide.

Supposons enfin que les parties du liquide s’attirent mutuellement suivant la loi
de Newton et qu’aux points du liquide n’agissent nulles autres forces extérieures.

Les composantes p, q, r déterminent le mouvement du corps solide, les fonc-
tions u, v, w le mouvement du liquide contenu dans la cavité.

Désignons par
U, V, 11r

les projections de la vitesse absolue d’un point quelconque (ç, r,, ~) du liquide sur les
axes mobiles 1 , Tp ~.

Moyennant les équations (98) [p. 302] de mon Mémoire, cité plus haut, nous pou-
vons écrire, avec les notations ici adoptées :

(1) M. STEKLOFF, Sur la théorie des tourbillons (Annales de la Faculté des sciences de Tou-
louse, 2e série, t. X, p. 27I). - Je profite de l’occasion pour faire une correction dans certaines
lignes de ce Mémoire : aux mots « des lignes droites » (p. 29g, ligne 22, p. 306, ligne 4 [en
remontant], et p. 3I I, ligne 18) doit être ajoutée la phrase suivante : « parallèles, à la même
intensité », omise par une inadvertance.



En introduisant, au lieu de

les nouvelles variables

liées avec les précédentes par les relations

les équations ( 1 ) deviennent

Nous ferons l’usage de ces formules plus loin.

[3] Moyennant les notations adoptées et désignant par

les dérivées premières de

par rapport à t (le temps), nous pouvons écrire les équations (97) de mouvement du
" 

liquide et les équations (II3) [Voir aussi les équations (n4)] de mouvement du
corps solide, établies dans mon Mémoire sur la théorie des tourbillons (pp. 302 et 3og),
sous la forme suivante :



où l’on a posé, pour simplifier l’écriture,

[4] Considérons d’abord le cas le plus simple, où le moment résultant des forces
externes, par rapport au point fixe (centre de l’ellipsoïde), soit égal à zéro, c’est-à-dire

Faisons quelques remarques générales relatives à l’intégration des équations (7)
et (8) dans l’hypothèse que nous venons de faire.

Remarquons tout d’abord que le principe du dernier multiplicateur de Jacobi

s’applique à ces équations, car la somme des dérivées, respectivement par rapport
à u, v, w; p, q et r, de ’seconds membres de ces équations, est égale à zéro.

Il s’ensuit qu’il suf fit de trouver quatre intégrales distinctes, ne dépendant pas de t,
pour ramener la solution du problèm.e aux quadratures.

Or, quel que soit le corps solide, les équations (7) et (8) admettent toujours trois

intégrales qu’on obtient comme il suit :

Multiplions les équations (7) respectivement par

et additionnons les résultats.

On trouve, après l’intégration,

k désignant une constante arbitraire.

L’équation ~I I~ représente la première intégrale générale, ne dépendant pas de t,
des équations du mouvement.

Multiplions maintenant les équations (7) respectivement par

les équations (8) par

et additionnons les résultats.



On trouve, en effectuant l’intégration, une deuxième intégrale sous la forme

h désignant une nouvelle constante arbitraire.
Posons enfin

Il est aisé de s’assurer que les variables ri, ~ satisfont aux équations

Ces équations conduisent immédiatement à la troisième intégrale, ne dépendant
pas de t, de la forme suivante

l désignant une troisième constante arbitraire.
Les équations (I 1), (12) et (13) représentent précisément les trois intégrales géné-

rales des équations du mouvement ayant lieu quel que soit le corps solide et les
valeurs de a, b et c.

On en conclut, en tenant compte de ce que nous avons dit plus haut, que la solu-
tion du problème se ramène aux quadratures dans tous les cas où l’on connaît, outre
les trois intégrales générales ( I I ), ( 1 2) et ( I3), encore une quatrième intégrale des équa-
tions (~) et (8).

II. - APPLICATION AUX ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA MÉTHODE DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES. - SOLUTIONS PÉRIODIQUES.

[5] Avant d’étudier les cas particuliers, où l’on peut résoudre complètement le
problème, indiquons une méthode générale d’intégration des équations (7) et (8)
qui s’applique avec succès, lorsque le rapport de la masse i~~ du liquide à la masse M,
du corps solide est un nombre assez petit.



Supposons, comme précédemment, que o et posons

Les équations (8) peuvent s’écrire

où l’on a posé

Cherchons une solution des équations (y) et (i4) sous la forme des séries infinies,
disposées suivant les puissances entières et positives du paramètre e.

Posons

Substituant ces expressions dans ( ~), on obtient



où l’on a posé

Quant à m2, m3, n2, n3, ~’k et elles se déduisent des expressions écrites par
la permutation circulaire des groupes de lettres

Les fonctions U k’ V k’ Vk ne dépendent pas de quantités

Substituons maintenant les expressions (16) dans les équations (i4).
On trouve, en tenant compte de ( 15),

où, comme il est aisé de s’assurer,

et, comme précédemment. ~,o = I , ~k = r pour toutes les valeurs de 1~, à partir2



Les expressions de Yk et Zk se déduisent de Xk par la permutation circulaire des
groupes de lettres

[6] Les équations (ly) et (ig) conduisent aux équations suivantes qui permettent
de déterminer successivement toutes les inconnues

On a, pour k = o,

et, pour toutes les valeurs de k, à partir de If === i,

, . Le problème se ramène tout d’abord à l’intégration des équations (21) et (22) dont
les trois dernières (22) représentent les équations connues d’Euler du mouvement
d’un corps solide autour d’un point fixe..

Elles donnent pour p~, qo, ro les expressions bien connues en fonctions ellip-
tiques de t.

La détermination de vo, wo se ramène à l’intégration de trois équations (2I),
où po, sont les fonctions connues de t.



Après avoir déterminé po, uo, nous trouverons ensuite successive-

ment toutes les fonctions

moyennant les équations (23) et (24).
Supposons qu’on ait déjà trouvé les expressions de

pour toutes les valeurs de l’indice k, à partir de k = o jusqu’à lé _ ~n - I .
Posons dans (24) k = rn et désignons par

trois solutions indépendantes des équations linéaires

En se rappelant que

ne dépendent pas de Um, Vm, p,n, rm, nous trouverons pm, et ~°m en appli-
quant aux équations (24), pour li = m., la méthode de variation des constantes

arbitraires.

On aura

où ( j == 1, 2, 3) sont les fonctions de t, définies par les quadratures

car Ym, Zm sont les fonctions connues de t.
Les équations (25) et (2 ~) sont précisément celles que j’ai étudiées dans mon

Mémoire sur le mouvement d’un corps solide dans un liquide indéfini, publié dans les
Annales de la Faculté des sciences de Toulouse en I902 (2e série, t. IV’, p. 203, etc.),
auquel je renvoie le lecteur pour les détails.



L7 ] Les fonctions étant déterminées à l’aide des équations (26), nous
trouverons 

’

en intégrant les équations linéaires

où l’on a posé

étant maintenant les fonctions connues de t.
Le problème se ramène à l’intégration de trois équations linéaires de la forme

Désignons par

trois solutions indépendantes de ces équations.
La méthode de variation des constantes arbitraires conduit aux expressions sui-

vantes pour et w~t

. où D/’ ( j = r, 2, 3) sont les fonctions de t, définies à l’aide des quadratures moyen-
nant les équations suivantes :

étant les fonctions connues de t.



En entendant dans (2g) par Djm) les fonctions définies par les équations (30),
nous obtiendrons les expressions déterminées pour um’ vm et 

Appliquant cette méthode successivement à m = i, 2, 3, ... etc., nous allons

déterminer successivement toutes les fonctions uk, vk, 2a ; et r~.
La solution du problème dépend, comme l’on voit, de l’intégration des équations

(21) et des équations linéaires (25) et (28).

[8] Les fonctions

étant déterminées de la manière tout à l’heure indiquée, nous trouverons la solution
générale des équations du mouvement en substituant les valeurs trouvées de

uk, Vk’ Wk; p~, qk, rk dans les séries (16).
Nous obtiendrons ainsi u, v, w p, q et r sous la forme des séries infinies ordon-

nées suivant les puissances entières et positives du paramètre e.
Ces séries seront convergentes pour les valeurs de t ne surpassant pas une certaine

limite T qui sera d’autant plus grande que e sera plus petit. Il suffit seulement de

choisir convenablement les constantes arbitraires qu’on introduit dans les expres-
sions (26) et (29) de uk, p;Ç, qk, nk (Ii = 1, 2, ...) par les quadratures qui
déterminent les fonctions

. 

Si nous posons, en particulier,

x, a, Y ; u’ ,~’ ,1’ étant des constantes données, nous trouverons les solutions des équa-
tions du mouvement se réduisant aux valeurs données x, 6, y; (1.’, ~i’, y’ pour t = o.

A chaque solution .

des équations (21) et (22) correspond une solution déterminée des équations du mou-
vement (7) et (8) [ou (i4)] dans laquelle u, v, w ; p, q et r prennent les mêmes valeurs
initiales (pour t = o) que uo, va, 2u~ ; et t’o’

On peut en déduire une infinité d’autres solutions dont les valeurs initiales diffè-
rent assez peu de a, (~, 1; x~, ~~~, ,1~, en choisissant les constantes arbitraires dans les
expressions de

d’une autre manière quelconque, sous la seule condition que les séries (16) soient
convergentes.



[9] Le cas le plus intéressant est celui où les séries dont il s’agit convergent pour
toutes les valeurs de t, pourvu que ê soit assez petit, ce qui peut avoir lieu quand
toutes les fonctions

deviennent périodiques en t avec la même période réelle ~.~.

Nous obtiendrons alors les solutions périodiques des équations du mouvement.
Cette circonstance peut se représenter dans le cas considéré, d’après les théorèmes

connus de M. Il. Poincaré, car les équations du mouvement (7) et (i4) admettent les
solutions périodiques pour E = o.

Il est aisé de s’assurer, en effet, que les équations (21) admettent les solutions

périodiques de la forme

où a1, a,$, a~3 désignent des constantes convenablement choisies.
Ces équations admettent aussi une solution périodique très simple qu’on obtient

en posant

ou, encore plus simplement,

Dans ce cas, que nous allons étudier, les équations (21) deviennent

où l’on a posé

Les équations (31) déterminent uo, vo, wo en fonctions elliptiques de t. Appliquons
la théorie générale, exposée plus haut, à ce dernier cas.

Les équations (23) et (2I ) prennent alors cette forme simple :



où Uk, ’Tk’ Z~ sont les fonctions ne dépendant pas de uk, vk, ph,

qk et r~ (1).
Supposons qu’on ait déjà trouvé les expressions de ces dernières fonctions pour

toutes les valeurs de k, à partir de k = o jusqu’à k = m - I.

.Xk, Y~ et Zk seront les fonctions connues de t et les équations (34) donneront
les valeurs de pm, qm, rm par les quadratures.

On aura

où 8’ ( j = i, 2, 3) désignent les constantes arbitraires.
Supposons maintenant que nous ayons déterminé les fonctions

pour toutes les valeurs de k, à partir de k = o jusqu’à k = m. 2014 i, et les fonctions

pour toutes les valeurs de fi, à partir de fi = i jusqu’à 1~ = m, en fonctions périodi-
ques de t avec la même période 

’

Dans ce cas, Dm’ Vnz et seront les fonctions connues de t, périodiques avec
la période «.

La détermination de um, vm et wm se ramène à l’intégration des équations linéaires
de la forme

Les équations linéaires homogènes, qu’on obtient en posant dans (36)

ont précisément la forme des équations (25).
Ces équations admettent les solutions particulières

comme je l’ai montré dans mon Mémoire sur le mouvement d’un corps solide dans un

liquide indéfini, cité plus haut.



Le déterminant

est différent de zéro.

Les équations (30), appliquées au cas considéré, donnent

où l’on a posé

L’intégration des équations (38) conduit au; eYprcssions suivantes pour

D~m~~J=I~2.3)~ .

où désignent des nouvelles constantes arbitraires.

Substituant ces expressions de dans (~g), on trouve

où l’on a posé



En introduisant ensuite, comme dans mon Mémoire, cité plus haut (p. 205), les
notations .

on obtient

[1 i ] Démontrons maintenant que et sont fonctions périodiques en t avec la
période 03C9.

’

Nous avons vu (n° 4} que les équations du mouvement admettent toujours trois
intégrales générales (I i), ~I2) et (13).

En adoptant les notations (x) du n° 5, nous pouvons représenter l’intégrale (I2)
sous la forme

Substituant dans cette égalité, au lieu de u, v, w ;’ p, q et r, les séries (16), on en
déduit, en se rappelant que, dans le cas considéré, po, qo et ro sont égales à zéro,

où (t) est une fonction connue, périodique en t avec la période m.
Le même procédé, appliqué à l’intégrale (11), conduit à la relation

où est une fonction périodique en t avec la même période w.
. L’expression de (39) se représente, en vertu de (37), comme il suit :

Multiplions la première des équations (3y) par la seconde par Avo, et retran-
chons les résultats. 

’

On trouve, en tenant compte des équations (3 i ),

d’où l’on tire



Or les équations (45) et (46) donnent, eu égard à (32),

Il s’ensuit que

est une fonction périodique en t avec la période ~~.
Donc Rnz et, par conséquent, [les égalités (44)], est une fonction périodique.

(12] Considérons maintenant l’expression

qui peut s’écrire, en vertu de (37),

; Or, les équations (31) admettent les intégrales suivantes :

l et h désignant des constantes arbitraires.
De ces équations on tire, eu égard à (32),

On peut donc écrire

Multiplions maintenant les équations (36) respectivement par 
’

et additionnons les résultats.

On trouve aisément, en tenant compte de (31), (32) et (45),

D’autre part, multipliant les mêmes équations (36) respectivement par

et additionnant les résultats, on aura, eu égard à (31), (32) et (46),



Les équations (4j), (48) et (4g) donnent

d’où l’on tire

Il s’ensuit que S~ est une fonction périodique de t avec la période w.

[13] Considérant maintenant les expressions (4i) de um, vm et w’n, on en conclut,
en tenant compte de résultats obtenus aux nos II et 12, que um, v,n et wnt deviendront

périodiques, s’il en sera de même de la fonction Nm.
Or, cette fonction peut être représentée sous la forme ,

où est une fonction périodique de t.
Pour que Nm soit une fonction périodique, il faut et il suffit que l’on ait

Remarquons que

’ 

dépendent de quantités Pm’ qm’ c’est-à-dire de constantes d~~~~, 8~’~~ et qui
figurent dans les expressions (35) et qui restent indéterminées. Le premier terme de
l’équation (50) est une fonction linéaire de cinq constantes arbitraires.

Il suffit d’assujettir ces inconnues à une seule relation (50) pour rendre pério-
dique en t avec la période w, ce qui est toujours possible. Supposant donc que les
constantes (a) satisfassent à la relation (50), on obtient pour une fonction pério-
dique de t.

Cette condition (50) étant remplie, les fonctions

deviennent périodiques avec la période ~.

[14] Après avoir trouvé, de la manière indiquée, les fonctions



pour toutes les valeurs de 1~, à partir de ~.~ = o jusqu’à k = m, sous la forme des
fonctions périodiques de t, formons les expressions de et rm+1.

Remplaçant dans (35) m par m + I, on trouve

Démontrons qu’on peut toujours choisir les constantes ~3"2~( j =1, 2, 3), qui res-
tent indéterminées jusqu’à présent, de façon que

deviennent périodiques en t avec la période ~.
Montrons tout d’abord que p1, q1 et r1 sont les fonctions périodiques de t.
Posant dans (20) k =1, on trouve, en vertu de (31) et (32),

On obtient donc, en posant dans (35) m = i,

( j =1, 2, 3) étant des constantes arbitraires.
Donc, p1, q1, r°1 sont périodiques en t ayant la même période que les fonctions ellip-

tiques wo.

[15] Quant à ces dernières fonctions, nous allons les déterminer comme il suit.

Supposons, pour fixer les idées, que

et que les constantes h et 1 [voir les égalités ~461)] satisfassent à la condition


