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ÉTUDE

DES

PRINCIPALES INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DE LA LUNE
QUI DÉPENDENT DE L’INCLINAISON

PAR PAUL CAUBET

INTRODUCTION.

[1] Dans une série de mémoires sur la Théorie de la Lune(’), M. Andoyer a
montré l’existence d’un certain nombre d’erreurs, de peu d’importance pratique en
général, mais qui déparent la beauté des recherches antérieures faites sur le même
sujet par Delaunay (’). J’ai cru utile de poursuivre la vérification des résultats de
Delaunay, en me limitant aux principaux termes qui dépendent de l’inclinaison.

J’ai trouvé aussi des erreurs insignifiantes ; mais, encore une fois, c’est la perfec-
tion analytique et non pratique que j’ai recherchée. D’autre part, j’ai calculé avec la
même approximation, c’est-à-dire jusqu’au septième ordre, le logarithme du rayon
vecteur et les trois coordonnées rectangulaires.

M. Andoyer avait bien voulu m’exposer le principe de sa dernière méthode, qui
n’était pas encore publiée, et qui l’a été depuis (3) ; il m’en fit de plus saisir sur le vif,
par des exemples nombreux et appropriés, le mécanisme détaillé ; il m’a aidé sou-

vent, de ses conseils, à surmonter les difficultés que j’ai rencontrées dans l’exécution

(1) H. ANDOYER, Sur quelques inégalités de la Longitude de la Lune (Annales de la Facultédes sciences de Toulouse, t: pp. J1 à J33). - Théorie de la Lune, collection Scientia,
février I902. - Bulletin astronomique, t. XXIV (nov. pp. 3g5 à 4I2; t. XVIII
pp. 177 à I97; t. XIX ( I g02), pp. 40I à 4I2.

(2) Théorie du Mouvement de la Lune (Mémoires de l’Académie des sciences, t. XXVIII,
1866 ; t. XXIX, 1867). 

’ ’

(3) H. ANDOYER, Sur la Théorie de la Lune (Bull. astr., nov. Igo7, pp. 3g5 à 4I2).
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de mon travail, ensuite, à l’occasion, dans quelques cas embarrassants ; il m’a appris
enfin à exposer les résultats de mes recherches et indiqué plusieurs ouvrages où je
pourrais puiser des documents utiles. C’est dire combien je lui suis redevable pour
la bienveillante direction qu’il n’a cessé d’exercer sur l’ensemble de mes efforts. Je
lui en dédie le résultat avec reconnaissance.

Je n’aurais garde d’oublier dans mes remerciements ~1. Cosserat, qui a bien
voulu m’aider de ses conseils dans la rédaction qui va suivre.

[2] Je me bornerai, dans cette étude, à la Théorie solaire du mouvement de la
Lune, c’est-à-dire aux perturbations déterminées dans le mouvement de celle-ci par
l’action du Soleil. On sait, en effet, qu’étant données les dimensions des corps
célestes, leurs distances mutuelles et leurs masses. l’influence perturbatrice du Soleil
est de beaucoup prépondérante (1). Je reproduirai d’abord, en considérant seulement
celles des équations dont je me suis servi, l’exposé de M. Andoyer (2).

« La Théorie solaire du mouvement de la Lune revient, comme on sait, à l’étude
« du mouvement d’un point matériel de masse 1, sous l’action d’une certaine fonc-
« tion de forces U, déterminée plus loin. Soient x, y, z les coordonnées rectangu- .

« laires de la Lune, par rapport à des axes de directions fixes, ayant la Terre pour
« origine ; soit N un argument égal à nt + n et c~ désignant deux constantes arbi-
« traires, t représentant le temps ; soit a une autre constante liée à n par la relation

« où f, M sont respectivement le coefficient d’attraction, la masse de la Terre et
« celle de la Lune ; soient enfin e la base des logarithmes hyperboliques et i l’imagi-
« naire - i .

« Nous poserons

« de sorte que, inversement

« et nous substituerons 1, r,, ~ aux coordonnées rectangulaires x, y, z ; de plus, nous
« prendrons N comme variable indépendante, et nous marquerons par des accents
« les dérivées par rapport à N, sans qu’il puisse en résulter de confusion.

(1) Voir Théorie de la Lune, collection Scientia, p. 7. 

’

(2) Bulletin astronomique (nov. t. XXIV, pp. 3g5 à 4i2.



« Nous ferons encore, en désignant par r le rayon vecteur de la Lune :

« Les équations du mouvement, telles que les fournit la méthode de Lagrange,
« s’écrivent dès lors immédiatement :

[3] éc La latitude du Soleil étant supposée nulle, sa longitude sera N’ + À’, N’étant
« un argument analogue à N de la forme n’t + w’, et ),’ étant périodique, sans partie
« constante ; son rayon vecteur r’ sera a’p’, a’ étant lié à n’ par la relation

« où M’ désigne la masse du Soleil. Il ne faut pas oublier, d’ailleurs, que les coor-
« données du Soleil sont ici rapportées au centre de gravité de la Terre et de la Lune
« comme origine.

« Faisant alors

« on aura, comme on sait, en écrivant 03C3 pour :

[4] « Les équations (4) sont suffisantes pour résoudre le problème. Mais afin
« d’obtenir des vérifications complètes pour les calculs numériques, afin aussi

« d’avoir des équations plus commodes dans certains cas particuliers où l’emploi des
« équations (4) exigerait des calculs en réalité superflus, il convient de former de

« nouvelles équations entièrement distinctes des premières au point de vue du
« calcul. Il convient aussi d’introduire à volonté, au lieu des seules coordonnées ~, ~~,, ~~,
« les coordonnées polaires de la Lune ou des quantités équivalentes.



« A cet effet, désignant par v et s la longitude et la latitude de la Lune, nous
« poserons 03C1=e , v=N+03BB, et nous conserverons les quantités fL, 03BB, s liées à ;, ~, 03B6
« par les relations

Pour les coefficients à longue ou à très longue période, nous utiliserons en outre
l’équation de Laplace :

et que l’on obtient facilement par combinaison des équations primitives.
Partons, en effet, des coordonnées rectangulaires

où x", yn, z" représentent ici les dérivées du deuxième ordre par rapport au temps.
Multiplions par x’, y’, z’ et ajoutons, ce qui correspond à la combinaison des

forces vives ; on a :

D’autre part, multiplions par x, y, z, et ajoutons ; il viendra :

d’où, par combinaison :

Or :

Donc



Revenant à

et à N comme variable indépendante, on a bien, puisque U = n2a2F :

[5] « Déterminons maintenant la forme de la solution. En désignant par e’
« l’excentricité de l’orbite solaire, par {j’ la longitude de son périgée, posons
« d’abord

« les coordonnées p’ et ),’ sont développables suivant les puissances entières, posi-
« tives ou nulles, de z: et de ~’2 ; les premiers termes des dèveloppements sont :

« Introduisons de la même façon deux constantes arbitraires e, y, et deux argu-
« ments correspondants G = gN + , H = hN + 0, où d et 6 sont des constantes
« arbitraires, g et h des constantes inconnues; puis posons :

« On sait que les inconnues ;, r,, 03B6, A, u, s sont developpables suivant les puis-
« sances entières, positives ou nulles, de ~~, ~ 1, ~ ~, ~~, c2, et en outre a, et aussi
« suivant les puissances entières, positives, négatives ou nulles, de 5.

« Désignons donc par M un monôme tel que

« on aura pour les inconnues des expressions telles que



« Les coefficients ~~, ~~, ... sont eux-mêmes développés suivant les puissances
« de o, de façon que

« On a de même

« Cette solution est possible, la partie constante de À étant nulle ; les coefficients
« ~p,k, rp,~, ... , gp, hp sont réels et ont la forme de séries ordonnées suivant les
« puissances du seul paramètre m. Si d’ailleurs désigne le monôme conjugué de
« Mp, on a les relations

« Revenant enfin aux quantités réelles, on peut écrire :



« Dans les six premières de ces formules, q et k sont de même parité ; dans les
« deux dernières, q est pair; dans la troisième et la sixième, la somme est

« impaire, tandis qu’elle est paire dans les autres. Les développements trigonomé-

« triques de z, , u., ),, s sont symétriques, c’est-à-dire que les cosinus de deux argu-

« ments égaux et de signes contraires ont des coefficients égaux, tandis que les

« coefficients de leurs sinus sont égaux et de signes contraires. Les s’échangent
« en Mp et désignant deux monômes conjugués.

« Pour faire coïncider les constantes E et y avec les quantités analogues e et y de
« la théorie de Delaunay, il suffira de faire en sorte, ce qui est possible, que le coeffi-
« cient de sin (N - G) dans a soit

« et que le coefficient de sin (N - H) dans s soit

« Ce sont les valeurs de ces coefficients dans le mouvement elliptique, quand on
« désigne par e l’excentricité, par y le sinus de la demi-inclinaison.

[6] « Pour définir les différents monômes utilisés précédemment et dans le pré-
« sent article, j’ai été amené à poser, en suivant une notation plutôt arbitraire,
« résultant surtout de l’ordre des calculs effectués ou en cours :

[7] Telle est, exposée par lui-même, la méthode de M. Andoyer. Elle permet, non
seulement de contrôler les résultats de Delaunay, mais en même temps de donner le

rayon vecteur avec la même approximation que la longitude et de fournir aussi de la
même façon les coordonnées rectangulaires qui sont fort utiles. On détermine sépa-
ment les unes et les autres, et, en rapprochant les résultats, on a une vérification.
C’est un avantage sur les méthodes antérieures.

Si l’on considère m, ~, ~‘, y comme des infiniment petits du premier ordre,
oL comme un infiniment petit du second ordre, les résultats de Delaunay, comme l’a
montré M. Andoyer, sont tous inexacts au delà du septième ordre. Pour les termes
dépendant de l’inclinaison, Delaunay n’a pas dépassé le septième ordre. Les erreurs
sont en nombre très restreint, et portent presque toutes sur le dernier terme des
coefficients; il est extrêmement rare qu’elles atteignent le sixième ordre. De même



que M. Andoyer, je marquerai d’un astérisque les termes de la longitude ou de la
latitude qui diffèrent des termes correspondants donnés par Delaunay.

Je serai parfois conduit, pour déterminer certains coefficients à longue ou très

longue période, à pousser plus loin que lui l’approximation des termes dont dé-
pendent ces coefficients ; je marquerai d’un double astérisque les additions ainsi

effectuées.

[8] Je terminerai cette introduction par quelques généralités sur la marche des
calculs. Leur but principal étant de retrouver par une nouvelle méthode les résultats
de Delaunay, j’ai, comme lui, exprimé les coefficients sous forme de séries procédant
suivant les puissances des divers éléments, y compris le rapport ~n des moyens mou-
vements. Sans doute, Ilill (’) et E.-V. Bro,vn Cl), en développant suivant les

puissances du paramètre I - m, , 
et remplaçant, dès le début du calcul, ce nouveau

paramètre par sa valeur numérique, ont obtenu une convergence bien plus rapide.
Mais la comparaison avec Delaunay serait, par leur méthode, moins immédiate.

La méthode de calcul que j’adopterai sera celle des coefficients indéterminés,
facilement applicable, puisque nous connaissons la forme des inconnues. Prenons,
en effet, l’une quelconque des équations (4). Remplaçons-y les inconnues par leurs
valeurs supposées et groupons les termes correspondant à une
même puissance de e. L’identification se fera en annulant le coefficient de cette

puissance.
Mais ce coefficient lui-même sera une somme de termes renfermant en facteur

des expressions telles que «q~’’~+’’-~’’’’~+’~’~,~ç~~5~. L’exposant de e détermine seulement
l’ordre de parité de q, les différences j~1- r2, ni - ri, sl - S2. L’équation générale se
subdivise donc en autant d’équations partielles qu’il y a de combinaisons possibles
xq Er~+r~ ~~r~~+rl ~ ~~‘~+~‘’ correspondant à une même puissance de e. C’est ainsi, par

exemple, qu’à l’expression correspondent les termes en ,li ,~~, en ....

Nous obtiendrons un premier groupe d’équations, donnant les termes du premier
degré en y, en annulant les termes en y1 correspondant à une même puissance de e ;
nous obtiendrons un second groupe, donnant des termes du troisième degré en y, en
annulant les termes en correspondant à une même puissance de e. Et ainsi de
suite.

Mais, dans chaque groupe, ce qui distingue les exposants de e, ce sont les

(1) Researches in the Limar Theor y (American Journal of Mathematics, 1878, t. I, pp. 5-26,
I2g-I~’~, 2/~5-260).

(2) Theory of the Motion of the Moon (Memoirs of the Royal Astronomical Society, t. LIII,
1897, i8)Q; t. LIV, igoo; t. LVII, t. LIX, 1908). - An introductory treatise on the
lrznar Theory. Cambridge, I8g6. - The inequalities in the Motion of the Moon due to the
direct action of the planets. Cambridge, I908.



puissances de 5. Chacun d’eux donnera donc naissance à autant d’équations qu’il
contiendra de puissances distinctes de c.

Il est clair, dès lors, que l’identification pourra se faire par étapes successives. Si,
par exemple, je veux obtenir les termes en Yi seul, les équations qui les donneront ne
sauraient contenir que des expressions en ,jl, et d’autres dépendant du seul para-
mètre m, c’est-à-dire les termes de la variation. J’aurai d’ailleurs à utiliser des coeffi-
cients déjà calculés par M. Andoyer (1). Les seules modifications que j’aurai à y intro-
duire consisteront à y transformer les x et les y en ç et en r~.

Il reste à montrer d’une façon détaillée le mécanisme des calculs. Soit, par
exemple, à déterminer les termes en y~ ~ c’est-à-dire les et les Nous

aurons à calculer

d’ordres respectifs o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 en ni, comme cela résulte des travaux de

Delaunay. Nous verrons plus loin que les équations générales
peuvent s’écrire

~,~ désignant la partie de ~, qui ne dépend que de m.
Les u~,~ ayant été déterminés par M. Andoyer, il est aisé de former les quantités

auxiliaires ak, bk dont les ordres par rapport à m sont

(1) Bulletin astronomique, t. XVIII, I90I; t, XIX, igo2; t. XXIV, 



Ceci posé, cherchons et ho, ce qui est possible, puisque, par convention, s11,0,
coefficient de Yi sin (N - H) dans s, est égal à l’unité. Dans les deux équations

les termes en ~~1,_~, c~l,~, ... sont au moins d’ordre 3 en De la seconde équation, on
pourra donc tirer jusqu’à m~ inclus ; portant dans la première, on aura le terme

~ 

en m~ de ho.
Envisageons maintenant les équations

~~1,_~ est du troisième ordre en m. On voit immédiatement qu’étant donné ce que
nous savons et de ho, on peut calculer les termes en ln et en m2 de ~~~,_~, don t
le coefficient, comme nous le remarquerons par la suite, contient m en facteur. On

aura s11,_~ avec la même approximation.
Un raisonnement analogue nous montrerait que pour ~~~,~, s11 ~ nous pouvons dès

à présent déterminer les termes en In3, n14. Revenant aux termes h~, nous

pourrons avoir ces quantités jusqu’en inclus.

Formant les équations en ~1~ > _~, ~~~ > 4, nous pouvons les avoir jusqu’en ln’ et en ms

respectivement. Ces quantités, substituées l’une dans l’équation en ~~1,_~, l’autre dans
l’équation en ~~1,~, en même temps que les nouveaux termes calculés de et h~,
nous permettront de pousser plus loin la détermination de ces expressions. Et ainsi
de suite.

L’identification se fera ainsi par approximations successives, et l’ensemble des
termes en s’obtiendra avec la même approximation que Delaunay.

Nous pourrons alors passer aux coefficients en ~113 = On fera sur ces coeffi-

cients des raisonnements analogues aux précédents, avec cette seule différence que
l’indice I i y sera remplacé par l’indice i3. Mais dans les équations qui les donneront
interviendront les termes maintenant connus, et les termes en ~1 déjà calculés

par M. Andoyer. Puisque dans le terme général que nous égalons à zéro se trouve en
facteur l’expression 03B31~1, les termes 

1. 
seront nécessairement multipliés par des

termes convenables en ~i. Il y aura intérêt à effectuer au préalable le calcul de ces
produits auxiliaires, et à en obtenir une vérification, au moins sommaire. Voici com-
ment je procéderai :

Soit, par exemple, à déterminer les coefficients en = ;1 de la longitude, pour
laquelle, comme pour le rayon vecteur, l’inclinaison ne figure jamais qu’à un ordre

pair. On peut refaire, pour les approximations successives qui les donneront, des
raisonnements analogues à ceux qui nous ont permis de calculer de proche en proche



les termes en en ... de la latitude. Je me contenterai donc d’expliquer le
calcul d’une certaine catégorie de quantités auxiliaires, les autres pouvant être obte-
nues de la même manière.

Puisque, dans les équations actuelles, l’expression Y1 doit se trouver en facteur,
les coefficients en Yt y figureront élevés au carré. Nous serons donc amenés à déter-
miner à l’avance des expressions telles que

De même, proposons-nous de calculer les; et les ri Nous rencontrerons

les produits tels que ~33,n~~,~’. Nous aurons donc avantage à former les expressions

Nous aurons encore des produits tels que (S11)~ ’2,~~; par exemple :

On voit qu’ici nous pouvons utiliser les déjà déterminés, Formons, de
plus, la somme des (03B6211 03BE2)k ainsi obtenus. Elle renferme, comme on le voit immé-
diatement, les produits de tous les (~i1)k par tous les ;2,k" de sorte que

On a ainsi un moyen de vérification qui, sans être absolument infaillible, - on
peut commettre des erreurs qui se compensent, - donne cependant une certaine
garantie d’exactitude. Pour qu’il soit efficace, on est amené à pousser le calcul des
quantités auxiliaires un ordre plus loin que celui des quantités dont elles assurent la
détermination : en effet, pour les termes à longue période, le dénominateur contient
m en facteur, d’où la nécessité de calculer le numérateur avec un ordre d’approxima-
tion en plus.

Toutefois, ce dénominateur peut commencer par un terme en 1112, ce qui oblige à
augmenter de’ deux unités l’ordre du numérateur. Il eût été trop long d’augmenter
encore d’un ordre le calcul de toutes les quantités auxiliaires ; je me suis borné, pour
ces cas tout à fait spéciaux, au calcul minutieux de celles qui m’étaient indispen-
sables. Tous les calculs étant faits par deux méthodes différentes, la concordance

des deux séries de résultats m’a garanti leur exactitude.
Mais on devine la difficulté que présente cette partie du travail. QI. Andoyer a

déjà expliqué (1) combien il devenait pénible à partir d’une certaine puissance de ni.

(1) H. ANDOYER, Théorie de la Lune, collection Scientia, pp. 57 et 5g.



Je montrerai par la suite à quelles additions laborieuses m’a obligé le calcul du
coefficient de la longitude en sin 2 (G - H), que je n’ai poussé cependant que jus-
qu’en Ce coefficient rentre dans le groupe de termes en le dénominateur
contient m2 en facteur, d’où la nécessité de calculer les quantités auxiliaires du
numérateur jusqu’en m5. Parmi celles-ci figurent les coefficients en sin (2G - H),

cos (G - de la latitude et de la longitude dont le dénominateur contenait aussi
In2 en facteur. J’ai donc été amené à pousser jusqu’en ln7 le calcul des numérateurs,
et des termes en en ~~1, en dont ils dépendaient. Ce retour en arrière, joint à . .
la complication croissante des multiplicateurs de m,, exige un grand effort, et il n’est
pas rare de passer plusieurs fois à côté d’une erreur recherchée sans arriver à la
découvrir.

Telles sont les quelques idées générales qu’il m’a paru utile d’esquisser au début
de ce travail. Elles seront précisées par la suite.

Pour qu’il soit facilement comparable à la Théorie de Delaunay, il est bon de

rappeler ses notations, savoir :



CHAPITRE PREMIER.

Exposition des méthodes, conformément aux dernières recherches
de M. Andoyer (’ ).

[9] Les coefficients que je me propose de contrôler sont les suivants :

Pour la latitude : les termes en y, OC, 

Pour la longitude : les termes en Y~~, YQ~’, 

Puisque les termes que j’envisage ne renferment que la première puissance de ~’,
je pourrai prendre les valeurs de p’ et de i)/ telles qu’elles sont données par les for-
mules (12), d’où :

E’ ne s’introduisant pas en même temps que a, je pourrai, pour les termes en a,
poser :

La fonction F peut s’écrire

La fonction ~, réduite aux termes du premier ordre en u et e’, seuls considérés
ici, devient

Les équations sont alors

(1)’ Bulletin astronomique (nov. I907), t. XXIV, pp. 3g5-y2.



et l’équation de Laplace

Les dérivées partielles par rapport â ~, ~~, ~, N’ sont prises en supposant la
fonction 4$ laissée sous sa forme primitive (o).

Si l’on néglige 1), on a la solution particulière évidente

[10] Les fonctions 1J., i),, is, définies dans l’introduction, donnent lieu, comme le
montrent les formules (7), à des développements analogues à ceux des ~, ~, ~; quand
on change i en - i, c’est-à-dire quand on passe de Mp03C3k à Mp’03C3-k, le monôme étant

conjugué de s’échangent,  ne change pas, ih, is, i03B6 changent de signe.
Il y a lieu d’envisager d’autres fonctions avec propriétés analogues telles que ç2 ;

alors (ç2)p désignera le coefficient du monôme lIp dans la fonction ;2; et (;2)P,k dési-
gnera le coefficient de (j’k dans (;2)p’ conformément aux notations générales. Si l’on
change en 1~~I~~, conjugué de (;2)P,k devient et ainsi de suite.

Pour simplifier l’écriture, je pose :

[1.1.] Sifpk , est le coefficient de iN dans l’exposant de e relatif au produit Mp03C3k,
ona:

~ 

et ceci est développable, comme g et h, suivant les puissanc.es de ~~, S’2, ,~~, ’l.!; mais,
ici, une partie seulement de ce développement nous intéressera.

Ona: 
,



Soit un terme de ib, contenant en facteur, et que j’appelle T~,h; il est obtenu

après que ~, r,, ~ sont remplacés par leurs développements. Supposons que le terme
de iF, pris sous sa forme primitive, qui donne naissance à soit du degré q d’ho-

mogénéité par rapport à E, r,, ~; que, de plus, il contienne directement, sous sa forme

primitive, le produit dans ces .conditions, le terme correspondant à T,j,
1 c~

sera, dans 1~ ~ :

Par suite, le terme Tp,k de 03A6 donnera, dans la combinaison

qui figure dans (4), le résultat

Alors les équations deviennent :



(4) (à une constante près, à cause de l’intégrale) :

[12] Les différentes fonctions introduites ne sont pas indépendantes.
Si l’on comme variables indépendantes, on a

On peut donc calculer ces fonctions a l’aide de u, a, s.
Si l’on prend. les coordonnées rectangulaires ~, ~, ~ comme variables indépen-

dantes, on a, outre les fonctions qui s’expriment alors immédiatement, comme
, ... ,



et ainsi tout s’exprime en fonction de ~, ~, ~ et peut se vérifier à l’aide des dernières

égalités.
Voici, sur un exemple, de quelle façon j’ai effectué le développement pratique de

ces diverses quantités. Mes calculs ayant commencé par des termes en Yi seul, la

première que j’ai rencontrée est, comme le montre l’équation (3) :

Ici (avec représente la somme des divers coefficients à

déterminer. Le second facteur de H ne contiendra donc que des expressions dépen-
dant du seul paramètre m, c’est-à-dire

ce qui permet de vérifier les résultats.
Passons au calcul des termes en et voyons ce que devient par exemple.

Si nous posons ,~~c1-- M~3, les expressionsi3,k se trouvent dans H", multipliées par
les a~, puisque dans l’équation générale intervient le seul facteur commun Quant

déjà calculés, ils devront être multipliés par des termes convenables en
Et == Pour les trouver, remarquons que .

ce qui donne pour"H" des expressions de la forme

Des considérations analogues nous permettront d’obtenir graduellement les déve-
loppements des quantités conjuguées H et H’. Envisageons la première. Elle s’intro-
duit d’abord dans la détermination des termes en ~~1- M33~

Si nous posons

il est clair que, ; et ’ll ne contenant que les puissances paires de v~, ~ les puissances
impaires, on introduira

en remarquant que



Ceci nous amène à l’expression

ou bien

en posant

Remarquons que

ce qui n’a lieu ni pour e ni pour f.
On obtiendra de nouvelles quantités auxiliaires si l’on forme l’expression H rela-

tive aux termes en Elles se détermineront aisément par la formule de Taylor, et
j’en donnerai explicitement la forme algébrique à mesure qu’elles s’introduiront.

[13] Considérons l’équation (3) à la latitude. Cherchons directement ; . Je pose :

Le développement de e-3P. ne diffère de l’unité que par des termes qui contiennent
des monômes Mp en facteur, sauf une partie ao - i constante en m qui commence

par le terme I 2m2 et dont le terme suivant contient m4 en facteur. Soit 03B6p,k le coeffi-
cient à déterminer. Si dans (3) je groupe la portion - (i03B6) (1 + I de - H" avec

l’ensemble des deux premiers termes, il en résulte, et essentiel, que dans Gp,k le
coefficient de ne se retrouvera que multiplié par m~, d’où une méthode d’approxi-
mations successives applicable sans difficulté.

G" étant donc calculé (par approximations successives naturellement), l’équa-
tion (3) s’écrit sans peine.

Soit en général p,k la partie de qui est indépendante de ~, y, ~’, «, et ne dépend
par suite que de n2. L’équation (3) donnera naissance aux équations suivantes :

Elle devient résoluble par approximations successives, pour chaque monôme
successivement ; et à mesure on pourra calculer les ~p,k. D’après la remarque faite,

ne saurait contenir l’inconnue que multipliée par un terme d’ordre au moins
égal à rn‘.



Avec 03B6p,k, on pourra calculer sp,k par la formule

Si l’on veut directement s, faisons :

Nous obtiendrons, pour l’inconnue sp,k, l’équation

(Y")d’où, en divisant par le facteur constant et en groupant avec 
( 

1 p,k (e )0,0 la portion
de qui contient en facteur

Y;,k étant une nouvelle fonction analogue à Ensuite l’équation

peut servir à calculer 03B6p,k, connaissant sp,k.
Mais on a employé la même équation ; il n’y a donc pas là de vérification absolue ;

cependant il est clair que les erreurs de calcul proprement dites seront évitées, si

l’on fait ainsi le calcul en double, et que l’on pourra escompter pour les résultats une.

grande certitude.
Le coefficient de l’inconnue est toujours 2 -1- 3 m~; si diffère de + 1 pas

de difficulté ; s’il en diffère d’une quantité de l’ordre m, on a un dénominateur de.
l’ordre m.

Pour le terme I, Y:1,0 est de l’ordre de ~n3, et l’on a tout de suite, puisqu’ici
.= i 2014 ho, la relation

ce qui donne le terme en m2 de ho. savoir - 3 22 m2.
Il n’y a pas à craindre ici que le coefficient de l’inconnue devienne d’un ordre.

supérieur à Remarquons, en effet, que

Nous n’envisageons ici que des termes du premier ordre en E’. On doit donc avoir :
soit

soit



Dans l’un comme dans l’autre cas, on voit, k étant pair puisque nous n’envi-
sageons pas les termes en que ne peut différer de l’unité que par une quan-
tité de l’ordre de 77~.

Nous somm es ainsi amenés à considérer les seuls coefficients

go et ho étant du second ordre en m, on doit avoir évidemment k = o pour que la

différence 03C6p,k± i puisse être de l’ordre de 
D’autre part, puisque nous en sommes aux termes du premier degré en y, on doit

avoir :

soit

soit

Le second cas se ramène au premier, étant donnée la forme symétrique des coeffi-
cients. Finalement nous sommes donc conduits à rechercher pour quelles valeurs

l’expression

diffère de + I par un terme de l’ordre de In2. D’abord la somme r~1-i- r~ ne peut
prendre que les valeurs o, 1 , 2, puisque j’envisage seulement des termes en ~~, EB ~~.

On n’aura par suite à s’occuper que de

Dans le premier cas, nous avons

c’est-à-dire que nous devons calculer les coefficients en y et en ~~ ~~ de sin (1V - I-I).
Mais ils sont donnés par convention. L’équation en s nous permet dans ces cas de
calculer immédiatement les coefficients ho et h7 de M0 et de dans h.

En effet, supposons effectué le calcul de ho pour lequel nous avons donné tous les
détails nécessaires dans l’Introduction, et proposons-nous de déterminer h,. Posons

Nous aurons



L’équation en s s’écrit donc, en se rappelant que Y! _ Mu’

A, dépendant seulement de h7 et étant du troisième ordre au moins en m, comme on
le verra plus tard. On a I, ~ ~ 1= 2014 i ; ho est du second ordre en m.

L’équation précédente montre que h7 est aussi du second ordre, et permet de le
calculer par approximations successives. Après quoi, l’équation

donnera la valeur 

Envisageons maintenant le cas où

ce qui donne

Dans l’expression o~ 0 -1- ~ 2 les termes en m~ seront donnés par

Or, .... Nous verrons plus loin Nous trouvons

ainsi une somme en égale à - 6n~Q.
. Ainsi le coefficient de l’inconnue ne sera jamais d’un ordre supérieur à m2. La
discussion précédente serait inutile, si l’on se reporte à la démonstration générale
bien connue, faite notamment par MM. H. Andoyer, E.-W. Brown et H. Poincaré :
mais il m’a paru intéressant de la donner à titre d’indication pratique. -

[14] Passons maintenant aux termes de la longitude et du rayon vecteur.
L’idée la plus simple est d’employer les équations (1) et (2), soit avec; et "il seuls,

soit avec y et À seuls.

1° ° Avec; et r,. - Ce sont les fonctions 1-1 et H’ qui gênent. J’ai montré plus haut
comment je les développais progressivement.

Envisageons l’équation (i) relative Ces inconnues se trouvent, dans H,

multipliées respectivement par - I ao et par f0. Or, 
’

des termes d’ordre 4 en m,

des termes d’ordre 4 en m.



Envisageons maintenant l’équation (2). Dans H’, sont multipliées res-

pectivement par f0 et par - I 2 ao. Cela ressort immédiatement des explications don-
nées plus haut pour le développement de H.

Puisque dans les équations (1) et (2) ce sont -H et -H’ qui interviennent, nous
obtenons immédiatement

Si l’on veut conserver y et ),, on fera

et B, B’, K, K’ seront faciles à calculer.
Les expressions XI, (e-’~)o,o X 1 s’introduisent dans la détermination de

;0,0 Ho,~. Pour nous aurons .

Substituons ces valeurs dans les équations en et divisons les premiers
membres par le facteur constant Nous obtiendrons

Ces équations auront les mêmes propriétés que celles de la latitude ; on a les
mêmes observations sur leur emploi, qui ne donne pas la certitude absplue..

Voyons de plus près les difficultés possibles. Leur déterminant est, dans l’un des
cas comme dans l’autre :

Si donc diffère de o et de’ + i d’une quantité finie, il n’y a pas de difficultés.



. On établit pour le mouvement du périgée une propriété analogue à celle de ho,
savoir :

ce qui donne g = -ln 4 3 rn~ + ....
Si diffère de ± i d’une quantité d’ordre ni ou m’, il faudrait calculer les

Xp,k ... un ou deux ordres plus loin.
Si diffère de o d’une quantité d’ordre m ou m2, il faudrait calculer les Xp,k ...

deux ou quatre ordres plus loin, ce qui arrive pour l’argument 2F - 2/= 2(G - H).
C’est ici qu’intervient l’équation de Laplace. Il n’y a pas à craindre dès lors que le

dénominateur devienne d’un ordre plus élevé en m$, comme je vais le montrer en
discutant tous les cas possibles. Mais auparavant examinons l’équation de Laplace :

I° Avec; et - Développons C et P par la formule de Taylor. Elle donne
immédiatement, en se reportant aux notations déjà définies :

D, et Q, étant des fonctions analogues aux fonctions G, ... déjà considérées.
L’équation (4) devient alors, en divisant par le facteur constant 

2° Avec pL et a,. - On fait : 1

et l’on a, en divisant par le facteur constant 

Z et Zt sont des fonctions toujours analogues aux précédentes.
Ainsi, dans les deux cas, le dénominateur sera :

Je dis qu’il ne saurait être d’ordre supérieur à celui de ms. En effet, pour qu’il soit
d’ordre supérieur à o, il faut que la partie constante de soit égale à + 1. Or, on a :



Comme pour les termes de la latitude, nous n’envisageons que les termes du
premier ordre en ~’, l~ étant pair puisque nous n’envisageons pas les termes en 
On verrait, comme pour la latitude, que pour ces termes en ,~~~’, 9p,k (et par suite ~~,k)
ne peut différer de l’unité que par une quantité de l’ordre de m.

Envisageons donc les termes indépendants de e’, c’est-à-dire pour lesquels

Si ~,~ est différent de o, nous arrivons à la même conclusion quant à l’ordre du
dénominateur. Nous sommes donc ramenés à examiner les coefficients

pour lesquels

Nous pouvons d’ailleurs, profitant de la forme symétrique des coefficients, et

puisque tous renferment Y~ en facteur, supposer
soit 

°

Nous sommes ainsi conduits aux deux types suivants :

pour lesquels

Puisque la somme rl + r~, pour les termes que nous envisageons, ne peut
dépasser 2, le second type nous donne soit r1=1 avec r~ = o, soit t r~ = i avec rs = o,
cas qui se ramènent l’un à l’autre, par raison de symétrie. Ils correspondent au
calcul du coefficient en ou dans ~, coefficient égal à zéro par convention,
et ceci nous permettra de calculer sans difficulté le coefficient de dans g.

Le premier type ne peut donner que

D’après les valeurs connues des termes en m2 de go et de h~, on aura :



Donc, dans tous les cas possibles où la partie constante de Cf p,k est égale à + i, le

dénominateur 2 - I + 3 2m2 est au plus du second ordre en m. On devra alors cal-
culer Z ou Zl à un ordre (ou deux) de plus qu’on ne veut. Ensuite, connaissant p,k,

+ "’fjp,k de cette façon, il suffira de prendre l’une ou l’autre des équations (i) ou (2)
pour achever la détermination complète des inconnues.

Examinons maintenant le cas où diffère de zéro d’une quantité de l’ordre m
ou m~. L’équation de Laplace donne, sans difficulté, + dans le premier cas.

dans l’autre. Pour d’une de l’autre, portons dans l’équa- .

tion (1). Nous avons
soit 

’ 

. 

’

Les multiplicateurs de et de )~p,k seront de l’ordre de CPp,k en ni. Je dis que cet
ordre ne saurait dépasser le second, ce qui nous amènera à calculer ~~,~ ~ ~~,~ et

jusqu’à l’ordre 03B1 + 2 au plus, si nous voulons avoir les inconnues jusqu’à
l’ordre x. 

°

Envisageons, en eflet, 
" 

_

Pour les termes en E’, k est pair d’après ce que nous avons dit, r1- r2 est égal
à ± ~ . Donc est au plus de l’ordre de m. Nous pouvons écarter ce cas et
considérer 

’

Si k est différent de zéro, l’ordre de 9p,k ne peut encore dépasser celui de m. Nous
sommes finalement conduits à l’expression

avec

Si l’on suppose

on doit avoir en même temps



ce qui nous conduit aux coefficients d’indice o en ou en Mais alors, par
raison de symétrie, = o, ~p,o= ~p,o, et l’équation ( 1 ) détermine sans difficulté les

inconnues 03BEp,0, p,.
Nous devons donc avoir, de toute nécessité,

et par suite

Nous arrivons ainsi au coefficient en 2 (G - H) dont j’ai parlé dans l’Introduction.
En réalité, on pourrait avoir

Mais ce cas se déduit du précédent par symétrie.
go et h~ ont des termes en né égaux et de signes contraires ; on aura donc

ce que nous voulions établir.

La discussion précédente, comme celle relative à la latitude, n’a d’utilité que pour
se faire une idée précise du degré d’approximation nécessaire dans tous les cas

possibles. A la vérité, fp,k figure dans Z ou Z1 au dénominateur ; mais - et c’est là
l’avantage essentiel de cette équation - il n’y figure que multiplié par 
Nous pouvons, après cet exposé, aborder la publication des résultats. Les particu-

larités que comporte le calcul de certains coefficients seront détaillées au fur et il

mesure. Nous consacrerons un chapitre aux termes de la latitude, et, vu leur

étendue, deux autres à ceux de la longitude. 
"

Remarquons toutefois que les équations, soit de la longitude, soit de la latitude,

peuvent se ramener au même type, ou à peu près. On s’en rend compte par la dis-
cussion, et on s’en apercevra mieux à mesure que nous les reucontrerons. Ce qui les

distingue, c’est la forme de plus en plus compliquée que prennent les expressions H,
1-1’, ... à mesure que nous avançons. Le développement de H, par exemple, introduit

seulement les dérivées premières ( 2014 ) , ’ ( 2014 ) s’il s’agit des termes 

les dérivées secondes (~2H ~03BE2 ) ..., si nous abordons les termes en 03B32~; les dérivées

troisièmes (~3H ~03BE3) ... pour les termes en 03B32~2, et ainsi de suite. Ces dérivées succes-

sives seront des quantités auxiliaires qu’il sera bon de déterminer à l’avance. Nous
en donnerons l’expression dès qu’elles se présenteront.



Toutefois, il m’a paru utile, pour la commodité de la lecture, d’en donner, dès à

présent, le tableau général que voici :

L’une quelconque de ces expressions, l par exemple, peut se mettre sous la forme

CHAPITRE II.

Latitude.

[15] Nous avons donné au n° 13 les formules qui permettent de déterminer soit
directement soit indirectement les § et les s, et nous avons indiqué un moyen de

. 

vérification qui, sans être d’une rigueur absolue, offre cependant une grande certitude.

Appliquons ces formules aux divers groupes de coefficients.

I. Termes en ; seul. - Ils sont de deux sortes :

1° ° Les termes en = y~ ;
2° Les termes en 1~I~Q= Y~’

Il suffit évidemment de déterminer les premiers.
Vu la forme symétrique que nous adoptons, en vertu de laquelle à un argument

quelconque, nous faisons correspondre l’argument égal et de signe contraire, il

faudra, pour la comparaison, prendre la moitié des coefficients de Delaunay, et ceci

s’applique à l’ensemble des résultats tant de la latitude que de la longitude.



Delaunay donne les termes en y jusqu’à n26 inclus. J’ai été amené à déterminer les
termes en m’ ~1~,-~, SU,-2 : ils interviennent dans le calcul des coefficients en
2 (G - H). D’autre part, le coefficient de ~l~,_~ renfermant m en facteur, j’ai dû
calculer les termes en nag de a-2, de c-2 et de d_~ définis plus bas.

Reportons-nous aux notations du n° 13. Nous aurons :

Au lieu d’envisager les équations en § et en s qui nous ont servi pour la discussion,
partons de l’équation init.iale; elle nous conduira directement aux notations que j’ai
utilisées dans la pratique. Soit donc

Dans le cas actuel, nous pouvons faire

En effet, dans 03A6, 03B6 se trouve multiplié par l’une des quantités ~’ ou et ces

quantités ne sauraient intervenir dans la détermination des termes en y seul. De

plus, nous devons réduire à ~,,,,k, puisque cette expression doit être multipliée
et que dans l’équation générale n’intervient que le facteur commun y 1.

C’est là, d’ailleurs, une règle qui s’applique quel que soit le monôme la

partie qu’il faudra multiplier s’il s’agit de la latitude, ..., s’il

s’agit de la longitude, devra nécessairement être indépendante de E, ~’, y, u, et par

suite se réduire à 9p,k. Car le produit (ou par l’une de ces quantités
s, s’, y, QL donnerait un monôme multiple de ~1 par exemple, qui ne saurait
intervenir dans le groupe considéré.

Pour obtenir la dérivée seconde nous devons multiplier cette expression

par 2014(c~ ~. D’autre part, dans le produit (~~)~, nous ne pouvons prendre pour ~
que les valeurs dépendant du seul paramètre ni, c’est-à-dire

Nous obtenons alors immédiatement



D’autre part, l’égalité

peut s’écrire ici, puisque nous envisageons les seuls termes du premier degré en y :

où

Telles sont, par le premier procédé, les équations du problème. Elles permettent
d’obtenir immédiatement les équations de la seconde méthode. En effet,

en posant

L’équation initiale

s’écrit donc

où

avec

Nous savons que =1. Nous pouvons profiter de cette circonstance pour
déterminer la partie constante ho de A avec la même approximation que Delaunay,
c’est-à-dire jusqu’en m,7. Deux procédés s’offrent à nous :

1° ° Considérons les deux équations

De la deuxième nous pouvons, par approximations successives, déduire 

Portons dans la première, et remarquons que ao = I+ I m2 + ... Elle s’écrit :
2



On a bo = I + 2 I . 3 m$ + ." . Le premier terme de est donc l’uni té : m~ + (ao-I),
et par suite ho, sont du second ordre en nz, et le premier terme de ho, donné par
- 

m.~ -~- 
2 ao 
- I 

sera - 22m‘~, 3 m, 2 ce que nous avions déjâ trouvé directement. De proche

, 

en proche, il sera aisé d’obtenir la valeur complète de ho qui concorde avec celle
donnée par Delaunay.

2° L’équation en s donne immédiatement:

A partir du terme tous les produits sont au moins du troisième ordre
en m. D’autre part, on a :

L’expression co [- (I - + m~] -E- do donne alors, comme termes en mQ,

~h + 3 m2, d’on :

Quant à ~11,-2, sl~,-~, la seule difficulté que présente leur détermination résulte
de ce que leur coefficient commence par un terme en m, et qu’il faut par suite
pousser un ordre plus loin le calcul du numérateur.

On obtient ainsi : 1 .



II. Terme en y. 
- On distingue :

Ce sont les deux premiers groupes que nous déterminerons.

1° Termes en ~.
Nous avons ici

L’équation générale peut s’écrire, 03A6 pouvant encore être négligé :

Or,

d’où



Donc on est amené à calculer les produits auxiliaires (~,s ~~~)k, et l’équation en (
s’écrit -=

où ~ indique que k’ a toutes les valeurs possibles sauf o ; ce symbole aura d’ailleurs
0

la même signification toutes les fois qu’il s’introduira.

Quant à l’équation en s, elle deviendra

en posant

D’une façon générale, la quantité Q correspondant à un coefficient quelconque
aura pour valeur - + m2.. 

’

Remarquons que l’équation en s nous amène à calculer les produits auxiliaires

Les coefficients se déterminent sans difficultés , et les s concordent avec ceux
trouvés par Delaunay :



2° Termes en M14 == NI,, . M3.
On déduit immédiatement les deux systèmes d’équations de celles relatives à 1T,3,

en y remplaçant par les et l’indice 1 3 par l’indice i4. De plus, 
et ~,~,k, i 

- g et 1- go se trouvent remplacés par - (i - g) et - (i 2014 go). Le calcul
ne présente ni difficulté ni discordance avec les résultats de Delaunay. l’outefois, j’ai
dû ajouter à ceux-ci les termes en n1.6 et en n2’ les termes en de ~1~,_~,
~i~,~, sl~,_~, 814,2’ qui interviennent dans le calcul du coefficient de l’argument 2(G-H),
et dont voici les expressions : .



III. Termes en y ~’. - On distingue :

Ce sont les deux premiers groupes de coefficients que nous déterminerons.

I° Termes - Remarquons que nous pouvons poser 03A6=-3 4m2~’103B62,
ce qui, dans l’équation donnant 03B617,k, introduit l’expression 3 2m203B611,k. D’autre part :

On trouve immédiatement l’équation

Ceci nous amène à déterminer à l’avance les produits auxiliaires 
D’autre part :

L’équation en s donne :



Les termes en m~ et en ~ de ~ _~, le terme en /?~ de ~~ ~ diffèrent de ceux qu’a
trouvés Delaunay. Le reste des calculs ne présente d’ailleurs aucune particularité.

N’oublions pas enfin que l’équation en s nécessite le calcul des produits auxi-
liaires (~J, : :

2° Termes en 

Nous avons :



On déduit immédiatement les équations de ce groupe de celles relatives à Mi7 en
y remplaçant les tJ’4,k par les tJ’5,k’ ~1 par ~2, et l’indice 17 par l’indice 18. Le terme
en est le seul qui diffère de ceux trouvés par Delaunay :

IV. Temnes en ,~ 

Des six groupes de coefficients :

ce sont les trois premiers que je déterminerai.



1 ° Termes en 03B31 S: - Mu = MuM6 = M13M2 = 

Nous avons :

et l’équation générale s’écrit :

Ici

d’où

Nous sommes ainsi amenés à calculer les produits auxiliaires (N,s ~~s)~, (N.Q ~~3)k,

== ~ ~’~,k~ (N’~ et à faire les sommes

On trouve sans peine

On est ainsi conduit à déterminer les

L’équation en s devient



Nous déterminerons les + ~, ~ s ) i3 k et les ~ 
Seul, le terme en ni’ de S21,0 diffère de celui trouvé par Delaunay. Les calculs ne

présentent pas de difficulté spéciale :

2° Termes en y, s, =2 = = - M13M3 = M14,M2 - 

Ici, nous avons :

Par définition,

Cette égalité nous permettra de déterminer h7, coefficient de dans le déve

loppement de h. Voici comment je procéderai :



L’équation générale s’écrit immédiatement

ce qui nous amène à déterminer les produits auxiliaires

On trouve de même

Nous calculerons les

Appliquons les formules précédentes à k = o ; elles deviennent

La seconde relation donne 03B622,0 ; portant dans la première, nous en déduirons h7.
Quant à l’équation en s, elle donne

Nous déterminerons les deux groupes de produits auxiliaires



Faisant k == o, nous avons une nouvelle détermination de h7’ qui vérifie la pre-
. 

,

3° Termes en

On écrit sans difficulté les relations



Entre les deux groupes d’auxiliaires, on a la relation

L’expression directe des s’obtient par l’équation

Les produits auxiliaires à déterminer sont les + les 

J’ai dû pousser jusqu’à mj la détermination de S23,O (dont le terme en ne con-

corde pas avec celui de Delaunay) : cette approximation est nécessaire pour obtenir
le terme en n23 du coefficient à très longue période en 03B323 ~22. Le dénominateur de 
renfermant m2 en facteur, j’ai dû calculer les termes en m’ du numérateur, ce qui
m’a conduit à déterminer les termes en mJ S232. Le dénominateur de ce der-
nier contient lui-même ni en facteur; cela exige le calcul des termes en m6 du numé-
rateur : 1



‘ . Teones en v x.

Les termes en

se déduiront de ceux en

que je vais déterminer.

On a ici

k étant impair.

Les équations s’écrivent immédiatement :

Elles nécessitent le calcul auxiliaire des ~~o ~1i)k-~ , 

Quant à l’équation en s, elle devient

Elles entraînent la détermination des (;~,isl1)~, des et des 



D’ailleurs :

VI. . Termes en 03B303B1 ~.

On distingue :

Ce sont les deux premiers groupes que je déterminerai.



1 ° Termes 

On a, 1~ étant toujours impair : 
’

On trouve sans peine :

Les produits auxiliaires à déterminer seront les

Enfin, l’équation en s devient

avec

Les produits auxiliaires sont ici les + + les les

Cro ~ia ~ ‘~ et ~1s + ‘~nk~-~’ °
Nous trouvons ainsi :



~° Termes en ,~~ - - - - - _’-14 Ma.

Les équations de ce groupe se déduisent immédiatement de celles du groupe

précédent par les modifications suivantes :

a) Dans fp,k et on remplace 1 - g et 1- go par -(1 - g) et par - ( i - go).
b) On remplace les ~~3,k et les par les et les 

c) On remplace ~ ~ par ~.lo,~; ~~~,k, ~~,k, ’~n,k 



LONGITUDE.

[16] Les calculs de la longitude sont beaucoup plus longs que ceux effectués

pour les coefficients de la latitude. Aussi décon1poserai-je en deux chapitres cette

partie de mon travail. 
~

Dans un premier chapitre, j’envisagerai les coefficients qui contiennent en facteur
une expression du second ou du troisième ordre, savoir :

Dans un second chapitre, j’aborderai les coefficients qui contiennent en facteur
une expression du quatrième ordre, savoir :

’ 

Dans les n°~ I I et 13 sont développées et discutées les deux équations en ; et en oei,
ainsi que l’équation de Laplace. La seule difficulté sera, pour chaque groupe de

coefficients, de donner explicitement les valeurs de H, H’, P, C, ainsi que les valeurs

des ç et des ~ en fonction des [J- et des 03BB. Cette dernière opération nous permettra de
former les deux équations en lJ- et en ~, ainsi que l’équation de Laplace correspon-
dante. Ayant calculé séparément les deux systèmes de coefficients (ç et r d’une part,
u, et À d’autre part), nous vérifierons si la relation existant entre ces deux systèmes
est bien réalisée, ce qui garantira l’exactitude des calculs.

Comme pour la latitude, ceux-ci se feront par approximations successives. J’indi-

querai en détail comment j’ai procédé, en prenant un groupe de coefficients, en ,~1 par
exemple, puisque c’est le premier qui se présente.

Il serait superflu, après ce qui a été dit dans l’exposition des méthodes, de s’appe-
santir sur la formation des équations dans chaque cas spécial. Étant donnée pour

chaque groupe l’expression de ~, de fp,k et de 9p,k’ de H, H’, P et C, il est aisé d’en
déduire les équations correspondantes.

Abordons maintenant la détermination et la publication des diverses séries de

résultats.



CHAPITRE III.

I. Termes en 03B32. - Ils sont de trois sortes :

Nous déterminerons les deux premiers groupes.

i ° Termes - = 

Ona:

D’autre part, la formule de Taylor donne immédiatement, en posant

les valeurs suivantes pour et 

où, comme pour la latitude, ~ indique que k’ a toutes les valeurs possibles, sauf o.
0



Alors les équations sont :

Tout est prêt pour les approximations successives, et on a un type d’équations
qui subsistera sans écritures nouvelles, ou à peine.

Ce type à peu près uniforme, nous allons aussi le réaliser pour les équations en
!~3,~ ~ "33,1C et pour l’équation de Laplace.

Dans celle-ci interviennent des produits tels que (a ;)o et Nous poserons :

de sorte que J et J’ seront des quantités conjuguées.

Nous obtiendrons ainsi

avec

Alors

avec, en outre,



Pour passer aux équations et ~,, et à l’équation de Laplace correspondante,
écrivons les relations

Nous pourrons poser :

Ceci nous amène à déterminer les quantités auxiliaires

Alors, avec

où, comme toujours, 03A3 indique que k’ est différent de o, on a simplement :
0



De même pour l’équation de Laplace. Si

on pourra poser

avec

Alors l’équation de Laplace s’écrit :

avec, ici: 1

J’ai dû pousser jusqu’en nz’ le calcul de ~33,0, ..., jusqu’en ms celui de ~33,-~, ~ ... ;
cette approximation est nécessaire pour obtenir le terme en du coefficient à très

longue période en v1 ~2 ~



( 1) On a :



2° Termes en 03B34 03B32 = M34 = À.Î,, M12.

Ôn a :

Par symétrie, on aura :

Il suffira donc de donner à k des valeurs positives, zéro compris. Il serait superflu
d’écrire explicitement les diverses équations relatives à ce groupe : elles se déduisent
immédiatement de celles relatives au groupe précédent en y remplaçant l’indice 33

par l’indice 34, (~11)k et (S:1)k respectivement par (2 ~11 ~1z)k et (2 s~, Nous obtenons

ainsi :



On sait, en vertu du théorème d’Adams, que ( - ) doit être nul. Vérifions cette
BP/34,0 0

égalité autant que c’est possible, c’est-à-dire jusqu’à m~ inclus. On a :

Mais, aux termes du sixième ordre près,

puisque

Or,

Donc



II. Termes er2 Y~ ~.

On distingue :

Nous déterminerons les coefficients des trois premiers groupes.

I° Termes en 03B321 = M36 = = _ 

On a :

Les équations s’écrivent immédiatement :

avec



où

L’équation de Laplace devient :

avec

Les produits auxiliaires à déterminer sont les (~11 ~13)k, (~~~33/k ~ (~~ ~133 + 

Passons maintenant aux équations en p. et ~; nous pouvons poser :

(1) Je mets K pour éviter toute confusion avec /t7.



avec

Faisons, comme pour Mgg,

nous aurons

L’équation de Laplace s’écrira encore :



avec

Les produits auxiliaires à former sont les (~2~33)~ (~2~33 ~ ~2~33)~’ (~~3)~
(~~(~~)A-

Je n’ai pas été amené, toutefois, à recourir à cette équation; et les résultats,

obtenus sans difficulté spéciale, concordent pour les 03BB36,k avec ceux de Delaunay,
sauf )~, :



2 (> Termes en y1 ~1= = _ (NI, ~)~ -_ ~I,.,.
Ona:

Les équations se déduisent de celles du groupe précédent en y remplaçant les
termes en et en par les termes en et 1~~1~ correspondants. Le terme en r~4 de
~3;,a diffère de celui trouvé par Delaunay.



D’autre part, pour obtenir le terme en du coefficient à très longue période en
v~ ~2, il faut calculer le terme en de ~37,0, r,3~,o. ;~3~,0, )~3r,o. Les équations qui donnent
ces inconnues contiennent m2 en facteur au dénominateur, d’où la nécessité de

pousser jusqu’en n’t7 le calcul du numérateur. Ceci nous amène à déterminer les

termes en m5 de ~3ï,~, ..., ;a7,-2 ....
L’opération se fait sans difficulté pour ~37,~ .... Mais, dans le calcul de ~3~,_~, ...,

m se trouve en facteur au dénominateur. Il faut donc obtenir les termes en du

numérateur. Ici se rencontre une difficulté nouvelle, que j’avais déjà signalée : dans
le calcul des quantités auxiliaires, j’avais déterminé, en prévision du dénominateur m,
un ordre de plus que celui des inconnues; les termes en ,~lc~ étant évalués jusqu’à
/7~ inclusivement, j’avais calculé les termes en m~ des quantités auxiliaires, et j’en
avais fait une vérification sommaire. Pour les termes en pareille vérification eût
été très longue et très laborieuse ; je me bornai donc à revoir soigneusement mes
calculs. Or, il m’arriva de laisser passer, à plusieurs reprises, une erreur dans l’un
d’eux sans la découvrir, si bien que les deux déterminations du terme en m5 de 03BE37,20142,
ne concordaient pas. C’est à la longue seulement que je parvins à les concilier. 

Je signale ce fait, bien connu des calculateurs, pour montrer l’intérêt pratique
qu’offre la méthode de àI. Andoyer. A la vérité, j’aurais dû recourir à la preuve
par i r, ce nombre n’entrant pas en dénominateur dans les expressions que j’avais à
former.

Quant au terme en /~’ de ~3~,0, il nécessita le calcul, pour les quantités auxi-
liaires, des termes en mG et en nz’, et donna lieu, par suite, à des difficultés d’exécu-
tion encore plus grandes, les termes en In7 atteignant des valeurs numériques élevées.

Les produits auxiliaires à déterminer sont d’ailleurs :





3° Termes en _’~38 M41-’~15 i 

On a :

Par convention )~3g,o = o. Cette relation nous permettra de déterminer le coeffi-
cient g34 de y1 Y2 dans le développement de g.

La partie de que nous utiliserons sera - Prenons la première des ,

équations Nous aurons :

Cela donne :

On déterminerait de même, sans la moindre difficulté, l’influence de g34. sur les

cinq autres équations.
Cela donne :

Posant toujours



nous aurons, pour déterminer les À38,k et les u.38,k ~ :

Les R3~ , k, ... se déduisent immédiatement des R36,k’ ..., étant donnés les produits

auxiliaires à déterminer, qui sont :

Pour ~ ’l3B~k ~ les (~1i ‘’. + ~1~ ~13)k ~ B‘2 ~3b)k ~ B’^.~ ’l3A + ~~2 ‘31)k ~ B r~?^’131)k ~ ~~11 ~12~~)k~

B~‘11 ~’i~’’12)k’ ;
Pour les les + Ci~~2~~34 ~ ,~:~J~3=)k~ 

Si on fait k = o, les deux premières équations en u. et en ). nous donneront ;~38.~

et g3.1. J’ai calculé cette dernière quantité avec la même approximation que Delaunay,

c’est-à-dire jusqu’en m5 inclusivement; j’ai trouvé le même résultat que lui. Ce

résultat est d’ailleurs contrôlable en déterminant ~3~,0, avec la même approxima-

tion. Ici se place une petite difficulté. En effet, si dans les deux premières équations

en ; et en "1) nous faisons l~ ~ o, elles deviennent :

La résolution de ce système nous donnerait /TZ2 au dénominateur. J’ai tourné la

difficulté en portant dans chacune des deux équations les valeurs 
de c38,o, ~r,38,o calcu-

lées à l’aide des u et des ).; la vérification est satisfaisante.

On pourrait, il est vrai, élever contre ce procédé l’objection suivante : Dans les

pr emiers membres des équations (a), les termes en m’ 
de ~38,0, . ~~ interviennent par

le facteur 3~38 + ~38.0. Xe pourrait-on pas avoir commis sur les inconnues des

erreurs qui se compensent, savoir : ~ . m~ sur ~3a o, - 3 ~n5 sur Cela est impossible.



En effet, les équations qui donnent 03BE38,0, ~38,0 en fonction des  et des 03BB sont de la
forme

P et Q étant des expressions indépendantes de et rigoureusement connues.

Puisque

les erreurs que l’on pourrait commettre sur ~ ~ 7~~ seraient forcément égales. Si
l’on envisage la première des équations (a), il y aurait encore une incertitude prove-
nant de ce qu’on ne serait pas sûr du terme en 2(2 2014 g0)g3403B3403B3203BE2,0. Cette incer-
titude disparaît si on considère la seconde, puisque ~ y est multiplié par - 2~y~~ ~ ;
~ commençant par un terme en on n’utilise dans ce produit que le terme en /~
de 



III. Ter~nes en ,~~ ~~.
On en compte si; groupes :

Nous calculerons les coefficients des trois premiers groupes.

i ° Termes en ~ = = = = 

Ce qui distingue ce nouveau groupe des groupes précédents en c’est la

valeur de



On a ici :

Posons :

Nous devrons, pour former les équations du groupe, déterminer l’influence de 

sur chacune d’elles, ce qui est immédiat. Après quoi, nous remarquerons que les

1~~,~,k, R4~,k, ... se déduisent des ... en y remplaçant les termes en et

en MJ.3 par les termes correspondants en 11~ et en 
Nous obtenons ainsi : 

’

Faisant

les u42,~, À42.k sont donnés par les formules



Cette équation sert à déterminer )B42,-2’ le seul coefficient dont le terme en /?~ soit
dînèrent de celui trouvé par Delaunay.

Nous aurons d’ailleurs à calculer :

Dune part. les (~c~ (~ + ~.J,, (~j~ (1?à 14)k ’ ;
D’autre part. les (~~),, (~)~ + ~~ (~~)~ (~~~~



2° Termes = =: -’I18 - - 

La valeur de 4J est de



On a, d’ailleurs :

Les équations (1) peuvent encore se calquer sur celles du groupe M3~ : on rem-
place les termes en et en par les termes correspondants en ~rs et en 1~18 ; de
plus, la portion 039403A6 de 03A6 qui dépend introduit dans les premiers membres
des équations en ~g ~ -~ ~ les expressions

qu’il est facile d’évaluer en fonction des  et des )., et par suite d’utiliser pour les
équations en ~ ,, )~.

Les seuls coefficients pour lesquels il soit nécessaire de recourir à l’équation de
Laplace sont d’ailleurs ~~, ~43.-~ ~g,-~ ~-3-

(1) Et aussi les produits auxiliaires.





3° Termes en = M~ ~ = = = 

L’expression de 03A6 est la même que pour M
On a : 1

Les équations et les produits auxiliaires de ce groupe se déduisent immédiatement
de ceux du groupe par les modifications suivantes :

10 Les (~,1 ~,7)k et les devront être remplacés par les (~1~ ~~, + et par
les (s1~ s~~ + 

2° Les termes en Ma3 devront être remplacés par les termes en ~134 correspondants ;
3° Les (~11)k et les (s11)k devront être remplacés par les (2~~1~12)k et les (2s11S12)h’’
On obtient ainsi : 1





CHAPITRE IV.

Termes en y2 ë2 et . en 

I. . Termes en 03B32

On distingue :

Ce sont les cinq premiers groupes de coefficients que nous déterminerons :

1° ° Termes en

Nous avons :

fi ayant la même expression que pour les équations en pourront se

déduire des équations en M36 en y remplaçant l’indice 36 par l’indice 48. Il est donc
inutile de les écrire. Donnons simplement l’expression des quantités R48,k’ ....





D’autre part,

Les expressions qui permettent de calculer les u.48,~, sont :





Ces diverses formules montrent nettement quels sont les produits auxiliaires à
déterminer; il serait superflu de les énumérer. Bornons-nous à dire que l’équation de
Laplace intervient seulement pour k = -f~. 

Les résultats, obtenus sans difficulté, sont les suivants :



2° Termes en

On a :

Il serait fastidieux de montrer comment, des R~ ~ ... , on passe aux 

.... Il suffit de comparer la décomposition de M48 et de 
Toutefois, il y a une légère différence entre la forme des équations. En effet, la

partie de f4CJ,k que nous utilisons est égale à ~4~,k - 2h~ Si ~~. Ceci nous amène à ajouter
aux premiers membres des équations en ~~~,,~, ~,.+~,~ les expressions

dont il est facile de donner l’expression en fonction des ~,33,k, ~‘33,~~
On trouve ainsi :





3° Termes en

On a :

Les équations de ce groupe se déduisent immédiatement de celles du groupe 
et, pour ne présentent aucune difficulté.

Mais il y en a une de très grande pour k = o. Dans ce cas,

contient m2 en facteur. Pour obtenir le terme en m3 de 03BE50,0, ~50,0, 50,0, 03BB50,0, il faudra

faire intervenir l’équation de Laplace, et calculer jusqu’en ni’ les termes du numéra-
teur. J’ai montré successivement, pour chacun des monômes qui divisent à

quels suppléments de calculs j’avais été conduit. Dans le groupe actuel, j’ai été

amené également par la présence des facteurs 6m3 03C6p,k03BE0,0 ou 6m3 03C6p,k (03BE20)0,  6m2 03C6p,k ~0,0 ou

6m2 03C6p,k(~20)0, qui commencent par nn temne en rn seulement, à déterminer les termes en

rr2," de ‘.50.~ )150,-~, ~~50 ~, 

Quant au terme en de ~50.0, ~50,0, 11’50,0’ )~50,0, il nécessite le calcul jusqu’en m~ des

produits auxiliaires dont il dépend. On se trouve encore dans un cas exceptionnel.
Néanmoins, la valeur de )~50.o concorde avec celle donnée par Delaunay, ce qui vérifie
de nouveau les termes en de s.,3,o et de )~3~,o qui interviennent dans sa détermination
et dont les valeurs ne sont pas celles de Delaunay.





4° Termes en

On a :

Les équations de ce groupe se déduisent sans peine de celles en ~~I4~. Les expres-

sions de R, R’, ... sont les mêmes, aux changements d’indices près. Mais il se produit
en outre la particularité suivante : la partie utilisée de fp,k est :

D’où, par exemple, envisageant la première équation ~51,k ~ :

Si l’on déduit, par des modifications d’indices convenables et d’ailleurs immé-

diates, les équations de ce groupe des équations du groupe il faudra donc

ajouter aux premiers membres les quantités suivantes :
Pour ~, : :

qui se transforment immédiatement pour le calcul des [J’1H,k 

On obtient alors :





5° Termes en

Ona:

On déduit sans la moindre difficulté les équations de ce groupe de celles du

groupe M~,~. On a :

Les calculs ne présentent aucune particularité, si ce n’est que pour détermine!

~~,,,o = r,,~.o d’une part, ~,~~,~ (B)2,0 = o) d’autre part, une seule équation suffit.



II. Termes en 03B3203B1.
Les expressions de R, R’, ... ont même forme que pour les termes en et,

dans la formation des équations, on pourra se guider sur celles du groupe 1~23~. Ce
qui distingue les termes en y2(l, c’est la valeur de + :

Il faudra, après avoir par des changements convenables d’indices transformé les
équations du groupe ~y;u, déterminer pour chacune d’elles l’influence 
il 03A6 représentant la portion de 03A6 qui contient 03B103B2 en facteur.

On aura trois groupes de coefficients, savoir :

Il suffit naturellement de calculer les deux premiers.

1° Termes en

On a:

k étant impair.
Les équations en ~~;,~, ri55,~ s’écrivent immédiatement :



L’équation de Laplace donne :



Pour passer aux équations en ;~,~Ï,~, )~ ~ nous poserons toujours :

Cela donne les équations :



L’équation de Laplace devient :

Je n’ai pas été amené, d’ailleurs, à utiliser cette équation, et ai obtenu les résul-

tats suivants :





~° Termes en

Ici :

Ce groupe étant à lui-même son conjugué, on a :

Il serait superflu d’écrire explicitement les équations, qui donnent :



CONCLUSION.

Comme on le A oit, les erreurs trouvées dans Delaunay sont en très petit nombre.

Voici, d’ailleurs, le tableau complet des différentes corrections purement numé-

riques qu’il faut apporter aux formules de Delaunay, en vertu des calculs ci-dessus.

J’emploie les notations de Delaunay et la disposition adoptée par M. Andoyer (1).
S’il s’agit de la correction que doit subir le terme en sin (2D + F + 1’) de

la latitude, on trouvera dans la première colonne, (A), l’argument 2D + F + l’; dans
la seconde colonne, (M), le multiplicateur ;~l~i»~J; dans la troisième colonne, (D), la
valeur donnée par Delaunay pour le terme considéré ; dans la quatrième colonne, (E),
la valeur exacte de ce terme ; enfin, dans la cinquième colonne, (C), la correction de

ce terme, c’est-à-dire la différence entre sa valeur exacte et sa valeur donnée par

Delaunay.

LATITUDE.

LONGITUDE.

(1) H. la Théorie de la Lune (Bull. astr., I90I, pp. 207 et 208).
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Ces corrections sont encore sans portée pratique, et, puisqu’à ce point de vue la

méthode des calculs numériques est plus rapide, la révision des formules de De-

launay ne saurait avoir que l’intérêt de la rigueur théorique. Toutefois, il parait inté-
ressant à cet égard de poursuivre ce travail, étant donné surtout que la méthode de
M. Andoyer, outre qu’elle permet d’éviter les erreurs de calcul (sauf évidemment
dans le cas tout à fait exceptionnel où elles se compensent), donne les coordonnées

rectangulaires et le rayon vecteur avec la même approximation que la longitude et la
latitude.


