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SUR LA THEORIE DES MAREES

DANS UN CANAL,

APPLICATION A LA MER ROUGE,

Par A. BLONDEL,

Agrégé de mathématiques,
Aide astronome a 1’Observatoire de Toulouse.

INTRODUCTION.

La théorie des mardes offre de nombreuses difficultés théoriques et d’application
pratique. Les difficultés théoriques qui s’opposaient a l'intégration des équations
des marées ont été surmonltées, en grande partie, par M. Poincaré. Au point de vue
pratique, les marées sont prédites avec une précision remarquable par I'analyse har-
monique; mais les constantes qui entrent dans les formules de prédiction des marées
sont déduites de I'observation, et la portée de I'analyse harmonique est beaucoup
diminuée de ce fait.

Malgré les nombreux travaux sur les marées, I'application de la théorie & une
mer réelle n’a pas encore été faite. M. Hough a étudié les oscillations propres et
contraintes d'une mer de profondeur uniforme recouvrant le globe; on a étudié les
marées dans un canal artificiel, en le supposant tracé suivant un petit cercle; mais,
pour les mers réelles, on s’est borné & des assimilations grossi¢res de mers avec des
canaux.

Dans le présent travail, j’ai cherché a faire une application de la théorie & la mer
Rouge; cette mer a une forme générale assez simple et peut étre assimilée a un canal
de largeur et de profondeur variables; dans sa Théorie des marées, M. Poincaré
signale I'intérét qu’il y aurait a faire une théorie compléte des marées dans un golfe
ou un détroit, afin d’avoir des renseignements sur le rdle encore peu connu du frot-
tement; je trouve que dans le cas de la mer Rouge. le frottement joue un rdle consi-
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dérable. Avant d’appliquer & celte mer I'équation ordinaire des marées dans un
canal, je me suis demandé si celte équation, établie pour une largeur infiniment
petite, convenait & une mer de plus de 200 kilométres de large; jai repris I'équation
générale des marées et j’en ai déduit les modifications 4 apporter & I'équation clas-
sique dans le cas ol le canal est trop large et dans le cas oti, pour une raison quel-
conque, on a choisi un axe inégalement distant des deux bords. Jarrive aux mémes
résultats en partant de I'intégrale dont il faut annuler la variation pour obtenir
I'équation des marées; de plus, je montre que les équations pour les canaux ne
changent pas, qu’ils traversent ou non la latitude critique. Pour 'application numé-
rique, j'ai employé la méthode de calcul de Ritz, qui m’a semblé heaucoup plus
commode que la méthode de Fredholm;.il est vrai que je n’en ai pas démontré la
légitimité; mais jai remarqué qu’elle conduit, dans un cas particulier. au résultat
exacl; dans le cas actuel, la convergence des approximations successives ne fait
aucun doute. Enfin, j'ai donné les formules qui permettent de calculer les oscilla-
tions propres d’un canal peu différent d’un canal régulier: malheureusement, la
mer Rouge est trop irréguliére pour que ces formules lui soient applicables. Le role
du frottement dans les marées de la mer Rouge est mis en évidence par ce travail;
je me réserve de reprendre cette question, afin de trouver les valeurs numériques des
coefficients que le frottement introduit dans les équations.

M. Picard m’a soutenu de ses encouragements et de ses conseils; je lui en exprime
ici toute ma reconnaissance. Les nombreux calculs numériques qui ont été néces-
saires pour étudier les marées de la mer Rouge m’ont été facilités par une machine
& calculer, mise & ma disposition par M. Borel; je le remercie de m’avoir ainsi sou-
lagé dans la partie la plus ingrate de ma tiche.




CHAPITRE PREMIER.

Théorie classique des marées dans un canal.

Dans la théorie classique, 'équation des marées se simplifie parce que 'on consi-
dére la largeur du canal comme infiniment petite et aussi & cause d’hypothéses
supplémentaires. Prenons le raisonnement de M. Poincaré dans sa Théorie des
marées (p. 205). Il part des équations du mouvemen{ d’un fluide animé d’une rota-
tion d’ensemble p, ¢, r; en appelant u, v, w les composantes du déplacement (sup-
posé trés petit), w est négligeable devant u et v si la profondeur est petite, ce que
nous supposerons toujours. Si maintenant le canal est tres étroit, ef si, de plus, sa
largeur varie lrés lentement, v sera aussi négligeable devant u; en effet, sur le bord,
v sera trés petit vis-a-vis de u & cause des conditions aux limites; comme les dérivées
partielles de v sont supposées petites et que le canal est étroit, v sera partout négli-
geable. Mais supposons que le canal se termine par une paroi; le long de cette paroi,
u sera nul et, dans une région voisine du bout du canal, u sera pelit et comparable
4 v; nous ne sommes donc pas stirs que dans cette région les équations subsistent;
en particuliér, il n’est pas évident que la force centrifuge composée n'ait pas
d'influence.

M. Maurice Levy donne une autre raison pour négliger la force centrifuge com-
posée : il établit I'équation du mouvement en projetant sur une tangente 4 'axe du
canal toutes les forces qui s’exercent sur une molécule superficielle; or, la force cen-
trifuge composée est perpendiculaire & la vitesse relative, laquelle est voisine de I'axe
du canal; sa projection sur la droite considérée est donc trés petite et peut étre né-
gligée. On voit qu’ici encore la largeur est supposée varier trés lentement; de plus,
la méme critique que plus haut s'applique; tout au bout d’un canal qui se termine
en cul-de-sac, rien n’autorise a croire que la vitesse relative est paralléle & I'axe du
canal; elle est petite, mais dirigée n’imporle comment.

Mais surtout, Vinconvénient de ces raisonnements est de ne pas indiquer le moins
du monde jusqu'a quelle largeur on peut considérer un détroit comme un canal.
Ainsi le canal de Suez a 54 métres de largeur; la mer Rouge en a 200 kilométres: les
mémes équations leur sont-elles applicables? Il est évident que L'erreur devient
grande quan dla largeur du canal devient exagérée; nous verrons plus loin comment
on peut dans chaque cas particulier juger si I'équation simple classique peut suffire.

La notion de canal. — La forme la plus simple est celle d'un canal dont les deux
rives sont paralléles, c’est-a-dire telles que les normales & U'une des rives soient aussi
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normales & I'autre; si le canal est éroit, on pourra confondre ces normales avec des
droites; s'il est large, il faudra prendre les grands cercles normaux. 11 existe alors
une ligne, que nous appellerons 'axe du canal, et telle que si 'on porte sur ses nor-
males, de part et d’autre, des longueurs égales & la demi-
largeur du canal, on obtienne les deux rives. Plus géné-
ralement, si sur les normales & une ligne quelconque on
porte de part et d’autre de la ligne deux longueurs varia-
bles. égales ou non, nous dirons que ’on obtient encore
les rives d'un canal, dont la ligne primitive sera I'axe.
Toutefois, nous exclurons des cas analogues aux sut
vants : Soit CABD l'axe; AO et BO les normales en A
et B; si on porte sur les normales des longueurs supé-
rieures & AO, nous pourrons obtenir des formes de rive
telles que (1), (2). (3}, (3) étant un cas particulier de (3).
le cas ou le repli se recouvre lui-méme; nous exclurons
de tels cas; autrement dit, nous n’admettrons les sinuo-
sités brusques (a rayon de courbure petit) qu’aux endroits

ou le canal est étroit.

Si les longueurs portées de part et d’autre de l'axe
sont ¢gales, nous dirons que c’est un axe principal. Dans la pratique, on tracera

par titonnements un axe principal.
y .

Cependant, il peut exister une infi-
nité d’axes principaux, ou un seul,
ou pas du tout. Ainsi, si les deux
4 z  rives sont desdroites formant un an-

gle ¢, on obtient toutes les courbes

IR AT O #)':
<xcos; + ysin ;> (:c sm; —ycos;/ = Qonst.,
qui sont analogues a des hyperboles, et admeltent pour asymptotes les bissectrices
de xOA; on obtient de plus ces bissectrices elles-mémes; naturellement, dans ce cas
particulier, on prendrait pour axe principal la bissectrice intérieure. Si les deux rives
sont des droites paralléles, le seul axe principai est la droite équidistante.

Enfin, si un canal & rives droites paralléles fait un coude, il n’existe pas d’axe
principal. Mais cette question n’a pas d’importance pratique; il est facile dans les
applications de trouver un axe qui soit & trés peu prés principal.
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CHAPITRE 1I.

Application de l'équation générale des marées au cas d'un canal.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Etant donnée une ligne L sur une sphére, il est possible de faire une carte de la
sphése ou la ligne L soit représentée en vraie grandeur sur Paxe des x.

En cffet, soit 6 la colatitude, et 5 la longitude d’'un point; soient x et y les coor-
données du point correspondant sur la carte, « et ¥ sont des fonctions de § et ¢ qui

salisfont toules a I'équation

s

v\*® T v\ *?
It — (—\‘— 4 — 3 — .
¢l sin® 4 \ oo

11 faudra donc prendre pour y une solution de I'équation (1) qui soit nulle tout le

. Jd . dz Az
(1) sme\ia<sm0‘—>—{—t—:o;

le rapport de similitude est

long de la courbe dounnée, et qui, de plus, tout le long de cette courbe, satisfasse a

7\ AN
(2) \29 t o Y -

Cetle solution une fois connue, x sera déterminé par les équations

do !
(Sinﬁ ‘ ~—~ﬁ

AL dg

( e .
— == — SIN 0 —.
d0 hli!

11 suffit donc de démontrer I'existence d’une solution de I'équation (r) salisfaisant
aux condilions ¢énoncées. Or, considérons trois axes

08, Oz, Oz; dans le plan 6, g, la courbe L a pour image
PN .y . P % dy

une courbe (3). L’équation (2) définit S et == tout
¢ Jo

le long de (%), puisque 'on a déja, pour un déplace-

oy dy .

35 do 4 E dy =o0. Par suite, le

probléme revient & chercher une surface intégrale de

ment sur cetle courbe,
4

I'équation (1) qui passe par (3), et soit tangente le long
de () & une développable circonscrite.

Si la courbe (2) est analylique, on sait qu’il existe une telle surface intégrale.
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Dans ce qui suit, nous appliquerons ce lemme a l'axe du canal, qui n’est pas forcé-
ment une courbe analytique; mais on sait que I'on peut lrouver une courbe analy-
tique qui s’écarte d’aussi peu que I’on voudra d’une ligne donnée 4 I'avance, et méme
dont les tangentes fassent avec les tangentes aux points correspondants de la ligne
donnée des angles aussi pelits que 'on veut. Nous pourrons donc supposer que le
théoréme précédent sapplique.

Si la courbe I' est un peltit cercle 8 =1, la carte cherchée est une carte homcthé-
lique de la projection de Mercator, donnée par les formules

e0
x=¢sin,, y:sinOoLog—e.

tg;

Car alors on a, pour 9=0,, y=o, et, de plus,

dn? sin® 6 sin®6
2 ___ . 26 d’ 2 [ eﬂ . 26 2 0 ‘12.
ds" = sin "[ i sin“O:i sin®§ (45" + sin6dg] sin® 0 ds
ds
Donc, pour 6—=6_,0na —=1.
¢, pour s 0T o

Pour un petit cercle quelconque, il suffit de prendre pour origine des colatitudes

le pdle du petit cercle.

Soit maintenant un canal; tracons un axe et faisons une carte ou cet axe soit
représenté en vraie grandeur sur 'axe des «.

L’équation générale des marées est

dh,dg O, 09 R, e b o

i 2

= 50— W),
It

T

h Ao +
v dx dx dy dy dxr dy dy dx g

ot les notations sont celles du Traité des marées de M. Poincaré :

x et y sont les coordonnées sur la carte du point correspondant & la longitude ¢
et a la colatitude 0.

W est une composante isochrone complexe du potentiel, de la forme Cet, ot &
est une imaginaire pure.

k est le rapport d’'un élément d’arc de la carle & I'élément correspondant de la
sphére.

h est 1a profondeur de la mer, et on a posé

~2
] 2w Ccos f
h h ———h,,

1

[ A—
1T 4+ folcosth 2 A

ol w est la vitesse de rotation de la terre sur elle-méme.

g est Uintensité de la pesanteur.
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Enfin, en appelant ¢ la hauteur de la mareée, on a :
g: = )\’C‘D — “T

La latitude critique est celle qui rend A, et h, infinis, c’est-d-dire celle qui annule
2 4 he” cos® b; cette quantité peut étre nulle, puisque )* est négatif et que |A] a des
valeurs voisines de O, » ou 2.

Nous supposerons que, dans toute la largeur du canal, la fonction ¢ peut se déve-

lopper en série

?:?“+y?‘+ya?2+ e

les ¢, élant des fonctions de x.
Alors, sile canal ne (raverse pas la latitude crilique, on pourra aussi écrire :

h,=h(a, +ya, + y*a, + ...)

h,=1ih (b, + yb, + ¥'b, + ...)

W=w, +yw, +yw,+ ...
cos 0 = o, 4 yo, + ¥o, + ...

I

1

S=1+y8 + ¥+ ..

L

—

les a;, b,, w,, 2, B, sont des fonctions réelles de .

Soient y, et y, les y des bords du canal correspondant & I'abscisse x; y, et y, sont
aussi des fonctions de . Nous poserons

hyyy,— h, Yy, =73, et —— =y,

(

\ ’ ybp+l I y[z;+1
/ (P + 1)y
|

h, et h; étant les profondeurs aux bords.

Remplacons dans I'équation générale des marées les fonctions qui y entrent par
leur développement; multiplions ensuite par y"dy et intégrons de y, 4 y,. En remar-
quant que

et
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on arrive & I'équation suivante, qui sera notre équation fondamentale :
j4d

r ' r
I ZE [ao’.‘ro i + (ao?a + a,%, )Gm/ 1 + :’

. d

+ l%[bﬂ{ngicﬂl + (Qbo?ﬂ + blc‘gl)clnf'l + "']

+ mi[bo?orcmfi + (boc?i’ + b1 q’o’)cm + (bo"?a' + bl’{’i, + b'ijor)gnm 1 + ]

- m[aoqﬁgln—x + (2(10?2 + ai?i)cﬂl + (3‘10:‘?3 + QG‘CPO + (12?1)7”141 + .[

+ (aoum - ibo—‘m)","l + [(alunw»i - ibn‘:m+a)?1 + (aoum»‘»a — ibo '_'uz+a)2?2} + .

- (ao :7" + iboum):?U’_ [(al Tﬂl*Fl + ibl Uﬂl4‘i)?0' + (aOT7II,+1 + ib() Ul’ll"i)cxgl'] T

V= ‘U'm()‘2 Gy — u}o) + Pma [184 0‘2?0 - U)o) + ()‘2?4 - wi)] + ...

Si le canal traverse la latitude critique, le calcul précédent ne subsiste pas, car on
ne'peut plus développer en série A, et h,. Nous traiterons ce cas plus loin.

Choix de Uunité. — Dans ce qui suit, nous allons supposer que k, y,, v, sont
petits; nous admettrons aussi que les fonctions g, ¢,, g,, ... sont du méme ordre de
grandeur; mais cela suppose qu’on a choisi une unité de longueur, car o

v, 4 pour di-
mensions [L*], ¢, a pour dimensions [L], etc. De méme, nous admettrons que

a,, a,, 4,, ... sontdu méme ordre de grandeur; méme supposition pour b, b,, b, ...,

i

w

0

w w,, .... Ces derniéres hypothéses montrent qu’il faudra prendre pour unité

[0 1’ 2

de longueur le rayon terrestre, car dans le calcul de b,, b,, w,, w,, etc., & cOté de

quantités ne dépendant pas de I'unité choisie, s’introduisent des quantités comme

de . . s .

7v ou 0 est la colatitude. Le rayon terrestre sera aussi une bonne unité au point de
v

vue dynamique, car il est comparable aux longueurs d’ondc des ondes de marées, et

h vy Y
. . a Jh .y N Y. :
par suite, st TR et Y sont petits, on pourra considérer %, y, et y, comme

petits dans I'étude des marées. Enfin, quand, dans un cas particulicr, on aura cal-

culé 7., v, ¢,. ..., on pourra s'assurer que ces quantiiés sont du méme ordre de
grandeur.
Ordre de grandeur des quantilés s,, p,. — Dans ce qui suil, nous supposerons, a

moins d'indication expresse, que la profondeur du canal est nulle aux deux bords :
h,==h,=o0. 11 en résulte que tous les 7, et v, seront nuls.

Les s d’indices pairs ne peuvent étre nuls, étant donnée leur définition :

Yb
5, = hy"dy.
‘ ‘l/ll ’ )
¥p 2p+1 Uy L ..2p
e hy* " dy =y, hy*dy =y,3,,.
Ya Ya

On a
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¥, étant compris entre y, et y,. Il en résulte que ¢, ., est petit devant 5, . De méme,

mais on n’est pas siir que s, soit

2
2p—-2

Tap 2 = Ya0,,- DoNC, 5, . esttres petit devant o, ;
petit devant Cop 19 qui peut étre nul. Ainsi, les ¢ d’indices pairs vont en décroissant

rapidement et les ¢ d'indices impairs sont pelits vis-a-vis de tous les ¢ d’indices pairs

(ui les précédent.
Pty P
v

b(p—le)(/—— et que y,

Les p. d’indices pairs ne peuvent étre nuls, puisque p., =

est >o. y, est <o.

On a: .
. 2p--2 2p+-2
P_eu_ 2p + 1 M — Ya
o W T2 YT — v
Ce rapport est nul si I'on a y, + y,=o0; comme y, 4+ y, est toujours petit, on
. . . N ’ Ya + i
voit facilement que sa valeur approchée est (ap + 1) ~2—=2.
2
De méme,
Vaprea 2P + 1 y?;p‘ra — szTS

o | 2D+ YPT —yat
3 1 —¥a)"
ap —f—_S 4
croissant rapidement et les . d’indices impairs sont petits vis-a-vis de tous les p. d’in-

et sa valeur approchée est . Donc, les p. d’indices pairs vont en dé-

dices pairs qui les précédent.

Comparons enfin les . aux 5. On a

Yp Yp
:-zp — / hyﬂpdy - hc / y‘lpdy - ghc '.J'zp ’
Ya Ya

h, étant plus petit que la plus grande profondeur de la section considérée. Donc, Pap

est grand devant o, .

. 2p-i1 '
Jlgps, @ pour valeur approchée (y, + y,) <yi2—y"> - D’autre part, s, est égal
. 2h ¥y — 7Y, 2p 1 .
ah et a pour valeur approchée —<— J———“) . Par suite, o a
cgp‘ap P PP ap T < 5 rs n aur

g, Y, +
./Vjp_1:(2p + I) Ja - yb.
Syp ah,
On ne peut donc rien dire a priori sur ce rapport; il ne pourra étre petit que si
'axe choisi est presque principal; pour un axe principal. il est nul. Dans chaque cas
particulier, il faudra comparer directement Yapr, & 5, En particulier, on a

g__{ii - ya + yb

G ah

0 m

h,, étant la profondeur moyenne de la section ; donc gy, ne sera négligeable devant o,
que si la distance de I'axe choisi au milieu de la section considérée est petite vis-a-vis
de la profondeur moyenne.

Fac. de T., 3¢ S., HI 22
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’ 2p-+3
. 2 Y —Ya
De méme gy, ., a pour valeur approchee—_{_—3 K—— . Donc, on a ap-
2 2

N Papee _ 20+ 1 (Y —¥o) - .

proximativement Ttaprs _ 2P gt L Ya) . On ne peut donc rien dire a priori;
Oy 2p+3 4 h,

ce rapport ne pourra étre petit que si le carré de la largeur est petit devant la pro-

fondeur moyenne, ou en d’autres termes, si le rapport de la largeur & la profondeur

moyenne est petit devant le rapport du rayon terrestre a la largeur. Dans chaque

cas particulier, il faudra comparer directement gu_ . a5

ep-te Yeopt

Ces considérations nous guideront quand nous chercherons i ne retenir que les
termes principaux de I'équation fondamentale (A).

Les équations exacles. — Nous avons appelé y, et v, les y du bord du canal; mais

Yo et y, sont des fonctions de x quelconques, 1'équation (A) n’en subsiste pas
moins. Prenons donc y,=—o et y, = ¢, o étant une constante. Les <, seront tous nuls,
puisque y,==y,=o0. Supposons que, depuis I'axe jusqu'au bord, la profondeur
soit développable sous la forme

h=p, +yp, +¥p, + ...

On llOU\ alors :

0 ﬁ’"li m.: 2
= [ hydy—=p 2L d
. /0 y dy pf,m+I+le+2+

. mo_ . m-1
Um_hbn“ _po?' +pi| + o

m--1
" —-_—_ ——
gk m m + 1
En remplagant dans I'équation (A), on obtient deux séries en p qui doivent &tre
¢gales, quel que soit 5 (entre o et y,). Il faut donc égaler les coefficients des mémes
puissances de g. On obtient ainsi des équations qui ne dépendent pas de m; écrivons

seulement les deux premiéres :
d L o0, 0, T, /
(l) 11—7 [((lo?u + lbo?l)pu] + pl(ao‘{li - lbo?o ) + ])0(200:{'2 + a,9,— lbo"?a - lblﬂi"o ) :!; (/‘ G0 wu) ’

d . :
7o Haee 4+ bz )p, + (a5, + a3, + 2ibyg, + ib3,)p,)
[4
+ 2pfag, —ibgz)) + 2p[2ag, + ap, — ibgy, — ibg)]
+ 2p(3a9, + 209, + a9, — by, —iby ' — ib")

0

\:§T8( o, — w,) + (We, —w,)].

On voit que dans la premiére de ces équations s’introduisent les fonctions incon-
nues g, g,, ¢,; dans la seconde, il y a en plus ¢ : dans la suivante, ¢, s'introdui-
rait, etc. Il y a donc toujours deux fonctions inconnues de plus que d’équations, ce .
qui n’est pas étonnant, puisqu’on n’a pas tenu compte des conditions aux limites.
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Si on a calculé les fonctions g, et , et quon veuille avoir la marée en un point
particulier de la cote A, il suffira d’exprimer la profondeur
sous forme d’'un polyndme en y : h=p,+py+ ... +p,y”
(les p, étant des fonctions de x,"qu’on pourra méme supposer
linéaires) dans une petite région entourant la section droite

qgui passe par A. Les équations exactes donneront ,, o, et per-
12 13

mettraient ainsi de calculer la marée en A avec une grande

approximation, si on connaissait les fonctions ¢, et g, et leurs dérivées.

ReEMARQUE. — On aurait pu obtenir les équations exactes directement. en rempla-
cant dans I'équation générale des marées toutes les fonctions, y compris 4, par leurs

développements.

Les équations approchées. — Nous supposons la profondeur nulle aux deux bords
et, de plus, que ¢ est développable en série dans toute la largeur du canal. ce qﬁi
tient compte des conditions aux limites sur les bords du canal. Nous confondrons la
section @ = Const. avec la section droite du canal par un arc de grand cercle (ce
qui serait rigoureux si I'axe du canal était un petit cercle). Alors g, est la section du
canal, 5, est le produit de ¢, par I'y du centre de gravité de la section, etc. Divers cas
peuvent se présenter, suivant le choix de I'axe et la largeur du canal :

1° p, et p, sont négligeables devant s, ce qui revient & dire que le canal n’est pas
trop large et que 'axe est presque principal.

Ecrivons I'équation (A) pour m = o, en négligeant,, s, et u,, p, :

d

3) TE (a0, + ibo,)5,] = v (Ko, — w,).

La méme équation donnera pour m =1, dans les mémes conditions,

ovo

o ! o 7% 2
) ibo, — ae, =o0 ou g, =1 n @, -
. 0

En éliminant ¢, entre ces deux équations, on obtient

d |, b\ Tl -
ZE To \ @ (—[ /qo j - :}0(/‘ Gy — on) .

o/
Or, d’apres la définition des q; et des b, on a:

3 . 2t COS 0
Q=55 et b ————2¢
° 3+ ho’cos™ ° X o’
d’ou

ho® cos®
az—bﬁ:a:‘;(lﬁ——w—" =a,.
— I —

\
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Iéquation se réduit donc &

e d r o
(;)) E [70 Po ] - :J/o(/‘ Yo

qui est I'équation classique. Cette équation sera applicable si p, et p, sont négligea-

bles devant 5,; la condition que — doit é&tre petit restreint le choix de 'axe, et ceci
G
0
est important, car la fonction s () peut varier notablement si I'on change 'axe, sur-
tout si le canal est assez large. De plus, le calcul précédent donne la fonction 9,
2° p, Wesl pas négligeable, mais -y, est négligeable devant s,; c’est-a-dire que
I'axe n’est pas principal, mais que le canal n’est pas trop large. L’équation (A) don-

nera alors pour m=o et m — 1 les deux équations
(5 ) T [( a + L[)"{) ) ] — I)‘o(/‘z:?o - wo) + 28 [31 (l‘ ’I.'u — UJD) + (/‘-?1 - u)l)J ’

(‘/1’) ([.bo"?-" - ao?a)co - {j'i()‘gz?o - wo> ’

IS u d u})
5 (Go%" + [g — 2, — | o, —I—[ de o — — 2y, +,31(JA,):I P
o)
? +ii<“" ﬂ) % 4 (4 B0, + p0, = 0.
de \"" °a, a,s, ¢

Celte derniére équation est plus compliquée que I'équation classique, mais elle est
linéaire. On voit ici I'influence de la courbure de la terre, qui introduit », et 8,, et de
la force centrifuge composée, qui introduit b,.

3° Si le canal est assez large pour que méme p, ne soit pas négligeable devant s,
on pourra encore traiter le probléeme; les équations (3) et (4) sont remplacées par

1 . s e NS
(;_r (a3, 4 ibg) ] = 1,077, —w,) + u,[5,(%5, — w,) + (g, — w,) ]
'} [ (/‘ %o —U))+ 1( ?1—_w1) +(}\2:P2 —wl)]
ou encore

d .
(3”) d—x(au’{‘o, + lbo?l)su] - L ‘0 + plgl + e ﬁ} O‘%"? - wﬂ)

+ (0 + 18, Vg, —w,) + 1, (09, — w,)
et de méme

(4" (ibgo, — a5, == (2, + 1,8) 09, —w,) + »,(Vo, —w)).

‘2071
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Ce:te fois, nous avons introduit g,; nous écrirons donc une troisiéme équation en
faisant dans (A) m = 2. Mais alors il faut introduire s, 5, et tenir compte de ., v,.

On obtient ainsi I'équation

d . . 0
(5") 5 IE [(ao?u, + Lbu?i) Gg] + 2(Lb0?u, - ao?i) a, + Q(Lbo?a + be"?o, — 24,9, — aa’{‘a) T
— P + IBlV':l + &@21)‘4) (}‘2?0 _ wu) + (p‘s + ﬁxp‘g) ()‘2?, - 'LU|) + !J“O‘g?:z - IDE) :

De (4"), on tire g, en fonction linéaire de ¢, et 5."; de (5"), on tire ¢, en fonction

1

I'néaire de ¢,", ¢, 9, @, ¢,, ou encore de g "

i o

2> 9,- lin portant dans (3"), on obtient
pour 3, une équation linéaire du second ordre. Ici la marce tout le long de l'axe du
canal est sensiblement modifiée par la forme des sections, ce qui se traduit par l'in-
troduction des quantités s, s,.

2

IR

Les conditions aux limites. — 1° Si le canal est fermé sur lui-méme, tous les o,

doivenl étre périodiques.
2° Si le canal débouche dans un océan, tous les ¢, sont donnés & I'entrée.
3° Le canal se lermine par une paroi normale a I'axe. On sait que I'on doit avoir -

ds  2wcos §dy
-V —— — — =0
dn A ds

Or

‘
-~

-3
~

-6

<
I
g
I
;G
+
=
+
<
=
+

U
S

~

e

|
by
l
Zl
I
_.}_
2
;G
+
+

Comme la condition doit étre vérifiée quel que soit y, on trouve une série de condi-

tions aux limites

o)+ — (29, + 22,3,) =o0,

e‘Pz’ + s (22?1 + 2%,%, + 370?3):0’ etc.

o

4° Le canal se termine en pointe, ou encore la profondeur devient nulle i son
extrémité; alors g, est nul et il faudra que les 3, restent finis.

Nous examinerons en particulier le cas ot le canal débouche d’un coté dans un
océan et se termine de l'autre par une paroi normale & I'axe. Comment déterriine-

rons-nous o, Nous avons d’abord I'équation (5) ou I'équation (5'), puis o, est connu
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d une extrémité; il faut une seconde condition aux limites, qui scra ¢, +

'\

Cette condition contienl ¢ , que nous remplacerons par sa valeur approchée tirée des

¢quations (4) ou (4'). On obtient ainsi la seconde condition aux limiles, qui est seu-
lement approchée :

dans le cas de Péquation (5) :

dans le cas de I'équation (5') :

A0 A W,
G0 = = — (W'g, — w,).
0

~
C

N

La valeur approchée trouvée pour g, prend, & 'embouchure du canal, la méme

b e ;
valeur que —* ¢/, laquelle semble n’avoir aucun rapport avec la valeur donnéde de ¢,
L 7
[}

. . .o
a cette embouchure. 1l s’éléve donc un doute sur la question de savoir si —>5 ' est
a, !

0
vraiment une valeur approchée de ¢,. Or, on se donne g, pour une section voisine de

v, est valable dans toute l'em-

L . , b
I'embouchure: mais I'équation approchée o — —24 '
a
o .
; \ N b, , .,
bouchure; donc la valeur donnée ne peut pas étre tres diflérente de g, etiln’ya
a

0

pas & s’en occuper. Remarquons encore que la véritable fonction ¢, ne satisfail qu’ap-
proximativement a I'équation (3) et aux conditions aux limites énoncées; nous ad-
mettons qu'elle est peu différente de la fonction trouvée. mais les dérivées de cette
derniére peuvent-elles étre considérées comme des approximations des dérivées de la
véritable fonction ¢, ? Cela semble moins probable: nous I'admettrons encore pour
les dérivées premiére et seconde, qui entrent dans I'équation (5). mais la dérivée
seconde en particulier peut étre beaucoup plus erronnée que la fonction elle-méme,
car dans I'équation (3) ¢, est mulliplié par 5, qui est beaucoup plus petit que le
multiplicateur Xy, de o, . La valeur donnée pour g, par les équations exactes ne peut
donc étre qu'une approximation grossiére; celle que I'on lrouverait pour ¢, mériterait
encore moins de confiance.

Nous allons étudier maintenant le cas onl le canal traverse la latitude critique. Et
d’abord, nous supposerons que l'axe du canal est le paralléle de latitude critique
lui-méme.

Les composantes du déplacement d’une molécule sur les axes de coordonndées

sont données par les formules

lL::”'———T_'__
7154 fo'cos' b

: 1.2 do 20 €08 0 M,)
U:: -~ g P 3 T T .
A4 hw'cos’ 6 \dy A Qx

7 <sz 20 €0S 6 9N
2 ; )’

A &y
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’

écrire sous la forme

Y o N 2 2o — W
—<h*+@;>+~<hi_h?>:LL__

Qe \ o dy dy \ 'y * gk’

I'équaltion générale des marées peut s

ou encore

2 2 2 /
o (ha) + a (he) =——=—

Nous admetirons que z est encore développable sous la méme forme que précédem-

ment et qu'il en est de méme de u et de v : -
¢ =0+ Yo, + Yo, 4 e,

w=u, -+ yu, + yv, + ...,

v=uv, 4+ yv, + yu, + ....

Nous obtiendrons les équations exactes en remplagant dans 'équation o, u, v par

PR | . -
leurs développements, el aussi W, & et h. On obtient ainsi :
T
I -
(POLLO), + 1)()01 + pll)(y - a (/\2’?0 - u)O)

B | IR .
( [)uui + l)ill'(j)’ + 2(\p01’2 + plvi ~+« pﬂvo) :§ [?I’</l.:?!) - wﬂ) + ()\ ){/l - wl)l
ete.:

Ecrivons I'équation générale sous la forme

h<?»u AT dh h W — W
ﬁ+3&)+ub_%+ dy gkt

r 1 r H H m
Kin y remplacant u, v, ¢, W et 7 par lIeurs développements, multipliant par y"dy ct
£

intégrant de ¥, 4 ¥,. nous obliendrons I'équation fondamenlale suivanle :

[ d
i T [cmuu + Tt 1y + O s zuz —+ . ]

\ dx
(/\)' - ]71[1'07"1_1 + Ulcill + DETHH 1 + l’xﬁm_,‘ 2 + b ]
/ + (“uum - uu"m) + (lyl YUpes ™ u‘l-'nH 1) + (vvz Unie ™ ua_"nH ss) +

| = P"m()‘g:{’o - wu) -+ Ve 4[;610‘2{?0 - u)n) + ()‘2?4 - wi)] +

De cette équation (A') on pourrait déduire les équations exactes, comme on I'a
fait pour I'équation (A); ces ¢quations ont été obtenues direclement plus haul. Les
équations approchées seront :

1° Si p, et p, sont négligeables devant ¢,

{
\ (_;E (50110) f— Po()‘g?o — wo) .

’I‘O:O;
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2" Si u, n’est pas négligeable,
’\ d - e e
) zi (7ouo) - (:j‘o + P‘nsa) (l‘ $o— wo) + P‘i(" o, — 2‘04)’
\ VG, — — l"i(xg?o - u’o);

ct si p, était comparable A 5,, on procéderait comme il a 6té indiqué.
[1 faut maintenant calculer les u, et les v, en fonction des quantités connues et
des ¢,. 1l suffit de se servir des équations

ho® 4 20 J
u(1 + —- cos® 0):,—“D+—cosf)i?,
A L 4 dy
ho? Ay 2 D
o 20
v(1 + _’2 cos’ O)Zﬁ———coseﬂ.
A dy A o

Introduisons les nouvelles quantités r; définies par

ho? . ) .
1+ X Ccos 0_ro+yr‘+yr£+....
On aura :
hw*
ry—=—1 +F10,
heo®
Fo= 55 2%,

ho® R
1‘2:_/—3@1 4 27.012), etc....
\
En identifiant terme A terme les équations précédentes, on obtient :
, 2
Ur, =g, + 7 %%y
20
L— “
u,r, + ur,=gqg, + —-,— (14?1 + 27‘0‘?9)’
\
' 2w 3
ar,+ur +ur,=g9,'+ T(m,_,c?‘ + 22,3, + 329,). etc....
\

et de méme

20
Uy = ¢, — — %09 »
A
20 , ,
vr o r = 20, — ——)\ (fxo:{,l + 2,9, ).

) g 3+ 29 () o, + 21 etc
vr,+or +uor = .pa———T(J.O% + a0 4+ 2,1,),
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Or, nous avons suppos¢ que 'axe du canal est le paralléle de latitude critique, ce
qui donne r,=o. Mais le déplacement u,, v, est fini; ur, et v,r, sont donc identique-

ment nuls. 11 en résulte que

22=o0. On obtient

Ces deux équations se réduisent 3

ainsi, dans ce cas singulier, la méme équation que dans le cas général. En résolvant

par rapport aux u; et v,, on trouve :

2m
ot
ur, =9, + = (‘)11“2 + al‘l)

1
o ' 20 . . .
ur,= (rl b — 2{.]’;’ ) + 7 31 1%073 + (r‘ll - rﬁlo)g:?z + (I 2y 1 211)?1 ’

u, T‘ _[ 4‘1’3 rr.e _*_‘(l‘: - ril'a) ?1,1 + %[fjao‘/‘?‘ + ("37'4 — rxrs,xo)gipa
(r a, —rra, + (s —rr)a ) 29, + (rfx3 roroa, 4 (r,—rr)a, );:I

ct de méme

20
or, =2y, _——(10.4 +11?0,)’

S
o . n ! r
0y = (3’ 19y — 27, ) l:riaods + ra, — '510)?4 + (rllﬂ - rzal)c.po] ’
3 ___ 2 . K ot 2 .
vr, = |:Ar1a?‘ 3rpre, 4+ a(r; —rr, ):h:I e [r 2,0, + (Pjx, —r,ra)e

.2 " 2 B ! 2 " . 2 e !
-+ (117.2——1"1211 -+ (rz—llla)xi) ¢, + (’"1“3—“’,"34, + (r] 1113)1‘)%‘l,

Remplagons maintenant les u, et v, par leurs valeurs dans les équations appro-
20

chées trouvées, en tenant compte de g, P = % v, Dans le premier cas,
o 20 ,
Uo =0, d ou 2?2 - ) (7'0% + O("{JO):
N
bo® 20 hw®
- . p ! - 2 p ’
ra”’o"““f‘x —(27 D) +ln1) ‘?4(1 + 72 10)+_>\“7'1’f'x.+ 32 XA
N \
cl comme
ho
+ )\5 ‘7‘: =0,
20 hew* , b’ , D '
ru,—-—uo R 29 0,0, =7 d’ou u =o'
1770 )\ 171 -)‘.! 0vTIYo 1"?0 17 (] e "

\

Fac. de T., 3¢ S., III. 23
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Nous obtenons ainsi I'équation approchée

d

% (Gu?o,) — P‘u(‘/‘ei‘?o - wo) s

I'équalion exacte

20 ,
¢, = T %%,
et I'équation approchée
2w r ’
2 :?g - /_\ (7‘0:?1 + l]"{’u ) *

Comme conditions aux limites, ¢, est donné & unc extrémité, et & 'autre on

doit avoir u=o, et en particulier u,=—o, c’est-a-dire

1 ’ + 20 . _} ) o
Z % Tgl‘o?a SN ~ =% =

Nous trouvons donc exactement les mémes équations que précédemment.

\ v 3 .
Dans le second cas, ot — n’est pas négligeable, on a
G,

0

v I“:r i [2@ —_‘(1 +j ’0 ):I—_X"q"a()‘g%)_wu)

el
20 '
¢ = T 6% >
/un ho® 20 p,7 ho®
> — 2 I B ” I_____ ‘2) _ 1
! Uy = {'Pi + =5 0%y + 2 %% % S (/‘ i) wu) + T %% 9P
Py ho o, A
20 W, %
e i 1Te e,
=rx, —— FVee—w,),
~oog,
d’ou
20 P2
J A i B}
U, =72, () Po )

A

et on trouve cette fois I'équation

»

d
(70":’0,) - gu;a dx (" Py — P‘au)o) :(y’o + Vai 1) O‘ %% — W ) + P (2(')) %o CD - wi)

50‘.{’0” + CPO'(GO’ - ll('))‘aoy‘a) — % [2 (I‘ P‘auo) + » ( "o + Prai 1)] + = )\ d (P u}o)

+ wO({LO ll l> + w P‘

les conditions aux limites sont : ¢, donné & une extrémité, et & I'autre u=o, en par-
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. . 20 . .
ticulier u,—=o0 ou q/"—i—T(zxo% +2,9,)==o0, ce qui donne, en remplacant ¢, et ¢,
par leurs valeurs,

2 7
’
o =5 ( 0, — W,).

Nous trouvons donc encore les mémes équations que précédemment. c’est-a-dire
I'équation (5') et les conditions aux limites correspondantes; il suffit de faire dans
. . . ib, 20 .
(') a, infini et de remplacer — par 5 % Non seulement on trouvera les mémes

a

0

fonctions g, et ¢,, mais il en sera de méme pour ¢, ; faisons la vérification seulement
‘PU ?l

dans le cas le plus compliqué.
Dans le cas ou le canal ne traverse pas la latitude critique. on déduit 9, de g, et g,
par I'équation exacte (1) de la page 160. Remarquons que, par définition,

ot y+.)@+ay+..)=i(b,+by+...)

et que, par suite,

. . 20 20
ib,=—n,a,; (1 + a,a,).

P 3. a .
On a aussi 1=(r, +ry+...)(a,+a,y+...), et on en déduit que —- =—r,. Si
a

o
dans I'équation exacte considérée on remplace o, par la valeur trouvée

20) A -
Q=" ¢ q’o, - % ("ac?u“‘ wo)
A a,c,

et si I'on divise par a,, on trouve
2 . ‘ " 22
Dy | 29 —_(dom +1u0)+ ( -—'LU) +__

A représentant ur ensemble de termes qui ne devient pas infini en méme temps

que a,. Faisons maintenant «, infini; I'équation se réduit a

20 D
27 ——(10?14—0 o))+ ”()% w,)=o

0

qui est justement I'équation approchée trouvée dans le cas singulier. Il y a donc ici
une permutation entre une équation approchée et une équation exacte.

Supposons enfin que le canal traverse la latitude critique sans que son axe soit le
paralléle critique. Les équations exactes et approchées trouvées plus haut, qui s’ex-
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priment au moyen de u, et v, subsislent: ce sont seulement les expressions de u; et v,

qui changent. En effet, », n’étant plus identiquement nul, on aura :

’ 4 2(D
\ ur, =y, + —)_10:?1‘
) S N 4 . ! 20 G A 3 » )
(s, = (ro —re,)) + —}\—(_zrolu% + (rx, —r=)e],  ele..,
et de méme

20 ,

\ vr, = 2 ')_7'0?0 ’
20
2 o I R T VY LIV S

2 va’o—()’o‘?ﬂgli.ﬁ) -/ [,loio‘(‘x +(,07‘1 ’1‘0)‘?0]’ elc....

5 . ’ . 2w f .
I’équation approchée v,—o0 donne toujours 9T S quel que soit r;. On
déduit toujours wr, =5 + 22 a2yl —ur | ot 5., et celle équation es!

en déduit toujours wur, ==g, +?10‘p0 =g¢,r,, d'ou a =g/, et cetle équation est

vérifiée pour toutes les valeurs de r,, méme pour r,==o. 11 n’y a denc rien a changer
dans les résultats précédents; le fait que le canal traverse la latitude critique n’a

aucune influence sur les équations.

GCHAPITRE 111

Intégration des équations.

M. Poincaré a montré que le probléme des marées se raméne au calcul des varia-
lions. Je renverrai & son analyse du Trailé des marées, page 299. Je la compléterai
seulement sur un point : la formule subsiste méme si la profondeur n’est pas nulle
sur les bords et aussi si I'on se donne les valeurs de ¢ sur une partie du contour.
Nous adoplerons momenianément fes notations employées i cet endroit par M. Poin-

caré, ¢’est-a-dire que nous poserons

h, = iv,
q’ :‘P; +“{’2‘
L o=t 415,

W=W, +iW,,

en metlant en évidence les quanlités réelles et les quantités imaginaires. Ici, ¢, et g,

n’ont pas le méme sens que dans le chapitre précédent, mais il n'y a pas de confusion
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possible. De plus, comme il s’agit ici des marées d'un canal, nous négligcons 11,
potentiel du bourrelet liquide produit par les marées.

La supposition A =o sur le bord sert a se débarrasser des intégrales de ligne sui-
vantes, provenant d’intégrations par parties :

Typ M0 wip s
/ L(hiﬂo%dy)—}—/.;(hib—o:‘agdy)

o, do, | do, | o, .
_ f 7 %ﬂ'{;, dy — v \"‘o'{,‘ dx + " —8y,dy + " id Sg,dr.
Yy AR 4

Prenons le terme en 2y, ; cest

T o Qg o N .
h,g v—h‘—ﬁzlw—-q—"dy—'q—"(lx 8y,
dx dy dy dx

ou encore

do du, o o,
3 S Y ay — D g
(1) fc‘?'<h‘8x qby>d‘v /«{q(h; Dy+qb )(11.

.. , . dy  20cos0 do .
Mais si & n’est pas nulle au bord: on sail que -% — ———— T:o, qui peut
ds

A
. dy . due . ,
s’écrire h,— — i+ =o0. el qui se décorpose cn
dn ds
dy du
1 12
l,— +1—=0o0
tdn "ds ’
dy,  ds,

Zre T
tdn s
Or, I'expression (1) s’écrit

do, dy g, dx do, dy  do, dx
h e, <~—’ ST s / n3g, b B A £ 4 ds
o “Noxds  dy ds YNy ds  dx ds)

. N dy, ,d%> .
—_'/Of‘<h‘%+l]dq ds—=o;

D

«

le terme en 3, est donc identiquement nul, et il en est de méme du terme en 89,. Si

sar une portion du conlour on se donne g, s, el ¢y, sont nuls, et les intégrales de
ligne considérées le sont aussi.

L'intégrale J, dont il faut annuler la variation, est (en négligeant 11"

J:/d:

>1 hl <‘\?? + P?:\ a(?e’ :Pl) t’i?i + :2.02
— PRy R L2 —_
— a2\ /) @ y) I*

O+ LW, + LW,
23k N

(il'y a une faute de signe dans I'expression de 3J, & la page 302 de la Théorie des
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marées; il faut y changer 4 de signe). Cette expression se simplifie facilement en

tenant compte de g{, =3"s, — W, et g{,=3’¢,— W,. On obtient simplement :

_ R el | N, g,) SRR
J_—fdc[+}_ig<ﬁ+ﬁ>+q e |

Nous allons calculer ceite intégrale J dans le cas d’un canal. Mais pour éviter les

confusions, nous poserons désormais

o==®0+ib, (=Z7Z+iZ,

el par suite

o ho (20 b | 2D, D) 4L
_J“/"“[Zj<ax + Dx>+q M, y) T 2'/\’lfzj|’

¢ étant supposé développable suivant les puissances de y, on aura :

=0, +yP, +yb,+... et P=1>, +yd +yD, + ...

Nous poserons de méme w, =W, + iW_, et, d'une maniére générale :

w,== VVp + in.

On aura alors W=(W, + yW, + ...) + W, + yW, 4 ...).
Rappelons que, si le canal ne traverse pas la latitude critique, nous avons posé

d’ou

hy="h(a,+vya, + ...) et h =iqg=nhilb,+ yb, + ...),

n=h(b, + yb, + ...),

et enfin

I 9
Y YR

gL = (P, — W) 4+ y(*D, — W) + ...,

gtl=%"¢— W, dou 3 - — — -
gh= (D — W)+ yO'b, — W) +..;

en remplacant dans J et effectuant I'intégration par rapport & y, on oblient

——J:fdoc

[% (D24 72+ D2+ D) + by(D, D) — ‘l—‘l‘I";)]co +Ho + Hys, + .0
+ ;U)% l:()‘2 (I)o - ‘Vo)g + (;‘260 - Wo)zj

+ o [[(mo — W, (", — W, )8,
2

+ 2[(WD, — W) (2D, — W) + 02D, — W) 02D, — W) | + K, + ...
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ot H,, I, K, sont des fonctions de x de forme compliquée; par exemple,
—— — — — a _ _‘)
H,= (10(1])0'11)1r + (por(blr + Q(I)i(bz + 2 «pi«pz) + ;‘ ((Dlz + (l)li + P + b1
+ bO((I)ialr + 2(1)2 (Eu, - 51 (I)l, - 23)2 (I)a’) + bi(q)a $0, - E)i (Do,);

K, =t | (b, — W, +()\27170—\_V0)*]

ol (R, — W) (2, — W) + (2D, — W,) 5D, — W‘)]

+ Y 2()‘2(1)0 - “ro) ()‘E(I): - We)
L
+ (12D, — W,)* 4 2(3 D, — W) (12D, — W) + (13D, — W,ﬂ etc. ...
Si on se borne aux termes en g,. y, ct u,. on obtient une valeur approchée de J,
el les regles ordinaires du calcul des variations donnent :

/ % L(ao (I)u’ - bo$q ) 50] - (:Jo + lr:(jlj‘l) O‘g ‘I)o — “70) - V‘q(;"z (I).l - W;) =0,

dila" |:(ao(l_)0' + ["o(pl):o:l o (:’)0 + ﬁll)a)()‘2$o —“—‘TO) - :}1(>‘2{l_)5 - Wl) =0,
(@ ®, + b,®,)3, + u,(* D, —W,) =o.

\ (P, — by D)5, + 4, D, — W) =o.

Les deux dernit¢res équations donnent @, et &, en fonction de &, et de P ; en

portant les valeurs obtenues dans les deux premiéres, on trouve

AN l = =]
Zn| 0 e 00— W) |
. b _ 32,2 ) )
— (o + B D, — W) 4 i, 4+ 2 00, — W) W, =o.
o 0%
% 750(1_’0, — % 2_: (7‘2 (I)o - “ro)J
XFN w bo~z ’ )‘!p‘f XFN W w
- (:}‘0 + 131:J 1)(" (I)o - “o) - (l_ A pg‘bo + E’_— (/‘ (b(, - ‘Vo) “}_ P“‘/‘:O-
o 0%

En multipliant la seconde de ces équalions par { et ajoutant & la premiére, on
retrouve I'équation (5') de la page 162; celte méthode nous donne donc les mémes
résullats que la premiére, mais, de plus, elle montre que I'¢quation (5') s’oblient en
annulant la premié¢re variation de I'intégrale J, ot I'on conserve seulement les termes

en g,. p,; dans I'expression ainsi obtenue, on peut remplacer ®, et &, par leurs

0
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valeurs en fonction de ® et @, et on obtient ainsi U'expression approchée suivante
deJ:

——J:fd.[

i — v+ Bu, ol -
;"((I>’§+(I>’2)+i<—‘d° ’%f"”'— - >L(l\ Dy— W) + (b, — W, I

IS 03

b
+%[(bo’( O, —W,)— &, (1BD,—W )J_ W, (D, — W)+ W, (2D, — )1

Si p, est négligeable, on obtient une expression Lrés simple :

J:JO—{—jD

— al, :f dx l:co(l)'z + ;}—:’ (7\2‘1)0 — W, ):|
— 21) :/ dx [Gorb'i + ;—Z ()\’a’o — WO)QJ .

Nous avons donc vérifié directement que les équations du chapitre précédent

en posant

proviennent de &J —=o; comme ces équations sont valables dans tous les cas, méme
quand le canal lraverse la latitude critique, I'équation 8J == o est aussi valable dans
tous les cas. On aurait pu le voir directement en exprimant J au moyen du déplace-
ment u, v. Posons

u="U+4 iU et v:V+iv,
on obtient alors

+ ho' s 0N - 2D aw cos 6 2D
14— U= — 0 —
( o) dx A dy
et des équations analogues pour U, V et V. Au moyen de ces équations, on peut

voir que J se met sous la forme

» €08 0 2L
J— dc[ (U 4 \* +U+V*)+ﬂh(U\—\U)+%€z—)
ou rien ne devient plus infini a la latitude critigue.

Si maintenant on développe les composantes du déplacement

U=0U, +yU, + ..., Y=V, + 9V, + ...,
U=0, +yU, 4 ..., ~ N=V,+yV, + ..,
et si I'on prend dans J seulement les termes en ¢,, u,, 1, on obtient une intégrale
stmple, et en égalant sa variation a zéro, on trouve :
d ; ,
Fw- (GOUO>:(‘AJO + n‘exp1>Lo + P‘4L,’

d - >
TJT(C U ):(p'o+ Bi'x"a)éo + Uala’
5, ¥V, + v,2,=o0,
o, V, + ey Z,=o. 7
Il suffit d’exprimer tout au moyen de @, b, pour parvenir aux mémes équations

différentielles et A la méme expression de J que précédemment.
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Les conditions aux limites pour &, et <, se déduisent des conditions correspon-
dantes pour ¢,. Par exemple, si le canal débouche dans un océan, $, et d, sont

donneés; s’il se termine en cul-de-sac, on devra avoir

20 %Y,

' ~ e w
‘ho—-"—,—: (,’\ (I)O—WO).
in 3,
— QY A
Ol= =D, —W,).
1] i 2 o i
L 3,

o probléme des marées dans un canal se ramenant & un probléme de calcul des
variations, on poufra, pour trouver une solution approchée de I'équation da pro-
bléme. employer la méthode de calcul de Ritz.

Ritz a exposé sa méthode d'une mani¢re générale. mais a démontré seulement
dans deux cas qu’elle conduit siirement au résullat exact : dans le cas du probléme
des plaques encastrées et du probléme de Dirichlet. Dans ces deux cas, la forme
gnadratique qui entre dans 'intégrale est définie, et il n’existe pas de solutions fon-
dumenlales. Mais Ritz remarque que sa méthode donne des résultats numériques
exacts méme dans des problémes comme celui des cordes ou des plagues vibrantes.
l.e probléme des marées est dans le méme cas que ces derniers problémes; nous
nous bornerons a adinetire que la méthode de Ritz s’applique ici. Pourtant, dans un
cas particuiier, nous monlrerons comment elle se rattache a la solution donnée par
.. Schmidt d'une équation de Fredholm, et aussi comment elle se justifie trés sim-
plement en adoptant pour le polentiel une forme approchée particuliére.

Remarquons enfin que nous avons une intégrale J contenant deux fonclions in-
connues P et TI;O. Dans le cas d'un axe principal, ces fonclions se séparent, et on
peut appliquer la méthode de Ritz telle quelle. Mais si Yaxe n’esl pas principal, il
n'en est plas ainsi : les fonctions ®, et &, entrent par leurs produils sous le signe
somme, et elles entrent aussi toutes deux dans chaque condition aux limites. Voici
alors comment on pourrait conduire le calcul; on choisira des fonctions ¥,

quelconques, mais telles que I'on suppose P, et @, représentables sous la forme

On remplacera &, et @0 par ces expressions dans J, et on annulera 3J, en assu-
Jelltissant les =, et %, a satisfaire awx conditions aux limites. (Ce procédé ne marche-
rait plus du tout dans le cas de deux variables, parce qu'il v a alors une infinité de
conditions aux limités.) 1l est beaucoup plus simple de choisir I'axe de maniére qu’il
se termine juste au milieu de la paroi qui limite le canal; les conditions aux limites

sont alors @/

=], =0 on choisira pour les ¥, des fonctions satisfaisant aux condi-
tions aux limites, et les ; et &, ne seront liés par aucune condition.

Fue. de T., 3¢ S., 1IL. , 24
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CHAPITRE 1V.

Les marées de la mer Rouge.

Tous les renseignements numériques ont élé tirés du Manual of Tides de M. Rol-
lin A. Harris; le Manual of Tides est publié¢ dans les Report of the U. S. Coasl and
Geodetic Survey de 1894, 1900, 1904, 1907.

Jai commencé par dessiner une carte de la mer Rouge, en y tracant les lignes
d’égales profondeurs de roo en roo fathoms (brasses anglaises) [un fathom égale
1™ 828767]. Javais d’abord craint que 5, ne soit trop grand et j'ai dessiné un axe non
principal, mais passant & peu prés par les centres de gravité des sections transver-
sales; nous Iappellerons axe I. Puis, aprés avoir reconnu les avantages d'un axe
principal, j’ai tracé 'axe principal de la mer Rouge, que nous appellerons axe 11.

Remarquons que nous avons défini axe principal un axe a égale distance des deux
bords sur la carte spéciale; j’ai tracé I'axe 1l & égale distance des deux bords sur une
projection de Mercator, mais cela n’a pas d’importance. En effet, I'axe Il correspond
‘A une ligne & trés peu prés également distante des deux bords dans la réalité, comme
on le voit facilement; d’autre part, une ligne également distante des deux bords est
trés voisine d'un axe principal; par exemple, supposons que cette ligne soit un petit
cercle. Soit 6, la colatitude de ce petit cercle par rapport & son péle et ¢ la longitude
d'un point: nous avons vu que

U]
lg-=2
r=ysinf, y=sin0, Log =
g —
On voil aisément que 2
dS 1 n e h 4y
0 | y COLY * —_—
ds k YOO T in® 0,

Soient /, et [, les distances de 'axe aux deux bords; on aura
2 3

Ya " Ya !
L=y, + 5 colg 9, +

Ll

3 semo, T

ct de méme pour — /,. En appelant 2/ la largeur du canal, on trouve

. 1
Ql:(yb_ya)lil + (ya + Yo¥o + yb)m + ]

L’axe étant principal, Yy=—Y, =5
DZ
1ot l=29| 1+ ——— |-
aot ? P[ +6sm260:|
En posant {, — [, = 2d, on trouve
2
5 d__ s P
ad = — =" cot S —
sd =p*cotg 6, et 7 S colg 0, (l oo 90)
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d v
Pour /=100 kilom. et 6, = 50°, par exemple, on a 7:0,013, c’est-a-dire que d est

tout & fait négligeable. Ce résultat est certainement applicable & la mer Rouge, donl
I'axe n’est pas trés ¢loigné d’un petit cercle. — La meilleure raison pour justifier
cctte maniére de faire est que les bords de la mer Rouge sont découpés et qu'il est
impossible de tenir compte de tous les golfes et caps; par suite, on ne pourra jamais
tracer un axe principal qu’approximativement.

Puis jai choisi sur chacun des axes I et Il un certain nombre de points, ot j'ai
mené les sections droites : pour I'axe I j’avais mené 29 sections droites; pour I'axe II
Jen ai tracé 18 seulement, m’étant apercu que la forme de la mer Rouge était ainsi
assez bien déterminée. Pour chacune des sections j'ai mesuré son abscisse, c’esl-i-
dire sa distance a Périm, comptée sur I'axe, la largeur, la profondeur moyenne; pour
avoir cette derni¢re quantité, j’ai considéré toute la région comprise entre les lignes
d’¢égale profondeur de 100 et 200 fathoms, par exemple comme ayant 150 fathoms
de profondeur. Ce procédé aurait donné des résullats inexacts entre o et 100 fathoms,
car il existe de trés grandes étendues ot la profondeur est trés petite; aussi j’ai tracé
la ligne d’égale profondeur de 50 fathoms et j'ai séparé la région comprise entre o et
100 fathoms en deux régions, que jai considérées comme ayant les profondeurs
constantes 25 et 75 fathoms. J'ai mesuré aussi la longitude et la latitude des points
choisis sur I'axe. Voici les résultats des mesures pour 'axe 11 seulement :

(1) (2) 3) (4) (5) (6) (7)
1 0.0000  0.0043  0,0000078  0,000000034 12565  43°33
2 74 104 =8 81 13 43.14
3 268 199 -8 135 14 h2,55
4 462 297 220 652  1b 42 .00
5) 676 509 283 1439 16 41,23
6 881 - bay 393 2072 17 4o. 6o
7 1076 453 518 2345 18 ho, 14
8 1279 hd9 487 2235 19 39.57
9 1409 420 487 2045 19.38  38.90
10 1551 429 grI 3846 20 38.38
It 1727 337 1068 3596 a1 38.18
12 1900 371 1037 3848 - a2 38.00
13 2094 ho2 974 3912 23 37.57
14 2355 342 974 3329 24 36.44
15 2537 339 895 3032 5 36.08
16 2734 308 942 2902 26 35,47
17 2925 278 grr 2030 27 34,89

18 3095 209 518 1083 27,80 34,38
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La colonne (1) contient les numéros d’ordre des sections ;

— (2) —  labscisse, \ )

- () — lalargeur ) exprimées cn prenant pour unité
%) la pfofomiun de longueur le rayon terrestre

— 4 _ ur, ‘

o (%) — laseclion ) (6 367 4oo metres);

— (6) — lalatitude (Nord);

— 7 — a longitude (a I'kist de Greenwich).
(7) la longitude (a I'Est de G icl

Pour T'axe 1, la longueur de la mer Rouge est 0,300 ou t.g1o kilométres; pour
Laxe II. elle est 0,310 ou 1.975 kilométres.
[e3
Jai vérific que, pour Vaxe I, —- est inférieur & 0,003; pour I'axe II, ce rapport
- .
ne dépasse cerlainement pas beaucoup o,01, si méme il atteint cette valeur : en tous

~
Y1

cas

esl négligeable.

%

-2 pour l'axe I est inféricur & 0,0003, et pour I'axe Il encore plus pelit ou au
0
moins du méme ordre.

Comparons maintenant les y, & 5. Nous prendrons pour unilé de¢ lemps I'heure

moyennec; avec cette unité, le coefficient 2* qui entre dans I'équation des marées a

.. I 1 . vey , .
une valeur absolue voisine de " ou de < suivant qu’il s’agit de marées semi-
16

diurnes ou diurncs. En prenant pour unités le métre et la seconde de temps moyen,

nous prendrons g = 9,805 ; avec les unilés adoplées, nous aurons

2

3

=,805 X o =10,907
I="9 6367400 P97

) b > s
Nous trouvons alors que, pour I'axe 1, =~ est de I'ordre de grandeur de I'unité;

Co

pour I'axe 11, au contraire, ce rapport, s’il n’est pas absolument nul, sera négligeable.
U, . . . .

—2 pour laxe I, atteint la valeur 0,5 qui est une valeur exceptionnelle; ce rap-
GO

port a une valeur moyenne un peu plus grande que o,1. Pour I'axe II. il est du

“méme ordre el plutdt plus petit; nous négligerons aussi p, devant c,. de sorte que

nous pourrons appliquer pour I'étude de la mer Rouge I'équation la plus simple.

Polentiel. — Les marées les plus importantes sont :
M, onde lunaire principale semi-diurne;

S, onde solaire principale semi-diurne;

N, onde lunaire elliptique majeure;

K, onde luni-solaire diurne (surtout lunaire);

0, onde lunaire principole diurne;

P, onde solaire diurne.
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Le polentiel générateur d’une onde est de la forme

W
— =UGC cos (¢t + =);
g

. . . I M/anN? , .
U est le coefficient universel P —) a et est égal & 0™ 536.
2 e
G est un coefficient égal & cos® ) pour les marées semi-diurnes, a sin 23 pour les

marées diurnes (7 étant la latitude).

C est le coefficient astronomique; I'onde correspondante est souvent désignée par
la lettre C.

¢ est la vitesse angulaire de l'onde.

« est la phase au temps initial.

En comptant le temps en heures moyennes & partir d’un passage au méridien de

Greenwich de la lune fictive correspondant & chaque onde, on a :

):_r = Valeurs moyennes. Vitesses angulaires.

Pour M, ! 0536 M, cos® x cos (m,t —21) M, = 0.45426 m,= 28984102
S, : 0,536'S, cos®x cos (s, —2) S, = 21137 $, = 30.0000000

N, | 0.536 N, cos® X cos(n,l —21) N, = 08796 n, = 28 4397296

K, | 0.536K, sinakcos(k i —1) K, = 26522 k, = 15.0410686

0, ‘ 0,536 O, sin 2% cos (0,{ — 1) 0, = 18856 0, = 13.9430356

P, E 0,536 ', sin2kcos(p,t —1) P, = 08775 p, = 14 9589314

+ étant la longitude comptée positivement a I'ouest de Greenwich. I faut donc cal-
culer les fonctions cos®icosat, cos*isinal et sin2icosy, sinaisiny tout le long de

I'axe. Voici le lableau de ces valeurs pour I'axe II :

Nos os2sin2y  cos2hcos2y sin2hsin 2y sin 2ncos) Nos  cos2isin2y cos2hcos2y sinasind  sin2hcosd
1 —o0,0%0 0,000 —o0,293 0,310 1o —o,860 0,202 —0,393 0,504
2 947 62 300 319 (1 848 200 413 D26
3 937 8o 317 345 12 834 208 428 548
4 929 + 98 335 372 13 821 218 439 570
5 907 121 349 399 14 798 246 Lt 598
6 903 140 364 h24 15 781 201 . 451 619
7 892 153 379 hhg 16 765 264 458 G4
8 879 169 392 475 17 ~46 270 463 663

9 871 188 393 485 18 730 284 466 68
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On constate que ces expressions. peuvent se mettre sous la forme approchée
« + bx 4 cx®. Voici les valeurs de a, b, ¢ pour chacune des quatre expressions el pour
les axes I et II :

a, a, b, b c, e,
cos® A sin 2 | —0.9d09 —c.9hoo | +0.470 + 0,275 | +0 904  + 1.362
cos® x cos 2% 0.0d21 o o607 | +1.062 +0,928 —0 989 —o 658
sin 2% sin '} — 0.2961 —0.2855 | —0.8¢7 —1.019 | + 1.083 + 1.431

sin 27 cos L 0,31H0 0,3182 | + 1,286 + 1,182 —0.187 + 0,009

Les expressions précédentes sont trés bien représentées par a + bx + cx®; les ré-

sidus sont plus petits pour 'axe I que pour I'axe II, en tous cas ils sont toujours

. ;. . . , W
inférieurs & o,01, qui est une valeur exceptionnelle. Il en résulte que — pourra tou-
g

jours se mettre sous forme d’une expression du second degré en x.
Les coefficients @, b, ¢ ont été calculés par la méthode des moindres carrés:; on
voit qu’ils différent assez sensiblement quand on passe d'un axe a I'autre.

Marées & Périm. — Pour étudier les marées dans la mer Rouge, il faut d’abord
avoir les marées a Périm. Les seuls renseignements que j'aie trouvés sont les
suivants :

L’ établissement, a la pleine et & la nouvelle lune, est 8"0o™, cest-ad-dire que la
haute mer a lieu & 8 heures & ces époques. De plus, la mer marne de 6 '/, a 7/, pieds
anglais en marée de vives eaux, et de 5 '/, & 6 '/, pieds en mortes eaux. Mais les
ondes n’ont pas du tout été séparées.

On a des renseignements plus précis pour Aden et Djibouti. On connait, pour
chacune des ondes M,, S,, N,, K,. O,, P, I'amplitude et le retard de la marée sur sa

lune fictive. Voici les données numériques, 'amplilude étant exprimée en pieds

anglais :
Pour Aden. Longitude est. 44°39’. Latitude nord, r2°47".
e ———— T e —
M, S, N, K, 0, P,
Amplitude. .. .. 1,57 0,69 0,43 1,30 0,66 0,39
Retard. ........ 226°,5 246° 221° 35° 37 310

Pour Djibouli.

Longitude est, 43°12'.

e cmi——

Latitude nord, 11°35".

N —

M, S, N, K, 0, P,
Amplitude. . ... 1,74 0,79 » 1,34 0,66 0,43
Retard. ........ 220° 239° » 3o0° 35° 3o°
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Les données pour Aden et Djibouti différent trés peu. Nous admellrons qu’au

point A, situé & égale distance d’Aden et de Djibouti, les données sont les suivantes,

moyennes arithmétiques des premiéres :

M, S, N, K, 0, P,
Amplitude. .. .. 1,65 0,72 0.43 1,32 0.66 0,41
Retard......... 223° 242°,D 221° 325 36° 30°,9

Aden /’

Golfe™de
Tadjoura

g}éout/

Nous allons trailer la petite portion de mer comprise entre A et Périm comme un

canal; un calcul grossier suffira, élant donnée la courte distance de A & Périm.

Prenons pour unité de longueur le rayon lerrestre. En choisissant A pour origine

des abcisses, on trouve que la largeur, la profondeur et la section sont suffisamment

bien représentées par les formules :

| = 0,0385 — 2,1847x,
h = o0,000034 — o,00191%,
¢ = 0,0000013

0,000148x + 0,00417 2.

\Qﬁ\/oﬁolfmdeur

Ferim A
Dans ces formules, le golfe de Tadjoura a été négligé.
Nous connaissons la marée au point A; mais & Périm, on ne peut donner aucune

condition aux limites; en effet, la masse d'eau qui traverse les détroits de Bal-el-
Mandeb dépend de la forme de la mer Rouge au deli de Périm. Mais cela esl peu
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important, parce que 'ouverture formée par les détroits est trés étroite; la masse
(eau qui les traverse ne peut pas étre trés considérable, et par suite des conditions
aux limites quelconques & Périm, donneront toujours & trés peu prés les mémes ré-
sultats. Aussi, nous ne nous préoccuperons pas de ces conditions aux limites, et
nous chercherons seulement & satisfaire le mieux possible & I'équation des marées,

en adoptant pour la fonction inconnue @, la forme
®, = A 4 Bx + Cx®.

I1 faut rendre minimum l'intégrale

Lo l .
J, = / [c(b'z + = Gd, — \Vo)g:| dx,
0 gr

W, étant la partie réelle d'une composante isochrone du potentiel. Si on appelle W
la somme de cette composante et de la composante conjugée, somme qui est réelle,

on aura
W, = ! W.
2

La marée correspondant & W sera
2’ W

g g
Nous appellerons [Z] et [W] la marée et le potenticl au point A .

(=

La constante A sera délerminée par
a’A =g[{] + [W].
Nous déterminerons ensuite B et C en annulant la premiére variation de J,, ce

qui donnera les deux équations linéaires suivantes :

Lo 2l 2 Lo Lo IS
Bf’/ (25 —{—ZII w*) dx]+C[f (Z;:;c +—-ﬁx -| / (9—/}\ Tﬂb >dac:o,
o g 0 Y g

B[/o%(\!'

2 o [\ 10/‘l\ ]\\/
x“>dx—|+C[/$ <8:x“+ 2 Jc>dt:| f 4 L‘Q+—m2>dac:0,
_ 0 \ g )

x, étant I'abscisse de Périm. On a x, = 0,01'57 (environ roo kilométres).
Comptons les longitudes a partir du point A, positivement vers 'ouest, et le
temps, pour chaque composante, a partir d’'un passage au méridien de A de la lune

fictive correspondante. On aura alors, pour I'onde M,
W
— =0",536 M, cos®».cos(m t—21),
9

et de méme pour toutes les autres ondes.

On conslate que, du point A & Périm, cos®icos 2} varie de 0,956 & 0,951;
cos® . sin 27 varie de o0 &4 0,023 ; sin 2k cosy varie de 0,410 & 0,427; sin 2ksin L varie
de 0 & 0,005, et I'on peut poser :

| cos® A cos 20 = 0,954, s sin 27.cos . = 0,410 + 1,08,

cos® hsin 2 =1,46x. l sin 27 sin ¥ = 0,003.
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. W
Au moyen de ces expressions, on peut mettre, pour chaque onde, — sous la
9

forme « 4 Bx. Les valeurs de o nous importent peu; celles de 8 sont de la forme
B, cos ¢t + B, sin ct, et Uon constate que &, et 8, sont inférieurs pour toutes les ondes &
107" X 250. Il est inutile d’écrire le tableau des valeurs de 8, parce que nous verrons
plus loin que § n’intervient pas dans le résultat.

La marée M, au point A est 171,65 cos (m — 223°).

En prenant pour unité le rayon terrestre. on obtient :

[ =10"" X
Pour M, 790 cos(m, — 223°)
S, 345 cos(s,t — 242°.5)
N, 206 cos(n,t — 221°)
K, 632 cos(k,t — 32°,5)
0, 316 cos(o,t — 36°)
P, 196 cos(p,t — 30°,5)

Dans les équations qui donnent B et C, remplagons [ et ¢ par leurs valeurs en

22* [_YV_]_

fonction de x; en remarquant que —A — (<], on obtient :
g 9

[1508 + % 16481 B+ [13,09 + % 16,8 J C=— 192880[¢] + 16485,

222

9

[1309 + g—gl\— 1680:| B 4+ [17.96 + 18,92:| C=—164810[%] + 16808.

On voit tout de suite que le terme en B est tout & fait négligeable devant le terme
en [(], c’est-d-dire que tout se passe comme si le potentiel était constant dans toute
la petite région considérée. 1l suffit maintenant de remplacer »* et [{] par leurs va-
leurs pour chaque onde considérée, et de résoudre les équations en B et C obtenues.
En remarquant que g =19,957 et que I'on a :

1h=— — i =
g
Pour M, 0,50587 0,02565
S, 52360 2748
N, 49637 2469
K, 26252 691
o, 24335 593
P, 26108 683

Fac. de T., 3¢ S,, IIl. 25
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le calcul s’achéve aisément, et 'on trouve les composantes suivantes de la marée a
Périm :
‘ Pour M, o™,53 cos (m, — 223")

0™.23 cos (s, — 242°.D)

s
S

o™, 14 cos (n,t — 221°)

v

9

K, o™, 41 cos (k{ — 32°,5)
0, o™,20 cos (0, — 36°)
P, o™, 13 cos (p,l — 30°.5)

lLa longitude du point A par rapport & Greenwich est —44°,x. En comptant le
temps & partir du passage au méridien de Greenwich de la lune ficlive relative a M, .
on aurail pour cette onde '

0™,53 cos (m,f — 223" 4 88°%,2).

Origine du temps. — Comptons maintenant le temps & partir de minuit moyen de
(ireenwich précédant janvier 1 de 1905; une lable de M. Harris donne pour toutes les
années el pour toules les composantes I'angle horaire des lunes fictives & minuit
moyen précédant janvier 1; en faisant le changement d’origine du temps, on trouve
les composantes suivantes :

Pour M, 0753 cos (mt — 223° + 8872 + 12477) = 0753 cos (m,t — 10”)
S, 0.23 cos (s, — 242.5 + 88.2) = 0.23 cos (st — 154)
N, o,14 cos (nt — 221 4+ 88.2+ 85,4)=o0,14cos (nt— 47)
K, ohrcos (et — 32,04+ 44.14+ 5.3)=o0.4tcos (il + 17)
0, 0,20 cos (0t — 36 + 44.1 + 122,0) = 0.20 cos (0,f + 130)

P 1 0,13 cos (p,! 30.5 + Ah,1 +3b0.0) =o0.13cos (pt + 4)

|
1

Les résultats pour Périm sont donc trés voisins de ceux d’Aden. Par suite, il est
inutile de vérifier que les résultats trouvés donnent bien pour I'élablissement et la
hauteur des marces les nombres indiqués au début, car ces nombres sont trés voisins
pour Aden et Périm, la hauteur de la marée étant seulement un peu plus grande
pour Périm.

Caleul de la marée M, dans la mer Rouge en Uassimilant & un canal de largeur el
de profondeur constantes. — Nous choisissons pour axe I'axe 11 et nous adoptons pour
origine du temps minuit précédant janvier 1 de 1god (temps moyen de Greenwich).

Unité de longueur : rayon terrestre. — Unité de temps : heure moyenne.

La largeur moyenne de la mer Rouge est 0,03576 (228 kilomélres), et sa profon-
deur moyenne est 0,0000659 (420 métres). Sa longueur totale est 0,3t (1.975 kilo-
metres). Nous avons vu que le poténtiel générateur de la marée M, est

.
—gY: 0=.536 M, cos® % cos (m t — 2 + 124°,72).
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La valeur moyenne de M, est 0,45426, et le facteur d’augméntation [ est égal,
pour lorigine du temps adopté, & 1,0356. Nous aurons donc

M, =0.45426 X 1,0356 =0,47043.

Avec les unités adoptées, on aura :

W oy s .
—=10""396[cos" 1 cos 2}y cos (m,l + 124°,72) + cos® k sin 2 sin (m + 124,72)].
7 :

D’autre part, nous avons exprimé cos®hcos 2y et cos®isin2) sous la forme

. A\
« + bx + cx®; nous obtiendrons donc — sous cette forme en remplagant
g

cos (m,! 4 124,72) = — 0,5696 cos m;t — 0,8219 sin m.t,

sin (m,t 4+ 124,72)= 0,8219 cos m,t — 0,5696 sin mt,
et en effectuant les calculs

w

i 10" cos myt(— 319 — 120 & + 592 x*)

+ 107" sin myt(192 — 364 x — 93 x*).

Nous avons déja vu que g =19,957.
Pour I'onde M,, on a ik =m, = 0,5058676.
Nous avons a résoudre
e W W
de* ™~ gh* " gh’

et ¢ étant déterminé, la marce est
_ )\gcp — W ‘
g

¢

Posons

— W =ghy’,
d’ou l'on tire
v =194,587 et v=13,95.
Alors

. W d*o . W
(=—hp'y—— et S T — W4

dz® M{‘_g—h'

Remplagons dans cette équation ¢ en fonction de £; nous trouvons :

d®t . d: /W
—— t+wl+ o<—>——0-
dx dc® \ ¢

Ici,

Q=

=A + Bx 4+ Cx?, A, B, C étant des constantes connues. L'intégrale gé-
nérale de ’équation en ¢ est

. 2C
{=Ucosux + Vsinpxr——.
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Déterminons les constantes U et V par les conditions aux limites. Pour z=o,

t =11, donc U :% + [<].
1
d 12 W
Pour x =, - est nul. Donc, de 4 (— est nul, ce qui donne
dx dr  dx\g

— Up.sinpx, + Vucosvx, + (B + 2Cx,)=o.
On obtient ainsi I'expression suivante de ¢ :

cos p.(x, — x) 4G

v "
c=1s

. ux x B + 2Cx, sin p.x
= sSin — s | £, — — | — .
COS p.&, Y. COS u., 2 2 1. COS px,

En partitulier, au fond de la mer Rouge. la marée sera

4G sin® P,

. sin® 2

" (<] 2 B+ 2Cx,

Go = ry — tg px,.
cos px,  picosux, u.

Effectuons les calculs numériques. On a :

B = 107"(— 120 cos m,t — 364 sin mJ[),
C=10""C 592 cos mt— 93 sin my)

et sin p.ax, = — 0,9257, cos p.a, = — 0,3782, tg p.x, = 2,4475;
{, = —2,644[(] + 107"°[— 65,5 cos m,t + 77,5 sin m,{],
ou en exprimant £, et [{] en métres :
{, = — 2,644[¢] — o™,042 cos mt + 0,049 sin mt.

Traitons maintenant le méme probléme par la méthode de Ritz. 1l s’agit de

rendre minimum lintégrale

— ), = f - L% P2 4 B, — Wo)*] da.
0 ry

[ci, W, est la partie réelle d’'une composante isochrone du potentiel; si nous ap-

pelons, comme précédemment, W la somme de deux composantes isochrones conju-

. T A .
guées, nous aurons W, =-W: de méme, en appelant ¢ la somme des fonctions cor-
2

. 14 I T
respondant aux deux composantes conjuguées, ¢, =—¢. Nous avons donc & rendre
2

Lo 1
® e ———[ghyls + WT |dx,
L7 [ = slohets + W |

ol v. a la méme signification que plus haut

minimum l'intégrale

(— X = ghv?).
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Posons maintenant

p =23+,
A étant la valeur de ¢ pour x=o0, c’est a-dire
A W]
hp*  ghp’

4 devra rendre minimum L'intégrale

Lo W\ -
. g 22 12 AR
I_.[ [L pd 2(‘I.A+gh>{-]dL

) s’annule pour x =o; ' s’annule pour x =x,. Nous connaissons une infinité¢ de
fonctions satisfaisant & ces conditions aux limites, fonctions qui correspondent aux
oscillations propres de la mer Rouge; ce sont :

__(en+ )=

n

&, ==sin p,x = (— 1)" cos p, (x, — x) en posant P

200,

Adoptons pour ¢ la forme

n

~
4’ - 10"!“0 + 11"!1 + + 7‘11"! n ‘\_‘ 7‘1"‘4“1'
0

En remplacant dans l'intégrale I, on trouve

=3 S it S s ) e

Or,
! ’ — . L N
'[ 1 de = / Jbde=o si i==k,
Xo ax Xo ax
f d1rde==" et f 10 de = pt =,
0 2 v 2

1

Lo — Xo )
/ Ldb_—_( D et / x* doe=—
0 i 0

Par suite,

n

\ ! 2 2 2 To 2 ‘V

I= Yo — ) —> 2%_[ <P~A +g—h> bidx.
0 0

Les valeurs des o qui rendront minimum I sont données par

. . 2 To w
ai "‘i —_ W) — — V.QA —_— '.Ll l{ P—0.
AN AN A

v
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w
Or, ?: A + Bx + Cx® (et par suite [W] = gA).

To [ W AN 1 B4+ 2Cx 2(C
JA+ — Jdde = pA+ — ) — — ) —_—— .
K <P + gh> 0 (y + h> Y, t= hu! hp

On connait donc les «,; ¢ ¢tant connu, la marée sera

c B4 2Cx, o€
0 s,

3
b i Py

;:[;]—(15x+c.1)+ 3‘ _) [

Calculons la marée par cette formule pour x =x,: on trouve

[+2““ — W—Bao Ca?

n n .
20’ O I ACuEia  (— Y
—B+2C) = Y oo — Y T
(B + o) x, %‘g)f w— ') + x, }oJ pi(p — 09

Effectuons les calculs numériques. En faisant successivement n=—=r1, 2, 3, c’est-

d-dire en prenant pour ! les formes

'0+<11’.", 7‘1’0_%—7‘"’ +7‘2';2’ 0‘0—{—1\,!/‘4—0.»42—{—9(
on trouve les résultats suivants :

{,=—2,730[{] + 107" [— 64,2 cos m,f + 73,8 sin m,t],
ou — 2,619[{]+ 107" [— 66,1 cosm,t + 76,6 sinm,],
ou — 2,652[7] 4 107" [— 65,3 cos m,l + 77,0sin m/t].

Si I'on compare ces résultats avec les résultats exacts, on voit qu'en prenant trois
termes, on a déja une bonne approximation, et en en prenant quatre, une trés
bonne.

Nous allons montrer que, dans le cas particulier actuel, les approximations suc-
cessives de Rilz sont convergentes; pour cela. nous montrerons que le probléme se
rameéne & une équation de Fredholm & noyau symétrique, cl nous développerons la
solution suivant les fonctions principales. Nous trouverons que la n'*®¢ approxima-
tion de Ritz n’est pas autre chose que la somme des n premiers termes du dévelop-

pement de la solution, ce qui établira la convergence.

w

e b=e—a
g

La fonction inconnue g satisfaisant & Péquation ¢ = — v’y

(A étant défini comme précédemment) satisfera &

y . g Bx+Cx?
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D’autre part, b est nul pour xz==o, et ' est nul pour x=ua,. Or, si l'on a
1"=f(x), la solution de cette équation qui satisfait aux conditions aux limites indi-

quées est

v= [ G@ sy,

en posant
{\—y pour x>y,
)

G(x,y) =
@) x pour x<Yy.

En remplagant f(x) parle second membre de I'équation en 4, on voit que ' satis-

fait & I'équation suivante :
Lo I X Lo ’
so=—v [ G iy + 5[ 6wy — 1 [ 6 0 By + cay.
0

Posons

doy= 6w p| —vr—cy |ay
1

_ I: G % BLJ~|—[;]”S+<C 2 Bm [v]),E,L.;I
B g Tot T — 18] ) |

E. Schmidt a niontré que la solution de I'équation intégrale peut se développer

sous la forme

(oo
20\ sin g, & /o .
4 () =p(x) e E g—‘”—[ o(x) sin p,xdr;

2
'I;o S P‘n
n=0

en effel. les fonctions principales normées relatives au noyau G sont justement les

S 2 . o .
fonctions \/~ sin w,x, et les nombres principaux correspondants sont — pi.
@
0

D’autre part, ¢(x) satisfait aux mémes conditions aux limites que les fonctions

sin p, o, et peut se développer sous la forme

el
&x . To .
¢(x) :?" 2 sin ;;.,lm[ ¢(e) sin p,axdx.
n=0

Il en résulte pour ¢ 'expression

o0
2 \1y, Siny,x /‘ To .
(X)) =— )~ ¢(x) sin p,axdr.
H@) == Yme e [ e sing,

n=—l

On peut facilement calculer les intégrales du second membre; on trouve

o B ) 20 e
f e(x) sin p,rdr = Ilz L— 2(; + (— )" ]i+_:i’ — LT]:I .
0 n l}

i ‘n ‘n
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Or, dans 'application de la méthode de Ritz, nous avons juslement trouvé que
le coefficient de §,, c’est-a-dire de sin u, &, était égal a

RN I PR RS |

| n n p‘n

le résultat annoncé est donc vérifié.

Remarquons enfin que la méthode de Ritz, toujours dans le cas particulier actuel,
se justifie trés simplement de la maniére suivante :

La fonction + satisfait & I'équation

(] Bx+ Cx®
T I S e M

Or, cherchons & représenter d’'une fagon approchée l'expression du second

n

membre L[:] — Bx — Cx* | sous la forme EAiv.{/i. Si nous prenons pour mesure de

0
I'approximation l'intégrale du carré de I'écart, c’est-a-dire

xo [ . . N 2 .
[ [l —Bz— Ca*— ¥ Ai-_y,:l dc:

- 0

la meilleure facon de déterminer les A, sera d’annuler la variation de cette intégrale,

ce qui donne les équations

Lo
'[ v, [[z_] — Bz — Cx* — Y Ai-;t] de = o
0

. Lo - n . . x, . ) ! )
ou, puisque {ibidx est égal & o ou & =2, suivant que i ==k ou que (=1 :
0 2

A, =2 f " [[:] ~Bw——Cx”] da
xT,Jo -

:i[@_ (— 1y 220, +2—9]
Lo lpy

'
Vi i

Il

Si la représentation de la fonction du second membre est jugée suffisamment

bonne, on pourra remplacer I'équation en ¥ par I'équation

-

n
I\
e 2.0 _ Nl
= P‘f+hZAni'
0

Il est alors évident que la solution cherchée de cette équation est de la forme

n
— N\,
= Xt
0

Al
T
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en substituant, on trouve hz(p— p’) = — A,;, c’est-d-dire justement la méme valeur

(ue précédemment.
Mais une objection se pose; ce mode de calcul revient & remplacer [¢] par

n n .
2\ sin p,x . 2 (— 1)' sin px
[ x — ¥ —; B;cpal'IBX;E‘e a
° % i ° i

.

!
i l‘}‘i

n n .
4 ~ sin p.x O (— 1)' sin px
a2 o | 2 iy het
et Cx® par C |:5L’o }_J o 4 >_J —_—
0

ou encore i représenter 1, x, x* par une somme de termes de la forme «,;sin . ;
pourra-t-on représenter ces fonctions suffisamment bien par des expressions de celle
torme? Il semble d’abord que non, puisque 1, «, x, ne satisfont pas aux conditions
aux limites auxquelles satisfont les sin p,x; mais il se produit ici quelque chose
d’analogue & ce qui arrive lorsqu’on développe en série trigonométrique une fonction
qui ne prend pas la méme valeur pour x—o et x =12x; le développement repré-
sente la fonction dans tout l'intervalle, sauf aux deux extrémités; de méme ici les
sommes X, sin p,x représentent assez bien les fonctions, sauf vers les extrémités.
Supposons que I'on prenne seulement quatre termes pour représenter 1, x, x°; voici

les résultats numériques :

Nos (1) (1) (2) - (@) ) (3
1 - 1 0.00 0,000 0,000 0,0000 0.,0000
2 1 18 7 6 1 1
3 T 65 27 26 7 5
4 I 99 46 45 21 16
5 I 175 68 66 46 4o
6 I 116 88 89 78 8o
7 I 107 108 11d 116 168
8 I 99 128 130 164 176
9 I 91 141 142 199 204
10 1 89 153 155 241 240
1 1 86 173 170 298 280
12 I 98 190 194 361 340
13 I 10D 200 214 438 hah
14 I 109 236 245 355 568
15 1 106 254 205 644 676
16 I 99 273 285 747 780
17 I 95 293 298 856 848
18 I 92 3og 300 976 860

Fac. de T., 3¢ S., 1II. 26
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Les colonnes (1), (2), (3) donnent les valeurs des fonctions 1, x, x, et les co-
lonnes (1)', (2), (3) les valeurs correspondantes des représentations approchées de
ces fonctions. Tunité est assez bien représentée partout, sauf pour z<0,03: cela
n'est pas étonnant, puisque 'unité satisfait bien & la méme condition aux limiles que
sin p.o pour = 2, mais pas du tout pour x==o; au contraire, x et 2* sont mieux
représentés au commencement du canal qu’au fond (V).

Nous allons maintenant tenir compte des variations de largeur ct de profondeur
de la mer Rouge. Mais auparavant., remarquons gue la rapide convergence des

expressions approchées obtenues pour la marée est due A ce que les sinpx sont les

fonctions principales relatives & I'équation fonctionnelle du probléme. En particulier,
1, et u, comprennent le nombre p., et nous avons vu que les termes en sinpx et
sin u donnent déja une bonne valeur pour la marée. Pour appliquer la méthode
de Ritz, il serait bon d’avoir des valeurs approchées des oscillations propres de la
mer Rouge, au moins des deux premiéres. On pourrait espérer y parvenir par la mé-
thode suivante :

Soit un noyau symétrique G(x, ¥); » un nombre principal et g(x) la fonction
principale normée correspondante, de sorte que

dx) = [ GG, ey,

Si G subil une variation ¢G, il en résullera pour i et ¢ des variations 31 et 3¢ dé-

T

terminées par les équations

To Lo
3h = — ) / / tGo(x)e(y)dady
0 0

ct
Lo
By =D (x) 42 / W, y)d(y)dy
[V}
cn posant
Lo
O(x) = )\f eGa (y)dy
0
ct

LCROESSY /_%@t(% — G, v),

les 7, et g, étant les nombres principaux autres que » et les fonctions principales
correspondantes. Pour la derniére formule, on a admis que G(x, y) est égal &

¢(x)o(y) + E %(99?%(.}’).

I3 A

() L'identité des trois résultals ne tient évidemment pas & la forme simplifiée adoptée
pour W il est facile de vérifier que le résultat subsiste, W étant quelconque.
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Soit maintenant & résoudre I'équation

d*s do
— " — A :
dx® (@) dx

+ B(x)e + C(x),

avec, pour conditions aux limites, ¢(0)=o0 et ¢'(x,)=o0.

En posant
—y pour x>y,

G(x, y) =
Y — x pour x <y,

comme & la page 189, la fonction cherchée satisfait & 'équation intégrale
To ds(y)
do)= [ 6oy [ A0 FE 4 Bz + € | .

ou, aprés une intégration par parties,

s = [ K ety — Az — [ aC@ds—o [ @y,
ou |
p=3w),  A=A@) e K@ y)=B0)G 1)~ £ 06 ).

Faisons dans cette équation x =« ; il vient
Zo Lo
i+ Az = [ Kep ey — [ eC@yde.

Nous supposerons 1 + A x,=|=0, et cette équation nous donnera ¢ ; en portant
dans I’équation précédente, nous trouverons une équation de Fredholm ordinaire :

c@)= [ B, Dedy + ota),

ol ¢(x) est une fonction connue de x, et ot I'on a posé

AzK(z,, ¥)
F(x, y) = K(x, y) — —2-Ze /)
@ ) =K@y ——— Ao,
Dans le cas des marées dans un canal, I'équation & résoudre est
d dy L.,
’—';: (G a;) — ?(A Q—W),

et par suite,

/A__dLogc

S — de

B— 3>

oo W
w

C=——,

i gh

h étant la profondeur moyenne de la section d’abscisse x.
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, , IS
Dans le cas d’une largeur et d’'une profondeur constante, le noyau est —G(x, y),

0

h, ¢tant la profondeur moyenne totale du canal. On peut écrire

~2

F(x, y) = — G(x, y) + 3G, + 722G,
gh,
¢G, et 3G, élant des fonctions de x et de y ne dépendant pas de X*. Ces fonctions
auront dans tout le canal de petites valeurs numériques, si la largeur et la profon-
deur sont presque constantes: on pourra donc appliquer les formules qui donnent
les variations des nombres ct des fonctions principales pour obtenir des valeurs ap-
prochées des oscillations propres. Faisons les calculs. On a :

Ax d d Log s(y) d* Log ¢(y)
(mm ——]*wT pour x <y,

' ( d |: d Log (V):lt _ :l our x >
dy dy + A x, e ’

3G

I

el
x | n x our a2 <
—1 —— ur ,
3G — ‘gh(y) t+ A x, gh, P Y
o y Ay Y
4 — L x .
C gh(y) [_1 +A, I] T, ponr @ =y
Dans le cas ot ¢G, et 3G, sont nuls, les nombres principaux sont X = — gh p2,
les p., étant les nombres déja vus précédemment I\pu_ (9—”:—1)" , et les fonctions
2 0

v

principales normées correspondantes sont o, () = \/— sin . .

On aura donc approximativement

G,
E<>‘n) —_ gh ‘(Un> - )\4/ f < G%) :Pn(x) ,‘?11(.},) dxdy

‘L‘o Y 2 To Lo ) . .
O(uy) = — p ¢G, sin p,x sin p,ydxdy
2 0 0
Lo
+ gh,u "/ / 3G, sin p,x sin p,ydxdy.

Le calcul des deux intégrales qui se présentent ici est long, mais n’offre pas de

difficultés. En se servant des identités

s@| 7 sy |ao= [ )7 s iy
/ " f(@) [ 'é x” @(y)dy] dos — [ o) [ [ ! f(x)dx:l dy

et
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(la seconde est la méme que la premiére, ot on a permuté f et ¢, x et y); on peut les
mettre sous la forme suivante :

" 756G sinpesin p, ydedy —=—0___ — 1) L — ) d
./01 '[ G, sinp,x sin p, ydrdy = (+r\ac ”LL +(—1)" J,,/ ogsx) (xcosx;"”c)r’z:l

— f Log s(x)cos 2y, xdx,
0

/‘J‘o ./“Tn n(1 . . l l wo 1 + (— I)" Ao fxo &£X Sin {L";L' dJ:
< sin p, X sin p, ydxrady — —-— —; 5 ‘
i 0 X, SUL Py, LY Y 2gh Pz P‘l 1+ ono o (]/l(l')

o Fn n
I %o sin’ V., L
_ __—_d

v Joo o gh(z)

Pour calculer ces expressions, il faut calculer les intégrales simples
o . To o sin p, &
f Log s(x) x siny, xdx, ) / il sy
o 0 h(x)

T To sin® u., X
/ Log s(x) cos ., xdx, et f il iy /9%
0 0 h(x)

Lo
f Log s(x) cos ap.,xdx
0

Log désignant un logarithme népérien; ces intégrales peuvent étre calculées par qua-
dratures mécaniques.

D’autre part, la fonction ®(x) définie précédemment est ici égale &

G

)= An N2

v A
‘r -

O (x)= f ,sinu,ydy —\ /— g/z [)‘” ¢G, sin p., ydy,

et la fonction ¥(r, y) est égale &

+ 3G,> e.(Y)dy

ou

U, 1 sin ;X sin Uy

)= D s Y G, y)]

e

. . \OSinpxsinpy
La série Z—T——)— est rapidement convergente, surtout pour n—=o0 ou 1,
Vi Moy — 4

et on peut se borner & un petit nombre de termes. Si on prend p termes, Uerreur est

d). o0 oo
N AN 1 . O T zN\' 1
inférieure a > ———— |, qui est comparable & ) — oua (= Z —: si
‘_Ji)i (’l" I ) HP = n
. \ . 1
= =p n=p
(o)
-

, . . - L o
I'on fait p égal successivement a 4, 5, 6, — est inférieur & 0,0075, & 0.004,
n

n=p
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Lo
& 0,002. Dans le calcul de ,[ ¥(x, y) &(y)dy s’introduisent des intégrales doubles

que l'on rameénera & des intégrales simples par les identités écrites plus haut. On
pourra donc calculer les valeurs numériques des variations des fonctions principales
pour un certain nombre de points choisis arbitrairement tout le long de l'axe du
canal; cela suffit ensuite pour Uapplication de la méthode de Ritz. La mer Rouge
diftére trop d'un canal régulier pour que I'on puisse appliquer cette méthode; pour-
tant, j'ai fait les calculs, espérant avoir une indicalion grossiére sur les périodes des
oscillations propres: j'ai trouvé :

Lo [ To £ SIN u X
. 5 in y, xde=—=— 0,496, - ——~—dr= 13d,7,
./0. Log ¢(x) x sin p, xdx 0,49 g./o‘ ) dx 2b,7
/ * Lo () cos pxdx 6 et - / o s’ pr dr=103,5
083 v & = -— 2,07, - ——dr=103,5.
Lo
/ Log s(x) cos ap,xdr —=— 0,14
o

Pour la mer Rouge, A, n’est pas bien déterminé, mais il est compris entre bo
_ A . ,
et 100; entre ces limites, —"-:;—— ne varie presque pas, et on peut le prendre égal
1+ Az -
0770
4 3,1. On trouve alors 2(pg)=——6,8.
Cette valeur semble raisonnable; mais si 'on fait le méme calcul pour p?, on

trouve &(v))= — 279, valeur tout & fait inacceptable. Aussi nous bornerons-nous, dans
ce qui suit, & chercher & représenter la fonction inconnue sous la forme 2 usin g,

Nous adopterons Paxe 1I, qui donne les équations les plus simples; il faut alors
rendre minimum l'intégrale

X l o
o™ + — (3% — W) ldx
.[ [* +ng"('? >J ’

» gle] + (W] s
en posant comme précédemment ¢ =1 + A | A == | nous aurons a an-

nuler la variation de

o N w A
I:f [U(v{"z«*_!i.v‘:”—gv%(l—-——l/ >:|dac,
0 - g g g

-
et, puisque ~;/—:A + Bx + Ca*,

W23
— ——=—Ba + Cz*—[{].
g g
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Remplagons dans l'expression sous le signe somme la fonction inconnue <

par 2 2, sin v r. L’expression devient

i=0
q A
Z inakX“‘— 2)0(,.\,,

en posant
32

A . .
X, = 6, I, COS ., COS Y, x 4 — sin p,x sin p, x

et
Y, = {(Bx 4+ Cx* —[{]) sin p,x.

Pour calculer I'intégrale 1. il faut donc calculer les expressions
Lo
Cip = /}A s(x) cos p,x cos m,xdr,

Lo
l,= / () sin p,x sin p,xcdx,
0

= / ’ {(x) sin p.xdr,
0

X0
= [ l(x)xsinpxdr,

1,":/‘01(ac)x’sin pxdx,
0

et cela, pour toutes les valeurs de i et de k qui entrent dans I'approximation adoptée.
Le nombre des intégrales & calculer est un peu diminué en remarquant que

. =T . =X
2 €oS p,x cos p,xdxr=cos ({ — k) = +cos(i+k+1) pl
0

o

. . . =X . X
2sin v xsin prdr=cos(i —k)— —cos(i+ k 4+ 1)—.
x x

o 0
J'ai adopté pour la fonction inconnue +} la forme
1 =ua,8in px 4+ «, sinp,x + «,sin px + a,sin y,x + «, sin px.

I1 faut donc faire dans ce qui précéde i et k égaux a o, 1, 2, 3, 4. On a alors a
calculer en tout trente-cing intégrales qui caraclériseront suffisamment la mer Rouge
au point de vue des marées.

Jai tracé les courbes représentalives des fonclions & intégrer sur du papier qua-
drillé & petits carrés; et pour avoir la valeur d’une intégrale, j'ai compté le nombre
des carrés compris entre la courbe et 'axe des x, en évaluant les fractions de carrds

traversés par la courbe. Jai trouvé les résullats numériques suivants :
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Lo
d/ﬂ cdx
0
To wL
f G cos — dx
0 X,
Lo 2T
f G coS —dx
0 &Ly
To dzx
G CoS— dx
0 &z,
To hrx
/ G COS dx
0 &,

x,
Zo 6=x
G COS dx
0 x,
7T

/, 357
l 120
l 62
I — 33
On trouve alors :
l(m —10°X
10!
[oa
106
lu
ll!
143
/u
122
[I:x
126
133
[31
l

-
-

563

— 86
551

539

A.
730,5

—IgI

—16g

32,5

— 42,6

BLONDEL.

Lo
/ ldx =
0

Zo T
l cos dx
0 x

0

Lo 2L
f l cos —— dx
0 X,

[

X {
/ [ cos dJc
0 x

0
Zo h=x
/ l cos dx
0 x,
Lo Srx
[ cos dx
0 x,
Zo 6z
/ l cos —dzx
0 900

To 77T
/ l cos dw
0 x

o

(i) ™
/ l cos 8*90 dx
0 x

2
p‘O 500

|
oty oy

' -
Yo P20
o 23 Go

[T
‘l‘u ¥4 G0s

xjujg’lz

.. 0. G
POy

"o
\ llji hETY

107

*X | 1108,
10
—166
— 98
—126
— 18
- 7
7
16
30
‘X | 290.5
-
l 2.4
| — 5
— 8
69
— 139
— 88
- 9
— 6y
882
— b4y
— Do
111
2200
—  86o
— 791
4834
— 1488
7633
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Les équations qui déterminent les inconnues «; sont :

N2

" A
31 (12049 + ’5 Li)r,=— [+ Bl + Cli”'

ad
L

Nous connaissons toutes les quantités qui entrent dans ces équations (nous avons

N2
, 22X - L
donné plus haut le tableau des valeurs de — — pour les différents ordres). Voici les
valeurs obtenues pour les coefficients de ces équations pour les ondes M,, S,, N,
K,, O,. P, (ces coefficients sont, dans I'ordre indiqué, ceux de «,, a,., 2,, »,, 2, dans
la premiére équation: puis ceux de «,, «,, «,, «, dans la deuxiéme; puis ceux de
v,, ,, a, dans la troisiéme, etc. On peut former avec ces coefficients un tableau

triangulaire que 'on complétera par symétrie) :

M, S, N, K, 0, P,
— 635 — 685 . — 6og — 121 — 94 — 119
— 252 — abo — 248 — 169 — 165 — 16y
— 44 — — 46 — 76 — 78 — 76
— 27 — 28 — 26 — 14 — 13 — 14

o ) — 2 — %o — 53 — O

108 53 137 674 703 676

— 536 — B4 — 533 — 472 — 469 — 472
45 Da 4t — 34 — a8 — 2

169 173 167 127 124 126

1568 1516 1595 2095 2123 2098
— 871 — 872 — 870 — 863 — 863 — 863
— 641 — 633 — 645 — 721 — 726 — 722

4128 ho77 4154 L644 4671 4646 -
— 1484 — 1484 . — 1484 — 1487 — 1487 — 1487

6942 6893 6968 7447 7473 ~hhg

Dans les seconds membres, les coeflicients de [{], de B.et de C sont les mémes
pour toutes les ondes; ce sont les valeurs des [, ', /" multipliées par un facteur

convenable :

[€l B C
1™ équation. . ... — 72100 13510 290D
2° — ... 35700 560 — 7d0
3¢ — .. — 12000 — 370 24
4° - ... — 6200 120 — 20
5° —_ ... — 3300 — 720 — 8o

Fac. de 7., 3¢ S., Il 27
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Prenons d’abord I'onde M,. Si on prend pour l[a fonction inconnue 4 deux termes
sculement, c’est-a-dire si on subslitue dans I'intégrale dont il faut annuler la varia-

tion 4 =4, sin p,x + «, sin uz, on trouve que

ao= 127[{]—12B —C,

0

a,=— 34[{]—23B—¢gC.

1

Avec trois termes (! o SIN P + 2, sin p, 2 4 o, sin w,x), on trouve

o, = 222[] + 39B 4+ 18C,
o, =—1237[{]— 143B — 54C,
a,=— 89[{]— 48B — 18C.
Avec quatre termes :
w,= 304+ 82B + 34C,
2, = —A449({] — 2428 — goC,
a,=—170[{] — 8gB — 33C,
v,=—— 3o[{]— 16B— 6C,

et enfin avec cing termes :

— a4B — oC,

]
J
J—119B — 44C,
]
]— oB— 3C.

On voit que les approximations successives convergent lentement et que méme,
entre la quatriéme et la cinquiéme, il y a encore un écart assez grand. Cela provient
de ce qu'il y a presque résonance pour I'onde M,, le cas de la résonance étant le plus
dcéfavorable possible; c’est pour cela qu’il y aurait eu avantage a avoir les premiéres
oscillations propres de la mer Rouge : en remplacant sin p. & et sin p,x par ces oscil-
lations propres, la convergence aurait certainement été beaucoup plus rapide. 11 est
admissible que cingq termes suffisent pour M,. Pour les autres ondes, la convergence
est bien meilleure; voici, pour chacune, les valeurs des « quand on prend quatre

termes (4 gauche) et quand on prend cing termes (a droite) :

Pour 5,.
2] B c 2 B c
x, B} — 64 — a1 x, 12 — 6o — 20
v, 290 110 b2 o, 231 99 38
2, 90 b 16 o, 86 39 B
1, 14 7 3 @, 16 8 3

R
ot
oo
—
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Pour N,.
[l B C (¢ B C
%, 185 19 10 o, 192 22 [
2, — 101 — 93 34 «, — 168 — 101 —37
v, — by — 34 — 12 %, — 68 — 39 — 14
o, — I — 6 — 2 %, — 1) — 8 — 3
X, — 6 — 3 — I
Pour K’.
[¢] B C [ B G
o, 456 — 77 — 14 a, 452 —73 — 14
o, 85 — a1 — 6 x, 84 — 24 — 06
v, 33 — 9 — 2 o, 36 — 10 — 2
Ty 7 - 2 o %, 9 - 3 — I
a, 6 — 9 o
Pour O,.
[q B C q B C
a, 547 — 88 — 17 o, 540 — 86 — 17
a, 10D — 27 — 7 a, 105 — 27 — 7
a, 41 — 10 — 2 a, %) —II — 2
a, 8 — 2 — 1 o, 12 — 3 — 1
2, — 2 0
Pour P,.
(z] B G (] B G
“, 462 — 74 — 14 o, 457 — 72 — 14
a, 86 — 24 — 6 a, 86 — 24 — b
a2, 33 — 9 — 2 , 36 — 10 — 2
a, 7 — 2 o 2, 9 — 3 — 1
o, 7 — 2 — o

On voit que I'expression de 4 ne varie pas beaucoup de la quatrieme & la cin-

quiéme approximation, ce qui est fort rassurant pourlaconvergence. Pour chacune des

ondes, nous avons donné plus haut les valeurs de [{]. Je les reproduis ici pour ras-

sembler les éléments numériques nécessaires au calcul de la marée. En prenant pour
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origine des temps l'instant d’un passage au méridien de Greenwich de la lune fictive
de chaque onde, on a:

2] == (en métres).

Pour M, 0™H3 cos (m,t — 1357)
S, 0.23 cos (s, —1D4)
N, o.14 cos (nt — 133)
K, o.41 cos (bt +11.,D)
0, 0,20 cos (0,0 + 8)
P, 0,13 cos (p,t +13,5) -

Voici quelles sont les valeurs moyennes de B et de C. multipliées par le rayon
terrestre R exprimé en métres :

BR CR
Pour M, 0™236 cos (mt — 1693) 07368 cos (mt — 115} 8)
S, 0.110 cos (s, — 16,45) o.171 cos (s,f —11d>,7)
N, 0,046 cos (nd —16,46) o0.071 cos (nf —r1d,8)
K, 0,197 cos (k{ — 328,5) 0.203 cos (k1 — go)
0, 0,187 cos (0,f — 309,4) 0. 145 cos (0, — go)
P, 0.074 cos (pt — 319.4) 0.067 cos (p,l —go)

Pour avoir les valeurs de BR et de CR, il faut multiplicr les valeurs précédentes
par le facteur d’augmentation f; d’ailleurs les valeurs de [Z] sont aussi trés proba-
blement des valeurs moyennes, qu’il faut aussi multiplier par f.

L.a marée est donnée par la formule

g8 =1+ gl + W] W
ou en remplagant ¢ par Yo, sin p,x, el posant :

518 4 BB+ 1C,

— L-|- \ smuxi|+l3L—x—|— $m;ac]

( v 4—C| —x* }J sin ;x—I

Si on veut avoir la marée en métres, il faut multiplier expression précédente par
le rayon terresire exprimé en métres R. Si donc on suppose que {Z] est exprimé en

meétres, nous aurons la formule définitive

ot 14 G Wi [ o a5 M
—{= 14+ — Y3 sinpax | +BR| —a+— > Bsinpx
7 .][ + g}_p, s gz, r
)\2
+ CR l7—~ x4 — Y v;sin pix] .
I
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52
A
<

Pour chaque onde, nous connaissons §,, v,. 3,, —, [{]. BR el CR; nous avons
g

] 13
donc tous les ¢léments numériques qui entrent dans la formule précédente. Cher-
chons quelle valeur cette formule donne pour la marée au fond de la mer Rouge;
il faut y faire x =, et, par suite, sin px=(—r1)":

- 2 1
U= [:]LI + 7/(50 - 51 + Ez— 83 + EL)1 + BR I:_ &L, +5(|Bo—31 =+ igz—irja_*— i(jA)J

Vs + TA)] ‘

~I

)\2
+ CR [— o+ =1, + 7,
g

On trouve les marées moyennes suivantes :

Pour I'onde M, :
{=—28,580[%] — 4,286 BR — 1,622 CR
= 4™,75cos(ml — 301°,8).

Pour 'onde S, :

{=—12,979[{] + 1,408 BR + 0,522 CR
= o™,66cos (st — 140").
Pour I'onde N, :
' I=—2,716[Z — 1,409 BR — 0.540CR
= o™3gcos (n,! — 303").
Pour I'onde K, : .
{=—0,385[{] —0,110BR — 0,065 CR
= o™, 18cos (k!— 350°).
Pour I'onde 0,:
{=—0,411[{] — 0,100 BR — 0,063CR
== o™,10c0s (0,/ — 350").
Pour I'onde P :
{=—0,385[¢] — 0,115 BR — 0,065CR

= o™.06cos(p,t— 166°).

Remarquons d’abord que le calcul fait en assimilant la mer Rouge 4 un canal de
largeur et de profondeur constantes donne un résultat trés différent du précédent ;
en effet, pour 'onde M, nous avions trouvé que le coefficient de [] est — 2,644, tan-
dis qu’ici nous trouvons — 8,580; pour la mer Rouge réelle 'onde M, posséde une
résonance beaucoup plus parfaite que pour un canal régulier.

Dans les résultats précédents, c’est onde M, qui est de beaucoup prépondérante;
3or~,8
3o
4 heures; de plus, 'amplitude de la marée réelle n’est pas du tout de Vordre de

5 métres, comme lindiquerait la formule précédente. Tl faut en conclure que, dans

I'heure cotidale de la mardée est

— 10 heures. Or, I'heure cotidale observée est



204 A. BLONDEL.

le calcul de la marée, un élément important a é(¢ négligé, puisque nous obtenons
une marée théorique n'ayant aucun rapport avec la marée réelle. A quoi peut tenir
cette divergence? Elle ne tient certainenient pas 4 la grande largeur de la mer Rouge,
car, dans la premiére partie de ce travail, nous avons vu que cette largeur n’était pas
exagérée : elle est & la limite ot 'équation des marées dans un canal est encore
applicable, pourvu que 'on choisisse un axe principal. Elle n’est pas due non plus &
un défaut de convergence des approximations de Ritz; nous avons vu que ces ap-
proximations sont légitimes dans un cas particulier et, dans le cas réel, on voit la
convergence se manifester dans les formules numériques. 11 est évident que Délé-
ment important négligé c’est le frottement, et il a ici d’autant plus d’importance que
nous sommes plus prés d'un cas de résonance. Nous avons vu que, dans le cas d'un

canal régulier, on a :

(=1

cos w(x, — x 4G Y x B+ 2Cx, sin u.x
(2, ) + sin ~— sin . (aco—*> — : -
2

COS wL, p cos pa, 2 . cos px,

%

On voit que, si cos p.x, est voisin de zéro, la marée initiale [J] se trouve considé-
rablement amplifiée, méme si le polentiel est presque constant: ici, B et C ne sonl pas
trés grands, de sorte que l'oscillation propre de la mer Rouge n’est pas treés grande :
au contraire, le terme [Z] est multiplié par un grand facteur et masque Voscillation
propre. Dans la réalité, c’est le contraire qui se produit; M. Harris remarque que la
mer Rouge, dans son ensemble, se comporte & peu prés comme un canal fermé dont
la longueur est une demi-longueur d’onde d’une onde lunaire se propageant & peu
prés avee la vitesse due & la profondeur. La marée semi-diurne qui existe sur la ligne
nodale provient de la marée initiale; or, cette marée semi-diurne est trés faible :
c’est que la marée initiale a é1¢ en grande partie détruite par le frottement, dont I'in-
fluence est d’autant plus grande que la profondeur est plus petite entre Périm et le
15° degré de latitude.

M. Poincaré signale qu’il existe encore une aulre inconnue : les marées de la
crotite solide du globe. Mais ici il est peu probable qu’elles aient une influence sen-
sible, car la marée initiale [] est une marée observée; elles pourraient cependant
influer sur 'oscillation propre.

Nous avons montré que e frottement a une importance considérable dans le phé-
nomeéne des marées; il faut donc reprendre 'étude des marées de la mer Rouge en
tenant comple du frottement. C’est ce que je me propose de faire dans un travail

qui fera suite & celui-ci.
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APPENDICE.

Nous donnons en appendice une carte de la mer Rouge qui est la réduction (dans
le rapport de 2 & 1) de celle qui a servi 4 faire toutes les mesures. Pour ne pas trop la
charger, on n’a tracé les lignes d’égale profondeur que de 200 en 200 fathoms.: Nous
donnons aussi les tableaux de nombres qui ont servi a calculer les valeurs numéri-

(ues, indiquées dans le texte, des intégrales

=T =L _
/ccosp “dex, /lcosp—clx, /lsmy."xdx.
-~ {Eu -~ xu

Ces tableaux permettent de tracer facilement les courbes représentatives des fonctions
entrant sous le signe f, surtout en remarquant que 'on connait a priori les zéros

L

de cos p— et de sin p, @, et aussi leurs max. et min.; pour ces derniéres valeurs

‘v

de x, 1a courbe est tangente & y=s(x) ou & y = {(x).

Produils de 10".5 par

No oy ZF L O PN
0 *o g e , o e x
1 34 34 34 34 34 34 34 34 34
2 81 8o 79 77 79 =3 70 67 63
3 149 133 106 72 33 — 9 — bt — 88 — 119
A 583 33+ 108 — 194 — 434 — G617 — 643 — 337 — 3w
D 1114 286 — 671 —1320 —i1381t — 8oo 121 1002 1430
6 1399 — 441 —1834 —1883 — bHro 1249 2070 1353 375
7 1083 —1344 —2326 — 8o7 1581 2268 514 —1792 —216q
8 606 —r1gob —1638 1017 2193 72 ——2009 —1310 1388
9 290 —igbr — 83t | 1720 1339 —1337 —r722 849 1963
1o — 4 —3846 12 3846 — 19 3846 27 3846 — 3
1t — 644 —3369 1845 2711 —2808 —170) 3420 483 —35¢ga
12 —1335 —a2921 3367 581 —357 2036 2339 —3671 192
13 —2050 —1764 3goo —a2320 —1471 3857 2074 —1162 3791
I —2424 203 2131 —33006 2683 — 6ob —1804 3229 —2903
D 2353 1204 A2y —1980 2000 —2QI11 1990 — Ahg —1243
16 —a70d 2139  —1283 290 813 —i770 2481 —2838 2847
17 —2490 2373 —21738 1920 —1bg6 1227 — 8173 380 66

18 —1083 1083 —1083 1083 —1083 1082 —1082 1082 —1082
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Produits de 10*.1 par

ot

2w T w0 i s cos °22 s 7?*0& cos “‘J";” ’JE
43 43 43 43 43 43 43 43 43

104 103 101 99 97 94 90 86 81
192 170 137 93 ho — 12 — 60 — 113 153
26D 176 hg — 88 — 207 — 281 — 294 — 244 tha
394 o1 — 237 — 469 — 489 — 288 43 v 334 506
330 — 112 — 472 — 479 — 130 317 )26 344 95
209 — 260 — 449 — 156 300 438 99 — 346 hig
124 — 392 — 336 209 430 35 — 431 — 269 285

6o — 403 — 175 353 270 — 275 — 354 174 ho3

0 — 422 1 haa — 2 — fL22 3 hoa 3

— 6o — 316 173 254 — 263 — 1060 390 49 337
— 129 — 282 325 56 — 364 196 227 — 354 19
— 211 — 181 hot — 238 — 1bd1 396 — 265 — 119 3go
— 249 21 219 — 340 276 — 62 — 185 332 298
— 285 141 h7 — 221 325 — 325 223 — do 139
— 287 227 — 136 26 86 — 188 263 — 303 302
— 274 261 — 239 211 — 17) 135, — go ho 7
— 209 209 — 209 209 — 209 209 — 209 209 209
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