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NOTES I)E MM. G. HUMBERT ET TH. GOT.

NOTE 1 (ANNEXE AU § 5),
’ 

Démonstration du lemme 2. (Théorème d’Hurwitz.)

Soient

F=.,~+~~-+...+~,
G * +...+~, ’

deux polynômes en x , à coefficients entiers algébriques quelconques ; soit

+ ... + 

je dis que si un même entier algébrique et) divise tous les 03B3i (c’est-à-dire si 03C9,

qui son algébriques, sont aussi entiers), w divise tous les produits 

(1) Cette Note et les suivantes n’ont rien de personnel; elles ont été rédigées, après lecture
des Ouvrages ou Mémoires classiques, à l’occasion d’un cours professé au Collège de France
en I9I0-I9II.
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En effet, fixons c et l~ ; on a, en désignant par xh les racines de F = o, par yh celles
de G~=o,

Or, considérons l’équation FG==o; soient ~1, Y2, ... ses racines, qui sont les xh
et les yh; partageons les 03BE en deux groupes de toutes les manières possibles, l’un
de m racines, l’autre de n; soient et r,~ les racines de deux groupes d’un même
système. La fonction u = (~ ~1~~ ... ~t) .., rk) est une fonction rationnelle non
symét.rique des racines Y ; en prenant tous les groupements possibles des m + n
racines; en deux groupes de m et n respectivement, on obtient un certain nombre

de fonctions u, dont l’une est + D’ailleu rs , toute fonction symétrique des u
l’est des 03BE; donc, les u sont racines d’une équation algébrique dont les coefficients
sont rationnels par rapport aux coefficients y de FG=o. D’une manière plus pré-
cise, les coefficients en question sont des polynômes à coeflicients entiers
ordinaires : cela résulte de la proposition suivante facile à démontrer :

Soit une équation algébrique x’~ + + ... + alt ^ o; considérons la fonction

symétrique des racines xi : ~ x11 ... les entiers ordinaires non négatifs ; elle
s’exprime par un polynôme en a, a~...., dont le degré est le plus grand des xi et
dont les coefficients sont entiers ordinaires.

Soit donc

l’équation en u; on a

Le second membre est une fonction symétrique des ~i, où les figurent tous au
preniier degré chacun; ; donc, d’après la proposition qui vient d’être énoncée, di est
un polynôme d’ordre un par rapport à l’ensemble des vl ; ~ o . De même d~ est d’ordre
deux, d3 est d’ordre trois, etc.

On peut donc écrire l’équation en u : :

P~ étant un polynôme entier à coefficients entiers ordinaires d’ordre par rapport
à ~o, ,f~, ..., et homogène, puisque cll était un polynôme d’ordre i en ~~,

10’ etc. D’ailleurs, aoo est l’un des u; donc, en posant ~i ~3~,.= v et obser-
vant que x 8= y. on a pour v l’équation

c’est-à-dire



Supposons maintenant que les ,rl soient tous divisibles par (a; je dis que v l’est

aussi, ou que u est un entier algébrique. On écrit en effet
(IJ

Or, d’après l’hypothèse P’ , P2 2, ... sont des entiers algébriques, car P. étant
(t) a~

homogène, à coefficients entiers ordinaires, d’ordre i par rapport aux 03B3 et ceux-ci

divisibles par w, p‘ est un polynôme entier à coefficients entiers ordinaires par rap-
i

port aux entiers algébriques ,~ ; donc entier algébrique aussi, par un théorème
0)

connu. Donc, également d’après un théorème connu, U , , racine d’une équation de
c,~

premier coefficient 1 et à coefficients entiers algébriques, est entier algébrique; ou
encore est divisible par c,~ , c’est-à-dire que le quotient c~~ est entier algé-
brique. C. q. f. d.

NOTE II (ANNEXE AU ~ 5),

PAR G. HUMBERT.

Démonstration du théorème fondamental 8 par la méthode de Hurwitz

mentionnée au paragraphe 6.

LEMME i. - Soit a un nombre fractionnaire du corps de base (c~l, ..., 

les mi entiers ou fractionnaires ordinaires. Prenons successivement pour y, les quan-
tités

K entier ordinaire positif plus grand que i ; considérons les quantités et

en particulier les parties entières et fractionnaires des c’est-à-dire écrivons

E~ -E- ; i, E~ entier positif, nul ou négatif et o  1. On appellera Ei la
partie entière, ~1 la partie fractionnaire de 

Si on divise l’intervalle o -1 en K parties égales, d’amplitude I K (avec la conven-



tion que o appartient au premier intervalle partiel, j au second, et ainsi de suite), ’
chacune des m parties fractionnaires tombe dans l’une de ces K parties égales; or, on
peut répartir a priori ni quantités dont l’ordre est donné, dans K intervalles, de
K"’ manières différentes (évident en passant de m à m + 1). D’autre part, en faisant

~ 

varier ~,, (~. = o, I, ..., on a I systèmes de m parties fractionnaires à
’ 

répartir successivement dans les K intervalles. Comme Kn’ + 1 est plus grand que
les Km + I répartitions ne seront pas toutes distinctes, c’est-à-dire que deux au

moins d’entre elles seront identiques.
Soient u.’ et ;u" les valeurs correspondantes de ;J. (~"~ N,’); ; les parties fraction-

naires de , ~~."ny t tombent dans un même intervalle de même celles de
etc. On a ainsi 

h

a~" et ~ i’ ] o et compris dans le même intervalle de I ; -- Pi’) est donc sûrement
K

C K’
Si donc on pose  _ " - ’ (,, est positif et non nul, puisque y." > N,’), on aura

c’est-à-dire

E, entier positif, nul ou négatif et 03C1i positif, né/ ou négatif, mais inférieur à I K en

valeur absolue. 
K

Par suite, étant données ni quantités fi>, , ... , on peut trouver dans la
série J , 2 , ... , Km un entier p (non nul) tel que, pou r 1 = 1 , 2 , ... , m , on ai t

LEMME 2. - L’entier IJ. étant ainsi déterminé, on a

Ei entier ordinaire, 03C1i fractionnaire,  ou

Il résulte de là que

donc, si Q est le maximum du module des o (c’est-à-dire le plus grand des 
on a 

_



A étant un entier du corps U~. Passant aux conjugués, on a de même, pour le même p.. : :

0n a le même p, parce que ne dépend que de n1j, rn2, ..., mnl, qui restent les
mêmes quand on passe de x à ses conjugués u’, x", etc.; de même A’ est le conjugué
de A, parce que les Ei ne dépendent que des mi, Maintenant observons que si ~ est
un nombre d’un corps w, sa norme est p ... : si l’équation en 03C9 a des racines ima-

- ginaires, elles sont deux à deux imaginaires conjuguées et il en est de même pour
les 8 correspondants, de sorte qu’on a dans tous les cas

Donc, en multipliant membre à membre les inégalités ci-dessus, on a

C étant un entier fixe qui ne dépend que du corps et non du nombre y.
Prenons h = C ; il en résulte le lemme suivant :

Etant donné dans un corps d’ordre m un nombre entier ou fractionnaire x, on

peut trouver un entier ordinaire  positif, au plus égal à Cm, (C étant un entier positif
ne dépendant que du corps) et un entier A du corps tels que

COROLLAIRE. - Soit 1 un idéal quelconque, 03B1 un de ses entiers autre que 0 el de
minimum en valeur absolue (autre que o nécessairement, car la norme étant

xx’ ... ne peut être nulle qui si un des x, donc évidemment tous, sont nuls). Soit 

un autre entier de 1 ; appliquons le lemme 2 au nombre du corps «i . On aura, pour
a

~~. entier ordinaire positif et ~ Cn‘,

~ entier du corps, d’où

Mais étant en valeur absolue la norme minimum autre que o dans l’idéal et

-- a« étant un entier de l’idéal, puisque u, et x en sont et que y, et 03B2 sont entiers
du corps, on a nécessairement .

d’où

par une remarque qu’on vient de faire.



Donc est divisible par x; ~a fortiori, puisque ,~. est un des entiers 1 , ~, ",, Cn‘,

il en sera de même de x1 ~

Posant C"’ =11M , on voit que, a.,, étant un entier quelconque d’un idéal I, est

divisible par a, ou encore que tous les entiers de l’idéal MI sont divisibles par x, ce

qui entraîne

J étant un idéal.

Je dis que J contient ’1-T . En effet, = montre que le produit d’un nombre
de I par M, divisé ensuite par y, est un nombre de J; or, oc étant de I, l’entier

_ ~I est de J.
x

Si donc on dit que deux idéaux I et J sont équivalents lorsqu’il existe deux entiers
du corps î, et t-L tels que (),)I = (,~.)J, on peut dire que

Tout idéal équivaut à un idéal qui contient un nombre fixe dépendant seulement
du corps.

’REMARQUE. - Deux idéaux équivalents à un troisième le sont entre eux. Car si

on en conclut

THÉORÈME. 2014 Si on range dans une même classe les idéaux équivalents, le nombre

des classes d’idéaux est fini.
Car tout idéal équivaut à un idéal contenant donc contenant (~~Z). Or, un idéal

donné, ici (NI), n’est contenu que dans un nombre limité d’idéaux (lemme T du

paragraphe 4); donc le nombre des classes d’idéaux est fini.

THÉORÈME. - Une puissance convenable d’un idéal quelconque 1 est un idéal prin-

cipal. _ _

Formons, en effet, I, I~, I3, ... en nombre illimité; il faut, par le théorème précé-
dent, que deux de ces idéaux soient équivalents, c’est-à-dire 

.

On n’a pas le dr°oit de diviser par I’’, parce qu’on ne suppose pas établi le théorème

fondamental qu’on peut pour tout idéal 1, un autre idéal J tel que I J soit prin-

cipal. Mais on sait que si un idéal quelconque J=KL, tout nombre de J appartient
à K, car si ... sont les nombres de K et c~, J~, ... ceux de L, ceux de KL sont

et ce sont évidemment des nombres de Il ; ainsi tout nombre de KL=J

est de K. 
’ 

 ..



Soient ~’ .... et j~, ...~ 6~ des bases de F et il résulte de la relation précé-
dente que est divisible par 03B2 et que le quotient est un nombre de F. F, donc de F ;

c’est-à-dire 2014x~=~~-{-u~-}-..., les ~, etc., entiers ordinaires. On a ainsi, 
’

pour ~=i. 2, ... , ~, m relations linéaires et homogènes entre les Eliminant ces

quantités, on a

é>quation à coefficients entiers ordinaires en 1 , d’ordre m, de premier coefficient + I .
p 

’ ~

,
Donc 03B1 03B2 est un entier (du corps), soit .;,, et l’on peut écrire
;1..

Les nombres ..., sont des nombres de I’’I’ (car les 03B1i sont une base
de Ir, les de I’); donc, divisés par y, ce sont des nombres de I’’, c’est-à-dire que

d’où on conclut encore que 2014~ et de même --- sont entiers du corps.
y Y

Donc J étant un nouvel idéal, et donne c’est-

a-dire évidemment

(car ici on peut manifestement diviser par l’idéal principal (~t)).
Si ~1, 8~, etc., est une base de J, la relation IrJ montre que x~ est un nombre

de IrJ; or, un nombre de Ir étant + + ..., un de J étant + y~~$ + ..., un
nombre de IrJ est manifestement du type les étant entiers du corps.

On a ainsi : 
’

les A,, ..., À’i’ ~,’i, etc., étant entiers du corps. Eliminant les «i entre ces m. rela-
tions linéaires et homogènes, il vient



d’où + i = polynôme entier par rapport aux 03B4i à coefficients entiers du corps, sans
tenme indépendant. Or, les 03B4i étant des entiers de J, il en est de même de tout 

nôme en âj à coefficients entiers quelconques du corps et sans tern1e indépendant,
d’après la définition même d’un idéal; donc + 1 est de J, c’est-à-dire 1 est de J et

J== i. L’égalité donne donc

THÉORÈME. 2014 Cela I . I’-1= (03B3), c’est-à-dire que tout idéal multiplié par un
~ autr~e idéal convenable donne idéal principal.

C’est le théorème FONDAMENTAL d’où se déduit la décomposition unique en idéaux

premiers, comme on l’a vu au paragraphe 5.

NOTE III AU § 17),

PAR G. HUMBERT.

Démonstration des inégalités fondamentales de Minkowski

pour n formes linéaires à n variables.

Il existe trois démonstrations différentes du théorème de Minkowski, énoncé dans

le paragraphe 17 sous les deux formes équivalentes des lemmes 6 la première,
celle de Minkowski, se trouve dans la Geometrie der Zahlen; une autre, de 1Z. Hilbert,

a été reprise par Minkowski dans ses Diophanlische Approximationen; on la trouvera
aussi dans les Vorlesungen über Zahlentheorie, de Sommer, traduction française
de M. une troisième a été donnée par M. Hurwitz dans les G6tlinger
Nachrichten, 1-Tatll.-phys. kl. I897 : c’est celle qui va être exposée.

Les raisonnements restant les mêmes quel que soit le nombre des variables, on
le supposera, pour fixer les idées, égal à trois.

Soient les trois formes linéaires

de déterminant ~. En divisant les ai, b~, Ci par ~~~~ , on ramène le déterminant
à + i ; si c’est 2014 i, on changera les signes de a, , b, , c, , et on aura, dans tous les cas,



trois formes fi’ de déterminant + i. Dire qu’on peut donner à x, y, N des valeurs
entières non toutes nulles, telles que l’on ait

revient donc à dire que, pour ces valeurs, on a

~ j/~ dans le cas de n formes à n variables).
C’est sous cette dernière forme que M. Hurwitz établit la proposition.
Sa démonstration se divise en quatre parties. .

PREMIÈRE PARTIE. - On supposera d’abord les coefficients des fi entiers.

Réduction du système des fi. - On opérera sur x, y, z une suite de substitutions
à coefficients entiers de déterminant + i. de manière à simplifier les fi’

Soit ft ==aix + b~y + ctz; ; si ci est le plus petit (non nul) en valeur absolue des
coefficients ai, cl, on peut faire en sorte que le coefficient de x soit, en valeur
absolue, inférieur ou au plus égal à il suffit d’opérer la substitution (z ; z + ),x),
03BB entier; le coefficient de x devient a1 + 03BBc1 et peut, dès lors, par choix de ),, être >0
et  ~c~) ; ceux de y et de z n’ont pas varié. Si est ; ~b~~ et on changera, s’il
y a lieu, x en - x. On peut donc supposer le coefficient de .r positif et non nul, infé-
rieur en valeur absolue à ceux de y et z ..

Faisons maintenant la substitution (x, x + î,y) nous pouvons rendre le coeffi-
cient de y positif ou nul et [ a~; puis, par (y, y + J,x), diminuer de nouveau celui 1
de x en le laissant toujours positif et non nul; puis, par (x, x + 1,y), diminuer de
nouveau celui de y en le laissant positif ou nul, etc. On arrive ainsi à annuler le coef-
ficient de y et de même celui de z.

ff se réduit ainsi à Ax, A entier et positif. Opérant de même sur fQ et y,~, on peut,
par des substitutions opérées successivement sur y et z, faire disparaître le terme
en z, en sorte que f2 = b’x + By, B > o. Faisant (y, y + ),x), on a

Et alors f3 = c’x + c"y + Cz, où C est =~=o, à cause du déterminant qui est resté le
même et est ABC. Par (z, z + j,x) et (z, z + y.y), on peut faire en sorte que l’on ait
o c‘[ ~C~. 

Finalement, le système est .

Et les substitutions opérées étant de déterminant + I, les anciennes variables sont
entières en même temps que les nouvelles et réciproquement.



Pour établir le théorème de Minkowski dans le cas où les fi ont.leurs coefficients
entiers, il suffira donc de l’établir pour le système réduit. On peut le faire direc-
tement, mais c’est compliqué à cause des cas et sous-cas à distinguer. Mieux vaut
raisonner autrement.

DEUXIÈME PARTIE. - Disons que deux formes linéaires et homogènes en x, y, z
a coefficients entiers sont équivalentes ou congrues (modd fi) si leur différence est du
type 03BB1f1 + 03BB2f2 + 03BB3f3, les À entiers. ’

Si 03C6 est une telle forme, les 03C6 + 03BB1f1 + 03BB2f2 + 03BB3f3, sont donc congrues à 03C6

(modd fi). 
e

Soit ~T == r + )~~ f1-~- + ~’3f 3, ~ étant donnée ; on peut choisir les i,l de manière
que, dans ~~,. (on dira que ~.L est réduite) : 

_

1 ° Le coefficient de z (qui est celui de z dans ~, augmenté de CÀ3), soit compris
entre o inclus et ~C~ exclus ;

2° n3 étant ainsi déterminé, on peut choisir î.p~, de manière que le coefficient de y
soi t entre o inclus et B exclus ;

3° Choisir de manière que le coefficient de x soit entre o inclus et A exclus. 
°

Alors les formes 03C8 réduites sont au nombre de | C B A distinctes. C ( B A est 0394, déter-
minant des ft, et, d’après le calcul précédent, toute forme équivaut (modd fi) c~ une
et une seule réduite. Donc il y a |0394 | formes et | 0394 | seulement non congrues deux à deux,
modd fi; parmi elles, celle dont les trois coefficients.sont nuls.

Ce résultat obtenu par la réduction des fi est évidemment vrai pour des fi non
réduites, puisque deux formes congrues le restent si on opère sur les x, y, z
une substitution de déterminant + 1. .

Reprenons alors les fi initiales. Le théorème du nombre des classes de formes

linéaires modd fl s’applique dès lors aux formes de déterminant 0394 :

Soient r3 et (n + I)3 les cubes positifs d’entiers consécutifs qui comprennent 
de sorte que r3  ~rl) C (r ~ I13; considérons les formes ~= l1x + hy + l3 Z, où l’on
a o  l~, l3)  h. Elles sont t (n + I)3, y compris la forme nulle. Comme

(r + I)3 > ||, deux des 9 sont congrues entre elles modd Fi, leur différence est donc

+ )~F~ + 1~31’,3, les ), n’étant pas nuls à la fois, car les deux ~ , 
sont distinctes. On

a donc pour des valeurs des li entières non nulles à la fois, - car les deux ; sont dis-
tinctes, - et comprises entre - j~ et + r inclus :



d’où

les | étant  r, el les )’i non nuls à la jois. Le théorème de 
kowski est donc démontré pour des fi à coefficients entiers.

TROISIÈME PARTIE. - Il est vrai pour des fi à coefficients fractionnaires, car si S est

le dénominateur commun des coefficients, posons le déterminant des F.

est S30394. Le théorème étant vrai pour les Fi (dont les coefficients sont entiers), on peu t ,

trouver x, y, z entiers de telle sorte que |Fi|  S|0394|3; donc, pour ces valeurs de
1

x, y, z, on a  ~~~ 3. C. q. f. d. .

QUATRIÈME PARTIE. - Soient les fi à coefficients quelconques et de déterminant + I .

Nous allons obtenir la démonstration en suivant maintenant un procédé d’Hilbert,

qui consiste à comparer les formes fi à des formes à coefficients rationnels, suffi- 
’

samment voisins des premiers. (Voir, par exemple, Sommer.1 Soient

Je dis qu’étant donné un nombre positif 1 aussi petit que l’on voudra, il est pos-

sible de trouver un nombre 2 positif et inférieur à ~, tel que, en faisant varier tous les
coefficients, sauf un, de quantités inférieures ou égales à e en valeur absolue, on

n’aura à faire varier le dernier en valeur absolue que de moins de 8 pour que le déter-

minant des formes reste égal à + 1. 
’

En effet, ce déterminant n’étant pas nul, l’un au moins de ses mineurs d’ordre

deux n’est pas nul, soit, par exemple, - a~b~=~=o. Soient xi, ~j~, yi les quantités
dont nous faisons varier at, ci. En écrivant que le déterminant reste égal à i.

on a

le second membre contenant toutes les variations o~, P~ Y~ sauf ~ et les A~, B~, C~
dépendant des ~, 6~ c, et de leurs variations (sauf toujours y,). Il est clair qu’en
prenant pour la plus grande valeur absolue de ces variations (sauf yj un nombre e
suffisamment petit, on aura ~ ;eK, K étant un nombre positif ne dépendant que
des ai, bi, ci. Ecrivant ~K03B4, c’est-à-dire ~03B4 K, ’ on voit que les variations (sauf 03B33)
restant inférieures à e, |03B33| restera inférieur à 03B4, et on peut supposer ~ 3, parce que

si 03B4 K >03B4, on ne prendra que les valeurs de ~ inférieures à 3, lesquelles conviennent
~ 



Faisons de plus les modifications de manière à rendre rationnels tous les coeffi-

cients, sauf c3, et modifions c3 de manière que le déterminant reste + i : c3 deviendra
rationnel par le fait même que les autres coefficients le sont, ainsi que le déterminant.

On aura alors trois formes ~,1, ~2, dont les coefficients diffèrent de moins de à de

ceux des fl, f~, f3, et telles, d’après la troisième partie, que pour des valeurs des
.r, y, z, non nulles à la fois, on ait 1, (t== i, 2, 3).

Observons maintenant que les systèmes de valeurs entières des x, y, z, qui peuvent
rendre les ~ r , sont en nombre limité. Car si l’on pose (i = I, 2, 3),
les Wi étant compris entre - 1 et + i, et si on résout ce système en x, y, z, on trouve
des fonctions linéaires et homogènes des wi dont les coefficients dépendent des

Donc, les étant ~ I, les ~r, y, z sont en valeur absolue inférieurs ou

égaux à une limite finie G : les systèmes des x, y, z entiers sont donc en nombre
limité. ’ .

De même si les 9i se déduisent des fi par des variations des coefficients inférieures
à ~ (le déterminant étant + i, comme celui des fl), on trouve que les systèmes des

x, y, z entiers, rendant les 1, sont tels que les x, y, z soient en valeur absolue

inférieurs ou égaux à une limite G’ voisine de G.
Considérons les,fi et tous les systèmes de trois formes de déterminant + i qui

s’en déduisent par des variations des coefficients inférieures en valeur absolue à ~, et

soit G0 un nombre tel que les x, y, z, qui peuvent rendre un quelconque de ces sys-

tèmes  1 en valeur absolue, soient inférieurs à Go en valeur absolue.
Je dis que parmi les systèmes des x, y, z entiers, tels que (x, y, z)  Go, il en est

pour lesquels les ] sont ~ r . ..

Supposons qu’il n’y en ait aucun, c’est-à-dire que pour chaque système considéré
il y ait au moins une fK telle que =1 -E- î,, (î,~o), K pouvant varier (h= I, ~, 3)
d’un système à l’autre. Soit )~ le plus petit des )..

La différence entre fi et 03C6i pour un même système de valeurs des variables consi-
dérées (c’ est-à-di re inférieures ou égales à Go en valeur absolue) est inférieure en

valeur absolue à 3 c Go; si donc on choisit 0 de telle sorte que la valeur

de différera de celle de j’K de moins de et comme = I + î, > 1 + 
sera > > .

Donc, si, pour chacun des systèmes considérés, un au moins des est > r,

on pourra choisir c de manière que l’un des soit également > t : c’est en contra-

diction avec ce qui précède, car on a vu qu’on pouvait faire varier les coefficients
des fi de moins de 03B4 de telle façon que, pour un système de x, y, z au moins, les 03C6i|
soient  I . Donc, il faut conclure que, pour un système x~, au moins les trois fi
sont  t. C. q. 1. d.



NOTE l V (ANNEXE AU ~ 5Ç~)~

PAR G. HUMBERT. 
,

Questions diverses concernant les bases des idéaux d’un corps quadratique.

En raison des fréquentes applications des corps quadratiques, il ne paraîtra pas
inutile de rappeler ici les principaux résultats classiques relatifs aux bases des idéaux
de ces corps. C’est d’ailleurs une occasion de montrer, dans un cas particulier, la
façon d’utiliser les principes généraux du paragraphe L~.

THÉORÈME. - Un idéal quelconque du corps li est un module de ce corps,
déduit de deux nombres fondamentaux, c’est-à-dire que l’on peut trouver deux entiers
du corps ef et ez, tels que tout nombre de l’idéal soit du type l2e2, Il et l2 étant
des entiers ordinaires et réciproquement.’

En effet, soient a + + deux entiers de l’idéal I (1) ; l’entier

.r(a + b~~~) + y(at + b~u~), où x et y sont entiers ordinaires, appartient à I. On peut
déterm iner x et y de manière que bx + b1 y soit le plus grand commun diviseur de
b et , soit b’.

Si a2 + est un autre nombre de I, il y a de même dans 1 un nombre où le

coefficient de w est le plus grand diviseur de b’ et de b~, et ainsi de suite.
On arrive ainsi à un nombre A + hw , où h est le plus grand commun diviseur

(positif si l’on veut, car - A - hw appartient aussi à I, comme produit d’un nombre
de 1 par - i) de tous les nombres b, b, , b$, ....

Maintenant 2014, 2014, , ..., étant entiers, les nombres tels que a -{- 6(020142014(A-p Ao),
c’est-à-dire a - 6 A, qui sont entiers ordinaires (puisque b h l’est.) ’ appartiennent à l. °

1 renferme donc les entiers ordinaires en nombre infini : a - h A a - h A ; ....
(Que 1 renferme un nombre infini d’entiers ordinaires, c’est évident, car si x est de 1,
son conjugué 03B1’ appartenant au corps, le produit a.’x, qui est entier ordinaire, est de I.)

Soit q le plus grand commun diviseur positif des nombres entiers ordinaires

ci-dessus : a , - b h A , etc., de 1 : il est clair que q a pp artient à I.

(1) On désigne par a~, selon la notation du paragraphe 5g, un nombre qui forme avec i une

base du corps 



Alors un nombre quelconque a + de 1 s’écrit :

x et y étant des entiers ordinaires, puisque h est le plus grand commun diviseur des b

et celui des a - b ~A . .

Réciproquement, tout nombre x(A + + y. q, où x, y sont entiers ordinaires,

appartient à I ; car q et A + hw lui appartiennent.
Donc, I est le module de BASE A + hco et q . .

On peut simplifier en prenant pour base q et A + hU~ + 0q (9 étant un entier ordi-

naire quelconque), et choisissant 6 de manière que l’on ait

On a ainsi la base q et g + où q et h sont positifs (non nuls, comme plus

grands communs diviseurs d’entiers ordinaires) et où l’on a

RÉCIPROQUE. - Le module de base q et g + h~~ est-il un idéale

Pour cela, il faut et il suffit que

y. z, t sont entiers ordinaires quelconques, appartienne au module. Comme la

somme de deux nombres du module lui appartient aussi, il faut et il suffit que q,

qw , g + /~), , ~ (g + appartiennent au module ; q et g + hc~ lui appartiennent. 
’

Pour que lui appartienne aussi, il faut

d’où

divise q ; et, par suite, ; et xq = - fg donne alors

ou xh = - g d’où , 2° h divise g; 
Enfin, pour que + hco) appartienne au module, il faut

ce qui, en distinguant m _~= 1 et m ~ I, mod ~, donne

d’où



h divisant. g, y est un entier g, ; ensuite hni = xhq1 + g21h montre que 
m 

m-g21 q1 doit
être entier.

d’où

et

c’est-à-dire, puisque : 

’

et donc

doit être entier.

Donc, pour que le module de base q, g + soit un idéal, il faut et il suffit que

q = hqj ; g = hgt et que
si Rl (mod 4), gf - m soit multiple de q~,

si m - i, (mod 4) , g1 + gt - ~ 4 I soit multiple de .

Dans tous les cas, nl est résidu quadratique de q (et même de si m est ~ i,

mod 4).
L’idéal (q, g + ou (q1 h , g~ h + hw) a tous ses nombres divisibles par h ; il

s’écrit évidemment

(q, g + h ~~) _ (h) (q~ ~ g~ + G~) 

c’est-à-dire est le produit de l’idéal principal (h) par l’idéal (qt’ gt -{- w), dont les
nombres ne sont plus divisibles évidemment par un même entier ORDINAIRE.

Ce dernier idéal sera dit idéal NORMAL.

BASE CANONIQUE. - Une base de l’idéal 1 : q, g + hw où q et g sont divisibles
par h, où q, h sont > o et où g est o et ; q, est dite base canonique de cet idéal.

Il n’y a qu’une base canonique.
Car si q’, g’ + en est une autre, on a d’abord h’ = h, car, d’après ce qui pré-

cède, h est le plus grand diviseur commun entier ordinaire de tous les nombres de
l’idéal, et de même h’. .

Ensuite, tous les entiers ordinaires de 1 sont q et les multiples entiers ordinaires



de q (par qx + (7 + ÂM)y), de même ce sont ses multiples; donc q’=q, puisque
, ? et q’ sont positifs. Enfin, g’ étant de I. on a -. / + + y(y + ~),

d’où y== t, c’est-à-dire q’=qx + y, et comme on a

il faut x=0 et g’=g. . C. q. f. d.
Mais il y a une infinité de bases non canoniques, c’est-à-dire de couples x + 

x’ + ~’c~. tels que tout entier de I soit + + y(x’ + ~;’~,) avec x, y, entiers ordi-
naires.

Il suffit en effet de prendre

Xj, y t’ X2, Y!II entiers ordinaires tels que l’on ait

et g + hw sont de la forme

n et n’ entiers ordinaires, et tout entier de 1 étant q~ + (g + et ri entiers
ordinaires, la proposition est établie. La réciproque est évidente, toute base s’obtient
ainsi. ’

PROBLÈME. - Le module de base a + §ce , r~’ + un idéal ?
Il faut chercher dans ce module une base canonique et voir si elle satisfait aux

relations voulues pour être base d’idéal. On va prouver qu’un module a une base
canonique et une seule..

D’abord - ~x’ ne peut être nul. Car soit à le plus grand commun diviseur des
entiers ordinaires x et 8. ô’ celui et ~~’, on a

etona

On en conclut, a et b étant premiers entre eux ainsi que a’ et b’ : :

Alors on peut écrire

On peut supposer § et 03B41 premiers entre eux, en faisant au besoin rentrer leur plus
grand commun diviseur dans a + bw. Alors a + est un nombre du module, qui
ne comprend dès lors que les multiples entiers ordinaires de a + bc,~.. Un tel module
ne peut être un idéal, car celui-ci, comprenant a + 6(.). comprendrait aussi + 
et w n’est pas entier ordinaire.



Cela posé, on aura une base canonique par

Cela donne ~x + ~’y = o, d’où x et y, puisqu’ils sont premiers entre eux ; quant au
signe, il est déterminé par la condition ax + ~’y ~ o. .

Ensuite, xy’ - yx’ = + 1 donne

0 entier ordinaire quelconque’, xo’, yo’ solution particulière. Alors, ~x’ + ~’y’ > o
donne, puisque ~x + ~i’y ~ o,

d’où le signe de e. Et enfin

ou

donne 0 sans ambiguïté. 
’

On trouve ainsi une et une seule base canonique pour le module considéré.

NOTE V (ANNEXE AU § 118),

PAR r-rH. GOT. 

Détail de la démonstration de la seconde expression du nombre de classes
d’idéaux du corps circulaire des racines lièmes de l’unité,1 étant premier.

On part de la première expression, transformée à l’aide de l’identité d’Euler :

On a, pour n non divisible par 1 : :



n désignant l’indice de n par rapport au module l et à une racine primitive r(rv - n,
mod l) et, pour n divisible par l, on pose :

Si (l), on a ~/=B/, (/2014 i); donc

et l’on a, par suite,

Mais

Donc, comme r(i)== i, .

Posons

Posons é = x, e-tdt = - dx. L’intégrale devient



En décomposant en fractions simples, on a :

,
en posan t 0 = el-1 .

Soit u impair. - On a :

D’ailleurs,

L désignant la partie réelle du logarithme.
Pour deux valeurs q, q’ complémentaires à l, le L a même valeur, et

car u est impair.
Les termes logarithmiques se détruisent donc dans la somme.

Puis

Reste
l 

-

et par suite le produit relatif aux valeurs impaires de u se réduit à

(On a changé 6 en 9 dans le second produit, ce qui est permis, les valeurs de u
étant deux à deux complémentaires à l- 1 .)

Quant au premier produit on remarque que, d’après des formules
de la division du cercle ,

suivant que u est pair ou impair, et que

Donc



Soit u pair. - Les termes non logarithmiques se détruisent. En posant

le produit étendu aux l-3 , valeurs paires de u, s’écrit
2

près (q ne prenant plus dans la somme que les valeurs inférieures à 2014).
2

Donc, puisque

est ici

on a

en désignant par II, et pour abréger les deux produits du second membre.

Enfin, pour obtenir la forme plus simple du théorème 1~2 :

remarquons qu’en changeant un peu les notations et posant

on a , et, par suite, L Ag - et l’on trouve alors
. 

.

Comme

et que

la formule est démontrée.



~ 

NOTE VI (ANNEXE AU § 172),

PAR GOT.

Recherches sur le théorème de Fermât, faites par Kummer et divers

auteurs, postérieurement à la démonstration de l’impossibilité en

nombres entiers de l’équation
(f) J 

donnée par Kummer pour les exposants 1 premiers réguliers. 

La fondation récente du prix Wolfskehl a donné un renouveau d’actualité à la

question du théorème de Fermat et a suscité un grand nombre de travaux s’y rap-
portant. Il nous a paru intéressant d’indiquer l’état de la question à la fin de I9II.
Mais pour comprendre la portée des travaux actuels et même les méthodes qui ont

inspiré certains d’entre eux, il est indispensable de se reporter aux résultats obtenus

déjà par Kummer il y a cinquante ou soixante ans : il a d’abord démontré l’impossi-
bili té de l’équation de Fermat pour les exposants [ premiers réguliers (c’est-à-dire ne

divisant le numérateur d’aucun des 
l 3 

premiers nombres de Bernoulli) : c’est à ce

théorème que le dernier chapitre du Rapport de M. Hilbert est consacré ; Kummer a
ensuite, dans un Mémoire de I857 (Abhandlungen der Kônigl. Akad. der Wissens-

chaften zu Benlin), étendu la démonstration à la classe particulière suivante d’expo-
sants 1 premiers non réguliers : 

’

~° 1 divise un seul, By, des 
l~ 3 

p remiers nombres de Bernoulli et une seule fois ;
2

2° il existe un module pour lequel une certaine unité E, n’est pas reste de

puissance ;

3° B,,i n’est pas divisible par l~ .

C’est à l’exposé de ce résultat que la plus grande partie de la présente note est
consacrée : tout en suivant la marche de Kummer, j’ai apporté à ses démonstrations
les changements nécessaires pour les faire cadrer avec la conception actuelle des
idéaux (d’après la définition de Dedekind) et avec les procédés et les notations du

Rapport de 1I. Hilbert. A part deux exceptions relatives à des questions très sinl-

ples, pour lesquelles je renvoie le lecteur aux Mémoires de Kummer, je me suis



d’ailleurs astreint à réunir dans ma Note, lorsqu’elles ne se trouvaient pas déjà dans
le Rapport, les démonstrations de toutes les piopositions utilisées : on n’aura pas
ainsi à les chercher dans plusieurs longs Mémoires de Kummer où elles sont dissé-
minées; j’ai, du reste, pu, sur quelques points, abréger notablement les calculs, soit 

’

en traitant d’une manière unique les cas des idéaux premiers du premier degré et
de ceux de degré quelconque, soit en utilisant les résultats du Rapport. Exception

’ faite des deux exceptions mentionnées, la lecture de notre Note n’exige donc, en
dehors de l’étude de ce Rapport, aucune étude supplémentaire. J’ai conservé, pour
les renvois aux théorèmes ou paragraphes, et pour les références bibliographiques,
les abréviations de cet Ouvrage, et j’ai distingué par des chiffres romains les divisions
et les théorèmes de la Note.

Parmi les travaux récents, nous nous contenterons - renvoyant pour les

démonstrations aux Mémoires originaux - d’indiquer les plus importants des
résultats obtenus, soit en partant de ceux de Kummer [Mirimanoff, Wieferich, Fro-
benius], soit dans un autre ordre d’idées, voisin de celui de Legendre [Dickson,
Hurwitz].

L’étude de l’équation (I) est entièrement différente suivant que l’un des nombres
x, y, z est ou n’est pas divisible par l; nous examinerons donc les deux cas succes-
sivenlent.

1. - ÉTUDE DU CAS OU xyz N’EST PAS DIVISIBLE PAR l. .

S I. - Étude d’un produit particulier d’idéaux conjugués. 
°

THÉORÈME 1. - Soit r une racine primitive, module l, et désignons par ra le plus
petit reste positif de ra, module l, et par s la substitution (~, ~?~). ~ désignant un

idéal quelconque, le produit 03A0ski est toujours un idéal principal, lorsqu’on l’étend
k

soit aux l i valeurs de k vérifiant l’inégalité2

soit aux 
l - 1 

valeurs de k vérifiant l’iné g alité inverse. q désigne un entier quel-

conque non divisible par l ; l’indice est relatif à la racine primitive r, module l.

[Kummer 6].

Démonstration. - Nous allons démontrer d’abord (lemme I) que le théorème est
vrai pour tout idéal premier du premier degré. lous établirons ensuite (lemme II)
que tout idéal premier de degré quelconque est équivalent à un produit d’idéaux pre-
miers du premier degré, ce qui achèvera la démonstration.



LEMME I. - p étant un idéal premier du premier degré, le produit étendu

n

aux mêmes valeurs de lt que ci-dessus, est un idéal principal (f).
Soit, en effet, p le nombre premier rationnel divisible par ~); il est de la forme

m.l + 1, puisque ~ est du premier degré, et il se décompose en l -1 1 facteurs

conjugués :

D’autre part, on a la formule suivante, de la division du cercle :

dans laquelle ’~ (~) désigne la somme

où les indices sont pris par rapport à une racine primitive g, module p. (Voir, par
exemple, Weber, Algèbre supérieure.)

Soit, d’autre part,

(Voir note du § 93.) 
Cherchons à quelle condition l’idéal

est un diviseur de ~.~q(~). Il faut et il suffit pour cela que la division de ~~q(~) par
- gm donne un reste divisible par p. Pour avoir ce reste R, ( mod p), nous rem-

par g"’, c’est-à-dire 03B6 par et nous avons

ou encore, en remplaçant mr-k et m q par m r_k et m ce qui ne modifie
pas les exposants pour le module 1 :

(1) Ce lemme est identique au théorème 136, si l’on prend ~=/’2014i; ; en raison de son

importance, nous en donnons une autre démonstration, d’après les procédés de Kummer.



En développant par la formule du binôme, nous aurons

expression dans laquelle les au sont des coefficients binômiaux, dont aucun n’est
divisible par p, puisque l’on a

Les sommes 03A3tu sont divisibles par p, sauf si tu est congru à i, module p,

c’est-à-dire, - u étant compris entre zéro et 2p - 2, - si u est égal à p 2014 i. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que R soit divisible par p, et que, par suite, s~~

est donc que la plus grande valeur de u soit inférieure à p 2014 i :

ou, en divisant par m :

Or, de deux nombres l~ et ~, + k (1), l’un vérifie l’inégalité ci-dessus et l’autre

l’inégalité inverse (car ru+h = 1- r_k); par suite, la moitié des l -1 1 idéaux pre-

miers de p divisent ~.~q(~) et l’autre moitié ~~q(~!’), - comme on le voit d’ailleurs

a priori en changeant ( - et comme ~q(~) ~.~q(~-’), qui est égal à p, ne contient
que l - J facteurs idéaux, on a nécessairement (~)

et

It prenant, dans ces deux produits, les valeurs vérifiant l’inégalité (3) ou l’inégalité
équivalente :

Ces produits sont donc des idéaux principaux: C. q. f. d.

(2) E(03B6), unité à introduire dans le produit, est nécessairement de la forme + car

E(r) . E(1)-1 = 1 . (Théorème fj8.)



LEMME II. - Tout idéal premier ~ de degré quelconque f est équivalent à un

produit d’idéaux premiers du premier degré.
Il suffit évidemment de démontrer que tout idéal premier de degré supérieur à 1

est équivalent à un produit d’idéaux premiers de degré inférieur. Nous allons pour
cela déterminer un nombre F(~), divisible par V une fois et une seule, et dont tous
les autres facteurs idéaux premiers q soient de degré inférieur. On aura donc

et comme la norme de IIq est un entier N,

on aura ainsi montré l’équivalence de p au produit ... sl-2IIq, dont
. tous les idéaux sont de degré moindre.

Pour le nombre F(r), il suffit de prendre ~- p, en désignant par l’(x) le fac-
teur correspondant â ~ dans l’équation fondamentale décomposée, module p, en

facteurs irréductibles :

de sorte que l’on a

(voir théorème 119).
Pour démontrer que F(~) remplit bien les conditions indiquées, remarquons que

le premier coefficient de P peut être pris égal à i et démontrons que le dernier est
alors égal, module p, à (-1)~. Considérons pour cela l’équation

dont les racines sont les racines de l’unité formant la période -~k(rk--. ~r~-~- 
+ ... + produit de ces racines de l’unité étant égal à i, on a

Le produit 03A003A6k(x) est un polynôme à coefficients entiers, - car ces coefficients
x~-o

sont des fonctions symétriques des périodes, - et il est identique au premier membre
de l’équation fondamentale, - car il a même degré, mêmes racines et même premier
coefficient. Soit, d’autre part,

l’équation de degré e, à coefficients entiers, dont les racines sont les e périodes à f’
termes : cette équation, considérée comme congruence, module p, a e racines Uk.

Faisons correspondre, d’une façon quelconque, ces dernières aux périodes



et substituons dans les les uk aux r,k . Puisque les fonctions symétriques élémen-
taires des llk sont congrues, pour le module p, aux mêmes fonctions des périodes, on
a la congruence 

.

Comme le polynôme xl-1 + xl-2 + ... + I ne peut être décomposé de deux ma
nières différentes en facteurs irréductibles, module p, les Pj(x) ne sont autres, à
l’ordre près, que les ce qui démontre notre assertion sur la valeur du
dernier coefficient de P(x).

Dès lors, P(~) ~ p est :
1° Divisible par p ;
2° Non divisible par p2, car tout nombre divisible par p2 doit, après division

par P(~), donner un reste divisible par p~, et ici le reste est p ;
3° Non divisible par un autre facteur ~,L de p, égal à (p, , P~(~)), car le poly-

nôme P(x) n’est pas divisible par Pk(x), mod p ; 
.

4° Non divisible par un idéal premier de degré supérieur à f, car P(~) est de
degré f et le premier coefficient est r ;

5° Non divisible par un idéal premier de degré f autre que ~, car, soit q, égal à
, (q, Q(~)), un tel idéal : le reste de la division de P(x) + p par Q(x) est P(x) - Q(x) + p,

et il n’est pas divisible par q, puisque les derniers termes de P et Q étant égaux
(à (- i/), le dernier terme du reste est p.

Le nombre F(~)==:P(~) -~-p remplit donc les conditions que nous avons utilisées
et le lemme II se trouve ainsi démontré , ce qui achève la démonstration du

théorème 1 (~).

§ II. - Le critérium de Kummer.

II. - Si trois entiers rationnels x, y, z, premiers entre eux et à l, véri-
fient l’équation

chaque couple de deux quelconques d’entre eux, x, y, vérifie le système des
l-3
= u. - I congruences suivantes (2) :

(~) Le lemme II est vrai pour un corps de Galois quelconque (théorème 80)~ il nous a paru
utile d’en reproduire la démonstration particulière au corps circulaire.

(~) 20142014;)- désigne la valeur de la dérivée (1 - pour M = o.~ ~ / 



En effet, l’équation peut s’écrire

. 
Les facteurs du premier membre sont premiers entre eux deux à deux, puisque

x et y sont premiers entre eux et que z est premier à 1 (voir § 1~2) : donc, leur pro-
duit étant une puissance chacun d’eux est, à un facteur unité près, la puissance

d’un idéal. On a donc

et, par suite,

(s désignant toujours la substitution ((, §~)) .
Donnons à k les 

l - I 
valeurs vérifiant l’inégalité (à) :

2

et formons le produit des x + rk y étendu à ces valeurs de k : on sait (théorème I)

que le produit Il sk~ correspondant est un idéal principal (a). Quant au produit
k

03A0sk~, il se réduit, au signe près, à une racine lième de l’unité (théorème 48), car son
k

module est égal à + I , puisque l’on a pour la norme :

k

et que TT et I~ qui se déduisent l’un de l’autre par le changement de ~ en ~-’
k 

sont imaginaires conjugués. On a donc

On en déduit (voir § I3I, note), les congruences

i

pour n = r, 2, ... , -1, c’est-à-dire encore



Transformons ~ , de manière à étendre la sommation à toutes les valeurs de If
k

k-l-i

de n à 1 - 1 , en multipliant chaque terme de L nk ~‘-Q"~ par la fraction

égale à 1 lorsque la valeur de 1~ est à conserver, égale à o dans le cas contraire.
On aura

ou, en multipliant par 1 et remplaçant r~ ~’-~"~ par qui lui est congru, mod l,

Il suffit d’évaluer la seconde som me

les deux autres s’en déduiront en effet par le changement de q en 1 et en q + i.

Posons dans cette somme

i prendra toutes les valeurs : 1, 2, ..., l - 1 , comme k ; on a d’ailleurs

d’où on tire

et par suite

. ou encore

car i‘ ~‘-’~ est congru à i pour le même module.
On a dès lors



Mais on a, d’après la formule sommatoire de Bernoulli (voir la note du § 137) :

d’où en divisant par 1, revenant au module l, et tenant compte de ce que l’on a

et que l’on a (1)

la congruence

peut toujours être choisi de manière à ce que le crochet ne soit pas divisible

1 ; on a donc bien, en portant l’expression de Br’’~~ dans les congruences (6)
/-

les conditions

qu’il s’agissait de démontrer.

S III. - Impossibilité de l’équation (J) en nombres entiers x, y, z premiers à 1, w

quand 1 ne divise qu’un des 
l 3 

premiers nombres de Bernoulli.

THÉORÈME III. - Si le nombre premier l ne divise que l’un des l 3 premiers
nombres de Bernoulli et qu’une seule fois, l’équation (i) est impossible en nombres
entiers x, y, z premiers à l. [Kummer16.]

Soit ,r le rang du nombre de Bernoulli Bv qui est divisible par 1.

Si v n’est pas l ~ ~~, on doit avoir, d’après le théorème II la congruence

c’est-à-dire 
’

(i) Ueber eirie allgemeine Eigenschaft der rationalem Entwicklungs-coëfficienten
einer bestimmten Gattung analytischen Functionen. (J. de Crelle, t. XLI.) - On pourra se
contenter de voir P. BACHMANN : Niedere Zahlentheorie. Zweiter Teil. Erstes Kapitel.



ainsi que les congruences analogues, relatives aux autres combinaisons de x, y, z.
On doit donc avoir x - y et, par suite, x = y - z ; mais comme on doit avoir,
d’après le théorème de Fermat, 

’

il en résulterait 3x-o, ce qui est impossible, l n’étant pas égal â 3.
,

v ne pourrait donc être égal u’à 
l 3 ; mais alors on aurait, d’a rès le cri térium ,p

c’est-à-dire

ou

et par suite aussi

On ne peut avoir x - y, car alors on aurait ~, - - 2x et la deuxième congruence
deviendrait

qui est impossible, l n’étant ni 3 ni 5.

Enfin, on ne peut avoir non plus

car, avec on en déduirait

ce qui est impossible, car on ne peut avoir ~==2014 2y, l n’étant ni 3 ni 5, et d’autre

part l n’est pas non plus égal à 11, qui est régulier comme 3 et 5. C. q. f. d.

§ IV. - Recherches récentes sur l’équation ( r ) dans le cas oÙ x y z
n’est pas divisible par l.

Les recherches récentes relatives à l’équation (1), dans le cas où xyz n’est pas
divisible par l, ont presque toutes leur origine soit dans les travaux de Kummer,
soit dans ceux, plus anciens, de Sophie Germain et de Legendre.

Mirimanoff s’est placé au premier point de vue dans son Mémoire : : L’équation
indéterminée xl + yi + z‘ = o elle critérium de Kummer. (J. f. d. r. u. 

tome CXXVIII). En discutant les congruences (5) il a établi le théorème suivant :



THÉORÈME IY. - L’équation (i) est impossible en nombres entiers premiers à /,

si les nombres de Bernoulli Br-3, Bi-5 , Br-~, BI-9 ne sont pas tous divisibles l.
l ~~ 2 T

D’autre part, il montre qu’on peut éliminer de la façon suivante les nombres de
Bernoulli des congruences de Kummer : en désignant par pour i =2, 3, ..., l- 1 ,

le polynôme

et par -y1(t) le quotient

t représentant l’un quelconque des rapports des trois nombres x, y, z, ces congruen-
ces équivalent au système

Wieferich (Zum letzten Fermatschen Theorem. J. f. d. Mathematik, tome CXXXVI)
a déduit des congruences de Mirimanoff le critérium suivant:

THÉORÈME V. - Pour que l’équation (1) puisse avoir une solution, x, y, z étant

premiers à 1. il faut que le quotient de Fermat

soit divisible par l.

De nouvelles démonstrations, plus simples, de ce critérium ont été données par
Frobenius (Sitzungsberichte der K. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 2 décembre I909, et

J. f. d. Mathematik, tome et par Mirimanoff (Sur le dernier théorème de
Fermat. J. f. d. Mathematik, tome 

Mirimanoff a montré en outre que :

THÉORÈME VI. - Pour que l’équation (1) puisse avoir une solution, x, y, z étant
premiers à 1, il faut que le quotient de Fermat

soit divisible par /. (C. R., 24 janvier I9I0.)
Dans l’ordre d’idées de Legendre, Dickson part du théorème de Sophie Germain

que nous reproduisons :

THÉORÈME - S’il existe un nombre premier impair p tel que la congruence

soit impossible en nombres entiers premiers à p et tel de plus que n ne soit pas



résidu de puissance module p, l’équation Xli + y" + z’t = o n’a pas de solution
en nombres entiers x, y, z premiers à n.

Il en déduit par des méthodes nouvelles l’impossibilité de l’équation (1) avec
xyz ~~= o, mod. l, pour tout nombre premier l inférieur à 6857. (Dickson, On the
last theorem of Fermat, février I908. Messenger of Mathematics, tome .et

deuxième note, mai 1908, Quarterly Journal of. P. a A. Mathematics, tome XL.)

II. - ETUDE DU CAS Où xyz EST DIVISIBLE PAR l.

S V.

Nous allons, avec Kummer, examiner le cas particulier où l remplit les trois
’ 

conditions suivantes :

10 ° l divise un seul B., des l - 3 premiers nombres de Bernoulli et une seule fois :

2" il existe un module pour lequel l’unité

E. = ... ,

où s désigne l’unité circulaire définie au paragraphe 138 :

n’est pas résidu de lième puissance ;

3° B,,i n’est pas divisible par l3.

Dans ces conditions, l’équation (i) est impossible, même avec l’un des nombres
x, y, z divisible par 1. 

Pour arriver à la démonstration, un certain nombre de théorèmes préliminaires
sont nécessaires : ils feront l’objet des paragraphes VI, VII, VIII, IX et X. A.upa-
ravant, démontrons d’abord le

THÉORÈME VIII. - Les deux premières hypothèses faites entraînent que le second
facteur du nombre des classes n’est pas divisible par l.

Pour cela, nous allons montrer que, dans la première hypothèse, ce second

facleur R 
iie peut être divisible par 1 que si l’unité E,, esl la lième puissance d’une unité.

Reprenons en eflet les notations du paragraphe 139 : si 0394 R est divisible par l, le

déterminant du système (I T j) :



l’est aussi ; d’où l’existence de l-L -1 nombres Nt, non tous divisibles par l, et tels que

toutes les sommes V 1t Mit le soient . l’unité 03A0~tNt est donc la puissance
t 

d’une unité,E et on en déduit, comme au paragraphe 

Or, les Bt sont tous =~_ o, (mod l), excepté B~; il faut donc que tous les 1Ît soient - o,

excepté Nv. On a, par suite, E’ désignant une unité : ~ 

,

Exprimons Ev avec les unités circulaires selon la formule 

où l’exposant symbolique F(s) est égal à ( I - I _- s) 
, de sorte qu’on a les con-

gruences

Posant alors

on aura pour l’exposant de s‘~ dans El :

On introduit aisément l’unité en tenant compte de ce que la norme est I, et on

arriveàla formule

E" désignant une unité et E. étant ~(s~)r ~~’ ... 
Enfin, m n’étant pas divisible par l, on peut déterminer deux entiers a et b, tels

que am=1 i + bl, de sorte qu’en élevant à la puissance aième et remplaçant
am par i + bl, on a

E"’ désignant une unité.
Dans ce cas, l’unité E, est donc résidu de puissance pour tous les modules.
Si donc nous supposons qu’il existe un module pour lequel l’unité Ev n’est pas

résidu de lième puissance, le second facteur du nombre de classes n’est pas divisible
par 1. C. q. f. d.



§ VI. 
- Définition et propriétés des logarithmes pour le module 

Soit f (~) un nombre non divisible par I, c’est-à.dire tel quef(I) ne soit pas divi-
sible par 1 . Posons, pour abréger,

et considérons le développement purement formel

qui serait égal à log ( ~ - x), si l’on avait ~x~  1 .
~ Nous allons montrer que le nombre des termes de ce développement non divi-

sibles par est limité, et nous conviendrons de dire que cet ensemble de termes

est congru pour le module l’c+’ au logarithme de 
f(03B6)

; nous écrirons
f(I)

en employant le même signe log que pour les logarithmes népériens, mais unique-
ment comme notation abrégée. 

x est divisible par i -~, c’est-à-dire par l’idéal I, et est égal à IL-’; un terme
quelconque du développement est divisible par une puissance de I, - par f, si le
rang m de ce terme n’est pas divisible par l, et, si ce rang est m. n’étant pas

1... bl 1 
{m/a 

’l’ d, 
, ,., 

1.divisible par, par ~~l_~~~, 
où l’exposant du numérateur est toujours supérieur à celui

du dénominateur; l’exposant de cette puissance de { augmente indéfiniment dans les
deux cas avec il finira donc par être supérieur à (n + 1)(l- r), ce qui montre
qu’à partir d’un certain rang tous les termes sont divisibles par 

THÉORÈME IX. - On a, au sens qui vient d’être défini, la congruence

1( f (~) désignant la norme, l’indice o indiquant que l’on fait u = o dans les dérivées
klniemes de log et Xk(03B6) désignant le polynôme

où 1 est une racine primitive pour le module 1. [Kummer lz.]



Ordonnons, en effet, la différence f (1) - suivant les puissances ~, de
sorte que l’on ait

les Ai étant des entiers rationnels. On en déduit

Remplaçons 03B6 successivement par tous ses conjugués 03B6r, 03B6r2, ..., ..., 03B6rl-2,
puis ajoutons toutes ces égalités multipliées respectivement par on a

, On a, en développant ( - et sommant d’abord par rapport à h,

En désignant alors par Pt la somme

et en partageant la somme ~ en l sommes partielles, correspondant respectivement
8=0

..., s - L - I , (mod l), on obtient .

Pour transformer cette égalité en congruence relative au module démontrons
d’abord que Pt contient toujours autant de facteurs l que i . Si t n’est pas nul, chaque
terme de Pt contient l autant de fois que i c’est ce qu’il est aisé de voir, à l’aide du
théorème suivant, facile à démontrer :

« Si p est un nombre premier et que le nombre A soit représenté dans le système
de numération de base p par .

l’exposant de la plus haute puissance de p qui divise A ! est

]



Quant à il contient de même autant de facteurs / que i, car la somme

P0+P1+ ... + Pl-1 étant la somme des coefficients binômiaux alternativement

~ 

changés de signe est égale à ( 2014 1)~=0. ..
. 

Les 2014 peuvent donc être considérés comme des entiers pour le module ln+1, et
l’on a, pour toute valeur de i, en tenant compte des congruences 

(mod /~) : :

Si l’on développe, d’autre part, (ï 2014 par la formule du binôme et que l’on

prenne la 1~ dérivée pour u = o, on a

d’où, en décomposant cette somme comme plus haut et tenant compte de la con-

gru ence

on déduit la congruence 
.

On a, par suite,

et

d’après (i o), _ la somme 03A3Ci(I-eu)i if(I)i n’est autre chose que le développement,

ordonné suivant les puissances de i - de log c’est-à-dire de log 
- log j’( i ) ( 1 ) . 

l’ ) log désigne ici le logarithme népérien, car e?’ étant égal à i pour u = o, le développement
. 

par la séiie de Mac Laurin est convergent dans le v.oisinag.e de u = o .



Onadonc

Donnant alors à Iz les valeurs 1, 2, ..., l - 2 , faisant la somme, et mettant à part la

valeur h === 0, on obtient, en remarquant que r-hln + + ... + est

congru à - I pour le module lrlv-‘ ,

c’est-à-dire la formule (8) qu’il s’agissait de démontrer.

CAS PARTICULIER. - Dans le cas particulier de n = o, on a simplement, comme
~i f (~) est congru à 1, ainsi que pour le module l :

car on a log [Nf(03B6) f(I)l-1 ] ~ o, (mod l , vu le théorème X qui va être démontré.

APPLICATION. - Comme application, nous calculerons le logarithme, pour le

module l, de l’unité fréquemment employée 
’

expression où ~(03B6) désigne l’unité circulaire (§§ 98 et 138)

On a 
°

la congruence des deux derniers membres résulte des relations

rh+u - - rh , et r-~(I~+,~>~ = r-2hn, ~ (mod l) 

et de ce que ~ (rh+u.) _ ‘(~_rh) - ~ (~rh), 
. 

.

. 

On a donc, d’après la formule (g), où l’on prend n= o et f() _ ~(~), la con-

gruence



Pour calculer la dérivée qui figure dans le second membre, partons du dévelop-
pement connu

qui donne, si l’on change u en ru et qu’on retranche le développement ci-dessus du
nouveau multiplié par r : ..

et en intégrant :

la constante d’intégration étant égale à log r, comme on le voit en faisant u=o; on a.

par suite, .

On a, dès lors,

et enfin

REMARQUE. - L’utilité des logarithmes pour le module tient, d’une part,
à ce que, évidemment, ces développements ont la propriété fondamentale qui cor-

respond à celle des logarithmes eux-mêmes : le logarithme d’un produit est congru
à la somme des logarithmes des facteurs; - et, d’autre part, au théorème suivant :

THÉORÈME X. - Deux nombres congrus pour le module ainsi que les entiers

qu’on en déduit par la substitution de 1 à ~, ont aussi leurs logarithmes congrus
pour le même module. [Kummer 12.]

Démonstration. 2014 Si. en eflet, f(() et ; (03B6) sont ces deux nombres et qu’on pose

on aura



On a, vu les hypothèses,

évidemment

au moins si If n’est pas divisible par l. Mais cette congruence est vraie même si 1c est

un multiple de l, soit la étant la plus haute puissance de l qui entre dans If : car
en posant

la formule du binôme donne

cl, par suite, .

, Les deux développements log f (~~ et lo~ étant congrus terme â terme,
le théorème ,.. est démontré. , . L?(ï)J b ’ 

’

~ VII. - Expression de l’indice de l’unité En(~).

Étant donné un idéal premier quelconque ~, de degré f, il est possible de déter
miner une racine primitive ~ (1) de cet idéal, telle que l’on ait

p désignant le nombre premier divisible par V. Cette racine étant ainsi déterminée,
l’indice d’un nombre quelconque udu corps c(~) est le même, soit qu’on le prenne
par rapport à la racine p, soit qu’on le définisse comme au paragraphe 113. En
d’autres termes, si l’on pose

on a toujours

Pour déterminer l’indice de l’unité E~l(~~, nous allons d’abord établir les propriétés
fondamentales du nombre

(1) Voir Hilbert, paragraphe g.



où l’indice a la signification qu’on vient de rappeler et où la sommation s’étend à
toutes les valeurs

à l’exception de 
’

valeur pour laquelle ph + i serait congru à zéro, et pour laquelle l’indice n’aurait pas
de sens. ] .

Première propriété fondamentale ne dépend que des périodes à f termes. En
effet, on a ’ 

’

donc, on a .

~rq(~,p) - ~; ~-~q-i’i)~p+Plnd(ph+1) - ~; ~-i9+i)JiP+Ind(ph-f-1)~ - ~ ~-~q-I-1)hp-~-Ind(p~~~+i) - ~~Q(~)~
car les hp reproduisent les h à l’ordre près, (mod i). Comme p est congru à ~°e,
(mod l), r étant une racine primitive (mod l), puisqu’il appartient à l’exposant j, ,

Wq admet la substitution (~, ~~’e) et ses puissances, et ne dépend, par suite, que des
périodes à f termes (~ ).

Deuxième propriété fondamentale. On a

En effet,

(Q~ (~)==ES~-~+~~-~+I~~+)-~~+~==~~20142 + I:~-(?+l)(/-/.)+tnd(~+i)-Ind(~+i)~
" 

le dernier membre étant obtenu en prenant d’abord A=/t-, ce qui donne 2

termes égaux à i, et la somme double s’étendant ensuite à toutes les valeurs inégales
de h et /f. .

Posons - 

’

il vient

ou encore



h’ et k’ pouvant alors.être égaux dans la somme double. En sommant par rapport à h’,
on trouve ~~ = 2014 i, donc

et, par suite, si q est et I (mod 1), on a

Si q - o ou - -1, mod l, la relation i, comme cela

résulte de ~’o= = - i , et de l= ~~’q. .

Troisième propriété fondamentale. Sif est pair, on a

si f est impair, on a

expression où les exposants mi ont les valeurs suivantes (1) :

SIt désignant la somme

. La première partie de l’énoncé résulte immédiatement de ce que l’on a p 2 _ - i,

(mod l), et, par suite, 03A8q(03B6-1) = 03A8q(03B6) = 03C8q(03B6), et de la relation 03A8q(03B6)03A8q(03B6-1)=pf.
’ 

En vertu de cette même relation, il est clair aussi, pour f impair, que ~’Q ne peut
contenir que l’idéal premier V et ses conjugués, et il ne reste qu’à déterminer leurs
exposants et l’unité dont le produit est affecté. .

" 

Pour cela, nous allons substituer à ~ une puissance de p qui lui soit congrue
(mod Posons pour abréger

on a successivement

(1) Ind désigne l’indice par rapport au module p et à la racine primitive p, ind l’indice par
rapport au module 1 et à la racine primitive r.



Evaluons maintenant en posant (mod l), prenant
Ind + i) au lieu de ïnd + i), on a . 

_

d’où la congruence

h prenant cette fois dans la somme toutes les valeurs o, i, ..., qt - ~, la valeur

exclue précédemment h == - (pf - I) donnant ici un terme = o.
Si l’on développe par la formule du binôme, et qu’on effectue la sommation par

rapport à h, il ne reste que les termes où l’exposant de p est un multiple de
pr -1= ll’; soient s ll’ ces exposants, on a

ou, en posant

et remplaçan t r-i par § : .

pour le module .

. La somme doit être étendue à toutes les valeurs de z qui ne rendent négatifs
aucun des deux facteurs du dénominateur. Comme c’est un entier rationnel, tout
revient, pour trouver l’exposant de s~~ dans ~’q(~), à trouver quelle est la plus haute
puissance de p qui divise la somme E.

En s’appuyant sur le théorème relatif aux factorielles énoncé dans le paragraphe V,
on trouve aisément, en supposant r_i - > o, que c’est le terme où z = o qui
contient p avec le plus petit exposant, et nous avons à calculer le nombre de fac-

teurs p contenus dans

Pour cela, cherchons d’une manière générale le nombre de facteurs p contenus
dans Soi t

les a étant inférieurs à p et non négatifs : le nombre des facteurs p de la factorielle
sera, d’après le théorème rappelé ci-dessus :



Multiplions par l et remplaçons ll’ par pf - I, nous avons

d’ou, le second membre devant être divisible par pf :

les x étant positifs et inférieurs à 1; et comme on a p - rme, (mod l), ln premier à f ~,

puisque p appartient à l’exposant f, on a les congruences

d’où

et comme tous les « sont restes positifs, mod l, on a

Puis, en ajoutant membre à mernbre les égalités rh + la = ap, etc., on a’ :

D’ailleurs, le dernier façteur du second membre est égal, à l’ordre des termes

près, à

parce que m est premier à f. Désignons par lSh cette somme, qui est en effet divisible

par l (1); on aura pour le nombre de facteurs p de la factorielle :

Posant pour abréger - rx_i = ~, entier positif et inférieur à l, on aura pour le
nombre de facteurs p de N, c’est-à-dire pour l’exposant mi :

Et pour obtenir l’expression de l’énoncé, il suffit de remarquer que l’on a

et que de l’expression de S résulte la congruence .

d’où l’on déduit c = .

..

(1) Excepté pour f = I, cas déjà traité paragraphe i ..



Il reste, pour achever la démonstration, à lever la restriction relative au signe
de r_? - O r, de r +h = l - rn on déduit

de sorte que si ne vérifie pas la condition r-i - nx-i > o, ~~. - i la vérifie. D’autre

part, si l’on fait le produit qui est égal à pt, il en résulte 

On a donc f - et comme on a aussi Sh = f- on retombe sur la

même expression de mi que dans la première hypothèse. 
’

Enfin l’unité E(~), qui affecte le produit des idéaux premiers, est égale à + i.
car, d’une part, elle ne doit dépendre que des périodes à f termes (f ~ i), et, d’autre
part, on doit avoir E(~) E(~-~1) = I à cause de l’égalité ~rq(‘) = p~; ceci exige
l~;(~) =-i- ~~, et Il doit être nul d’après la première condition.

REMARQUE. - La démonstration précédente s’applique encore aux idéaux du

premier degré. Si l’on fait, en effet, f = I, ,

se réduit â et mi à ~ (l’,_i -~- - 

expression prenant la valeur 1 ou la valeur o, suivant que si~ figure dans ~’q(~) avec
l’exposant i ou l’exposant o ; - c’est le résultat du théorème 1.

Cette remarque permet de donner une expression unique pour ~~q(~), que f soit
égal ou supérieur à i ; on a

l’exposant n1k égal à o ou 1 étant donné par la formule

La formule s’applique aussi pour f pair; elle est donc générale.

INDICE DE EII()’ - L’identité des propriétés de ~’q(~) (1), quel que soit l’exposant
auquel appartient le nombre p correspondant, va nous permettre de trouver, par un
calcul unique, s’appliquant à tous les cas, une expression de l’indice de E,~(~) à l’aide
de ce nombre.

Cette expression est la suivante :

(1) Nous avons utilisé dans le paragraphe i et le paragraphe actuel deux formes différentes
de mais on passe aisément de l’une à l’autre. (Voir Weber, Alg. sttp.)



Pour la démontrer, calculons d’abord la dérivée, en partant du développement

On a, en posant pour abréger,

d’où, par la formule de Leibnitz :

Comme .

on a

où W désigne un polynôme en eu à coefficients entiers et où

(parce que la différence - ~’q(~)~’q(~-’), admettant la racine ~, admet
toutes les racines de 1 + x + ... + 

On a donc

Pour u = o, V et ses l - 2 premières dérivées s’annulent, mod l, et comme on a
pr- 1, pour ce même module, on déduit du développement précédent

pour i = o, 1, 2, ..., l - 2.

On peut encore écrire

Donc, on a

Mais



Désignons le crochet par Ch, nous aurons .

les valeurs h = I (p~ - i), k = I ( pf - I ) étant exclues de la sommation, c’est-à-dire

Comme tous les termes sont congrus à zéro pour h = k, employons la transformation
déjà utilisée ..

nous avons

Évaluons séparément les trois sommes correspondant aux termes du premier
crochet, en sommant d’abord par rapport à k’; pour plus de facilité, on ajoute dans
la somme double les termes on h’ = k’, en les retranchant d’autre part. La première
somme, comme pf -1 est - o, (mod l), que est = o pour i = 1 , 2, ... , l -- 2 ,
et que l’on a

devient

On trouve de même pour la seconde :

Pour évaluer la troisième, ajoutons et retranchons les termes relatifs à et

à k’=o :

le reste de la somme

est congru à zéro.
On a donc en réunissant les trois sommes



Dans la somme, tous les termes pour lesquels h’ est - o, mod l, disparaissent,
et si l’on pose h’= i + lk ~h=~Ï 1; ~,’,‘., l1_1~ , on a

Mais on a évidemment toujours la congruence

et. par suite, 
’

Donc, on a

En remplaçant i par i r, ce qui ne change pas multipliant par n~" et retranchant

primitive de la nouvelle, on obtient
. ...

Si l’on change enfin en r’~, on a

puisque

et que l’on a

Par conséquent, on a pour expression de l’indice de (mod ~), : :

REMARQUE. - L’indice est - o pour toute unité telle que l - 2n ne soit pas

divisible par f .
En effet, d’après la première propriété fondamentale de on a

et, par suite,

et

Si donc l’on n’a pas

c’est-à-dire si 1- 2n n’est pas divisible par l, il faut que 
d0l-2nlog03A8q(eu) dul-2H soit -o,

c’est-à-dire que Ind E,~(~) = o.



S VIII. - Étude des idéaux dont la puissance est un idéal principal.

Le résultat final de cette étude est le

THÉORÈME XI. - Moyennant les hypothèses du paragraphe V, la condition néces-
saire et suffisante pour qu’un idéal i, dont la puissance est idéal principal, soit
lui-même principal, est que l’on ait

La démonstration nécessite quelques développements, qui font l’objet des deux
lemmes suivants :

LEMME III. - Si le nombre de classes h est divisible une seule fois par l et qu’un
idéal i appartienne à l’exposant l, c’est-à-dire si il est la première puissance de i qui
soit un idéal principal, les idéaux i, t, i2, ..., représentent toutes les classes
d’idéaux appartenant à l’exposant l.

. 

Ces 1 classes sont évidemment distinctes, puisque i appartient à l’exposant 1 ; s’il

existait un autre idéal i’ appartenant à l’exposant l et non équivalent à l’un des pré-
cédents, les produits représenteraient pour /~ et in’ égaux à o, 1 , 2, ..., l- 1 .

F classes d’idéaux non équivalentes; ensuite ~" désignant un idéal non équivalent à
l’un des idéaux représentés par , les idéaux seraient tous non équi-
valents pour m et m’ égaux à o. r , ... , l -1, et m" égal à o, I , ... , h" -1, en dési-

gnant par i"h" la première puissance de i" qui soit équivalente à En continuant

ainsi on arrive à épuiser le nombre h de toutes les classes, et l’on aurait h~~~h"h"’ ...,
ce qui est impossible si h n’est divisible par l qu’une fois.

LEMME IV. - Si les deux premières hypothèses du paragraphe V sont vérifiées,
l’indice de l’unité E,, par rapport à un module premier ~, est 

.

En effet, on a démontré la formule générale ( ~ 5)



où l’on a 
’

les exposants mk étant donnés par la formule

En élevant à la puissance hil = h, de manière à n’avoir que des idéaux principaux,
on a

On en déduit

car si deux nombres x et j3 sont égaux, ou même simplement congrus, mod on

a pour toute valeur de t non divisible par 1 - 1

On a donc, vu l’expression donnée plus haut de Ind 

en remarquant que -_ ~h(eur~), et qu’on peut remplacer la dérivée (l - 
par la (l - 2n) lième qui lui est congrue, mod l.

Désignant pour abréger par K la somme ~k et remplaçant mk par sa valeur, on a

Remplaçons maintenant par qui lui est congru pour le module l~,
nous aurons



Il suffit d’évaluer la seconde somme, dont les deux autres se déduisent par le

changement de q en 1 ou en q + T. Posons

i prendra toutes les valeurs 1, 2, ..., l - quand l~~ prendra les valeurs o, 1, ..., l- 2 ; ;

puis, de ,

on tire

ou encore

parce que l’on a - r, (mod l3).
La seconde somme est donc congrue à

et l’on a

Or, on a

En posant, pour abréger, 

et revenant au module f, en divisant par l, on a donc, pour l’expression de l’indice :

En utilisant la congruence 
’

(démontrée dans le Mémoire de Kummer, cité en note au S II), on a, si l’on y fait



Si l’on fait enfin n = v, est divisible par l, car B,, l’est : on peut alors diviser

par 1 les deux membres de la congruence qui donne l’indice, et comme on a Q’-Q,

(mod 1), et aussi 

on a finalement

DÉFINITION. - La formule précédente s’applique encore dans le cas d’un module

composé, rnoyennant une généralisation de la notion d’indice, analogue à celle que

Jacobi a donnée du symbole de Legendre. D’après la définition du symbole 

(voir § 113), on a

On définira le symbole x , dans le cas d’un idéal i composé, par la relation

~, q, r, etc., étant les idéaux premiers distincts ou non dont le produit est égal à i :
l’indice par rapport à i est la somme des indices pour ;p, q, r, etc. Le logarithme
d’un produit de facteurs étant égal à la somme des logarithmes des facteurs, et l’in-
dice ayant la même propriété, on voit que l’on a encore dans le cas d’un module i

composé :

REMARQUE I. - Il résulte de là que si l’idéal i est principal ou s’il appartient à un

exposant non divisible par l, l’indice de E,,(~), par rapport à ce module, est divisible

par l, c’est-à-dire que

car l’exposant a, auquel appartient ia, étant un diviseur de h = hll, et n’étant pas
divisible par l, doit diviser soit on aura ih = et, par suite,

d’où



REMARQUE II. - Il résulte de là que E,,(~) a même indice par rapport à deux
idéaux équivalents a et b.

Car dans ce cas il existe un idéal c, tel que a c et b ~ soient tous deux principaux,
et alors

ou en supprimant le facteur commun E03BD c}:

l’assons maintenant à la démonstration du théorème 

Par hypothèse, il existe un module a pour lequel E03BD(03B6) n’est pas reste de l’è"’e puis-
sance et, par conséquent, i ~ Ind E,(~) est =~= o, mod l, ou encore

Il résulte alors de la remarque I précédente que a appartient à un exposant divi-
sible par l, soit al, et’ a n’est pas divisible par l, car autrement le nombre des

classes serait divisible par 1’. Ensuite b = aa appartient à l’exposant l, et l’on a

Si maintenant i est un idéal dont la puissance est idéal principal, il est

(d’après le lemme IV) équivalent à l’un b’~ des idéaux

On a donc

ou

l’indice se rapportant au module i. Comme ai n’est pas divisible par l, l’indice est
ou n’est pas divisible par l, en même temps que y??, c’est-à-dire à cause de l’équi-
valence

suivant que i est ou n’est pas principal.
Mais puisqu’on suppose que il est principal, l’expression de l’indice de E03BD(03B6)

devient (après suppression du facteur hi dans les deux termes de la fraction)



et si l’on observe que le premier facteur du second membre est indépendant de i et

qu’il n’est certainement pas divisible par l, car autrement Ev(~) serait reste de puis- 
’

sance pour le module i, contrairement à l’hypothèse, on voit que l’indice de

est ou n’est pas divisible par l, en même temps que 
~ ° 

ce qui achève

la démonstration du théorème.

COROLLAIRE. - Dans le cas d’un idéal 1 du corps c(~ + ~-1), on a i’(~) - r’(~-1), et,
par suite, toutes les dérivées d’ordre impair du logarithme sont congrues à zéro

pour u ^ o, en particulier la (l - .

Donc, tout idéal du corps c(03B6 + 03B6-1), dont la puissance est un idéal principal,
est lui-même idéal principal.

§ IX. - Condition moyennant laquelle un nornbre du corps c(03B6 + 03B6-1), multiplié par
une unité convenable, est congru, mod l, à un entier rationnel.

THÉORÈME XII. - Si l ne divise qu’un seul B., des 
l- 3 2 

premiers nombres de

Bernoulli et qu’une seule fois, tout nombre F(~) du corps c(~ -p ~-’), qui vérifie la

congrucnce

peut, après multiplication par une unité convenable, devenir congru, mod l, à un
entier rationnel. [Kummer16.]

’ 

On a, en effet, dans ce cas, en appliquant la formule (12) :

les dérivées d’ordres impairs disparaissant à cause de = 

Employons maintenant les unités pour lesquelles on a, d’après la for-

mule (y) :

Déterminons les entiers Nu pour n = 1 , 2, ..., y. - ~, à l’exception de n = v par
les congruences

nous aurons



et, pour r~ = v, on a, quel que soit N’l’ puisque Bv est supposé divisible par l :

° Par suite, si l’on suppose 
"

on a

c’est-à-dire en posant 
B>

ou

§ X. - Propriété des unités congrues, mod ZQ, à un entier rationnel.

THÉORÈME XIII. - Si l satisfait aux trois conditions suivantes :

i" ° il divise un seul B,, des 
l 3 

premiers nombres de Bernoulli,

2° il ne divise pas le second facteur du nombre de classes,

3° B,,i n’est pas divisible par l3,

toute unité du corps congrue, mod F, à un entier rationnel, est la puis-
sance d’une unité du corps. [Kummer 16.] (’Théorème correspondant au théorème 156

pour les corps réguliers.)

Démonstration. - Soit

l’expression d’une unité q uelconque E(03B6) â l’aide d’un de N - 1 - 
l- 3

unités fondamentales ,~1, .... ,~~_~ , et soit .

celle des unités circulaires.



. On en déduit pour E(~), en éliminant les y, - ce qui est aisé en prenant les loga-
ri thmes, - l’expression

où nous supposons que t représente le plus petit dénominateur commun des fractions
en exposant. Ce dénominateur t n’est pas divisible par l, car c’est un diviseur du

déterminant des nk, i, et ce dernier est égal au quotient 0394 R des déterminants des sys-
tèmes de logarithmes des unités circulaires et des unités fondamentales, c’est-à-dire

(théorème I ~ 2) au second facteur du nombre de classes, facteur non divisible par l,

d’après l’hypothèse.
Supposons EU;) congrue, mod f, à un entier rationnel a. Il en résulte d’abord

s = o, car de E(~) - a, mod h, résulte E(~-1) - E(~), mod h, ce qui exige, comme
les unités circulaires sont réelles, ~‘=~-S, mod F, et, par suite, s=o.

Ensuite, comme E(i) est congru à a, et, par suite, à E(~), mod F, on a, en pre-
nant les logarithmes, mod 12 (voir § 1°1) :

ce qui donne, en développant d’après la seconde expression de E(~) et supprimant le
diviseur t, non divisible par l : 

‘ 
’

Appliquons à la formule (8), paragraphe VI, en remarquant que toutes les
dérivées d’ordre impair sont nulles pour u = o, parce que ces unités sont réelles, et
tenant compte de ce que la norme est égale à un ; nous avons

Multiplions par m’k et faisons la somme pour l~ = o, 1, 2, ..., ~,. - 2, en posant
pour abréger

nous aurons



Un trouve aisément :(1)== r, et si l’on suppose, ce qui est possible, u choisi de
manière que ~°’-1 soit congru à 1, mod lQ, on aura log ~(Il‘-’-o, (mod lj). En expri-
mant ensuite que les coefficients de 03B6, 03B6r, etc., sont tous divisibles par h, on a un sys..
tème de l-1 1 congruences linéaires et homogènes indépendantes par rapport aux

p. - 1 = 2 produits ce qui en traîne , pour n =1, 2, ..., u - 1 :

Mais on a, d’après la formule (13),

D’ailleurs, on a toujours

~p y
comme on le voit en comparant les développements de lo [03A6(03B6) 03A6()], mod lj, etPP g ~ ( 1 )~
mod l (les ~k(r) étant congrus dans les deux développements, d’après le théorème de

. 

d 2»r lo~. ~ (e~‘)
Fermat). Donc 

° 

du2nl ne peut être divisible par l que si B,t l’est; dans le cas

actuel, c’est seulement’ pour n = v . On a, par suite, 11y - o, (mod lR), sauf pou r

n=03BD; si on suppose (mod l2), c’est-à-dire B,,l==o, (mod l3), on aura néces -

sairement V,, - o, (mod l). Posons alors 1Zv - b l, y c , (mod l’), nous aurons.
en multipliant l~l,~ par r~ ~"k‘ et ajoutant pour n = o, 1, ... , y, 

- I :

En portant ces valeurs dans l’expression de E(~), tenant compte de ce que la
norme de ~(~) est 1 et que, l étant premier à l, on peut déterminer deux entiers d

et e tels que td= i + le, on trouve aisément

expression où Et est une autre unité, ce qui démontre le théorème.



S XI. - Théorème sur l’impossibilité de l’équation {1), dans le cas de x, y ou z divisible
par l, lorsque 1 vérifie les trois conditions du paragraphe V.

THÉORÈME XIV. - Si 1 satisfait aux trois conditions suivantes :

1° il divise un seul Bv des 
l 3 

premiers nombres de Bernoulli, et une seule

fois,

~" il existe un module pour lequel E,, n’est pas rest.e de puissance,

3° Bvl n’est pas divisible par f,

l’équation (1) est impossible en nombres entiers x, y, z premiers entre eux deux à
deux, l’un d’entre eux étant divisible par une puissance quelconque de l. ]

Soit z celui des trois nombres qui est divisible par l, et soit 1" la plus haute puis-
sance de l qu’il contient, de sorte que z==lkz1. Considérons, au lieu de l’équation (1),
l’équation plus générale

U, V, W désignant des entiers premiers à l du corps c{~ + ~-’), E une unité quel-

conque du corps; ~ - ~ - ~-’, c’est-à-dire (i - ~)(1- ~-’), est l’un des 
l --- I 

facteurs
2

égaux réels de l dans le corps c(~ + ~-’) ; enfin m est supposé plus grand que un.
L’équation { 1 ) n’en est qu’un cas particulier, correspondant à

Nous allons déduire de l’équation (1)’ une série d’équations de même forme :

dans laquelle ’Vi contiendra moins de facteurs idéaux premiers que Ceci
conduit à une contradiction qui entraîne l’impossibilité de l’équation (1)’; car V ne
contenant qu’un nombre limité de facteurs premiers, on sera forcément arrêté dans
la série des transformations précédentes.

Ecrivons l’équation ( 1 )’

Le plus grand commun diviseur des facteurs du premier membre est 1- ~, et ce
facteur 1 - ; ne peut diviser plusieurs fois que le seul facteur U + V, car si U + ~rV
était divisible par (1- ~)Q, il en serait de même, comme on le voit en changeant



03B6 en 03B6-1, de U + 03B6-rV, et, par suite, de (03B6r - 03B6-r)V, ce qui est impossible, si r n’est
pas nul, V étant premier à l. On a donc, le nombre total des facteurs I - ~
étant 2ml,

les El’ et E étant des unités (1), les Il’ des idéaux du corps c(~) et J un idéal du

corps c(~ + ~-’), car il ne change pas par la substitution (~, ~-1), vu l’équation (B).
Ces idéaux Il, et J sont des idéaux principaux.
Car on a, en éliminant U :

1’ et sont donc congrus mod l, et il en est alors de même de leurs dérivées loga-
rithmiques (voir § 131, note) 

~ ‘

mais comme et que /2014 2~ est impair, on a

et de même, parce que l’on a E,,(~) == ~~~,,(~-’), d’après une propriété générale des
unités (théorème 48) :

par conséquent on a aussi

et il en résulte (théorème Xl) que I’ est un idéal principal.
D’ailleurs, J est aussi principal d’après le corollaire du même théorème.
Le produit de Ir(03B6) Ir(03B6-1) par une unité convenable est congru, mod l à un entier

rationnel.

En eliet, en observant que ~’, ~ et J ne changent pas par la substitution (~, ~-1),
on a

(1) Dans ce paragraphe, E désigne une unité quelconque et non l’unité circulaire.



d’où, comme est congru, mod l, à un entier rationnel, et par suite à 
la congruence

ce qui exige, vu la propriété générale des unités (~(0 == ~e~"’)) ,

En divisant alors par ~r(~) et remplaçant 2 - ~ - ~-~ par - ~’(i 2014 Q~ on a

désigne une unité.

Ir ne figure dans toutes nos équations qu’à la puissance on peut donc le sup-
poser semi-primaire, c’est-à-dire congru, mod (1 - ~)~, à un entier rationnel, en le

multipliant au besoin par une puissance convenable de ~ (s 1 nl. En décomposant
alors le premier membre de (C) en ses / facteurs linéaires de la forme I~,(~) - ~tI’,(~-~),
on voit, comme plus haut, qu’ils ont pour plus grand commun diviseur i - ~, et

que le seul facteur Ir(~) - Ir(~~-’) est divisible plusieurs fois par r - ~ (un facteur
Ir(~) - peut l’être si t n’est pas nul, puisque Iy,(~) congru, mod (1 - ~)~, à
une entier rationnel, est congru à I7,(~-’)). On a donc, les le’ et J’ étant des idéaux :

4 
En résolvant par rapport à lr~~) et Ir(~-1), on en tire les congruences

d’où, comme m est > 1 ,

1t’(~) . It‘(~-’), idéal du corps c(; ~ r’), dont la 1"è’"e puissance est un idéal principal,
est lui-même principal (corollaire du théorème XI) ; de sorte, qu’en tenant compte de
la congruence ci-dessus, on a 

,

c’est-à-dire, vu la propriété générale des unités,

ce qui prouve, vu le théorème XII, qu’en multipliant Ir(03B6). Ir(03B6-1) par une unité con-
venable Ar(~), on rend ce produit congru, mod l, à un entier rationnel. On démon-
trerait de plus, comme pour ~’,, que Ar est une unité du corps c(~ ~ ~ ‘).

On déduit de (1)’ une équation de même forme.



Multiplions l’équation (A) par celle qu’on obtient par la substitution (~, ~-‘),
on a

de même,

et en élevant (B) au carré, on a

Si on élimine U2 + V2 et U V entre ces trois équations, on a

En posant, pour abréger,

on a

et en observant que r ~ ~-’~ - ~‘ - ~-5 
" 
est divisible une fois par 2 - ~ - ~-’ , et de

même 2 - 03B6r - 03B6-r et 2 - 03B6s -- 03B6-s, on a, en remplaçant k par sa valeur 2ml-l + 1,
et désignant par E~ une unité :

ce qui donne la congruence

Mais U’ et ~" étant congrus, mod l, à des entiers rationnels, U’’ et V’’ sont congrus,

mod 1’, à des entiers rationnels ; donc, l’unité ~r est congrue; mod h, à un entier
c

rationnel, et elle est, d’après le théorème (XIII), la lième puissance d’une unité C(~).
En posant alors 

’ 

’

on a l’équation 
’

.. _ ,

de même forme que celle dont on est parti et qui doit encore être vérifiée par des
entiers ~V~ du corps c(~ + ~-’) premiers entre eux et à l. Par le même pro-



cédé on en déduirait une troisième et ainsi de suite indéfiniment ; mais c’est impos-
sible, car le nombre des facteurs idéaux des W ua en diminuant.

En effet, on a d’abord :

Comme tous les facteurs du second membre sont premiers entre eux deux à deux,

W1, qui est égal à J% ne pourrait donc contenir tous les facteurs idéaux de W que si

tous les 1 étaient des unités, c’est-à-dire, d’après (A), , que si 
U + 03B6rV I - 03B6r 

était, pour

toute valeur de r, une unité; en changeant alors ( en 03B6-1 on devrait avoir (propriété
générale des unités) :

c’ est-à-d i re

Mais comme, d’après (B), on a .

il en résulterait

c’est-à-dire

ce qui est impossible en dehors de 1 égal à 3, cas exclu, ou de k égal à o, ce qui ne

peut avoir lieu, car alors on aurait U + 1 = o , W==o.

Le théorème est ainsi complètement démontré.

D’après l’expression du premier facteur du nombre de classes pour les nombres

premiers inférieurs à 100, expression donnée par Kummer (Journal de Liouville,
tome XVI), 3 ~, 5g et 67 sont les seuls nombres premiers non réguliers inférieurs
à 100. Ils entrent une fois et une seule dans ce premier facteur. Relativement aux

deux autres conditions, on a v37 ^ n, v~9 = 22 , et Kummer a trouvé

Ind E,s - 2I~ , mod 3~ , ~ pour le facteur idéal de i4g correspondant 
Ind E~~ - 50, mod 59, pour l’idéal de ~og correspondant à ~ - 385, Ind E~9 - 4,
mod 6y, pour l’idéal de 2 69 correspondant à ~ - 47 (2 étant choisi dans les trois cas

pour la racine primitive, mod l, qui figure dans E,,). Enfin, les nombres B,,l sont t

congrus respectivement à 35 x 3~°, mod 3 ~3, 41 X 5gB mod 5g3, et 4g X 6~~,
mod. 6~3. Les trois conditions requises pour la démonstration sont donc remplies.
de sorte que l’impossibilité de l’équation (i) est établie pour tous les exposants pre-
miers [ inférieurs à 100.



En dehors du résultat de Kummer, il a été obtenu peu de résultats nouveaux,

dans le cas où xyz est - o, (mod l).
Signalons seulement un résultat négatif, qui conduit à abandonner une méthode

qui paraissait s’appliquer aussi bien aux deux cas de xyz - o ou = = o, (mod 1).
Il paraissait naturel de chercher si la congruence xn~ + y" ~ z" = o, mod p, , ne

serait pas impossible en nombres entiers premiers à p, pourvu seulement qu’on prît
le module p suffisamment grand : car, dans le cas de l’amrmative, l’impossibilité de

l’équation (i) se trouverait complètement démontrée. Mais Dickson a montré que
cette méthode devait être abandonnée, car :

THÉORÈME XV. 2014 La congruence xn + yn + yn ~ o, mod p, a toujours des solu-
tions x, y, z, premières à p, dès que p dépasse une certaine limite. (Dickson, On the

congruence x" + y" + zn = o, mod p ; ; et Lower hmit for the number of sets of solu-
tions o f xe + ye + o, mod p. J. f. d. Mathematik, Band 135.)

Hurwitz a donné de cette proposition une démonstration plus élémentaire tou t
en la généralisant. (Ueber die Congruenz axe + + modp. J. f. d. Mathe-

rnatik, Band 136.)



ERRATA .ET RECTIFICATIONS

TOme Ier. - 4909

Page 265, ligne 12. Au lieu de au domaine, lire : ou domaine.
266, 13. Au lieu de lire 

» 15. Dans l’énoncé du théorème 2, l’expressionfonclion entière est
synonyme de polynôme entier et non de série entière) ; il en

est de même dans tout l’ouvrag .
» 1 5 et 2 1. Après ’coefficients entiers, a j uler : rationnels.

268. Remplacer la ligne i 8 par :

Page 268. . Dans l’avant-dernière ligne, remplacer O(2)2,|..., O(2)s par : O(1)2, ..., O(1)s.
269, ligne 5. Après nombre, ajouter entier.

270. Intervertir la ligne ig et la ligne de points suivante.

27I, ligne i . A jouter à la fin : ou module a.

» 3. Au lieu de d’après, lire suivant. 
’

» io. Après coefficients, ajouter entie s.
» 22. Après restes, ajouter : positifs.
». Dans l’antépénultième ligne, après premiers ajouter : entre eux.

272, ligne 15. Au lieu de entier 03C9, lire : entier a gébrique 03C9.

» 25. Au lieu de puissance, lire : forme.
» 28. Remplacer le point-virgule après n par une virgule.

273, 3. Après (a), ajouter un point-virgule.
» 23. A jouter un point-virgule avant : par hypothèse.

275, 1..Au lieu de claire, lire : clair.
» 14. Au lieu de puissances de a lire : puissances de u .
» 

~ 

17. A u lieu de b, , lire : G .

Fac. de T., 3e S., III. *



Page ~~~, ligne 29. Au lieu de égal, lire équivalent.
» 31. . Après première, a jouter : P.

276. Dans l’énoncé du théorème z~, après nombre, ajouter : premier.
277, ligne 22. Au lieu de incongrus à, lire incongrus suivant.

» Dans l’antépénultième ligne’ remplacer les formes par: des formes.
278, ligne 2. Au lieu de exciterait, lire : existerait.

279, 17. A u lieu de premier, lire premiers.
280, 8. Au lieu de d’après, lire : suivant.

» I I . . Remplacer les coefficients «, a.~, etc., par a , etc.

» 14. Au lieu de Fx, lire:F(x).
281, 8 et 9. Au lieu de d’après, lire suivant.

" 12. Mettre des virgules après alors, et a près suivant p.
» 13. Au lieu de (p), lire (p2).

. » il~.. Au lieu de «,i, lire : x~.
» 16. Au lieu de ae, lire : «l.
» Dans l’antépénultième ligne, mettre une virgule entre P et 

282, ligne 6. : d = devant le carré du déterminant.
283. Dans la dernière ligne, après et, ajouter est.

284. ~~1 jouter à la fin :
« Toutefois, si (p) n’est divisible que par p et non par p2, ces coeffi-

cients peuvent être tous divisibles par ~~. S’il en est ainsi, il suffit, pour
obtenir une fonction II~ satisfaisant aux conditions de l’énoncé, de pren-
dre I11= II (x; u1, ... , + k étant un entier quelconque premier
à p ». (G. FI. et ’f . G.)

285, ligne 6. Au lieu de suites, lire seules.

» 12. . Atz lieu de ~~, lire 
» 13. Au lieu de où e’C e et F, lire où l’on a e’C e et où F est.

» Dans l’antépénultième ligne, remplacer nombre par membre.

28G, ligne 16. Au lieu de précédentes, lire précédents.
287, 1. Au lieu de des lire les .

288, 15. Supprimer les points ccprès 
» 6, à partir du bas. Au lieu de nombre, lire : membre.

2go, ~. Au lieu de choisis, lire : choisi.

292, 1 . Au lieu de de, lire I Îe.

~g3, 7, à partir du bas. Après degré, ajouter r.
» 4, à partir du bas. Au lieu de 11I, lire : m. .

2ç14, 7. Remplacer le troisième terme écrit par 
» i ~. Remplacer ~1 par : n1.
» 22. . Au lieu de déterminantes, lire : déterminants.

» Dans la dernière ligne, au lieu de déterminant, lire : discriminant.



Page 296, ligne 5. Après et, ajouter de. 
’

297, 4. Au lieu de conjuguées, lire : conjugués.
» 1 9. Remplacer fs’ par : fs.
» 20. Recti fier la seconde égalité (8) de la façon suivante :

2gg, 6, à partir du bas. Après formons, ajouter : au moyen de ces nom-
bres.

302, 6. . Remplacer par : l’~, = .

303, 7 . Dans le dernier crochet, remplacer l~ (rx) par : lr (x j .
305, ~ 

i et 2. Remplacer deux quelconques de ces puissances par: : il ~~
aura deux de ces puissances qui.

» 6. Supprimer : chaque fois.
» ~. . Au lieu de HT, lire : HT.
» 8. Au lieu de , lire : 

» 9....4 u lieu de composants, lire : exposants de.
» Dans l’avant-dernière ligne, au lieu de lire : PM.

308, ligne 10, à partir du bas....4 u lieu de (j), lire n(j).
309, 5, à partir du bas. Au lieu de déterminantes, lire déterminants.

310, 4. Au lieu de déterminants, lire : .’ déterminant.

3n, 8. Mettre une virgule après et, et remplacer le point-virgule
après = o par une virgule.

» lieu de ~~~1?(~~), , lire : ~~~’~(~)~ . .
3I3, 6. Remplacer lr-1(~) par : lr+1(~).

» 8. Remplacer l,,+1 (~) = (~) par : 1,..+! (~) = (~) ~

314, i ~. Après norme, a jouter : n .

316, 8. Après nombres premiers, ajouter : p. 
’

» g. Supprimer: du corps.
» 1 7. A u lieu de lire : : hq - ~, et au lieu de lire : 

» g, à partir du bas. Au lieu de puissance de H2, lire puissance de H .

317. Dernière ligne, remplacer la dernière égalité par : = e hq .

318, ligne 4, à partir du bas....4près entiers, ajouter : des coefficients.
. 319. Au bas de la page, supprimer les accents des x dans la première ligne

du déterminant.

320. L’anneau est ce que Dedekind a appelé ordre.
» ligne 5, à partir du bas. Après discriminant, supprimer : de.

322, 3. Au lieu de c = ~8 , lire : ~ = fb .
» 2, à partir du bas....4u lieu de déterminant, lire : discriminant. 

’

327. Dans la formule au bas de la page, faire passer wRr au dénominateur,
et w R au numérateur.
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Page 225. Au lieu de corps des nombres de Galois, lire : corps de nombres de
Galois.

244, ligne 3. Au lieu de engendrent des classes, lire engendrent les classes.
260, 13. Après est congru, ajouter : mod w.

o 14. Au lieu de dans un nombre entier, lire : un nombre

entier dans .

290, y. . Au lieu de Si le corps K, lire : Le corps K qui.
Zg$, 1 et 4. Au lieu de différent, lire : différant.
3I2, i5, à partir du hase Au lieu de mod (i), lire : mod i.

3I3, 2. . Au lieu de (~a,- 1)24, lire : (;~ - .

’ 

332, 4, à partir du bas. Au lieu de II (I - e), lire : II (I -se) .
(e) (e)

33~. A la dernière ligne, au lieu de note I, lire : note ’~’.
35I, ligne 2, à partir du bas. Lire à la fin : ~Mr, au lieu de : M~~.
355, 1 6 et I8. Au lieu de lire 

» 25. Arz lieu de différent, lire différant.

360, Ig, à partir du bas. Au lieu de *(I - 03BBk+1)l ~ i - lire :

(J’~ . ( I - - I 

374, II, à partir du haut et ligne 2 à partir du bas. Au lieu de x, lire x.
375, i2, à partir du bas. Au lieu de r1, lire : : I. .

41 5, 5. Au lieu de paragraphes, lire : paragraphe.
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Page 19, ligne 3, à partir du bas. Au lieu de et que. lire : et.
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