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NOTES DE MM. G. HUMBERT ET Tu. GOT.

NOTE 1 (assexe au § 5),

Par G. HUMBERT (1).

Démonstration du lemme 2. (Théoréme d'Hurwitz.)

Soient
F=aa" + 0™ + ... + %,

_ n J—1
G_i@ox +184a‘ .+“'+pn’
deux polyndmes en x, & coefficients entiers algébriques quelconques; soit
m-n m—+n—1q .
FG == Yox B + le - + + Vm+n

je dis que si un méme entier algébrique w divise tous les y, (c’est-d-dire si les v, : v,
qui sont algébriques, sont aussi entiers), w divise tous les produits a8,

(*) Cette Note et les suivantes n’ont rien de personnel; elles ont été rédigées, aprés lecture
des Ouvrages ou Mémoires classiques, a I'occasion d’un cours professé au Collége de France

€n 1910-1911.

Fac. de 7., 3¢ S., 1Il. I



2 D. HILBERT.

En effet, fixonsietk; on a, en désignant par z, les racines de F=o, par y, celles
de G=o,

7.

=

i E____ /\
+ .?_(...ociocg...x,.)(Zy]ye...yk).
% 2o
Or, considérons I'équation FG=o; soient Z , &,, ... ses racines, qui sont les x,

ct les y,: partageons les Z en deux groupes de toutes les maniéres possibles, I'un
de m racines, I'autre de n; soient {, et 4, les racines de deux groupes d’un méme
systeme. La fonction u=(Z{{, ... {)(Z4m, ... 1,) est une fonction rationnelle non
symélrique des racines %; en prenant tous les groupements possibles des m + n

racines Z en deux groupes de m et n respectivement, on obtient un certain nombre

v, B . . -
de fonctions u, dont l'une est +-—-. =% D'ailleurs, toute fonction symétrique des u
% £

v IJO

I'est des %; donc, les u sont racines d'une équation algébrique dont les coefficients
sont rationnels par rapport aux coefficients y de FG=o0. D'une maniére plus pré-
cise, les coefficients en question sont des polyndémes en v, : v, & coefficients entiers
ordinaires : cela résulte de la proposition suivante facile & démontrer :

Soit une équation algébrique " + a,x" ™" + ... 4+ a,=o0; considérons la fonction
symétrique des racines x; : Xxfrarjz ... x7n, les o, entiers ordinaires non négatifs : elle
s'exprime par un polynéme en a,, a,. ..., a,., dont le degré est le plus grand des x,; et
dont les coefficients sont entiers ordinaires.

Soit donc

W Hdutt+ 4 dy=o0
I'équation en u; on a

—d, = Yu= E[(Z,%,... () (S, 7, 1)

1

Le second membre est une fonction symétrique des &, ou les %, figurent tous au
premier degré chacun; donc, d’apres la proposition qui vient d’étre énoncée, d, est
un polyn6me d’ordre un par rapport a lensemble des v, . y,. De méme d, est d’ordre
deux. d, est d’ordre trois, etc.

On peut donc écrire I'équation en u :

Py

M

To

= 0,

M l)l M—1 P’l Vi—2
u' + —u 4 —ut 4+
Yo Yo
P, étant un polynéme entier & coeflicients entiers ordinaires d’ordre i par rapport
& ¥, Y, Ysr ---» €L homogéne, puisque d, élait un polynéme d'ordre i en v, :v,,

Y. . ¥Y,» etc. Drailleurs, o, f, ;o @, est 'un des u; donc. en posant «,8,=v et obser-

Y,- on a pour v I'équation
v M l)| v M—1 pM

( > + ( > + ...+ — =0,
Yo it Yo Yo

o p’v\'_j + p,v\k-? 4+ ...+ Py=o.

“uiTo

vant que « P

c’est-a-dire
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Supposons maintenant que les v; soient tous divisibles par w; je dis que v I'est
v

aussi, ou que — est un entier algébrique. On écrit en effet
o

v M P| v M—1 P, ( v M—2 Pw
<——> +—.<— + -\ — +...—{——“:o.
w (0] w [0) \ (0] (ON

p, P . . .
Or, d’aprés I'hypotheése —, —, ... sont des entiers algébriques, car P, étant
[0 2O

homogéne, & coeflicients entiers ordinaires, d’ordre i par rapport aux v et ceux-ci
o« o e Pi A . 1 . . . . .
divisibles par w, — est un polyndéme entier a coeflicients entiers ordinaires par rap-
w;
, 5
port aux entiers algébriques T, donc entier algébrique aussi, par un théoréme
(0]

, v . , , .
connu. Donc, également d’aprés un théoréme connu, —, racine d’une équation de
W

premier coefficient 1 et a coefficients entiers algébriques, est entier algébrique; ou
encore «,8, est divisible par o, c’est-a-dire que le quotient «,8, . w est entier algé-

brique. C.q.f. d.

NOTE II (anxexe av § 5),

Par G. HUMBERT.

Démonstration du théoréme fondamental 8 par la méthode de Hurwitz
mentionnée au paragraphe 6.

LeEmME 1. — Soit o un nombre fractionnaire du corps de base (v,, ..., v,) :

r=mow,+ ... +m,»

m?

les m; entiers ou fractionnaires ordinaires. Prenons successivement pour p, les quan-
tités

w=o,1, .... K",
K entier ordinaire positif plus grand que 1; considérons les quantités u=x et
en particulier les parties entiéres et fractionnaires des wm,, c’est-i-dire écrivons
pm,=E, 4 ¢,, E, entier positif, nul ou négatif et 0 <p,<r1. On appellera E, la
partie entiére, ¢, la partie fractionnaire de p.m,.

Si on divise I'intervalle o — 1 en K parties égales, d’amplitude % (avec la conven-
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lion que o appartient au premier intervalle partiel, K 2u second, et ainsi de suite),

chacune des m parties fractionnaires tombe dans I'une de ces K parties égales; or, on
peut répartir a priori m quantités dont l'ordre est donné, dans K intervalles. de
K™ maniéres différentes (évident en passant de m & m 4 1). D’autre part, en faisant
varier u, (p=o0, 1, ..., K"), on a K™ + 1 systémes de m parties fractionnaires &
* répartir successivement dans les K intervalles. Comme K" + 1 est plus grand que
K™, les K™ + 1 répartitions ne seront pas toutes distincles, c’est-A-dire que deux au
moins d’entre elles seront identiques.

Soient v’ et u" les valeurs correspondantes de v (3" >p/); les parties fraction-

. . 1
naires de p/m,, p'm, tombent dans un méme intervalle de e de méme celles de
p'm,. u'm,. etc. On a ainsi

p'm, = e + RS p/m; = e + e (i=1,2, .., m);
1
r . A . . n ’ A
0. et g/ >o el compris dans le méme intervalle de < le)" —¢/| est donc stirement
< :
e

Si donc on pose p.=p" — v’ (. est positif et non nul, puisque p">p/), on aura
P ; 2 uo p puisque P

I ' o A
pm=e ' —e +¢ —p/,
c’est-a-dire
pm,=E, + ¢,
L, entier positif, nul ou négalif et ¢, positif, nul ou négatif, mais inférieur & — en

K

valeur absolue.
Par suite, étant données m quantités m,, m,, ..., m,, on peut trouver dans la
série 1, 2, ..., K™ un entier p. (non nul) tel que, pouri=r1, 2, ..., m, on ait

I
pm,=E, 4 ¢,;; K, entier et IP'I<T(—

LEMME 2. — L’entier p. étant ainsi déterminé, on a
o= um o, + pmw, 4 ...

- (EA + I:J)U)l _+_ (Ea + Fi)mz +

. . . . 1
E, entier ordinaire, ¢, fractionnaire, |,| << ¥ ou

pe — (B o, +Eow,+..)= 2.0, + g0, + ...
Il résulte de 14 que
[}Ll - Elwl - En(‘)z - I < |Pa! . [“)4| + ]P:l . ]("i| + .

donc, si Q est le maximum du module des o (cest-a-dire le plus grand des |w,]),
on a

mQ

Jwe — A <x
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A étant un entier du corps w. Passant aux conjugués, on a de méme, pour le méme p. :

mQ'
v — A < ——.
o — A <
On a le méme p. parce que ce p. ne dépend que de m,, m,, ..., m,, qui restent les

mémes quand on passe de x & ses conjugués =/, 2", etc.; de méme A’ est le conjugué
de A, parce que les E; ne dépendent que des m,. Maintenant observons que si B est
un nombre d’un corps w, sa norme est 8’5" ...: si I'équation en w a des racines ima-
ginaires. elles sont deux A deux imaginaires conjuguées et il en est de méme pour

les & correspondants, de sorte qu’on a dans tous les cas
|Norme §| = |8 . |#'] ....
Donc. en multipliant membre & membre les inégalités ci-dessus, on a

m"QQ' ... cr

|[Norme (p.a — A)] << G <F’

C étant un entier fixe qui ne dépend que du corps et non du nombre «.
Prenons K=2C; il en résulte le lemme suivant :

Etant donné dans un corps d’ordre m un nombre entier ou fractionnaire «, on
peut trouver un entier ordinaire p. positif, au plus égal & C™, (C étant un entier positif

ne dépendant que du corps) et un entier A du corps tels que
[Norme (o — A)| < 1.
Cororraire. — Soit I un idéal quelconque, « un de ses entiers autre que o el de

norme minimam en valeur absolue (autre que o nécessairement, car la norme étant
22’ ... ne peut étre nulle qui si un des «, donc évidemment tous, sont nuls). Soit o,

. . @,
un autre entier de I; appliquons le lemme 2 au nombre du corps —*. On aura, pour
a

u. entier ordinaire positif et < C",

Np=t—pl<r, :
“©

§ entier du corps, d’ou v
IN (s, — 89| < |Na.
Mais |N«| étant en valeur absolue la norme minimum autre que o dans l'idéal et
wz, — Ba étant un entier de I'idéal, puisque o, et « en sont et que p. et § sont entiers
du corps. on a nécessairement
N(pa, — Ba) =0,

d’ou

wa, = B

par une remarque qu’'on vient de faire.



(=p)

G. HUMBERT.

NOTE II.

Donc p.a, est divisible par «; a fortiori, puisque v est un des entiers 1, 2, ..., C™,
il en sera de méme de C"!x,.

Posant C"! =M. on voit que, «, étant un entier quelconque d'un idéal I, Mx, est
divisible par «, ou encore que tous les entiers de I'idéal M1 sont divisibles par «, ce
qui entraine

M = ()7,
J étant un idéal.
Je dis que J contient M. En effet, (M)I = («)J montre que le produit d'un nombre

de I par M, divisé ensuite par «, est un nombre de J; or, « étant de I, l'entier

M
@\ =Mestdel.

o

Si donc on dit que deux idéaux I et J sont équivalents lorsqu’il existe deux entiers
du corps n et p. tels que (A)I=(».)J, on peut dire que

Tout idéal équivaut & un idéal qui contient un nombre fixe M dépendant seulement
du corps.

RemMARQUE. — Deux idéaux équivalenis & un troisiéme le sont entre enx. Car si
@1 = @K,
()1, = (8K,
on en conclut

(.3)(‘3‘)1{ - (7’164)1 = (V‘li&)ll'

TatorEME. — Si on range dans une méme classe les idéaux équivalents, le nombre
des classes d’idéaux est fini.

Car tout idéal équivaut & un idéal contenant M, donc contenant (M). Or, un idéal
donné, ici (M), n'est contenu que dans un nombre limité d’idéaux (lemme 1 du

paragraphe 4): donc le nombre des classes d’idéaux est fini.

TuktorimME. — Une puissance convenable d'un idéal quelconque 1 est un idéal prin-
cipal. 7
&5 . —_—
Formons, en effet, I, I, I, ... en nombre illimité; il faut, par le théoréme précé-

dent, que deux de ces idéaux soient équivalents, c’est-a-dire
()= I =@I.I.

On n'a pas le droil de diviser par 1", parce qu’on ne suppose pas élabli le théoréme
fondamental quon peut trouver, pour toul idéal 1, un autre idéal J tel que 1J soit prin-
cipal. Mais on sait que si un idéal quelconque J =KL, tout nombre de J appartient
a K, carsig,, g,, ... sont les nombres de K et 5,, 5,, ... ceux de L, ceux de KL sont
X6, €b ce sont évidemment des nombres de K; ainsi tout nombre de KL=1J

est de K.



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. 7

Soient «,, ..., «, et §,, ..., B, des bases de I" et I'; il résulte de la relation précé-

Dy o

dente que «z, est divisible par 8 et que le quotient est un nombre de I". I, donc de 1";
1 . - -
c’est-a-dire Eow.i:)\i'/,’ + wa, + ..., les A, p,, etc., entiers ordinaires. On a ainsi,

pour =1, 2, ..., m, m relations linéaires et homogénes entre les o,. Eliminant ces

quantités, on a

¢quation a coefficients entiers ordinaires en Ik d’ordre m, de premier coefficient +-1.

@ . . , r o
Donc 3 est un entier (du corps), soit -, et 'on peut écrire

NI =Tr.T.

Les nombres «,8,, %,8,, ..., 2,8, sont des nombres de I"1" (car les %, sont une base

i 2174 ? mica

de I", les 8, de I'); donc, divisés par v, ce sont des nombres de 1", c’est-A-dire que

o

o, = =N, o, ., i=1,2,..,m
.
‘
R (54 A pi 3
d’ot on conclut encore que =, et de méme —~, sont entiers du corps.
v v

Donc I =(v)J, J étant un nouvel idéal, et (p)I"=TT donne (y)I"=(y)I'J, c'est-
a-dire évidemment

=1yJ

(car ici on peut manifestement diviser par I'idéal principal (v)).

Sig,, §,, etc., est une base de J, la relation I"—=1"J montre que %, est un nombre
de I'J: or, un nombre de I" étant %, + a2, + ..., un de J étant y,3, +y3, + ..., un
nombre de I'J est manifestement du type £0; ,«3,, les ©, , étant entiers du corps.

On a ainsi :

o, = %, 543, + o, 2u, 3, + ... +«, 3,3,

o, = 2, ZX'S, + a,Zp,/3, + ...+ a, Sg,'3

i

les A, po ..o Ny @'y, ete., étant entiers du corps. Eliminant les o, entre ces m rela-
tions linéaires et homogénes, il vient

— 1+ XA 3, Ty, 8, ...,

N3, — 14 33, ..., | =o0;
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d’olt 4= 1 = polyndme entier par rapport aux 2, & coefficients entiers du corps, sans
terme indépendant. Or, les 3, étant des entiers de J, il en est de méme de tout poly-
néme en §; a coefficients entiers quelconques du corps et sans lerme indépendant,
d’apres la définition méme d’un idéal; donc + 1 est de J, c’est-a-dire 1 est de J et

J=1. I’égalité 1'=(+)J donne donc

I'= (). C.q.f.d.

TutorkME. — Cela s’écrit 1.1°7' = (y), c’est-a-dire que toul idéal multiplié par un
“autre idéal convenable donne un idéal principal.
C’est le théoréme roxpaMENTAL d’o1 se déduit la décomposition unique en idéaux

premiers, comme on I'a vu au paragraphe 5.

NOTE Il (an~xexe av § 17),
Par G. HUMBERT.

Démonstration des inégalités fondamentales de Minkowski
pour n formes linéaires a n variables.

I1 existe trois démonstrations différentes du théoréme de Minkowski, énoncé dans
le paragraphe 17 sous les deux formes équivalentes des lemmes 6 et 7 : la premiére,
celle de Minkowski, se trouve dans la Geomelrie der Zahlen; une autre, de M. Hilbert,
a é1é reprise par Minkowski dans ses Diophantische Approximationen; on la trouvera
aussi dans les Vorlesungen iiber Zahlentheorie, de M. Sommer, traduction frangaise
de M. A. Lévy; une troisitme a été donnée par M. Hurwitz dans les Gdtlinger
Nachrichten, Math.-phys. kl. 1897 : c’est celle qui va étre exposée.

Les raisonnements restant les mémes quel que soit le nombre des variables, on
le supposera, pour fixer les idées, égal & trois.

Soient les trois formes linéaires
Si=aqx+by+cz

. 3 , .
de déterminant A. En divisant les a;, 0,, ¢, par \/[_\[ on rameéne le déterminant

A =+ 1; sicest — 1, on changera les signes de @,. b,. c,. et on aura, dans tous les cas,
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trois formes f; de déterminant + 1. Dire qu'on peut donner a x, y, z des valeurs

entiéres non toutes nulles, telles que I'on ait
VAR

revient donc a dire que, pour ces valeurs, on a

VAR

(\'73 dans le cas de n formes a n variables).
C’est sous cette derniére forme que M. Hurwitz établit la proposition.

Sa démonstration se divise en quatre parties.

PREMIERE PARTIE. — On supposera d’abord les coefficients des f; entiers.

Réduction du systéme des f,. — On opérera sur x, y, z une suite de substitutions
a coefficients entiers de déterminant =+ 1. de maniére 4 simplifier les f,.

Soit f,=ua,x 4+ b,y + c,z; sic, est le plus petii (non nul) en valeur absolue des
coefficients a,, b, c,, on peut faire en sorte que le coefficient de x soit, en valeur
absolue, inférieur ou au plus égal a fé‘I : il suffit d’opérer la substitution (z; z 4 ).x).
X entier; le coefficient de x devient a, + ic, et peut, dés lors, par choix de 2, étre >o
et <|c,|; ceux de y et de z n’ont pas varié. Si |a,| est <C|b,] et |c,|, on changera, s'il
y a lieu,  en — . On peut donc supposer le coefficient de x positif et non nul, infé-
rieur en valeur absolue & ceuxdey etz. v
~ Faisons maintenant la substitution (x, x4+ 1y) : nous pouvons rendre le coeffi-
cient de y positif ou nul et <a,; puis, par(y, y + xx), diminuer de nouveau celui
de x en le laissant toujours positif et non nul; puis, par (z, x + y), diminuer de
nouveau celui de y en lc laissant positif ou nul, etc. On arrive ainsi 4 annuler le coef-.
ficient de y et de méme celui de z.

J, se réduit ainsi & Az, A entier et positif. Opérant de méme sur f, et y,, on peut,
par des substitutions opérées successivement sur y et z, faire disparaitre le terme
en z, en sorte que f,="b'cx + By, B> o. Faisant (y, y + Jx), on a

Sf,= bx + By, avec oLb<<B, B>o.

Et alors f,=c'z 4 ¢"y + Cz, ol C est =0, & cause du déterminant qui est resté le
méme et est ABC. Par (z, z + &x) et (z, z 4 py), on peut faire en sorte que l'on ait
oL '<TICl. oL "< |Cl.

Finalement, le systéme est

L:Ax’ A>O)
J,=bx 4 By, B>o0, o<b<B,
Jo=¢,z +cy+ Cg, 0 (c,, ¢,)<<|C|.

Et les substitutions opérées étant de déterminant —+ 1, les anciennes variables sont
entiéres en méme temps que les nouvelles et réciproquement.
Fac. de T., 3e S., 1II. 2
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Pour établir le théoréme de Minkowski dans le cas ot les Ji ont leurs coefficients
entiers, il suffira donc de I'établir pour le systéme réduit. On peut le faire direc-

lement, mais c’est compliqué a cause des cas et sous-cas A distinguer. Mieux vaut
raisonner autrement.

DevxiiMe parTiE. — Disons que deux formes linéaires et homogénes en x, v,z
A coefficients entiers sont équivalentes ou congrues (modd f;) si leur différence est du
type A f, +2,f,+ A.f,, les X entiers.

Si o est une telle forme, les o+ 2/, + 1/, +2/f,, sont donc congrues & o
(modd f)). ’

Soit 4 =4 +2,f, + 1./, + ,/,» o étant donnée; on peut choisir les %, de maniére
que, dans { (on dira que ¥ est réduite) :

1° Le coefficient de z (qui est celui de z dan% ¢, augmenté de CA) soit compris
entre o inclus et |C| exclus;

2° ), étant ainsi déterminé, on peut choisir 7., de maniére que le coefficient de y
soit entre o inclus et B exclus;

3° Choisir 2,, de maniére que le coefficient de « soit entre o inclus et A exclus.

Alors les formes y réduites sont au nombre de |C|BA distinctes. |C|BA est A, déter-
minant des f;. et, d'aprés le calcul précédent, toute forme équivaut (modd f,) & une
et une seule réduile. Donc il y a |A| formes et |A| seulement non congrues deux & deuc,
modd f,: parmi elles, celle dont les trois coefficients sont nuls.

Ce résultat obtenu par la réduction des f, est évidemment vrai pour des f; non
réduites, puisque deux formes congrues (modd f)) le restent si on opére sur lesx, v, z
une substitution de déterminant =+ 1.

Reprenons alors les f, iniliales. Le théoréme du nombre des classes de formes
linéaires modd f, s’applique dés lors aux formes de déterminant A :

F,=ax+ ay+ a,z,
F,=bx+ by+b,2,
F,=cx 4+ c,y + ¢c,z.

Soient 7* et (r + 1) les cubes positifs d’entiers consécutifs qui comprennent |A|,
de sorte que r* < |A| < (r+ 1)": considérons les formes ¢ =, x + L,y + 1z, oulon
a o (l, L, l)<r. Eles sont (r 4+ 1)’. y compris la forme nulle. Comme
(r +1)’>>|2|. deux des ¢ sont congrues entre elles modd F,, leur différence est donc
4, F, +0,F, 42, F,, les X n’élant pas nuls a la fois, car les deux ¢ sont distinctes. On
a donc pour des valeurs des /, entiéres non nulles & la fois, — car les deux ¢ sont dis-
tinctes, — et comprises entre — r et 4 r inclus :

a,x+ay+az)+ 0,0+ )+i(ce+..)=lx+Ly+ 1z,



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. I
d’ou
alt, + b +cr =1,
a,), + b, + c,z)\a‘: L,
a4+ b, + e, =1,

les |1 étant < r, ¢’est-a-dire < |A|* el les ), non nuls & la fois. Le théoréme de Min-

kowski est donc démontré pour des f, & coeflicients entiers.

¢

TroisitME PARTIE. — Ilest vrai pour des f, & coefficients fractionnaires, car si S est

le dénominateur commun des coefficients, posons f,= le déterminant des F,

_t
S ’
est S°A. Le théoréme étant vrai pour les I, (dont les coefficients sont entiers), on peut
trouver «, y, z entiers de telle sorte que |F,|<S|A|®; donc, pour ces valeurs de

@,y z, ona|fi] <A C.q.f.d.

QuatriiME PARTIE. — Soient les f, & coefficients quelconques et de déterminant + 1.
Nous allons obtenir la démonstration en suivant maintenant un procédé d’Hilbert,
qui consiste a comparer les formes f; a des formes g, & coefficients rationnels, suffi-

samment voisins des premiers. [Voir, par exemple, Sommer.] Soient
fi=ax+by+cz, =123

Je dis qu’étant donné un nombre positif ¢ aussi petit que 'on voudra, il est pos-
sible de trouver un nombre ¢ positif et inférieur a 3, tel que, en faisant varier tous les
coefficients, sauf un. de quantités inférieures ou égales a ¢ en valeur absolue, on
n’aura a faire varier le dernier en valeur absolue que de moins de § pour que le déter-
minant des formes reste égal & 4 1. k

En effet, ce déterminant n’étant pas nul, I'un au moins de ses mineurs d’ordre
deux n’est pas nul, soit, par exemple, a,b, — a,b, =|=0. Soient 2,, §,, y, les quantités

dont nous faisons varier a,, b,, ¢;. En écrivant que le déterminant reste égal a 1,

i

on a

s [((1‘ + "Zl)(bz + ‘B,) - (az + ae)(bl + 161)] - 2“7'1'Ai’

le second membre contenant toutes les variations «;, §;, y;, sauf v, et les A,, B,, C,
dépendant des a;, b,, c, et de leurs variations (sauf toujours vy,). Il est clair qu'en
prenant pour la plus grande valeur absolue de ces variations (sauf y,) un nombre =
suffisamment petit, on aura |v,

<K, K étant un nombre positif ne dépendant que

. Ny g . .
des a,. b, c,. Ecrivant ¢K <C2, c’est-a-dire = <i , on voit que les variations (saufv,)

~

restant inférieures a ¢, restera inférieur 4 3, et on peut supposer ¢ <3, parce que

Ts
g
st % =2, on ne prendra que les valeurs de ¢ inférieures a 3, lesquelles conviennent

a forliori.
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Faisons de plus les modifications de maniére & rendre rationnels tous les coefli-
cients, sauf ¢, et modifions ¢, de maniére que le déterminant reste 4- 1 : ¢, deviendra
rationnel par le fait méme que les autres coefficients le sont, ainsi que le déterminant.
On aura alors trois formes ¢, ¢,, o, dont les coeflicients different de moins de 3 de
ceux des f,, f,, f,. et telles, d’apreés la troisiéme partie, que pour des valeurs des
x, v, z, non nulles a la fois, on ait |¢,| <1, (i=7, 2, 3).

Observons maintenant que les systémes de valeurs entiéres des «, y, z, qui peuvent
rendre les | f;| <1, sont en nombre limité. Car si 'on pose fi=w,, (i=1, 2. 3).
les w, étant compris entre — 1 ¢t + 1, et si on résout ce systéme en x, y, z. on trouve
des fonclions linéaires et homogénes des w, dont les coefficients dépendent des
a,, b, c,. Donc, les |w,| étant < 1. les =, y, z sont en valeur absolue inférieurs ou

’ N

égaux & une limite finie G : les systémes des x. y, z entiers sont donc en nombre
limite.

De méme si les o, se déduisent des f; par des variations des coefficients inférieures
A 3 (le déterminant étant + 1, comme celui des f), on trouve que les systémes des
x, y, z enliers, rendant les |g,| < 1, sont lels que les x, v, z soient en valeur absolue
inférieurs ou égaux a une limite G' voisine de G.

Considérons les f; et tous les systémes de trois formes de déterminant 4+ 1 qui
s’en déduisent par des variations des coefficients inférieures en valeur absolue a 3, et
soit G, un nombre tel que les x, y, z, qui peuvent rendre un quelconque de ces sys-
témes < 1 en valeur absolue, soient inférieurs & G, en valeur absolue.

Je dis que parmi les systémes des x, y, z enliers, tels que (x, ¥, 2) < G,, il en est
pour lesquels les | f;] sont < 1.

Supposons qu’il n’y en ait aucun, c¢’est-a-dire que pour chaque systéme considéré.
il y ait au moins une f telle que | fx] =1 + X, (*>>0), K pouvant varier (K=1, 2, 3)
d’un systéme & I'autre. Soit 2, le plus petit des ).

La différence entre f, et ¢, pour un méme systéme de valeurs des variables consi-
dérées (cest-2-dire inférieures ou ¢égales & G, en valeur absolue) est inférieure en

valeur absolue & 32G,; si donc on choisit ¢ de telle sorte que 32G,<C?,, la valeur

0

de o différera de celle de fx de moins de 7, et comme |fil=1+)1>1+),

|ok| sera >1.

Donc, si. pour chacun des sysltmes x, considérés, un au moins des | f;| est >1,
on pourra choisir 2 de maniére que I'un des |¢,| soit également =1 : c’est en contra-
diction avec ce qui précéde, car on a vu qu’on pouvait faire varier les coeflicients
des f, de moins de 2 de telle facon que, pour un systéeme de x, y, z au moins, les ||
soient < 1. Donc, il faut conclure que, pour un sysiéme x,, au moins les trois f;

sont < 1. C. q. 1. d.
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NOTE 1V (sNNEXE AU § D),

Par G. HUMBERT.

Questions diverses concernant les bases des idéaux d'un corps quadratique.

En raison des fréquentes applications des corps quadratiques, il ne paraitra pas
inutile de rappeler ici les principaux résultats classiques relatifs aux bases des idéaux
de ces corps. C’est d’ailleurs une occasion de montrer, dans un cas particulier, la

facon d’utiliser les principes généraux du paragraphe 4.

TutorkMe. — Un idéal quelconque du corps k(\/m) est un module de ce corps,
déduil de deux nombres fondamentaux, c’est-a-dire que l'on peut trouver deux entiers
du corps e, et e,, tels que tout nombre de I'idéal soit du type e, + Le,. [ et I, étant
des entiers ordinaires et réciproguement.

En effet, soient a 4 bw, a, + b,» deux entiers de YVidéal I (1); Lentier
z(a + bo) + v(a, 4 b,0), ot x et y sont entiers ordinaires, appartient & I. On peut
déterminer x et y de maniére que bx + b,y soit le plus grand commun diviseur de
het b, soit b'.

Si a, + b,w est un autre nombre de I, il y a de méme dans I un nombre ou le
coefficient de w est le plus grand diviseur de &' et de b_, et ainsi de suite.

On arrive ainsi & un nombre A + hw, ou & est le plus grand commun diviseur

3

hw appartient aussi & I, comme produit d'un nombre

(positif si I'on veut, car — A

de I par — 1) de tous les nombres b, b, , b, ...
!

. o . b
Maintenant R étant entiers, les nombres tels que a + bw — Z(A + hw),
b b . . . . b, . \
c’est-a-dire a —zA , qui sont entiers ordinaires (puisque " I'est), appartiennent a [.
. - ' o b b
I renferme donc les entiers ordinaires en nombre infini : _ﬁA; a, _ﬁA; e

(Que I renferme un nombre infini d’entiers ordinaires, c’est évident, car si « estde I,
son conjugué o appartenant au corps, le produit o'«, qui est entier ordinaire, est de I.)
Soit ¢ le plus grand commun diviseur positif des nombres entiers ordinaires

b
ci-dessus : a _EA' elc., de I : il est clair que ¢ appartient & I.

(1) On désigne par v, selon la notation du paragraphe 59, un nombre qui forme avec 1 une

base du corps k(\/;)
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Alors un nombre quelconque a + bw de I s'écrit :

b
a—-A

b
a+bo):}~l(A+hm)+ -q,

=axA+hw) +y.9q,
x et y étant des entiers ordinaires, puisque % est le plus grand commun diviseur des b
b
et g celui des a ——ZA.

Réciproquement, tout nombre z(A + ho) +y.q, ou x, y sont entiers ordinaires,
appartient & I; car ¢ et A + ho lui appartiennent.

Donc, 1 est le module de Base A + hw et g.

On peut simplifier en prenant pour base g et A + hw + 8¢ (6 étant un entier ordi-

naire quelconque), et choisissant 6 de maniére que I'on ait
oL A+hg<yg.

On a ainsi la base ¢ et g 4+ ho, ol ¢ et h sont positifs (non nuls, comme plus
grands communs diviseurs d'entiers ordinaires) et oi I'on a

oL y<q.

Récreroque. — Le module de base g et ¢ + ho est-il un idéal?
Pour cela, il faut et il suffit que
g(@ + yw) + (g + ho)(z + to),

ou x, v. z. t sont entiers ordinaires quelconques, appartienne an module. Comme la
somme de deux nombres du module lui appartient aussi, il faut et il suffit que g,
qo, § + ho, (g + hw) appartiennent au module; ¢ et g -+ hw lui appartiennent.

Pour que gu lui appartienne aussi, il faut

qo=1xq + y(g + ho):

d’ou
q=yh, o=xq+Yg.
Donc : 1° h divise ¢; gq=hq, et, par suile, y=gq,; el xg=—Y( donne alors
rhq, = — q,9 ou xh=—g; d'ot, 2° h divise g; g=nhg,.

Enfin, pour que w(g + ho) appartienne au module, il faut
w(g + ho) =xq+ y(g + hw).
ce qui, en distinguant mz[z1 et m=1, mod 4, donne
1° mz=1, w'=m:
d'ou
g =hy. hm = xzq + yg:
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m—g? .
h divisant g, y est un entier g,: ensuite hm =uwxhq, + g;h montre que 91 doit
élre entier.
. m—1

° m=ri, —_—n = ;

2 (O] (O] 4
d’ou

m— 1
(ug—{—h<m+ >:xq+y(g+hm),

et

m_
g+ h=hy, h—a ]:wq+y.(/,

c’est-a-dire, puisque ¢ =nhg, :

m —

: :xhqa + hgi(ga + I)’

g|+1:y‘ h‘

et donc
1 m—1

. L 4

—9.(9, + r)]

doit étre entier.
Donc, pour que le module de base ¢, g + hw, soit un idéal, il faut et il suffit que
q=hq,: g=hg, et que
si m==1, (mod 4), ¢;— m soit multiple de g,,

m—1

si m=1, (mod 4), ¢+ g9, — soit multiple de ¢, .

Dans tous les cas, m est résidu quadratique de ¢ (et méme de 4q,, si m est =1,
mod 4).
L’idéal (¢, g + how) ou (q,h, g,h + hw) a tous ses nombres divisibles par A; il
s’écrit évidemment
(@, 9+ ho)=(h)(q,, 9, + v),

c’est-a-dire est le produit de I'idéal principal (k) par l'idéal (g,, g, + »), dont les
nombres ne sont plus divisibles évidemment par un méme entier ORDINAIRE.
Ce dernier idéal sera dit idéal NORMAL.

Base cavosiQue. — Une base de I'idéal I : ¢, ¢ + hw ot ¢ et g sont divisibles
par h, ot ¢, h sont o0 et oll g est >0 et < ¢, est dite base canonique de cet idéal.

Il n’y a qu’'une base canonique.

Car si ¢', g' 4+ h'w en est une autre, on a d’abord '=h, car, d’aprés ce qui pré-
céde, & est le plus grand diviseur commun entier ordinaire de tous les nombres de
I'idéal, et de méme A'.

Ensuite, tous les entiers ordinaires de I sont ¢ et les multiples entiers ordinaires
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de ¢ (par qr + (g + hw)y), de méme ce sont ¢' et ses multiples; donc ¢'=g¢, puisque
q et ¢' sont positifs. Enfin, ¢’ + hw étant de I, on a - 9" + ho=qx + y(g + ho),
d’ott y=1, c'est-d-dire ¢’ =qx + g, et comme on a

oY <y et o yg<yq,
il fautx=o0 et g'=yg. C.q.f.d.
Mais il y a une infinité de bases non canoniques, c’est-a-dire de couples = 4 Bo,
a' + f'w. tels que tout entier de I soit x (2 + Bo) + y(2' + f'w) avec x, v, entiers ordi-
naires.
11 suffit en effet de prendre

o + AB(‘O - xaq + y((g + hw)’

o+ Bo=wx,q+y,(9 + ho),
Z,, ¥,» X, ¥, entiers ordinaires tels que I'on ait

LyYe — Xy, = 1.
Alors, g et ¢ + hw sont de la forme
n(x + fw) + n'(2 + plo),

n et n’ entiers ordinaires, et tout entier de I étant 953+ (9 + hw)q, = et 7 entiers
ordinaires, la proposition est établie. La réciproque est évidente, toute base s’obtient

ainsi.

ProBLEME. — Le module de base a + fw, o + 8'w est-il un idéal?

11 faut chercher dans ce module une base canonique et voir si elle satisfait aux
relations voulues pour étre base d’idéal. On va prouver qu’un module a une base
canonique et une seule.

D’abord ' — fa' ne peut étre nul. Car soit & le plus grand commun diviseur des
entiers ordinaires = et . &' celui de «' et &', on a

2+ 8o =28(a + bv), ac'—{—lfs'm:?,'(a'—}-b'w),
et on a
ab' — ba' = o, Si a{_ﬁ'—[ﬁ':o.

On en conclut, a et b étant premiers entre eux ainsi quea’etd :

ad=ca, b=¢cb, c=——41.

Alors on peul écrire

x+ o =2(a+ bw). a.'—%—[)'w:?i((l—%bm).»

On peut supposer 2 et 3, premiers entre eux, en fajsant au besoin rentrer leur plus
grand commun diviseur dans a + bw. Alors a + bw est un nombre du module, qui
ne comprend deés lors que les multiples entiers ordinaires de a + bw. Un tel module
ne peut étre un idéal, car celui-ci, comprenant a 4 b, comprendrait aussi w(a 4 bw),

et w n’est pas entier ordinaire.
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Cela posé, on aura une base canonique par
x (a2 + Bo) + ¥ (2’ + B'w) = quantité réelle positive ¢,
'(a + Bo) + ¥' (¢ + f'w)y =g + hw, avech>o,
0L9<q,
xy —yxr' =4 1.
Cela donne fx + 8'y==o0, d’ott « et y, puisqu’ils sont premiers entre eux; quant au
signe, il est déterminé par la condition ax + o'y >o0.
Ensuite, xy' — yxr'=—+1 donne
o =c(x,' +0x), y ==c +0y), =1,
6 entier ordinaire quelconque, x,’, y,’ solution particuliére. Alors, Bx' 4 8'y' > o
donne, puisque Bz 4 8'y —o,
E(?}.’EU’ + p,yol) > o,
d’ou le signe de ¢. Et enfin
0 elale, 4+ 0x) + o« (v, + 0] << ¢
ou
oLeM+0¢g)<Tq (car ax + o'y = ¢)

donne 6 sans ambiguité.

On trouve ainsi une et une seule base canonique pour le module considéré.

NOTE V (ANNEXE AU § 118),

Par Tu. GOT.

Détail de la démonstration de la seconde expression du nombre de classes
d'idéaux du corps circulajre des racines Imes de I'unité, I étant premier.

On part de la premiére expression, transformée  'aide de I'identité d’Euler :
uw —1 u
M:HUmH(hﬁ?Jﬁﬁ :HmmXF];
(1) s=1 (p) l () s=1 { n
lu’: 1,2, ..., 1—2)

On a, pour n non divisible par { :

2imy

HEE

Fac. de 7., 3¢ S., III. 3
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v désignant I'indice de n par rapport au module / et & une racine primitive r(r = n,
mod [); et, pour n divisible par /, on pose :

i

Sin'=n, (I), ona v=v, (I—1); donc

n'l _[n
=15
et I'on a, par suite,
z_’f:é—‘[k‘ "(l n 1 " 1 + >
=t I:I kD (k20 )

[ I «© —Ntys—1
=== et
n' F(S) ,[
kt

I 1 1 o . 1 © e
=t =+t . == rodie™ 4 e 4y = f e "L
ERNTTY () K S N VO e

Donc, comme I'(1) =1,

Mais

2imvu

o Pt n=l—1

2h =1I1lim — X e el
u s=i 0 I—e n=1
Posons
n—=I—1 2imvu
Al —i AN —nt, /4
Fle )= £ e e,
n=I
w *'F (7
xh:IIIlm/ — .
@ s=lI V) I—e
y—l—1 Qirvu
F, (e Y=o pour t=o, car El el~t =o. Donc, F,(¢") est divisible par
y=
—t it . F,,(e-t> .
1—e ', comme 1 —e ', et la fraction ————, reste finie pour {=o0; on a donc :
I—e
. o F (e dt o F (e7")di
Lim = ——.
s=1 Jo Ir—e 0 I—e
Posons e =, e~'dl = — dx. L’'intégrale devient

/‘ U F (ax)dx
0 w(l — ac’) )
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B}

En décomposant en fractions simples, on a :

2qir
—i—1 ( 7 )
F (x) . 1=t F e
o —oh ] ST agin’
x(r—x°) [ =1 qin
w—e!
?qi‘n\ —
0 J— qk ind ¥
bu(e l )_ ) C rin
h=1
Lin
en posant § —el—1.
Soit u impair. — On a :
29in 2in

F,(e 0 )=owmap (¢7).

1 dx . q= T 2q\ .
fo—sz-zh(“‘“ﬂt\‘—?)“

x—e !

D’ailleurs,

L désignant la partie réelle du logarithme.
Pour deux valeurs ¢, ¢' complémentaires a /, le L a méme valeur, et

. . l—1 e .
1ndq':1ndq+ . Hu indg" — ___ hu mdq,
2

car u est impair.
Les termes logarithmiques se détruisent donc dans la somme.

Puis Typwinde—0o, car u==o, (l—1).
2

=l )
Reste —7 Yqgovindg,

et par suite le produit relatif aux valeurs impaires de u se réduit a
.1t 2in
TN\ o (T .
<—> 2 I l*u(e ¢ ) [IZqorinde,
lz u u=1,3,...,(—2
(On a changé 6 en 6™ dans le second produit, ce qui est permis, les valeurs de u
étant deux & deux complémentaires & I —1.)

2in
Quant au premier produit I1,F, (e l ), on remarque que, d’aprés des formules

de la division du cercle,,
2in 2ixn

Fu(e-l—) X Fl—l—u (e—l-) - i l’

suivant que u est pair ou impair, et que
2in

Fii(e?) =y

Donc F,(c7)=ntil
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Soit w pair. — Les termes non logarithmiques se détruisent. En posant

q

2qin 2qin _
LA :L\/(I—e l ) (I —e—T) = Loa sin(%,

le produit étendu aux

, valeurs paires de u, s'écrit

I
___'I[EO—uindq LA 5
l~_3 w=2,4, ...,l—3q

e
Lo o  er s L
a ¢ pres (¢ ne prenant plus dans la somme que les valeurs inférieures & —).
2

Donc, puisque
PISRRET 0 i

Y=
wl\/d
est ici
—t
(27) 2 R
al X [ 2
on a
= =
(27) 2 RA A (r) 2 ) o
=Fti1— ! I[1X, gorinde JTse windg [, A |
‘ AN A w=1, ,q...,z—se =2,k —3
al? [
I
h:T II, I1,,
(20 R

en désignant par II, et [1,, pour abréger les deux produits du second membre.

Enfin, pour obtenir la forme plus simple du théoréme 142 :

I, a
= R’
(20) *

remarquons qu'en changeant un peu les notations et posant
A=V =) (=),

et 'on trouve alors

h=

A
ona g =% et, par suite, logz,—= LA, — LA

g Ay_‘ g—1
=3
T6TYLA, (1 —07")=log -, +6"logz, + ... + 62 log —t
T >
Comme
l—1
i —"=—
=24, .yl —3 2
et que
S phu l_l
[[X6"™loge, ., = A,
2

la formule est démontrée.
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NOTE VI (ANNEXE AU § 172),

Par Tu. GOT.

Recherches sur le théoréme de Fermat, faites par Kummer et divers
auteurs, postérieurement & la démonstration de l'impossibilité en
nombres entiers de 1'équation

(1) x+y +z=o,
donnée par Kummer pour les exposants I premiers réguliers.

La fondation récente du prix Wolfskehl a donné un renouveau dactualité A la
question du théoréme de Fermat et a suscité un grand nombre de travaux s’y rap-
portant. 1l nous a paru intéressant d'indiquer I'état de la question & la fin de 1gr17.
Mais pour comprendre la portée des travaux actuels et méme les méthodes qui ont
inspiré certains d’entre eux, il est indispensable de se reporter aux résultats obtenus
déja par Kummer il y a cinquante ou soixante ans : il a d’abord démontré 1'impossi-

bilité de I'équation de Fermat pour les exposants / premiers réguliers (c¢’est-a-dire ne

divisant le numérateur d’aucun des

premiers nombres de Bernoulli) : c’est & ce

théoréme que le dernier chapitre du Rapport de M. Hilbert est consacré; Kummer a
ensuite, dans un Mémoire de 1857 (Abhandlungen der Konigl. Akad. der Wissens-
chaften zu Berlin), étendu la démonstration & la classe particuliére suivante d’expo-
sants / premiers non réguliers :

1° [ divise un seul, B,, des

premiers nombres de Bernoulli et une seule fois;

2° il existe un module pour lequel une certaine unité E, n’est pas reste de
{i¥me puissance ;

3° B. n’est pas divisible par .

C'est & I'exposé de ce résultat que la plus grande partie de la présente note est
consacrée : tout en suivant la marche de Kummer, jai apporté a ses démonstrations
les changements nécessaires pour les faire cadrer avec la conception actuelle des
idéaux (d’apreés la définition de Dedekind) et avec les procédés et les notations du
Rapport de M. Hilbert. A part deux exceptions relatives & des questions trés sim-

ples. pour lesquelles je renvoie le lecteur aux Mémoires de Kummer, je me suis
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d’ailleurs astreint & réunir dans ma Nole, lorsqu’elles ne se trouvaient pas déji dans
le Rapport, les démonstrations de toutes les propositions utilisées : on n’aura pas
ainsi & les chercher dans plusieurs longs Mémoires de Kummer ou elles sont dissé-
minées; j'ai, du reste, pu, sur quelques points, abréger notablement les calculs, soit
en traitant d'une maniére unique les cas des idéaux premiers du premier degré et
de ceux de degré quelconque, soit en utilisant les résultats du Rapport. Exception
faite des deux exceptions mentionnées, la lecture de notre Note n’exige donc, en
dehors de I'étude de ce Rapport, aucune étude supplémentaire. J'ai conservé, pour
les renvois aux théorémes ou paragraphes, et pour les références bibliographiques,
les abréviations de cet Ouvrage. et j'ai distingué par des chiffres romains les divisions
et les théorémes de la Note.

Parmi les travaux récents, nous nous contenterons — renvoyant pour les
démonstrations aux Mémoires originaux — d’indiquer les plus importants des
résultats obtenus, soit en partant de ceux de Kummer [Mirimanoff, Wieferich, Fro-
benius], soit dans un autre ordre d’idées, voisin de celui de Legendre [Dickson,
Hurwitz].

L’étude de I'équation (1) est entiérement différente suivant que I'un des nombres

&, ¥, z est ou n’est pas divisible par /; nous examinerons donc les deux cas succes-
sivement.

I. — ETUDE DU CAS OU Xy 2 N'EST PAS DIVISIBLE PAR /.
§ I. — Etude d'un produit particulier d’idéaux conjugués.
TrEorEME 1. — Soit r une racine primitive, module /, et désignons par r, le plus

petit reste positif de r“, module /, et par s la substitution ({. {"). j désignant un

idéal quelconque, le produit Hs"i est toujours un idéal principal, lorsqu’on I'étend

k
. l— - STV
soit aux valeurs de k vérifiant I'inégalité
(3) r—k + r—ktindg < I,
. — . e 1 L .
soit aux valeurs de k vérifiant I'inégalit¢ inverse. ¢ désigne un entier quel-

conque non divisible par /; l'indice est relatif & la racine primitive r, module /.
[Kummer *].

Démonstration. — Nous allons démontrer d’abord (lemme 1) que le théoréme est
vrai pour tout idéal premier du premier degré. Nous établirons ensuite (lemme I1)
que tout idéal premier de degré quelconque est équivalent & un produit d’idéaux pre-
miers du premier degré, ce qui achévera la démonstration.
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LemMe [. — o étant un idéal premier du premier degré, le produit Hs"p, étendu

aux mémes valeurs de % que ci-dessus, est un idéal principal (1).
Soit. en effet, p le nombre premier rationnel divisible par p; il est de la forme
ml + 1, puisque p est du premier degré, et il se décompose en [ — 1 facteurs

conjugueés :

i=[—2

p:Hsip.

i=0
D’autre part, on a la formule suivante, de la division du cercle :
=4, ),
dans laquelle { ({) désigne la somme
t=p—2

N .
Lo(Y) = ‘\_‘ Zindt+qind (14+1)

t=lI

ou les indices sont pris par rapport & une racine primitive g, module p. (Voir, par
exemple, Weber, Algébre supérieure.)
Soit, d’autre part,
p=(p.L—9").
(Voir note du § 93.)
Cherchons a quelle condition I'idéal

skp = (p, " -— gm).

est un diviseur de ¢,(5). 11 faut et il suffit pour cela que la division de 4,(%) par
- g™ donne un reste divisible par p. Pour avoir ce reste R, (mod p), nous rem-

m mr—
q

K , \ . k
placons " par g", c’est-a-dire { par ¢ . et nous avons

t=p—2 t=p—2 t=p—1
\ | — kg . _\ —k —k___ \ —k —
R = L gﬂu (indt4-gind t4+1) — Z tmr (t—{—l)q”“ = Z tmr (If—+— I)'I”” k’ (HlOdp),
(=1 =1 =1

k

ou encore, en remplacant mr=* et mgr—* par mr_i et mr_g g, ce qui ne modifie

pas les exposants pour le module ml=p — 1 :

(=p—I

R = Z tmr—k(t-}— I)mr—k—Hndq'

=1

(') Ce lemme est identique au théoréme 136, si 'on prend ¢ =r—1; en raison de son
importance, nous en donnons une autre démonstration, d’aprés les procédés de Kummer.
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En développant par la formule du bindme, nous aurons

=p—1

P\EE&U Z.l”,

=1

expression dans laquelle les a, sont des coefficienls bindmiaux, dont aucun n’est
divisible par p, puisque 'on a
Mr—pgiindg<p—1.
t=p-—i
Les sommes Z t* sont divisibles par p, sauf si {* est congru & 1, module p,

=1
Cest-a-dire, — u étanl compris entre zéro et 2p — 2, — si u est égal & p — 1. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que R soit divisible par p, el que, par suite, s*p
divise 1 q(c), est donc que la plus grande valeur de u soit inférieure & p — 1 :

Mmr—g + Mr—ptindg < p—1,
ou, en divisant par m :

r—g + F—pgindg < 1.

Or, de deux nombres k et p. 4 k(), Vun vérifie I'inégalité ci-dessus et Vautre

I'inégalité inverse (car r,4xr=—1— r—); par suite, la moitié des /— 1 idéaux pre-

miers de p divisent () et Iantre moiti¢ ¢, ({™), — comme on le voit d’ailleurs
a priori en changeant { en {™*; — et comme ¢,({)4, ("), quiest égald p, ne contient

que {— 1 facteurs idéaux, on a nécessairement (?)
koo wu
I |sv—i& ¥, (0,
K
et

Hsv—kp = ;“”%(C_’ ,

n—rk

I: prenant, dans ces deux produits, les valeurs vérifiant I'inégalité (3) ou I'inégalité

équivalente :

(4) Pueic + Pa—iitindg > [
Ces produits sont donc des idéaux principaux: C.q.f d.
() p="21

2
(2) E(Z), unité & introduire dans le produit, est wlcessairement de la forme -+ ¢, car

(7). E(Q)~'=1. (Théoréme 48.)
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Lemme 1. — Tout idéal premier p de degré quelconque f est équivalent & un
produit d’idéaux premiers du premier degré.

11 suffit évidemment de démontrer que tout idéal premier de degré supérieur a 1
est équivalent a4 un produit d’idéaux premiers de degré inférieur. Nous allons pour
cela déterminer un nombre F({), divisible par p une fois et une seule, et dont tous

les autres facteurs idéaux premiers q soientde degré inférieur. On aura donc
F@) =yplla,
et comme la norme de [Iq est un entier N,
N=1Ilq.sllq.sIlq.....s"1lq.

on aura ainsi montré 1'équivalence de 9 au produit s[1q.s*[1q, ... s*11q, dont
tous les idéaux sont de degré moindre.

Pour le nombre F(?), il suffit de prendre P({) + p, en désignant par P(x) le fac-
teur correspondant & p dans I'équation fondamentale décomposée, module p, en

l—1 ., .
ses e =—= ——— facteurs irréductibles :

S
'+ 4 ...+ 1=P(x). P(x)...P,_ (x), (mod p),

de sorte que I'on a
»=(p, PO)
(voir théoréme 119).
Pour démontrer que F({) remplit bien les conditions indiquées, remarquons que
le premier coefficient de P peut étre pris égal & 1 et démontrons que le dernier est

alors égal, module p, & (— 1)’. Considérons pour cela I'équation

Dy (@) = &' + A, (1) 2" + ... + A (n) =0

dont les racines sont les racines de I'unité formant la période =,(n, = {* + {r*+e

do Y Le produit de ces racines de 'unité étant égal 4 1, on a
Ap(o) = (— 1)
k=e—1
Le produit H ®,(x) est un polyndme a coefficients entiers, — car ces coefficients

k=0
sont des fonctions symétriques des périodes, — et il est identique au premier membre

de I'équation fondamentale, — car il a méme degré, mémes racines et méme premier
coeflicient. Soit, d’autre part,

9(y)=o
I'équation de degré e, a coefficients entiers, dont les racines sont les e périodes 4 f
termes : cetle équation, considérée comme congruence, module p, a e racines u,.
[Kummer?®.] Faisons correspondre, d’une fagon quelconque, ces derniéres aux périodes

Fac. de T., 3¢ S., III. 4
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et substituons dans les ®, les u, aux 7,. Puisque les fonctions symétriques élémen-

laires des u, sont congrues, pour le module p, aux mémes fonctions des périodes, on
a la congruence

=e—1
24T = H & (x,u), (mod p).
k=0

Comme le polynéme x'™* + x'* 4 ... 4 1 ne peut étre décomposé de deux ma-
niéres différentes en facteurs irréductibles, module p, les P,(x) ne sont autres, i
I'ordre prés. que les &, (x, u,), ce qui démontre notre assertion sur la valeur du
dernier coefficient de P(x).

Dés lors, P(Y) + pest :

1° Divisible par ¢ ;

2° Non divisible par *, car tout nombre divisible par p* doit, aprés division
par P(%), donner un reste divisible par p* et ici le reste est p;

3° Non divisible par un autre facteur p, de p, égal A (p, Pk(i)), car le poly-
noéme P(x) n’est pas divisible par P (x), mod p; :

4° Non divisible par un idéal premier de degré supérieur & f, car P({) est de
degré f et le premier coefficient est 1 ;

5 Non divisible par un idéal premier de degré f autre que 9, car, soit q, égal A
(q, Q(K_)), un tel idéal: le reste de la division de P(x) + p par Q(x) est P(x) — Q(x) + p,
et il n’est pas divisible par ¢, puisque les derniers termes de P et Q étant égaux
(h (— I)f). le dernier terme du reste est p.

Le nombre F(2) = P({) + p remplit donc les conditions que nous avons utilisées

et le lemme II se trouve ainsi démontré, ce qui achéve la démonstration du
théoréme 1(1).

§ II. — Le critérium de Kummer.

TutorEME 11.

Si trois entiers rationnels x, y, z, premiers entre eux et & [, véri-
fient I'équation

! 1 !
 +y +2=o,

chaque couple de deux quelconques d'entre eux, =, y, vérifie le systéme des
(—3

2

(5) BH

= u.— 1 congruences suivantes (2) :

di=2n log (x + e"y)

du/—:mn
(n=1,2, .., p—1).

=o, (mod]l,

() Le lemme II est vrai pour un corps de Galois quelconque (théoréme 8g), il nous a paru
utile d’en reproduire la démonstration particuli¢re au corps circulaire.
dl—2n

2y %o i 5 irivée ([ — op)iéme —
@) T désigne la valeur de la dérivée (! — 2n)i¢me pour u = o.
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En effet, I'équation peut s’écrire
@+ @+ @+ Ty =—2"

Les facteurs du premier membre sont premiers entre eux deux a deux. puisque
x et y sont premiers entre eux et que z est premier a [ (voir § 172) : donc, leur pro-
duit étant une puissance [*"°, chacun d’eux est, & un facteur unité prés, la puissance
{i#me d’un idéal. On a donc
x + Ly =<',
et, par suite,
x + [y = skz(skj),

(.s' désignant toujours la substitution (, ’;")).

. \ I 0. e g .y
Donnons a k les valeurs vérifiant I'inégalité (4) :
Pa—te + Fp—ktindg > 1,

et formons le produit des x + {™y étendu & ces valeurs de k : on sait (théoréme I)

que le produit II s*j correspondant est un idéal principal («). Quant au produit
k

I I s*e, il se réduit, au signe prés, & une racine [* de I'unité (théoréme 48), car son

k
module est égal & + 1, puisque I'on a pour la norme :

n(s) = Hsks. HSH-kGZi 1

k wtk
k
et que H et II qui se déduisent I'un de l'autre par le changement de { en (™

k wtk
sont imaginaires conjugués. On a donc

@+ ==
p

On en déduit (voir § 131, note), les congruences

di=2n log (x + evr*y)
(6) » (if_m Y—06, (mod ),
k
pour n=r1, 2, ..., . — 1, Cc’est-a-dire encore
di—2nlog (x u :
dfl‘(—“znjL evy) Z rkt—2n) = o,  (mod I).

k
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Transformons Z de maniére & étendre la sommation A toutes les valeurs de k

k
k=l

de 14 I— 1, en multipliant chaque terme de Z =" par la fraction
k=t

Pu—k + Fy—ktindg — Fp—k+ind (g+1)

l

r L] .
égale & 1 lorsque la valeur de k& est & conserver, égale & o dans le cas contraire.
On aura

h=1—1

NY pr(i—2n) \" Ta—k + Fu—ktindg — F'u—ktind (g +1) "
Ld — l

k h={

Il

(I—E’.u)’

k (I—an) ki (I—an)

ou, en multipliant par ! et remplacant r par r qui lui est congru, mod I,
h=Il—1
l 2 rki—2n) = 2 [FPu—t + Pu—ktindq — Pu—ktind (g +1)] PF10—20) . (mod P).
k k=t
11 suffit d’évaluer la seconde somme

h=l—14

Z‘ Py—Fk+indq rkit—2n)

k=t

les deux autres s’en déduiront en effet par le changement de ¢ en 1 et en q + 1.
Posons dans cette somme
Pu—k+tindg = 1,

i prendra toutes les valeurs : 1, 2, ..., I — 1, comme k; on a d'ailleurs

Py—ktindg =1, (mod ),

d’ou on tire

— (mod 1),
i
et par suite
ql(l—en)
ki(l—
r (1—en) = __ i/(l—an) , (l'l]()d 12),

ou encore

l,kl(lggn) —_ ql(l—en) il(ana 1) , (HlOd l‘),

< (1—1)

car i’ est congru & 1 pour le méme module.

On a dés lors
1=l—1
lE I,k{lvan) e [l + ql(lvzz/) o (q ‘I" I)I(Ifzn)] 2 il(znfni ' , (I'll()d lﬂ)

I i=1
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Mais on a. d’aprés la formule sommatoire de Bernoulli (voir la note du § 137) :

1(2n—1)—1

Zi"*"—”ﬂg(—l) T Bigo—tis1.l, (mod P);
2

d’ot1 en divisant par /, revenant au module [, et tenant compte de ce que I'on a

l(gn_l)+]:n+(2n—1)<l: 1)

2

et que 'on a(!)
Bn+x;*
n+ su

B
= (— 12, mod [).
(— 1=, (mod )
la congruence
2 B
Erk(l—ani — (_ I)"[I + ql—en . (q + I)l—z ];rgl’ (mod l)
k
Or. g peut toujours étre choisi de maniére & ce que le crochet ne soit pas divisible

' . , . Ot (—an
par /; on a donc bien, en portant 'expression de Zr‘ =" dans les congruences (6)

I
- les conditions

di=?" log (x + e"y)

Bll du[—ﬂll = O’ (mod l)’
qu’il s’agissait de démontrer.
§ 1. — Impossibilité de l'équation (1) en nombres entiers x, y, z premiers & I,

quand [l ne divise qu’un des remiers nombres de Bernoulli.
q q

Tutorkme IIl. — Si le nombre premier / ne divise que 1'un des premiers

nombres de Bernoulli et qu'une seule fois, I'équation (1) est impossible en nombres
entiers x, y, z premiers a [. [Kummer®.]

Soit v le rang du nombre de Bernoulli B, qui est divisible par /.

<

. l
Si v n’est pas

» on doit avoir, d’aprés le théoréme 11, la congruence

d; log (x + e"y)

s =o0, (mod]),
c’est-a-dire
xy(x—y)
- =0, mod [ ,
@+ (mod )

(") Kusmer, Ueber eine allgemeine Eigenschaft der rationalem E. ntwicklungs-coéfficienten
einer bestimmlen Gatlung analytischen Functionen. (J. de Crelle, t. XLI.) — On pourra se
contenter de voir P. Bacumann : Niedere Zahlentheorie. Zweiter Teil. Erstes Kapitel.



30 TH. GOT. — NOTE VI.

ainsi que les congruences analogues, relatives aux autres combinaisons de z, Yy, 2.
On doit donc avoir x=y et, par suite, x=y=2z; mais comme on doit avoir,
d'aprés le théoréme de Fermat, i

x4+y+z=o0, (modl),

il en résulterait 3 = o, ce qui est impossible, { n’étant pas égal a 3.

. e =
v ne pourrait donc étre égal qu’a

; mais alors on aurait, d’aprés le critérium,

d; log (x + e"y)

o =o0, (mod]),
c'est-a-dire
“xy(x—y) (x*— ony+y’)EO’ (mod 1),
(@ +yy
ou

(x—y) (@ — 102y + ) =0, (mod l),
et par suite aussi
(x—z)(@*— 102z +2°) =0, (mod ).

On ne peut avoir x =y, car alors on aurait z= — ax et la deuxiéme congruence
deviendrait
3.20. =0, (mod],

qui est impossible, { n’étant ni 3 ni 5.
Enfin, on ne peut avoir non plus

' —1oxy + y'=x"—10xz+2*=o0, (modl),
car, avec & 4+ y + z==o0, on en déduirait

11x(x + 2y)=o, (mod]),

ce qui est impossible, car on ne peut avoir © =— 2y, I n’étant ni 3 ni 5, et d’autre
part [ n’est pas non plus égal & 11, qui est régulier comme 3 et 5. C.q.f. d.
§ IV. — Recherches récentes sur U'équation (1) dans le cas ot xyz

n'est pas divisible par 1.

Les recherches récentes relatives a 1'équation (1), dans le cas ot xyz n’est pas
divisible par /. ont presque toutes leur origine soit dans les travaux de Kummer,
soit dans ceux, plus anciens, de Sophie Germain et de Legendre.

Mirimanoft s’est placé au premier point de vue dans son Mémoire : L’équation
indéterminée x' + yl + Y=o el le critérium de Kummer. (J. f. d. r. u. a. Mathematik,
tome CXXVIII). En discutant les congruences (5) il a établi le théoréme suivant :
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Trforkwe IV. — L’équation (1) est impossible en nombres entiers premiers a /,

si les nombres de Bernoulli Bi—s, Bi—s, Bi—, Bis ne sont pas tous divisibles par /.
2 2 2 2
D’autre part, il montre qu'on peut éliminer de la facon suivante les nombres de

Bernoulli des congruences de Kummer : en désignant par ¢,(f), pour i=2,3, ..., l—1,
le polynéme

o ()=t — 2" ¢+ 37— .+ (—D)(—1)
et par ¢, ({) le quolient
to — 7).
9, () = T

t représentant 'un quelconque des rapports des trois nombres «, y, z, ces congruen-

ces équivalent au systeme

l

Pi¥i—
Y
Wieferich (Zum letzten Fermatschen Theorem. J. f. d. Mathematik, tome CXXXVI)

a déduit des congruences de Mirimanoff le critérium suivant :

l

o, (i=2,3, ..., I—2),
0.

TutorkMe V. — Pour que I'équation (1) puisse avoir une solution, x, y, z étant
premiers a 1, il faut que le quotient de Fermat

-1 I

i 9
q(2)= I
soit divisible par {.

De nouvelles démonstrations, plus simples, de ce critérium ont été données par
Frobenius (Silzungsberichte der K. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 2 décembre 1gog, ct
J. f. d. Mathematil:, tome CXXXVII), et par Mirimanoff (Sur le dernier théoréme de
Fermat. J. {. d. Mathematik, tome CXXXIX).

Mirimanoff a montré en outre que :

TréorkMe V1. — Pour que 'équation (1) puisse avoir une solution, z, y, z étant
premiers a /, il faut que le quotient de Fermat

37— 1
) =—--—
9(3) ;
soit divisible par (. (C. R., 24 janvier 1gr10.)
Dans I'ordre d’idées de Legendre, Dickson part du théoréme de Sophie Germain
que nous reproduisons :

Tatorkve VII. — §'il existe un nombre premier impair p tel que la congruence
"+ 9y +2"=o0, (modp),

1

soit impossible en nombres entiers premiers & p et tel de plus que n ne soit pas
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résidu de puissance n'™, module p, I'équation " + y" + z"=o0 n’a pas de solution
en nombres entiers «, y, z premiers & n.

It en déduit par des méthodes nouvelles I'impossibilité de I'équation (1) avec
xzyzzzo0, mod. I, pour tout nombre premier  inférieur & 6857. (Dickson, On the
last theorem of Fermat, février 1908. Messenger of Mathematics, tome XXXVIII, -et
deuxiéme note. mai 1908, Quarterly Journal of. P. a A. Mathematics, tome XL.)

Il. — ETupE DU CAS OU XYz EST DIVISIBLE PAR /.

§ V.

Nous allons, avec Kummer, examiner le cas particulier ot / remplit les trois
conditions suivantes :

1° I divise un seul B, des [ — 3 premiers nombres de Bernoulli et une seule fois:

2° il existe un module pour lequel I'unité

E.= c(se)"_i" L (se—t g)r 2,

ou = désigne l'unité circulaire définie au paragraphe 138 :

=00 —- )
=9 @—1)
n’est pas résidu de [*™® puissance ;
3° B.: n’est pas divisible par 2.
Dans ces conditions, I'équation (1) est impossible, méme avec I'un des nombres
x, y, z divisible par {. [Kummer!.]
Pour arriver a la démonstration, un certain nombre de théorémes préliminaires

sont nécessaires : ils feront I'objet des paragraphes VI, VII, VIII, IX et X. Aupa-
ravant, démontrons d’abord le

TrtoriME VIII. — Les deux premiéres hypotheéses failes entrainent que le second
facteur du nombre des classes n’est pas divisible par /.
Pour cela, nous allons montrer que, dans la premiére hypothése, ce second

Sacteur R e peul étre divisible par [ que si Uunité E, est la [*™ puissance d'une unité.

A e
Reprenons en eftet les notations du paragraphe 139 : si—R—est divisible par /, le

déterminant du systéme (117):
i=p—I

I (t=1,2, ..., p—1),
<t Z \Iltlog|ul’

i={
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’est aussi; d’ou I'existence de p. — 1 nombres N,, non tous divisibles par [, et tels que

_ . , ey N ‘s .
toutes les sommes ZN’M“ le soient : I'unité I I s, . est donc la {*m puissance

t ¢
d’une unité E et on en déduit, comme au paragraphe 139 :

B,N,=o. (modl), (=1, 2, o um)

Or, les B, sont tous z|= o, (mod [), excepté B,; il faut donc que tous les N, soient =o,

1o

excepté N,. On a, par suite, k' désignant une unité :
Ny
El — '4”57 .

Exprimons ¢, avec les unités circulaires selon la formule (109)
g, = TP —eno(se)ni ... (s*2g)n.—2,

1 — s¢

ou I'exposant symbolique F(s) est égal a , de sorte qu'on a les con-

gruences

[ — p—2(i+1)v
n=————, (mod])), (=0, 1, ..., p—2).

1 —r¥

Posant alors

N,=—mr2(1 —r#), (mod /),

on aura pour l'exposant de s'c dans E' :

Non, = mr¥(r—2i+1» — 1),  (mod [), (=0, 1, ..., p—2).

On introduit aisément l'unité s*—!z en tenant compte de ce que la norme est 1, et on
arrive a la formule

E"I: E:",

E" désignant une unité et E, étant e(s)r™>" ... (sa—1g)r 2=,

Enfin, m n’étant pas divisible par /. on peut déterminer deux entiers « et b, tels
que am=1 + bl, de sorte qu'en élavant E" =E" 4 la puissance a*™ et remplacant
am par 1 + bl, on a

E,=E",

E" désignant une unité.
Dans ce cas, 'unité E, est donc résidu de I*™ puissance pour tous les modules.
Si donc nous supposons qu’il existe un module pour lequel 'unité E, n’est pas
résidu de l*me puissance, le second facteur du nombre de classes n’est pas divisible
par (. C. q.f. d.
Fac. de T., 3¢ S., 1II. )



34 TH. GOT. — NOTE VI.

§ V1. — Définition et propriétés des logarithmes pour le module I"+.

Soit /(%) un nombre non divisible par [, cest-a-dire tel que S(1) ne soit pas divi-
sible par /. Posons, pour abréger,

ey O
S(1)
et considérons le développement purement formel
e U os <— I)“‘i i
r—-x + -x — —+ - x + ...,
2 3 i

qui serait égal & log (1 — ), si 'on avait x| <1.

Nous allons montrer que le nombre des termes de ce développement non divi-

sibles par I™* est limité, et nous conviendrons de dire que cet ensemble de termes
est congru pour le module "' au logarithme de ;E‘)) ; nous écrirons
I
f(‘:) L L s
v =r—-2+ ;2 — ..., mod "),

en employant le méme signe log que pour les logarithmes népériens, mais unique-
ment comme notation abrégée. [Kummer'’]. v

x est divisible par 1 — ¢, c’est-d-dire par l'idéal I, et [ est égal A I'™; un terme
quelconque du développement est divisible par une puissance de [, — par 1", si le
rang m de ce terme n’est pas divisible par /, et, si cc rang est m/°, m n’étant pas

mi®

divisible par [, par e ol I'exposant du numérateur est toujours supérieur a celui
du dénominateur; exposant de cette puissance de [ augmente indéfiniment dans les
deux cas avec m. il finira donc par étre supérieur & (n + 1)(I— 1), ce qui montre

qu’a partir d’un certain rang tous les termes sont divisibles par ",

TuforkME IX. — On a, au sens qui vient d’étre défini, la congruence
S® - N/(©) I d”" dg"" log f(e*) pes
o 2 0, d ",
(8) (l I) lob 7f(1)_ j( )l 1 = du Y k() (II]O )

N/f(%) désignant la norme, I'indice o indiquant que I'on fait u=o dans les dérivées
kl"iemes de log f(e*). et X,({) désignant le polyndme

(9) Xk(:) =4 k" 4 pRR ot 4 r—(l—?)l”;r’—”’

ou r est une racine primitive pour le module /. [Kummer '2.]
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Ordonnons, en effet, la différence f(1) — f({) suivant les puissances de 1 — ¢, de
sorte que I'on ait

SO = O =A0 =0+ A0 — D 4 o+ A (1 — O,

les A, étant des entiers rationnels. On en déduit

f(:> C,(I e :)l n+1
(10) log l:f(l) EEW, (mod I"*).

i
. . ’ h ol —
Remplagons { successivement par tous ses conjugués ¢, (™, ..., ", .., i,
puis ajoutons toutes ces égalités multipliées respectivement par r—*+"*; on a

h=1—2

hzzr_gr-hkl" log [f (& )] >‘ V Gor (1 — ) '
h=0

S(1) LSy

,On a, en développant (1 — {™)" et sommant d’abord par rapport 4 A,

h=1—2 h=I—2 s=i s=i

kL (I —& )1 j hkinysrh v $ i! (¢
h=0 h=93 s=0 s=|

En désignant alors par P, la somme

i! il il
P,=(—1) — — ...
== l:t!(i—t)! (t—{—l)l(i—l—l)!+(t+2l)!(i—t——2l)! :I
s=i
et en partageant la somme Z en [ sommes partielles, correspondant respectivement
s=0
ds=o,s8=1,.., s=[0— 1, (mod l), on obtient

—hkl rr\i
3 e R X+ PX) + e+ P X, ()]

Pour transformer cette égalité en congruence relative au module /***, démontrons
d’abord que P, contient toujours autant de facteurs [ que i. Si ¢ n’est pas nul, chaque
terme de P, contient [ autant de fois que i : c’est ce qu’il est aisé de voir, a I'aide du
théoréme suivant, facile & démontrer :

« Si p est un nombre premier et que le nombre A soit représenté dans le systéme
de numération de base p par

A=a+ap+..+ a, .p",
I'exposant de la plus haute puissance de p qui divise A ! est

A—(a+a + .. +aq, )
p—1

».

[Kummer *2.]
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Quant a P, il contient de méme autant de facteurs ! que i, car la somme
P, + P, + ...+ P_, étant la somme des coefficients binémiaux alternativement
changés de signe est égale & (1 — 1)’=o0.

P R e .
Les — peuvent donc étre considérés comme des entiers pour le module ", et
i

I'on a, pour toute valeur de i, en tenant compte des congruences X, (") = s¥"X,({)
et X (1)=o, (mod I"™) :

h=I1—2
>

h=0

p—hk ( [ — Vr")i

E;[ P, kD 4 ([— P ]X,(Q),  (mod "),

Si I'on développe, d’autre part, (1 — €“)’ par la formule du bindme et que I'on

prenne la k["*me dérivée pour u=o, on a

s=i
" (1 — en)i Sl ,
_L._”__): y‘(_l)l .—__Slf[";
dukt o st(i—s)!
s=0

d’oti, en décomposant cette somme comme plus haut et tenant compte de la con-

gruence
(s + mhr" = skt" (mod "),

on déduit la congruence

dit" (1 — ew)i

i = P AR (1 )R (mod 1),

On a, par suite,

h=I1—2

Rkl (g — ,:r")i o dR (1 — euw)i -
D L_ = (@), (wod 1),
h=0
et
h=I1—2 f('/ h) C dh l"( )
N LIPS \ D o (t—et)f X, (% d ").
X g | ey | = Dy S qaw M@ (mod 1)
h=\ i
o o= ,
Or, d’aprés (10), la somme —4_____~ n’est aulre chose que le développement,

(1)’

i

ordonné suivant les puissances de 1 — ¢", de log ff((el ))] c’est-d-dire de log f(e")
— log f(1) ()

(1) log désigne ici le logarithme népérien, car et étant égal & 1 pour u = o, le développement
‘par la série de Mac Laurin est convergent dans le voisinage de u =o.
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On a donc
h=—1—2
' S __ 4" log f(e) v -
(1) L Pk Jog T = T X (), (mod I"TY).
h=0
Donnant alors & & les valeurs 1, 2, ..., [ — 2, faisant la somme, et mettant & part la

valeur h==o0, on obtient, en remarquant que r—?" 4 p—22" + 4 p—(—DU" est
congru & — 1 pour le module "™

SO Nf(DT |, dlog f(ev)
Fond =8 o= T

c’est-a-dire la formule (8) qu’il s’agissait de démontrer.

(1 — 1) log X, (5 + ... (mod I'™),

Cas particvLIER. — Dans le cas particulier de n=o0, on a simplement, comme

t—1

N f($) est congru a 1, ainsi que f(1)", pour le module [ :

d, 1o ey o d; log f{(e"
(12) — log j:(; ——-—iuf( X, + ”f )X()+
d log f(e
+ 8T 9, e,
NS
car on a log ﬂL)(")‘ = o, (mod ), vu le théoréme X qui va étre démontré.
1

AppLicaTioN. — Comme application, nous calculerons le logarithme, pour le
module [, de 'unité fréquemment employvée

B, (=@ s@)y™" ey (@ Ty

expression on () désigne 'unité circalaire (§§ 98 et 138)

e F—1 T —1
;<‘.>_\/C_,.Cﬂ_[.
On a

h=y—1 IL—
.—E (:):I 3 [ vrh)] l:
Z = r—thn ]o =- r—2nlo
E,() %; B L 8

la congruence des deux derniers membres résulte des relations

log

Vrh)] (mod 1):

rete=—rh, et p2itwn==p-2e_ (mod I),

etde ce que (U =< (- = e(gr™).
On a donc, d’aprés la formule (g), ot Ton prend n=o et f({)=¢(¥), la con-

gruence

En(c) — 1 d 2 log E(e ) .
: [E,( =5 @ S, (mod ).
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Pour calculer la dérivée qui figure dans le second membre, partons du dévelop-
pement connu

I T |8

e“—1 u a2 2l 4

3 5
o Bw Bu
! 6!

qui donne, si I'on change u en ru et qu'on retranche le développement ci-dessus du
nouveau multiplié par r :

- T = ——(

— 4.,
et — 1 et —1 2 ) 2! 4!

r 1 L +(r —1Bu (r—1)Bu

et en intégrant :

log [iu::]—(r—— x)uzlogr—é(r—— I)u—i—(r——o—%—-...,

2.2!

la constante d’intégration étant égale a log r. comme on le voit en faisant u=o; on a.
par suite,

Fr— i r*—n1nBuw  (*—r1)Bu'
1 =1 =1 i — 2
08 £(¢") Og<e“——1 e—%u> og I+ 2.2! h.4!
On a, dés lors,
d’" log ¢(e") B
3 0 — N1 ¢ 2N . _[E'
(13) e e — 2
et enfin
® ner B,
, n 1 an _n X [ , d I .
(1) tog | 525 | = (= 16— 1) 22X 0. (mod 1
ReMarQUE. — L'utilité des logarithmes pour le module {*** tient, d'une part,

a ce que, évidemment, ces développements ont la propriété fondamentale qui cor-
respond & celle des logarithmes eux-mémes : le logarithme d'un produit est congru
A la somme des logarithmes des facteurs; — et, d’autre part, au théoréme suivant :

TatoriMe X. — Deux nombres congrus pour le module ", ainsi que les entiers
quon en déduit par la substitution de 1 & ¢, ont aussi leurs logarithmes congrus
pour le méme module. [Kummer 2.]

Démonstration. — Si. en eftet, f({) et 5({) sont ces deux nombres et qu'on pose
_SO=S0) )=
S() #(1)
on aura
log |:f( Il= ——ac +‘—1—x3—.... |
S0 3 .
: (mod ™).

G IR IR SV )
log‘:?(w =y 2y +3y e
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On a, vu les hypotheéses,
r=1y, (mod "),

d’ou évidemment
k

<

k
% . (mod I"*),

=~

T

au moins si k n’est pas divisible par /. Mais cette congruence est vraie méme si k est
un multiple de [, soit ¢/, [* étant la plus haute puissance de [ qui entre dans k : car
en posant v

y=a + "'z,
la formule du bindéme donne

yelt = el 4 cletatt geli—=lz  (mod ["****),

ct, par suite,
A cl?
¥ ol

= l”/Tl-
r =g, (mod )

r o t .
Les deux développements log I:;((&; et log[ '?(( ; étant congrus terme i terme,
I (1) _

le théoréme est démontré.

§ VII. — Expression de Uindice de l'unité E,(7).

Etant donné un idéal premier quelconque p, de degré f, il est possible de déter
miner une racine primitive p (1) de cet idéal, telle que 'on ait

pf—t

p désignant le nombre premier divisible par p. Cette racine étant ainsi déterminée,,
I'indice d’'un nombre quelconque « du corps ¢(¢) est le méme, soit qu'on le prenne
paf rapport & la racine ¢, soit qu'on le définisse comme au paragraphe 113. En
d’autres termes, si I’on pose

8 pl—1

a=¢', (p). g j==a. ),

xr
P
on a toujours

=1, (.

Pour déterminer I'indice de I'unité E,(¢), nous allons d’abord établir les propriétés
fondamentales du nombre

W, (2) = S{—@ti+ind@it)

(') Voir Hilbert, paragraphe g.
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ou l'indice a la signification qu’on vient de rappeler et ot la sommation s’étend &
toutes les valeurs

_ r
h=o,1,2,..,p — 2,

a l'exception de

T
h=-(p —1).
2(1@ 1)

valeur pour laquelle " 4- 1 serait congru & zéro, et pour laquelle I'indice n’aurait pas
de sens. [Kummer *.]

Premiére propriété fondamentale : ¥, ne dépend que des périodes a f lermes. En
effet, on a )

"+ 1)P=¢"+ 1, (mod p) et par suite (mod p):

donc, on a

1]rq (P) = X (—@+Nhp+plnd (" +1) — 3 C—(q+i)/tp+lnd(g"+ WP = B [—(g+1)p+Ind ("P+1) — ‘Fq(C),

car les hp reproduisent les & & I'ordre prés, (mod p’ — 1). Comme p est congru i r¢,
(mod 0), r étant une racine primitive (mod /), puisqu’il appartient & I'exposant f,
W, admet la substitution ({, {*°) et ses puissances, ct ne dépend, par suite, que des
périodes & f termes (*).

Deuxiéme propriété fondamentale. On a
Y (QW,(CH=p", (¢g=Eoet==— 1, mod ).
En effet,
wq(c) \yq (c—*) = XX {—(g+1)(A—k)+Ind (" +1)—Ind (ok+1 :pf_2 + TR g+ h—k)+1nd (9’1+1)Alnd(p"+i)’

" le dernier membre étant obtenu en prenant d’abord h=F, ce qui donne p’ — »

termes égaux a 1, et la somme double s’étendant ensuite & toutes les valeurs inégales
de hetlh.
Posons

>
!
>
X
s)
=
+
-

il

O

Yoo ()

O
+
o

il vient
W (OW, () =p' — 2+ BRI (R K =1, a, ..., p— o, K==k,

ou encore

U (O, (") =p —a— B 4 TRfarw—r,

() ef=10—1.



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. b
h'et k' pouvant alors &tre égaux dans la somme double. En sommant par rapport a &',
on trouve X" =—1, donc

¥, (OW, () =p'—2— S — Byerw,
et, par suite, si ¢ est Zz 0 et =|=— 1 (mod /), on a
AN T —1\ __ f
W, OW, () =p.

Si g=o0 ou =— 1, mod [/, la relation donne ¥ W, ()= 1, comme cela

résultede ¥' =W, ——1, et de ¥.,=",.

Troisiéme propriété fondamentale. Si f est pair, on a
L
¥, (O=p*:
st f est impair, on a
W, (0) = = p"(s9)™ ... (s 'p)"e,

expression ou les exposants m; ont les valeurs suivantes (1) :
m; = Sy—i + Sy—itindg — Sp—i+ind(g+1),
S, désignant la somme

I
S, = 7 (ry+ e+ oo + "nﬂr—.)e)'
La premiere partie de I'énoncé résulte immédiatement de ce que I'on ap? = — 1,
A .
(mod ), et, par suite, ¥ ({7) =W, :pz):llfq(i), et de la relation W ()W ({)=p'.
En vertu de cette méme relation, il est clair aussi, pour f impair, que W, ne peut
contenir que I'idéal premier p et ses conjugués, et il ne reste qu'a déterminer leurs
exposants et I'unité dont le produit est affecté.
Pour cela, nous allons substituer & { une puissance de p qui lui soit congrue
(mod p"). Posons pour abréger

_p—r
—

l

on a successivement
P=pr, (9,
:[)k = r’;llpk , (pk+l),

epnf w
P = b

llpnf, (pllf+4) X

¢

(') Ind désigne l'indice par rapport au module $ et a la racine primitive ¢, ind I'indice par
rapport au module / et & la racine primitive 7.

Fac. de 7., 3¢ S., 1II. 6
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Evaluons maintenant \}“q(:"i); en posant ¢ + 1 =+ (mod [), prenant
Ind (p%"" + 1) au lieu de Ind (¢* + 1), on a

.
\lfq ’;r*‘) = N{—hrejtr_;lnd e"+1)
d’ou la congruence
W, () = g (g s, (Y,
h prenant cette fois dans la somme toutes les valeurs o, 1, ..., ¢' — 2, la valeur

14 14 I . .
exclue précédemment A=~ (p’ — 1) donnant ici un terme =o.
2

Si I'on développe par la formule du bindme, et qu'on effectue la sommation par

rapport & h, il ne reste que les termes ol l'exposant de p est un multiple de
p"— 1 =11'; soient sllI' ces exposants, on a

— (p'—1). (Ip"'r_)! :
i :,. i =73 i , nf+1 ,
S =2 Ty — s @)

ou, en posant
nf
(p"—m
ST T

et remplagant (" par ¢ : .

- (p'— 1) (Up"r_)!
\Fq(\n) =3 lr nf., o ”r 1 —r ! lr nf ll/ 1
U i = W) [(r_,— relp" + Ul2]!

pour le module (s'p)".

La somme doit étre étendue & toutes les valeurs de z qui ne rendent négatifs
aucun des deux facteurs du dénominateur. Comme c’est un entier rationnel, tout
revient, pour trouver I'exposant de s'p dans W ({), & trouver quelle est la plus haute
puissance de p qui divise la somme X.

En s’appuyant sur le théoréme relatif aux factorielles énoncé dans le paragraphe V,
on trouve aisément, en supposant r—;—r,_;>>o0, que c’est le terme ol z=o0 qui
contient p avec le plus petit exposant, et nous avons & calculer le nombre de fac-
teurs p contenus dans

( (Lp"r_)!
W) L — )i

Pour cela, cherchons d’une maniére générale le nomhre de facteurs p contenus
dans (I'p"'r)! Soit
o f—1
Ir,=a+ap+..4+a_p,

les a étant inférieurs & p et non négati?‘s : le nombre des facteurs p de la factorielle
sera. d’apres le théoréme rappelé ci-dessus :
ol
lp"'r, —(w+a, + ... —%—af_,).
p—1
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Multiplions /'r, par [ et remplagons {I' par p’ — 1, nous avons
pr,=r,+la+lap+..+la,_p~*.
d’o, le second membre devant &tre divisible par p’ :

r, +la =ap,
a +la, =a,p,

@, , + lafﬂ:ar_lp,

me

les 2 étant positifs et inférieurs a I; et comme on a p=r"*, (mod [), m premier a f,

puisque p appartient a I'exposant f, on a les congruences

r=art, ao =", L, a =1, ", (modl),

d’ou
h—me

o =t e, =", L, e =0 (mod {);

et comme tous les « sont restes positifs, mod /, on a
o = rh_m, ®, = rh_we. ey ozfAi = l“h‘
Puis, en ajoutant membre 4 membre les égalités r, + la = ap, etc., on a :
llat+a,+...+a_ )=pP—1)T et Thogme+ - +T0)-

D’ailleurs, le dernier facteur du second membre est égal, & l'ordre des termes
pres, a

ry+ry..+.--+ T (f—1)er
parce que m est premier a f. Désignons par [S, cette somme, qui est en effet divisible
par [('); on aura pour le nombre de facteurs p de la factorielle :

l’pnf"h . S

p—1 "
Posant pour abréger r_; — r._; =32, entier positif et inférieur a /, on aura pour le
nombre de facteurs p de N, c’est-a-dire pour I'exposant m, :

m=3S,_,+ 8 —5S_,.

x—i
Et pour obtenir I'expression de I'énoncé, il suffit de remarquer que 'on a
Sipp=J— S

et que de 'expression de S résulte la congruence

ri—ppri==rt— (g + l)r_i = — qr—i = pipipindq

d’ou I'on déduit &= r,—itindq-

(1) Excepté pour f=1, cas déa traité paragraphe I.
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Il reste, pour achever la démonstration, & lever la restriction relative au signe
der_,—r,_,.Or.der ,=1-—r, on déduit

P — T = — Py — i),

de sorte que si i ne vérifie pas la condition r—; — r.—i>>0, u.— i la vérifie. D’autre
part, si Pon faitle produit W ()W ({7, qui est égal & p’, il en résulte m, +m, ,=f.
On a donc m;=f— m;,,, et comme on a aussi 8, =f-— S,,.,, on retombe sur la
méme expression de m; que dans la premiére hypothése. ‘

Enfin Vunité E(%), qui affecte le produit des idéaux premiers, est égale & =4-1,
car, d'une part, elle ne doit dépendre que des périodes & f termes (f>>1), et, d’autre
part, on doit avoir E()E({™") =1 & cause de I'égalité W ()W ({7 ==p; ceci exige

E() == ¢,. et k doit étre nul d’aprés la premiére condition.

RemarQue. — La démonstration précédente s’applique encore aux idéaux du
premier degré. Si l'on fait, en effet, f=1,

T
a A N p . N o
IS, se réduit a r,, et m; a 7 (ri—i + Pacitindg — Theipindigen) s

expression prenant la valeur 1 ou la valeur o, suivant que s'p figure dans W (0) avec
Pexposant 1 ou l'exposant o; — c’est le résultat du théoréme 1.

- . M - (A OV

Cette remarque permet de donner une expression unique pour ¥ (%), que f soit

égal ou supérieur a 1; on a

h=1—2

w0 == [] "o

k=0

I'exposant m, ¢gal & o ou 1 étant donné par la formule
1
my=— 7 (’1(;vk + Pa—ktindg — ";L—k+ind(q+i)~
La formule s’applique aussi pour f pair; elle est donc générale.

Inpice pE E (7). — L'identité des propriétés de W (5) (1), quel que soit I'exposant
auquel appartient le nombre p correspondant, va nous permettre de trouver, par un

calcul unique, s’appliquant a tous les cas, une expression de l'indice de E ({) 4 I'aide
de ce nombre.

Cette expression est la suivante :

r;m 3 1 dolw—en log qmq(eu)
9 : i + ql-zu _ (q + l>I~2n dul—zn ’

(15) Ind E, () = (mod 1)

[Kummer '2.]

-
(') Nous avons utilisé dans le paragraphe 1 et le paragraphe actuel deux formes différentes
de Wy(0), mais on passe aisément de 'une a Pautre. (Voir Weber, Alg. sup.)
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Pour la d:montrer, calculons d’abord la dérivée, en partant du développement
Wq(e") — Y eul—(g+1)h+Ind (e"+1)]

On a, en posant pour abréger,
I

m:l‘—zn-—l. U:W,
n (d‘lf'q(e“); U)
d" log W (e") du
dul—mt - dum
d’oti. par la formule de Leibnitz :
d{—:n log qj-q(gu) :d,"'fl ‘Fq . U + ﬂ dm ll’mq . g_{i
du'™" du™t 1 du™  du
Comme
. N —1\ _ f
lIJq(c)lqu(c ) —p ’
on a

. 2 - — f
W (e () =p + VW,
ou W désigne un polynéme en e* a coefficients entiers et ol
V=1+4e"4e*+ .. F el

(parce que la différence W ()W (x7") — W ()W, ({™), admettant la racine ¢, admet
toutes les racines de 1 4+ 4 ... + x'™).
On a donc
W () =U(p + VW),

dw (e d'U , , . 1 d7U dVW
- S (pfL VY -
du du’ P+ VW) + t du™ du

Pour u=o, V et ses [ — 2 premiéres dérivées s’annulent, mod /, et comme on a
p’ =1, pour ce méme module, on déduit du développement précédent

doi upq (e-u) doi U

T = du (mod 1),
pouri=o, 1, 2, ..., [ — 2.
On peut encore écrire
d'u AW (e _
= (— 1) 22—+ = (—1)'D, .
== (D, (mod )
Donc, on a
d, " log W (e") m m(m — 1)
_du’Tﬁ:D”‘“D"_TD”‘D‘+T'D’"“D’_"" (mod ?).
Mais

D, = S[— (g + 0k +Ind (" + D]

f—
(h =0,1, ..,, pf—2, excepté i 3 1) .




46 _ TH. GOT. — NOTE VI.

Désignons le crochet par C,, nous aurons

dl—snl I u n m
d:_Ld_‘l;t‘{Tf&Egg(ch+fcg _Moengl ), (mod D),
I

1 1 . Cab X
les valeurs h=—(p' — 1), k=~ (p’ — 1) étant exclues de la sommation, c’est-d-dire
2 2

d= X2C,(C, — C)"
=XX[—(¢+ 1)h+Ind (p" + 1)][—(g+1)(h—k)+Ind (p" + 1) — Ind (¢* 4+ 1]™.

Comme tous les termes sont congrus & zéro pour h =1, employons la transformation
déja utilisée

nous avons

I3 [— (g + I) Ind (" — 1) 4 Ind (¢¥ — 1) + ¢ Ind & —e"1(g+ 1)k —Ar", (mod I).

WK =1,2 .., pf—1, W == k).

Evaluons séparément les trois sommes correspondant aux termes du premier
crochet, en sommant d’abord par rapport & k'; pour plus de facilité, on ajoute dans
la somme double les termes ot A'=1¥', en les retranchant d’autre part. La premiére
somme, comme p’ — 1 est =o, (mod I), que Tk" est =o pour i=r1, 2, ..., l—a,
et quel'on a

E [(q + I)IC' - hl]l—en—i = (pf_ 2)hrl—2u—4 = hll—en-i ,
k! .
devient

(q _+_ I) (I + ql—zu—l) Eh/l—zn—l IIld (9;;'_ I) .

On trouve de méme pour la seconde :
. [qlvﬂll—l + (q _+_ I)I—_mz—a] }:hrl—zn—g Ind (ph' . I) .

Pour évaluer la troisi¢me, ajoutons et retranchons les termes relatifs & 4'— o et
ak'=o:
—qr + (g + )] 2R Ind (" —1);
le reste de la somme

gSX[Ind (% — 1) + K] (rk' — h'y—*"— (boyio i)

K =0,1,2, .., pf[—2
est congru a zéro.

On a donc en réunissant les trois sommes

d" log W, (e") _

= [0 ¢7" — (g + )™ A Ind (X — 1), (mod ).
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Dans la somme, tous les termes pour lesquels A’ est = o, mod /, disparaissent,
et si on pose h' =i + lk (:; f 2'_,1_,) on a
=3/ ind (0" —1).
Mais on a évidemment toujours la congruence
GF— 1) — 1) —1) .. Y — 1) =1—p", (mod ),
et, par suite,
2 Ind (o —1)=1Ind (1 — ¢")=1Ind (1 — '), (mod [).

Donc, on a
E=3i""""Ind (1 —¢), (modl).

En remplagant i par ir, ce qui ne change pas £, multipliant par r*" et retranchant

I'égalité primitive de la nouvelle, on obtient

I__yri
S o l—2n— )
r"—nr=si— ’Ind( i).

1 —

Si I’'on change enfin i en r*, on a
h
an N v —2nh 1= o — v
(r""— 1=z Ind { ———= )=2Ind E,(0),

I—¢

puisque
—2a—1)n

E,(D ==t o oY

et que l'on a

I — C,JH—{ rh(1—r)
:(:7"') = e
(S Tt

Par conséquent, on a pour expression de I'indice de E, ({), (mod ). :

rt— 1 d"" log W (e*)
Ind E, (%) = . L= ~, dl). C.q.f.d.
n N( ) 2 1 + ql~2ll . (q + I)l—ill du[;:n (mo ) q
RemarQuE. — L’indice est = o pour toute unité E, telle que  — 2n ne soit pas

divisible par f.

En effet, d’aprés la premiére propriété fondamentale de ¥, on a

W, () = ¥, (L),
et, par suite,
¥, (ev) =W (ev) + V.W.
et
d, " log W (") _ d, "™ log W, (en®) d, ™" log W,(e")

r (l—2n)e o
d ul—!n d ul—gn - _—d—F—nn— i

(mod !).

Si donc I'on n’a pas
pli—znie 1=o, (mod D),
l—2n U
d, "log W (e")

qu soit =o,

c’est-a-dire si /— an n’est pas divisible par /, il faut que

c’est-a-dire que Ind E, ({) =o.
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§ VIII. — Etude des idéaux dont la I'*™ puissance est un ideal principal.

Le résultat final de cette étude est le

Tutorime XI. — Moyennant les hypothéses du paragraphe V, la condition néces-
saire et suffisante pour qu'un idéal i, dont la ™ puissance est idéal principal, soit
lui-méme principal, est que 'on ait

d—2 log i'(e")
du—2

(16)

[Kummer . ]

=o0, (mod]/).

La démonstration nécessite quelques développements, qui font Uobjet des deux
lemmes suivants :

Lemue III. — Si le nombre de classes & est divisible une seule fois par [ et qu'un
idéal i appartienne & I'exposant I, c’est-d-dire si i’ est la premiére puissance de i qui

soit un idéal principal, les idéaux 1, i, ©*, ..., i représentent (toutes les classes
d’idéaux appartenant 4 Uexposant /.
Ces [ classes sont évidemment distinctes, puisque i appartient & I'exposant [; §’il

existait un autre idéal i’ appartenant & I'exposant [ et non équivalent a 'un dezs pré-

s ms

cédents, les produits i"i" représenteraient pour m et m' égaux d o, 1, 2, ..., [—1,
I classes d'idéaux non équivalentes; ensuite [" désignant un idéal non équivalent &
I'un des idéaux représentés par i"i™, les idéaux i"i{"i"™ seraient tous non équi-
valents pour m et m' égaux a o. 1, ..., [—1. et m"égal Ao, 1, ..., A" — 1, en dési-

gnant par i""

som eI

la premiére puissance de i qui soit équivalente & {"{"™'. En continuant
P p

ainsi on arrive & épuiser le nombre & de toutes les classes, et U'on aurait A=0h"hA" ...,
ce qui eslt impossible si & n’est divisible par { quune fois.

Lesue IV. — Si les deux premiéres hypothéses du paragraphe V sont vérifiées,
I'indice de I'unité E,, par rapport & un module premier p, est
_ (e — 0Bl — iz log pi(e)

(7) Ind E, = 7 . . ., (mod ).

[Kummer *.]
En effet, on a démontré la formule générale (15)

[ I d/ " log W (")
9 * I + ql-—zu__ (q+ I)l;m N du[—gn, b4

Ind E, = (mod 1),
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-
oulon a
k=1—2

v, ==+ [] o™,

k=0
les exposants m, étant donnés par la formule

1
my = (Pa—k + Fu—ktindg — Tu—rk+ind (g+1)) -

En élevant & la puissance h,/ = h, de maniére & n’avoir que des idéaux principaux,

on a
k=(—2
qvq(:)h,l —_ i H (Sk p)h]mk.
k=0
On en déduit
k=I1—2
do(l—zn)l lOg ur (eu) N do(l—zn)l IOg Sk”h(eu)
h, 1 L= M m, qw > (mod B,
k=0

car si deux nombres « et 8 sont égaux, ou méme simplement congrus, mod *, on
a pour toute valeur de ¢ non divisible par / — 1

dolli ” (e”) . do”iﬁ (eu)

dut® —  dut (mod 1.

On a donc, vu I'expression donnée plus haut de Ind E,,
9

m, r'="% (mod P),

k=l—
an (1—an)l he ot
hiInd E, = el S i ¢ XCOY D
a4+ ¢ — (g + 1) dut—"

k=0
en remarquant que s‘p*(e") = p"(e*"), et qu’on peut remplacer la dérivée (I — an)iéme
par la (I — an) ™ qui lui est congrue, mod .

Désignant pour abréger par K la somme X, et remplacant m, par sa valeur, on a

k=Il—2

K= ¥ r™[r, k + Iy itindg — Fa—kpind@n].  (mod 7).
k=0

Remplagons maintenant r—2nt par r(—2m2k qui lui est congru pour le module £,
nous aurons

k=1—2 k=1—2 k=1—2
. \ !
K = E rF_k,«(l—ﬂn)l’k + Z Fy—k+indg rit—2n)lk __ Z rg—k+ind(q+i)r(l_2n)l’k, (mod lu)
=] k=0 k=0

Fac. de 7., 3¢ S., III. 7
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11 suffit d’évaluer la seconde somme, dont les deux autres se déduisent par le
changement de ¢ en 1 ou en g 4 1. Posons

";A~k+indq - is

i prendra toutes les valeurs 1, 2, ..., I — 1 quand k prendra les valeurs o, 1, ..., | —2;:

puis, de

rp—ktindg = ou rk=-— 2, (mod 1),
l
on tire
. q—2mr
1—2n) Pk — s
rl n)lk:—m, (modl),
ou encore

PU=2mik = _ gU—m j2n—0F (mod F),
parce que 'on a =" =1, (mod I').
La seconde somme est donc congrue &

i={—1

— gu—me Z {@en—=ne+t . (mod P).

i=l{

et Uon a
i=l—1
IK = — [1 + ¢0—20F — (g 4 1)0—202) z ien—DE+ (mod P).
=1
Or, on a
—1
j NE) 2 13
B ittt =(— 0)nH Beaoyege. 1, (mod P).
2
i=1

En posant, pour abréger,
Q — 1 + qIAgn . (q + l)l—gn‘ Q/ — 1 + q“*ﬂll)[ _ (q + I)(l—an)l’

et revenant au module Z, en divisant par /, on a donc, pour I'expression de l'indice :

P2l ’ (1—an)l 1 hrou
hil lnd E”(t:) = (—" l)n (”—"-I)_Q . B(ani)lﬁ+1 . d" 08 i (6 )

Q ) ——m‘(l‘_g_h)[——', (mod F)

En utilisant la congruence

B Bm—{—slp

2= (— 1) ar),
2 (— 1) (mod &)

(démontrée dans le Mémoire de Kummer, cité en note au § I1), on a, si 'on y fait
_(en—1l+1

2

m =nl—yp et s=oan—1:

(— 0)*Bui—y

Tl — ) (mod P).

Ben—yere1 =
2
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Si I'on fait enfin n ="y, B,i—, est divisible par {, car B, I'est: on peut alors diviser
par lles'deux membres de la congruence qui donne l'indice, et comme on a Q'=Q,
(mod 1), et aussi

-2t log pi(er) _ di~* log p'(e")

dull—2t - dul—2 » (mod d),

on a finalement
(— 1)t — DB, di— log pi(ev)
ah,l ’ dul—2 ’

Ind E, ()= (mod 1).

C.q.f. d

DerFmiTion. — La formule précédente s’applique encore dans le cas d'un module

composé, moyennant une généralisation de la notion d’indice, analogue & celle que

Jacobi a donnée du symbole de Legendre. D’apres la définition du symbole §i€

(voir § 113), on a

Z;Inda: S_.l_ .

P

On définira le symbole , dans le cas d’un idéal i composé, par la relation

o

xr

(o
3
p. q. t. etc., étant les idéaux premiers distincts ou non dont le produit est égal a i :
I'indice par rapport a i est la somme des indices pour p, g, t, etc. Le logarithme
d’un produit de facteurs étant égal & la somme des logarithmes des facteurs, et 'in-
dice ayant la méme propri¢té, on voit que I'on a encore dans le cas d’'un module i
composé :
(= orte(r® — )Bu—, di7* log i*(e¥)
2h,l ' dut—2 ’

»

Ind E, Q) = (mod ).

ReEMARQUE I. — 11 résulte de 14 que si I'idéal i est principal ou s’il appartient & un
exposant non divisible par {, I'indice de E,({), par rapport & ce module, est divisible
par [, c’est-d-dire que

=1,

(B0

i

car I'exposant a, auquel appartient i, étant un diviseur de h=~7 [, et n’étant pas
divisible par ¢, doit diviser &, ; soit b, =ah,, on aura i"* = (i")"', et, par suite,

. log i"(e") = hl log i*(e"),
d’ou
dt=—2 log i*(e¥)

Jun— =o° et IndE@)=o, (mod]).
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Remarque II. — 1l résulte de 13 que E,() a méme indice par rapport & deux
idéaux équivalents a et b.

Car dans ce cas il existe un idéal ¢, tel que ac el be¢ soient tous deux principaux,
et alors

B _(E)
ac ( ? ¢
ou en supprimant le facteur commun n :
K =15

Passons maintenant & la démonsiration du théoréme XI.
Par hypothése, il existe un module a pour lequel E,(¢) n’est pas reste de [*™ puis-
sance et, par conséquent, i = Ind E, (%) est == 0, mod [/, ou encore

(E,.©)

‘

[ a )

Il résulte alors de la remarque I précédente que a appartient & un exposant divi-

i
-

sible par [, soit a/, et a n’est pas divisible par [, car autrement le nombre des
classes serait divisible par /. Ensuite b — a® appartient & ’exposant /, et I'on a

E'(C)) ai 3EV(Z) ___ vaim
o= =

={
‘Si maintenant i est un idéal dont la [*"* puissance est idéal principal, il est

(d’aprés le lemme 1V) équivalent & 'un b™ des idéaux

1,6, 0% ..., b0
On a donc

g E'(:)) — }E'(:>Z — tamz
ey
ou

Ind E({) = aim, (mod]l),

I'indice se rapportant au module i. Comme ai n’est pas divisible par [, I'indice est
ou n'est pas divisible par [, en méme temps que m, c'est-d-dire & cause de I'équi-
valence
i ~ b”l’

suivant que i est ou n’est pas principal.

Mais puisqu’on suppose que i’ est principal, I'expression de Vindice de E,(2)
devient (aprés suppression du facteur &, dans les deux termes de la fraction)
('__ ‘)v—HL (lmi‘v o |)B~IIA;,. dg—ﬂv log il (6")

2l ' du'—2

Ind E,({) = . (mod /),
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et si I'on observe que le premier facteur du second membre est indépendant de i et
qu’il n’est certainement pas divisible par I, car autrement E,({) serait reste de puis-

sance /™ pour le module i, contrairement a ’hypothése, on voit que l'indice de

o —2 lOg' il(eu)

N ‘e e . A o . \
IS, est ou n’est pas divisible par [, en méme temps que p AT , ce qui acheve

la démonstration du théoréme.

Conrorratre. — Dauns le cas d'un idéal i du corps ¢( 4+ £7'), ona i'(5) =i'({™), et,
par suite, toules les dérivées d’ordre impair du logarithme sont congrues a zéro
pour u = o, en particulier la (I — av)¥®me .

Donc, tout idéal du corps ¢({+ "), dont la I¥™® puissance est un idéal principal,
est lui-méme idéal principal.

s IX. — Condition moyennant laguelle un nombre du corps c(¢ + ), multiplié par
une unité convenable, est congru, mod l, & un entier rationnel.

by

Tutorewe XII. — Si [ ne divise qu’'un seul B, des premiers nombres de

Bernoulli et qu'une seule fois, tout nombre F({) du corps ¢({ + ™), qui vérifie la
congruence
d¥log F(e")

e =o0, (mod]).

peut, aprés multiplication par une unité convenable, devenir congru, mod /, & un
entier rationnel. [Kummer.]
On a, en effet, dans ce cas, en appliquant la formule (12) :

e [EQ] _ d2log Fee
*lF(Ol~ ~ dw

d'—3 log F(e")
du'=?

X@+ ..+ X (9, (modd).
les dérivées d’ordres impairs disparaissant a cause de F(e*) = F(e™™).

Employons maintenant les unités E (), pour lesquelles on a, d’aprés la for-
mule (14) :

E (Zy B
log I:E:((:;] =(—1)""* (,.2" —1) -A—;'l XM(C), (mod I).

Déterminons les entiers N, pour n=1, 2, ..., o.-— 1, a l'exception de n==v par
les congruences

gy By g log Fleh)
(— )" — 0=, (mod D),
nous aurons
R drlog F(et)
N log n =0 U5 . ]
» 108 LEM(I) du" le(c>, (mod l)’
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et, pour n=y, on a, quel que soit N,, puisque B, est supposé divisible par  :

N, log E (“;] =o0, (modl).

Par suite, si 'on suppose

% ]og F(e*
LET@) =o, (mod]),
on a
F( *)] E.© E,© 1€ )
—log| = =N,1 e Nyl = .
dks B | 108 £ | o etoe g | oo
c'est-a-dire en posant
E=EME: g ¢
FOOE®
[F(I)E(I) =o, (mod ),
ou
FROEQ=VFO)E(Q), (mod]l). C.q.f d.
§ X. — Propriélé des unités congrues, mod I*. & un enlier rationnel.
Tutorkme XIII. — Si [ satisfait aux trois conditions suivantes :

1° il divise un seul B, des i

premiers nombres de Bernoulli,

2° il ne divise pas le second facteur du nombre de classes,
3> B. n’est pas divisible par F*,

2w

toute unité du corps c(el ) congrue, mod I, & un entier rationnel, est la [ puis-
sance d'une unité du corps. [Kummer '.] (Théoréme correspondant au théoréme 156

pour les corps réguliers.)

Démonstration. — Soit

_ «s Ny N N1
EQ=®0y"7," - vk
I'expression d’une unité quelconque E({) a I'aide d’un systéme de p. — 1 =
2
unités fondamentales v,, ..., y,_,. et soit
(L) = ety -‘/:’f’ﬂl.u*‘, (k=012 ., 102,

celle des unités circulaires.
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On en déduit pour E(Y), en éliminant les vy, — ce qui est aisé en prenant les loga-
rithmes, — l'expression

mp—2

m, m,
4 3 v wa i a 2
EQ=x" (" ..c¢™)
ot nous supposons que ¢ représente le plus petit dénominateur commun des fractions
en exposant. Ce dénominateur ¢ n’est pas divisible par {, car c’est un diviseur du

. . , . A , .
déterminant des ny ;, et ce dernier est égal au quotient R des déterminants des sys-

témes de logarithmes des unités circulaires et des unités fondamentales, c’est-a-dire
(théoréme 142) au second facteur du nombre de classes, facteur non divisible par [,
d’apreés I'’hypothése.

Supposons E(¢) congrue, mod F, a4 un entier rationnel a. Il en résulte d’abord
s=o, car de E({)=a, mod P, résulte E({™")=E({). mod P, ce qui exige, comme
les unités circulaires sont réelles, {'={¢"", mod P, et, par suite, s—o.

Ensuite, comme E(1) est congru a a, et, par suite, & E(¢), mod Z, on a, en pre-
nant les logarithmes, mod /* (voir § VI) :

E
log [E(( ; =o0, (mod ),

ce qui donne, en développant d’aprés la seconde expression de E({) et supprimant le

diviseur ¢, non divisible par / : !

m, 1ogL ] + m [ZEQIT)):I + ...+ m,_;log [%%f)i):l =o, (mod ).

) vrk

Appliquons a ¢

) la formule (8), paragraphe VI, en remarquant que toutes les
dérivées d’ordre impair sont nulles pour u=— o, parce que ces unités sont réelles, et

tenant compte de ce que la norme est égale & un; nous avons

n=p—>_
r" d anl l o ¢ U
(I—1) log[ « )jl_“—loge( 0™+ \‘ m“o_(;z;mfe_).xm(;), (mod ).
n=1
Multiplions par m, et faisons la somme pour k=o, 1, 2, ..., p.— 2, en posant
pour abréger
—a2
M" — Z ’n rzllkl
h=0
nous aurons
. e d; " log (")
— M, loge()™ + N \1 S — X, (O =0, (mod ).

n=1
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On trouve aisément ¢(1)==r. et si Pon suppose, ce qui est possible, r choisi de ‘
maniére que ' soit congru & 1, mod %, on aura log :(1V"" =o, (mod ). En expri-
mant ensuite que les coefficients de ¢, ¢", etc., sont tous divisibles par 7, on a un sys-

téme de {— 1 congruences linéaires et homogénes indépendantes par rapport aux

1 —3 d ™ log ¢(e*)
duits M -2 3" 7
. produits M, T

po— 1= , ce qui entraine, pour n=1, 2, ..., u—1:
doznl IOg 3(6“)

Mn du!ﬂl

=o0, (mod?®).

Mais on a, d’aprés la formule (13),

dOMI lOg E(Bu) i1 g 2nl Blll
el S AN e
dogu log e(eu) . 1 g o2n n
T ST o4
D’ailleurs, on a toujours
P u k] u i
d,"log ®(e") _ d," log ®(e ), (mod 1),

du® - duf

Nl
comme on le voit en comparant les développements de log l:q)—él;], mod I, el
1
mod / (les X ({) étant congrus dans les deux développements, d’aprés le théoréme de
- dznll o u
Fermat). Donc =~ 02”, @)
’ du

actuel, c’est seulement pour n

ne peut étre divisible par ! que si B, U'est; dans le cas

v. On a, par suite, M,=o0, (mod ), sauf pour

Bv! N . )
n=—y; si on suppose —lz|5 o, (mod F), c'est-a-dire B.; == 0. (mod ), on aura néces-
v

sairement M,=o, (mod /). Posons alors M.,=ubl, M,=u.¢, (mod /*), nous aurons.

—ankl

en multipliant M, par r et ajoutant pour n=o, 1, ..., u.—1:

pm, = uc + pblr—2% . (mod F).

m,=c¢+ blr—2kl Skl?'. =01, .., u—2)

En portant ces valeurs dans I'expression de E({), tenant comple de ce que la
norme de (%) est 1 et que. { étant premier & /, on peut déterminer deux entiers ¢

et e tels que td =1 + le, on trouve aisément

RO
E<“)_[E(:)“ '

expression ou E, est une autre unité, ce qui démontre le théoreme.
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§ XI. — Théoréme sur U'impossibilité de U'équation (1), dans le cas de x, y ou z divisible
par l, lorsque l vérifie les trois conditions du paragraphe V.

Tatoreme XIV. — Si [ satisfait aux trois conditions suivantes :

1° il divise un seul B, des premiers nombres de Bernoulli, et une seule
fois,
2" il existe un module pour lequel E, n’est pas reste de /™ puissance,

3° B, n’est pas divisible par &,

I'équation (1) est impossible en nombres entiers x, y, z premiers entre cux deux a
deux, I'un d’entre eux étant divisible par une puissance quelconque de /. [Kummer?.]

Soit z celui des trois nombres qui est divisible par /, et soit I* la plus haute puis-
sance de ! qu’il contient, de sorte que z=1z,. Considérons. au lieu de I'équation (1),

I'équation plus générale

(1) U+ V=E@—({—¢)™W,

U, V, W désignant des entiers premiers & [ du corps ¢({ + {*), E une unité quel-
] —

conque du corps; 2 — { — {7, c’est-a-dire (1 — {)(1 — {7*), est I'un des ! facteurs

égaux réels de ! dans le corps ¢({ + {™'); enfin m est supposé plus grand que un.
L'équation (1) n’en est qu'un cas particulier, correspondant a

l— "
U=z, V=y, W=—z, m:k( I), E= —

’ ’ (a—t— ()"

Nous allons déduire de I'équation (1) une série d’équations de méme forme :
1 [ i\ milyx7 L
U +V/=E(—{—-H"W/,
dans laquelle W, contiendra moins de facteurs idéaux premiers que W,._,. Ceci
conduit & une contradiction qui entraine I'impossibilité de I’équation (1)'; car W ne
contenant qu'un nombre limité de facteurs premiers, on sera forcément arrété dans
la série des transformations précédentes.
Ecrivons I'équation (1)’

U+ VYU +LV) . (U4 0 V) =E(2 — g — g™ W',

.

Le plus grand commun diviseur des facteurs du premier membre est 1 — ¢, et ce
facteur 1 —  ne peut diviser plusieurs fois que le seul facteur U + V, car si U + v
était divisible par (1 —¢), il en serait de méme, comme on le voit en changeant

Fac. de T., 3¢ S., III. 8
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Jen ™, de U+ {7V, et, par suite, de ({"—{7")V, ce qui est impossible, si 7 n’est

pas nul, V étant premier & /. On a donc, le nombre total des facteurs 1 — ¢
étant aml,

(A) U4+ V= u—Y) [1-[’ (‘r:‘l. 2, ..., 1),
1—1
(B) U+ V =:(a—s— )™ 7y,

les ¢, et ¢ étant des unités(l), les I des idéaux du corps c¢(¢) et J un idéal du
corps ¢(¢ 4+ ¢ "), car il ne change pas par la substitution (¢, {™), vu I'équation (B).
Ces idéaux 1, et J sont des idéaux principau.

Car on a, en éliminant U :
1—1

(a—f—H™ 2

; — - ] ~ !
A R 3

Vet ¢ I sont donc congrus mod I, et il en est alors de méme de leurs dérivées loga-
rithmiques (voir § 131, note) :

d/—2log V(ev) __di—*log< (ev) di—*log I, (ev)!
dul—2 - dul—2 dul—? ’

(mod 1);

mais comme V(e") =V(e™) et que | — 2v est impair, on a

d’=2 log V(ev)

dul—2

ll

o. (mod ),

et de méme, parce que l'on a () =" ("), d’aprés une propriété générale des
unités (théoréme 48) :
2, -
di—>log =, (et)

dul—2v

Il

o, (mod l);

par conséquent on a aussi

di—2log 1 (e")'
dul—2

l

o, (mod/),

et il en résulte (théoréme X1) que I est un idéal principal.

D’ailleurs, J esl aussi principal d’aprés le corollaire du méme théoréme.

Le produit de 1 ()1 ({7") par une unité convenable est congru, mod I, & un entier
rationnel. '

En effet, en observant que V, = et J ne changent pas par la substitution (¢, {™),
on a

v —1 —1 5(2 _— : —_ Tii)mi—#(l + :r)J[
(@O — £ (THL(ECY = i e |

(') Dans ce paragraphe, ¢ désigne une unité quelconque et non I'unité circulaire.
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d’ot, comme I,(¢)' est congru, mod /, & un entier rationnel, et par suite & I (),

la congruence
(=<, (modl),

ce qui exige, vu la propriété générale des unités (s(’;) S Cts(C_‘)) ,
() =¢.().
En divisant alors par ¢ (¢) et remplacant 2 — ¢ — ™ par —{'(1 — £)%, on a
© L) — L) =<1 — ey,

ou ¢' désigne une unité.
I, ne figure dans toutes nos équations qu’a la puissance [“™; on peut donc le sup-

1

poser semi-primaire, c’est-a-dire congru, mod (1 — {)*, & un entier rationnel, en le
multipliant au besoin par une puissance convenable de ¢ (§ 115). En décomposant
alors le premier membre de (C) en ses [ facteurs linéaires de la forme I () — {1 (£7),
on voit, comme plus haut, qu’ils ont pour plus grand commun diviseur 1 — ¢, et
que le seul facteur I (¢) —1I (™) est divisible plusieurs fois par 1 — (un facteur
1,(0) — ¢'1(£™") ne peut I'étre si ¢ n’est pas nul, puisque 1,(¢) congru, mod (1 — ¢)*, 4
une entier rationnel, est congru & IT(&_‘)). On adonc, les I, et J' étant des idéaux :
LO—ULEY) =" — ). 1@, =1%o,
LO—LEY) =LQ0 - 1),
En résolvant par rapport a 1 () et I (™), on en tire les congruences
LO = OUQ,
LE) =" (HLE
d’ol, comme m est > 1,
LOLE)=¢<"®©-¢")-[/©- LM, (mod ),

I/(©).1,/({), idéal du corps ¢(; + ¢7'), dont la lme puissance est un idéal principal,

(mod (I _ C)(zm—a)l)’

est lui-méme principal (corollaire du théoréme XI); de sorte, qu’en tenant compte de
la congruence ci-dessus, on a

dirlog [1,(e).1,(e=)]__ d3rlog [¢"(e).2," (e=%)]
du? _ du? ’

(mod /),

c’est-a-dire, vu la propriété générale des unités,

d2 log [1,(e").1,(e™)]
du*

=o0, (mod]l),

ce qui prouve, vu le théoréme XII, qu'en multipliant I,({).T ({™) par une unité con-
venable A ({), on rend ce produit congru, mod /, & un entier rationnel. On démon-

trerait de plus, comme pour ¢, que A, est une unité du corps ¢({ + 7).
On déduit de (1) une équation de méme forme.
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Multiplions I'équation (A) par celle qu'on obtient par la substitution (g, {™),
on a
U+ (T + DUV + V=g (9.6, (2 = U= L [LE)-LEHT
de méme,
U+ (F+ UV + V=e (0., . (20— T — ) LD . L]
et en élevant (B) au carré, on a
Ug + QU\T + Vz: ;(:)e.(g . C . c—4)2ml—1+1‘ J(c)zl.

Si on élimine U* 4- V* et UV entre ces trois équations, on a

£ (0.5, [LEO.LE) — 0.5, [LEO.LEHT
_ 0=t =) 4+ ==Y
=0 —CNE—0—0) '

En posant, pour abréger,

A0 L LEH=U'(Q), A©-LO-LEH =V,

O S (9.6,

WG NG

on a

() — L= T — ) I

@=0—=0"0e—-0—0)
8

et en observant que " + {7 — " — {7 est divisible une fois par 2 —{ — (™", et de

¢.(D.UE —¢0.VEO)'=

—T s r—s

méme 2 — " —{ et 2 — ' — (7", on a, en remplagant k par sa valeur aml—1[1+ 1,
et désignant par E, une unité :

e .. — 1\ (2m—1)l
U’l_?h\”:El'(Q_‘:"‘; 1)(’" )Jel’
r
ce qui donne la congruence
e, .
U'==V", (mod P).
¢,

r
Mais U’ et V' étant congrus, mod [, & des entiers rationnels, U"” et V" sont congrus,
. . . PR .
mod /', & des entiers rationnels; donc, l'unité — est congrue; mod *, & un entier
¢

rationnel, et elle est, d’aprés le théoréme (XIII), la l¥m¢ puissance d’une unité ().
En posant alors }
U=U, —GV =V, I=WwW,

on a I'équation

UV =BG — =)™ W,

de méme forme que celle dont on est parti et qui doit encore étre vérifiée par des

entiers U,. V,, W, du corps ¢({ + ') premiers entre eux et a /. Par le méme pro-
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cédé on en déduirait une troisiéme et ainsi de suite indéfiniment; mais c’est impos-
sible, car le nombre des facteurs idéaux des W va en diminuant.
En effet, on a d’abord :
wW=IL1,..1,_,1J.

1

Comme tous les facteurs du second membre sont premiers entre eux deux 4 deux,
W,, qui est égal a J*, ne pourrait donc contenir tous les facteurs idéaux de W que si

- C T L U+evV
tous les I étaient des unités, c’est-a-dire, d’aprés (A), que si e était, pour
[ —
toute valeur de r, une unité; en changeant alors { en {™" on devrait avoir (propriété
générale des unités) :

U+e¢v ULV
T—¢ =

c'est-a-dire

U+ H+VE+H=o.
Mais comme, d’aprés (B), on a

U+ V=0, (mod].
il en résulterait
1+ = —F =0, (modl),

cest-a-dire
(1—0—% =0, (modl,

ce qui est impossible en dehors de / égal & 3, cas exclu, ou de k égal & o, ce qui ne
peut avoir lieu, car alors on aurait U + V=0, W=o0.

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

D’aprés 'expression du premier facteur du nombre de classes pour les nombres
premiers inférieurs 4 100, expression donnée par Kummer (Journal de Liouville,
tome XVI), 37, 59 et 67 sont les seuls nombres premiers non réguliers inférieurs
a 100. lls entrent une fois et une seule dans ce premier facteur. Relativement aux
deux autres conditions. on a v,=16, v =122, v, =29, et Kummer a trouvé
Ind E, =24, mod 37, pour le facteur idéal de 149 correspondant & {—17,
Ind E,,=50, mod 59, pour l'idéal de 709 correspondant & {— 385, Ind E =4,
mod 67, pour l'idéal de 269 correspondant & { — 47 (2 étant choisi dans les trois cas
pour la racine primitive, mod I, qui figure dans E,). Enfin, les nombres B,; sont
congrus respectivement & 35 x 37°, mod 37°, 41 X 59°, mod 5¢°, et 49 X 67%,
mod. 67°. Les trois conditions requises pour la démonstration sont donc remplies.
de sorte que I'impossibilité de I'équation (1) est établie pour tous les exposants pre-
miers [ inférieurs a roo.
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En dehors du résultat de Kummer, il a été obtenu peu de résultats nouveaux,
“dans le cas ou xyz est =0, (mod I).

Signalons seulement un résultat négatif, qui conduit & abandonner une méthode

qui paraissait s’appliquer aussi bien aux deux cas de xyz= o0 ou =z o, (mod I).

Il paraissait naturel de chercher si la congruence x" + y" + z"=o0, mod p, ne

serait pas impossible en nombres entiers premiers a p, pourvu seulement qu’on prit

le module p suffisamment grand : car, dans le cas de l'affirmative, 'impossibilité de

I’équation (1) se trouverait complétement démontrée. Mais Dickson a montré que
cette méthode devait étre abandonnée, car :

TuforkMe XV. — La congruence x" + y" + y“=o0, mod p, a toujours des solu-
tions «, y, z, premiéres a p, dés que p dépasse une certaine limite. (Dickson, On the
congruence x" +y" + z"=o0, mod p; et Lower limit for the number of sets of solu-
tions of x° + y* 4+ z°=o0, mod p. J. f. d. Mathematik, Band 135.)

Hurwitz a donn# de cette proposition une démonstration plus élémentaire tout
en la généralisant. (Ueber die Congruenz ax® + by® + cz*=o0, mod p. J. f. d. Mathe-
matik, Band 136.)



ERRATA ET RECTIFICATIONS

Tome Ier. — 4909

Page 265, hgne 12. Au lieu de au domaine, lire : ou domaine.
266, 13. Au lieu de o, lire : a™.
» 15. Dans l'énoncé du théoréme 2, l'expression fonction entiére est
synonyme de polyndme entier (et non de série entiére); il en
est de méme dans tout 'ouvrage.

» 15 et 21. Aprés coefficients entiers, ajputer : rationnels.
268. Remplacer la ligne 18 par :

. 1,0, sy oeny " - (1,2, ey @y ey @™ X1, 0y ey 77 L am_’l__ A

—_|I,0L,...,a.x-‘,...,am_’l_ [ty a, oy T o, ™) _d(oc)'

’.S

Page 268. Dans I'avant-derniére ligne, remplacer O(:), .., O par : O(;), e, O,
269, ligne 5. Aprés nombre, ajouler : entier.
270. Intervertir la ligne 19 et la ligne de points suivante.
271, ligne 1. Ajouter a la fin : ou module a.

» 3. Au lieu de d’apres, lire : suivant.
» 10. Aprés coefficients, ajouter : entiers.
» 22. Aprés restes, ajouter : positifs.

». Dans antépénultieme ligne, aprés premiers| ajouter : entre eux.

272, ligne 15. Au lieu de entier w, lire : entier ajgébrique .

» 25. Au lieu de puissance, lire : forme.

» 28. Remplacer le point-virgule aprés n par une virgule.
273, 3. Aprés (a), ajouter un point-virgule.

» 23. Ajouter un point-virgule avant : par hypothése.
275, 1. Au lieu de claire, lire : clair.

» 14. Au lieu de puissances de a, lire : puissances de u.

» - 17. Aulieu de b, lire : G.

Fac. de T., 3¢ S., III. *
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Page 275,
»
276.
277,
»
278,
279,
280,
»

»
281,
»

»

»
282,
283.
284.

285,

280,
287,
288,

290,
292,
293,
»
294,
»

»

ligne

Dans
ligne
Dans

ligne

Dans

ligne

THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEEBRIQUES.

29. Au lieu de égal, lire : équivalent.
31. Aprés premiére, ajouter : P.
I'énoncé du théoréme 17, aprés nombre, ajouter : premier.
22. Au lieu de incongrus &, [ire : incongrus suivant.
I'antépénultiéme ligne, remplacer les formes par : des formes.
2. Au lieu de exciterait, lire : existerait.
17. Au liew de premier, lire : premiers.
8. Au lieu de d’apres, lire : suivant.
11. Remplacer les coefficients o, o, etc., par : a, a,, etc.
1th. Aa liena de ¥x, lire : T{(x).
8etg. Aulien de d'aprés, lire : suivant.
12. Meitre des virgules aprés alors, et apreés suivant p.
13. Au lieu de (9), lire (9%). '
th. Aua liew de o, lire : x,.
16. Aulieude a,, lire : o,.
lantépénultiéme ligne, meltre une virgule entre o et P(p).

6. Mettre : d =, devant le carré du déterminant.

Dans la derniére ligne, aprés et, ajouter : est.

Ajouter ala fin :

dre [I, =1l(x; u,, ...

« Toutefois, si {p) n'est divisible que par p et non par 9°, ces coeffi-
cients peuvent étre tous divisibles par p*. S'il en est ainsi, il suffit, pour
obtenir une fonclion II, satisfaisant aux conditions de I'énoncé, de pren-
,a,) 4 kp, k ¢lant un entier quelconque premier

aApr». (G.HoetT. G)

ligne

Dans

ligne

6. Au lieu de suttes, lire : scules.

12. Au lieu de p*, lire : 9°.

13. Au lieu de ot e'<eet I, lire : oul'on a e'<eet ou I est.

I'antépénultiéme ligne, remplacer nombre par : membre,
16. Au lieu de précédentes, lire : précédents.

1. Au lien de des U,,, lire : les U,,.

15. Supprimer les points aprés : 11".

6, & partir du bas. Au lieu de nombre, lire : membre.
7. Aa liea de choisis, lire : choisi,

1. Aulieu de de, lire : le.

7, & partir du bas. Aprés degré, ajouter : r.

4, & partir du bas. Au lieu de M, lire : m.

. Remplacer le troisiéme terme écrit par : (20—

15. Remplacer Q, par : Q.

29. Au lieu de déterminantes, lire : déterminants.

» Dans la derniére ligne, au {ieu de déterminant, lire : discriminant.



Page 296,
297,
»

»

299,

3oz,
303,
305,

»
»
»

»

308,
3og,
310,
311,

»
313,
»

314,

316,
»
»

»

317.

ERRATA ET RECTIFICATIONS.
ligne 5. Aprés et, ajouter : de.
L. Au lieu de conjuguées, lire : conjugués.

19. Remplacer fy par: f;.
20. Rectifier la seconde égalité (8) de la fagon suivante :

I (s’ £ 4
js':_-’: [(w(f)— (1)(;))111 + .+ ((‘)(7':)— wi:))um] .
\/ 2

62 ¢

6, a partir du bas. Aprés formons, ajouter : au moyen de ces nom-

bres.

6. Remplacer A%x"t par : A = e?"t.

7. Dans le dernier crochet, remplacer 1,(«) par : [ (x).
1 et 2. Remplacer deux quelconques de ces puissances par :
aura deux de ces puissances qui.
6. Supprimer : chaque fois.
7. Aulieu de H", lire : Hy.
8. Au lieu de MyT, lire : HyT.
9. Au lieu de composants, lire : exposants de.
Dans I'avant-derniére ligne, au lieu de g%, lire : ™.

ligne 10, & partir du bas. Au lieu de (j), lire : n(j).

il y

5, & partir du bas. Au lieu de déterminantes, lire : déterminants.

L. Au lieu de déterminants, lire : déterminant.

8. Metire une virgule aprés et, et remplacer le point-virgule

aprés = o par une virgule.

10. Aulieude |5V (%)), lire : |5"(9)|.

6. Remplacer | _, (q) par :1_ (7).

8. Remplacer | (n)=1_,&) par: 1 _ (n)=1_,&).
17. Aprés norme, ajouter : n.

8. Aprés nombres premiers, ajouter : p.

9. Supprimer : du corps.
17. Au lien de h,_,, lire : h,— 1, el au lieu de A2, lire : Al..

—1

9, a partir du bas. Au lieu de puissance de H_, lire : puissance de H, .

2inxq

Derniére ligne, remplacer la derniére égalité par : 7, (A)=e hq .

318, ligne 4, & partir du bas. Aprés entiers, ajouler : des coefficients.

319. Au bas de la page, supprimer les accents des « dans la premiére ligne

du déterminant.

320. L'anneau est ce que Dedekind a appelé ordre.

»
322,

»

ligne 5, a partir du bas. Aprés discriminant, supprimer : de.
3. Au lieu de 3=+F0, lire : 3={bd.

2, & partir du bas. Au liea de déterminant, lire : discriminant.

327. Dans la formule au bas de la page, faire passer wR_au dénominateur,

et w R au numérateur.
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Tome II. — 1940

Page 225. Au lieu de corps des nombres de Galois, lire : corps de nombres de

244,

260,

312,
313,
332,
337.
351,
355,
»

360,

374,
375,
41,

Tome III.

Galois.

ligne 3. Au lieu de engendrent des classes, lire : engendrent les classes.

13. Aprés est congru, ajouter : mod w.
14. Au lien de dans k‘(\/r;) un nombre entier, {ire : un nombre
entier dans k(\/;)
17. Au lieu de Si le corps K, lire : Le corps K qui.
1 eth. Au lieu de différent, lire : différant.
13, a partir du bas. Au lieu de mod (j), lire : mod j.
2. Au liew de ({0 —1)", lire : (5h — 1)™.

4, & partiv du bas. Au liew de 11(1—e), lire : I1{1 —5°).
(e) (e)

A la derniére ligne, au lien de note I, lire : note V.
ligne 2, & partir du bas. Lire a la fin : {M*, au lieu de : M*.

16 et 18. Au lieu de S, lire : SH,

2b. Au liea de différent, lire - différant.

19, & partir du bas. Au lieu de p*(1 — 1) = 1— ), lire :
pE(1 — W = 1 —l

11, 4 partir du haut et ligne 2 & partir du bas. Au lieu de x, lire : ».

12, & partir du bas. du lieu de 1,, lire : 1.

5. Au lieu de paragraphes, lire : paragraphe.

— 1911

Page 19,

ligne 3, & partir du bas. Au lieu de et que, lire : et.




Abélien (corps). ........ ..o ian.

INDEX ALPHABETIQUE DES DEFINITIONS ()

238 **
»  relatif (corps)................ 23g **
Ambige (idéal) dans un corps de Galois.. 252 **
» » quadratique. 275 **
» » kummerien. 3g4 **
Anneau.............. ... ol 320 *
Base (d’'un anneau)................... 320 *
» (d’un idéal d’anneau)............. 321 *
» (duncorps).................... 26g *
» (dunidéaly.... .. .. ... ... 270 *
» (d’une famille d’unités)........... 393 **
» (d’une famille de classes)......... 395 **
» mormale... .................... 316 **
» de Lagrange ................... 324 **
Caractéres d’un nombre du second degré. 265 **
» d’un idéal d’un corps quadra-
HqUe. ..o 266 **
» d'une classe ............... 319 *
Caractére de puissance ............... Joy w*
Caractéres d’un nombre kummerien. ... /408 **
» d’un idéal » hog **
Coefficients d’une forme.............. 31g *
Classe ambige (d’idéaux).............. 275 **
» (d’idéaux d’un corps kum-
L2112 1) 395 **
Classes d’'un anneau.................. 328 *
»  conjuguées relatives........... 395 **
»  fondamentales................ 318 *
» deformes.................... 320 *
»  dlidéaux...... .. ...l 308 *
Classe principale..................... 308 *
Classes réciproques .................. 309 *
» demodules.................. 329 *
Complexes............coovviiiina.. fit **
Conducteur (d’un anneau)............. 322 *
Congru................. .. ..., 271 *
Conjuguées (formes)................. 274 *

(1) Un seul * renvoie aux pages du tome [°r, 1909.

Conjugués (corps) ................... 265
» (idéaux) .................. 278

» {nombres) ............... 266

» relatifs (nombres).......... 290
Contenu (d’une forme)................ © o275
Corps algébriques . .................. 265
» abéliens ........ ... . ... ... 238

»  biquadratique.................. 290

» declasses..................... 254

» conjugués.. .................. 265

» » relatifs. ........,.... 290

»  circulaires. ... ... ... P 295 et 299

» » (zénéralisés). .. ...... 307

» » véguliers. . ... ..., .. 381

» cycliques............ ... ... ..., 238

» de décomposition.......... 228

» de Galois..... . .. e 225

» » relatifs............... 239

» dlimertie ... . ... ... 228

» kummeriens.... ............... 349

» » réguliers........... 381

» quadratiques .................. 255

» de ramification................. 231

» » soulignés........ 233

» oorelatifs oo oL o 200

» supérieurs .................... 290
Degré (d’un corps)....... ........... 265
»  (d’unidéal premier)............ 276

» relatf. . ..o o oL 290
Densité des idéaux. .................. 240
Différente (d’'un nombre) ............. 267
» (dun corps) ............... 288

» relative ............... ..., 201
Discriminant (d’un nombre)........... 267
» {d'un corps)............. 282

» (d’'un anneau)........... 321

» (d’une classe de modules).. 329

— *¥ penvoient aux pages du tome If, 1910.
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Discriminant (d'une forme)........... 319
» relatif. ... .. ... ..... 2g2
Dirichlet (corps biquadratique de).. . ... 395
Divisible (forme) ........... ... . 274
» (fonction)................... 282

» (idéal) ...l 271
Domaine d’intégrité.................. 321
Eléments................ooivin.t. 288
Entiers algébriques . ................. 266
Equation fondamentale ............... 282
Equivalence (des idéaux).............. 308
» (des formes).............. 274

» (des modules) ....... eo... 329

» au sens restreint. ... ...... 316
Facteurs du nombre de classes . ... ... 336
Familles d’unités .................... 393
Konction a coefficients entiers......... 282
Formes du corps.. .................. 274
»  CONJUSUEES .+ .........c...onn. 274

»  COMPOSEES. . ........oouu.nn.. 321

»  décomposables............... 319

» » d’un corps...... 320
Forme fondamentale ., ............... 282
»  Premifre..................... 274

»  primitive......... oL 318
»ounité L. 274

» » rationnelle............... 274
Galois (corps de) ...... ... ... ... 225
Genres (dans les corps quadratiques)... 266
» | » kummeriens) ... 4ro

» (d’un complexe)............... bt
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