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SUR LA DEFORMATION DES QUADRIQUES
ET LES SURFACES CONJUGUEES

PAR RAPPORT A UN COMPLEXE DU SECOND DEGRE

(saite *)

Par M. L. ROUYER,

Professeur au Lycée d’Alger.
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TROISIEME PARTIE.

[1] En appliquant la transformation de Lie a une surface S dont les centres de
courbure sont conjugués par rapport & un coéne du second degré C, on obtient une
surface ¥ dont les tangentes asymptotiques sont conjuguées par rapport au cone
d’un complexe du second ordre; nous dirons plus simplement que la surface X est
conjuguée par rapport au complexe.

Soient
x=az +p,

y=bz+gq
les équations d’une droite.
La transformation de Lie définie par les équations

X+ iY)z—Z—x=o0,

I
) X—iY 4 2Z—y=o0

(*) Voir Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, année 1911, p. 377.

Fac. de T., 3¢ S., 1V, 1



2 L. ROUYER.

fait correspondre & cette droite une sphére dont le centre et le rayon sont donnés par
les relations
X+ iY=a, X—iY=gq,
Z + R=0, R—Z=p.
(11 'y aurait lieu de multiplier @ et b par un facteur d’homogénéité que nous né-
gligeons sans inconvénient).

Désignons par «, B, v, 2, 7, ¢ les coordonnées pliickériennes de la droite, on a :

X 4 iY = —, N — iY==

’
o

R

o -<(r~2

Z4+R=-—"., Z—R=_"

ar
i

e
i

Considérons alors une quadrique () et écrivons I’équation du cone directeur C
sous la forme

o(x 4 iy, x—iy, 22)=o,

sans Ccarter le cas ot le cone dégéneére.

Soit S une surface dont les centres de courbure sont conjugués par rapport a C.
Aux sphéres osculatrices & S correspondent les tangentes asymptotiques de ; dési-
gnons par a, 8, ¥,+ 5, 0,r $o % Byr Ver 200 e &, leurs coordonnées.

Les centres de courbure de S vérifient les relations

X, 4+ iy, N\, —iY, oz

1
q‘x :;:1 I(jl + 'f“ ’
X, +iY, N\,—iy,  oZ,
%, o z.'e o 160 + s )

En exprimant qu’ils sont conjugués par rapport au céne C, on a la condition
’
¢+ 595 + (B + 1) =0

cetle condition exprime que les tangentes asymptotiques de £ sont conjuguées par
rapport au cdne du complexe I' défini par 1'équation

() o(x, 3 8+ m) =o.

Si la surface ¥ est connue, la surface S sera 1'une des nappes focales de la con-
) pp
gruence définie par les équations (1) ot X. Y, Z sont les coordonnées courantes et ou

x, y, = désignent les coordonnées d’un point de X; I'autre nappe se réduit au cercle
de I'infini.
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Quand la quadrique Q est un paraboloide, le complexe I" se décompose en deux ‘
complexes linéaires.

Supposons la forme ¢ réductible & une somme de trois carrés et cherchons dans
quel cas le complexe I" est spécial. On sait que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il

suffit qu’on ait

~)
-6

e~/

(S}

l
.

4

= o,

~
R

~
2

soit identiquement, soit en tenant compte de I'équation du complexe et de I'identité
o + b 4 y{ =o.

Posons pour simplifier § + 7 =—=90.

L’équation de condition s’écrit :

d9 do do\?
Q Dab§+<30> ©

Cette relation ne peut pas étre identique, puisque les trois dérivées partielles sont
indépendantes; comme elle ne contient ni v ni ¢, elle doit étre une conséquence de
I'équation (2). En d’autres termes, si on regarde «, %, 8 comme les coordonnées
homogeénes d'un point d’un plan, les deux équations (2) et (3) doivent représenter la
méme conique. Or, I'équation (3) est précisément 'équation tangentielle de cette

. d9 do  do , , e
conique, car Sa’ 3F et 36 sont les coordonnnées d’une tangente; désignons-les par
& Jg
u, v, w; I'équation de la tangente s’écrit :
ue + vz 4+ wh=o,
‘ou
) wie — v —rwh =o;
I'enveloppe de cette droite a pour équation
6 + heE=o

qui doit étre identique & I'équation (2): par suite, ¢ doit avoir la forme

o=hak + (8 + )"
. L’équation du cdne C est alors’

h(x+iy)(x—iy) +4z=0o,
c’est-a-dire
x4y + 22 =o.
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. g ot « - A Sy, - Y ac 14 " .
La quadrique Q est alors une sphére. Le complexe " est formé par les tangentes
a la surface
rz —y=o.

La surface X est dans ce cas une surface minima cayleyienne. Ce qui précéde, met
en évidence le lien déja signalé entre ces surfaces et les surfaces & courbure cons-
tante (). ‘

Si la quadrique Q est quelconque, le complexe n’est pas spécial; en cherchant &
déterminer la surface X, nous allons retrouver un résultat fondamental; quand la
quadrique €) est un paraboloide, une quadrique de révolution ou méme une surface
simplement tangenle au cercle de l'infini, la principale difficulté du probléme est

Iintégration de 'équation des surfaces & courbure constante :

2
)z

—sin z.

Qxdy .

Remarquons que la surface ¥ posséde un réseau conjugué dont les courbes appar-
q 8

tiennent au complexe; c'est cette propriété que nous utiliserons pour déterminer la
surface.

[2] Considérons d'abord le cas du paraboloide. Le complexe 1’ se décompose en
deux complexes linéaires: il existe un réseau conjugué formé de courbes appartenant

respectivement & ces deux complexes. Pour préciser, prenons les équations réduites :

1° Le paraboloide est de révolution. Le systéme des plans directeurs a pour
équation
(i +iy) (x —iy) = o;

I'équation (2) devient :

53
o7

= 0.

Les deux complexes linéaires sont spéciaux et leurs directrices ne sont pas dans

un méme plan.

2° Le paraboloide a un plan directeur isotrope qui touche le cercle de l'infini au
point de contact de la surface avec le plan de I'infini. On a

I'équation (2) se réduit a

«(f+ ) =o.

I'un des complexes est spécial et sa directrice appartient & I'autre complexe.

() Darsoux, Legons, t. I1L
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3° Le plan directeur est tangent au cercle de I'infini en un point différent du point

de contact avec le plan de Vinfini. lci,

g =x(@® 4+ 1y).

L’équation (2) s’écrit alors

(++Ha=o0,

I'un des complexes linéaires est spécial et sa directrice n’appartient pas a4 Lautre.
L’étude de ces trois cas qui conduisent & des équations de Laplace ayant un ou
deux invariants nuls, ne présente aucune difficulté; nous nous bornerons au para-
boloide quelconque. ‘
L’équation (2) est de la forme

RAN}
S
o

g (2

elle se décompose en deux équaticns lindaires

'y
Ty

— a4 =0,

A7

HIY

—byr=—o,
ol on suppose a et b différents; les équations des plans directeurs sont :

X—iY—aX +iY)=o,
X —iY —b(X +iY) —o.

Soient u et v les paramétres des lignes conjuguées appartenant aux deux com-
plexes linéaires. Les coordonnées «, y, z d’un point de T vérifient une équation de la
forme :

) Qi dx da

=0;

aw Y,

en exprimant que les tangenles conjuguées appartiennent respectivement aux deux

complexes. on a : , -
dx &z dy
:y -_Z ,
. u u
®)
' oz _dy
w T W

Différentions la premiére équation par rapport & v, la deuxiéme par rapport a u,
et ajoutons :

a+b Yz V2 ; 'y
s Y duw dudv’
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Remplacons les dérivées secondes par leurs valeurs, en tenant compte des
¢quations (9) :

a-+b dx dx dx Qe
(A + B2 ) =Aa—= + Bb—,
2 ou ) du W
d’ou
A g
u v
Par suite, on a :
2
. @ dx dx
(6) —9A —— =B =
du v P v

e z .
Eliminons —, il vient
y

y et z doivent vérifier cette équation, ainsi que l'équation (4). Désignons par
P, ¢, I, 8, t les dérivées partielles par rapport & u et v. On est conduit & exprimer que
les deux équations

g s=Ap + Bg,
(7) a—b) _ b +i

ont deux solutions communes distinctes y et z.
Soient & et k les invariants de I'équation (4) :
A B

h—AB — -2, k—AB— .
u D)
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Différentions la seconde équation (7) par rapport & u :

1 b, a ., b B a A
R _——__r —_— —— —— —— .
(@—bp=—gr+t s+ P~ w?

en remplacant s par sa valeur, il vient
P

D a Bh
®) P=(B 4 log Bp + 0Ly,
de méme,

, b AL )
(8) [——&-Fp—F(A—}-EIOgA)q.

ar ds
Calculons — et —:
dv du

I'_<B+I B s—}—cht 2B B’l B>
v Ew) b Al +<Tv_+3uav o8 B )P+

-
(5%

SIS
S|~
-
=2
~—
)

~/

ou en remplacant s el ¢ par leurs valeurs :

or hic B >

[ 2 Ik
_.\AB+A S logB+AB+

oV

log B) p

v v

_L[B2+DB+thDA+a D<Bh:|
' N SR Aﬂ> 4

On aura de la méme maniére :

Js QA B
SE:A'“}—BS-}—EZP—*—E{

2 A a Bh B
— —1 g i 2 .
—<2AB+A 1o B + M)p+ <b B+ m)"
L’équation
or 28

—_— 0
v u

est homogene et linéaire en p et ¢, comme elle doit admettre les deux solutions y
et z, elle est nécessairement identique. Le coefficient de p est

hk B » A
AR TN Tan T w T
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c’est-a-dire

ou enfin

Le coefficient de ¢ est
a BhDA+ d (Bh> a1 (Bh o
T[Fﬁ WwA\A) T b A W I)“O’
on a donc, en définitive,
D /A d /B
(k)= (2 h)—=o0:;
Du(B C) ° Dv(Ah> 0;

en raison de la symétrie, on obtiendrait les mémes équations en écrivant l'autre

condition :

Des équations précédentes, on tire :

k%:f(v), h%:c‘;(u)

Par un choix convenable des variables, on peut supposer f—=¢ =1, et on a

c’esl-a-dire

Y ‘ (DB:B<A—I>.
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En posant
i 3
A = ¢%, B=¢€",
il vient :
9 Pt
=asin, ——-=258ing;
u )

C'est le systéme qu’on rencontre dans la théorie des surfaces & courbure constante,

et si on pose

1,

0+ w 60— w

i

2 2

6 et o vérifient I'équation

~_—/4sin®.
u

L’équation (4) est identique & sa deuxiéme transformée par la méthode de
Laplace. On constate en effet que I'on a :

2

J
2(h—/{)=mlog h,

DS
dudv

2(k—h)= log k.

Si on connait un systétme de solution du systéme (g), on formera les équa-
tions (7), (8) et (8') qui déterminent y et z; ces équations sont linéaires et admettent
deux solutions linéairement indépendantes. On aura ensuite 2 par les équations (5)
qui sont compatibles, car la condition d’intégrabilité s’écrit :

)z Ay

pa

v duw

)+ o=

(@—)(y
c’est une conséquence immédiate des équations (7).

[3] Si on se reporte & la définition des surfaces = que nous venons de déterminer,
on voit immédiatement qu’elles se transforment en surfaces de méme nature par la
méthode de Laplace.

En effet, les tangentes conjuguées de ¥ appartenant aux deux complexes linéaires
correspondent par la transformation de Lie & des sphéres dont les centres sont situés
dans les plans directeurs du paraboloide. Ces deux séries de sphéres sont tangentes
as. ,

Les équations des plans directeurs sont :

®,) X—iY=aX+1iY),
®,) X—iY=b(X+1iY).
Fac. de T., 3¢ S,, IV, 2
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Considérons les sphéres de la premiére famille et leurs symétriques par rapport
a P,; celles-ci sont tangentes & une surface S, symétrique de S; elles ont leurs centres
dans le plan P, dont I'équation est :

(P) X—iY= %(x +iY).

A cette surface S,. la transformation de Lie fait correspondre une surface =, qui
se déduit de X par la transformation de Laplace et sur laquelle il existe un systéme

de lignes conjuguées appartenant aux deux complexes

(T) f—ba —o,
be

a

Ty

oSN

L =0;

I'; est le complexe polaire réciproque de I', par rapport a I',. ce qui peut d’ailleurs
s'¢tablir directement (!). En répétant la transformation dans le méme sens, on aura
une suite de complexes linéaires dont I’équation générale est de la forme

] 'ﬂ‘
—b<1> %=0
a

Aprés n transformations successives, on aura une surface ¥, conjuguée par rap-

oS

port au systéme des deux complexes :

—b<é> ) w=o,
a

AN

oY
l
>
N
ISEIS)
~
3
(34
l
°

Pour que la surface X revienne sur elle-méme. il faut et il suffit que S revienne
aussi sur elle-méme. Nous exclurons le cas ou S est une surface symétrique, de telle
sorte que chaque point de S doit revenir sur lui-méme; ceci ne peut avoir lieu
qu'aprés un nombre pair de symétries successives. Deux symétries successives par

rapport & P, et P, équivalent & une rotation définie par les formules

b
X+ iV = (X, + 1Y),

- . a o ~
X —iY :Z(Xz_ﬂz)'
n B
e . - . . A
Si /\~ =1, aprés 2n symétries successives, la surface S revient sur elle-méme;
a

il en est de méme de 3 apres 2n transformations de Laplace.

1) Democvrin, Comples rendus, 16 octobre 1gu1.
> P 9
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Les coordonnées d’'un point de la surface T,, deuxiéme transformée de X, s’ex-
priment tres simplement. Si dans les équations caractéristiques de la transformation
de Lie, on remplace X + Y et X — Y par les valeurs ci-dessus, elles deviennent :

b
Zi(x’+ iY,)z—Z,—x=o0,
S b b
X,—iY,+-2zZ, —-y=o,
: a a

on voit donc que x, y, z sont transformés par les formules

b 1/
(10) Bo=wm,  y=-y.,  a=-z

2

c’est une transformation homographique.
L’angle V des deux plans directeurs est défini par la formule

eV = .
a

c’est aussi I'angle des deux complexes linéaires I, et I,.

b n
Pour que <E> =1, il faut que

nV=kxz ou V=

Par exemple, si V= T le paraboloide est équilatére, les deux complexes sont en
2

involution; aprés quatre transformations de Laplace, la surface T revient sur elle-
méme (1).

Les formules (10) montrent a priori que I'équation de Laplace correspondant au
systéme conjugué est identique i sa deuxiéme transformée, puisque celle-ci admet

les solutions

ISERS

[

x b et
’ay

[4] Si le paraboloide touche le plan de l'infini en un point situé sur le cercle de
I'infini, les deux plans directeurs se coupent suivant une droite isotrope.
On peut prendre :
p=@+iy+2)@+iy—2),

Les équations des deux complexes linéaires sont alors :

204+ 8+7n =o,
20— (8 +m)=o.

(') DemouLn, loc. cit.
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On raméne a un probléme analogue la recherche des surfaces & courbure cons-
tante. En conservant les notations du paragraphe 1, si on désigne par R, et R, les
rayons de courbure d’une surface S, les coordonnées pluckériennes des tangentes

asymplotiques de la surface T vérifient les relations

— 6 —
R, =2 T oR — 2 T
T Ts

Exprimons que S a sa courbure constante et égale a 1, il vient :
(IBI - 171) (irjﬁz - le) - [‘Yq Ye=—0:

b1

la surface ¥ est donc conjuguée par rapport 4 l'ensemble des deux complexes

linéaires représentés par I'équation

(65— —hy'=o,

probléme identique au précédent. Ici, les deux complexes

f—n=2v,

B—rn=—2ay

¥

font partie d’un faisceau contenant deux complexes spéciaux confondus; néanmoins,
la solution dépend encore des considérations employées au paragraphe 2.

On a alors les deux équations

dy hF4 n 0z QX
— 42 x —z =o0
() du du du du ’
0
dy 2z iz Q& -
—-— 22—+ ——2z— =0;
v ) v )

@, y, z vérifient encore une équation de Laplace (4).
Différentions la premiére équation par rapport & v; la deuxiéme par rapport i u

et ajoutons :

En remplacant les dérivées secondes par leurs valeurs ¢t en tenant compte des

équations (1) :

0z oz
A—=8B
du v
D’ou
Pz Az 2z
oo o< ¢
== —_— 2B -
dudv u d
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Si maintenant on retranche les équations (11) aprés les avoir différentiées, on a

§S=Ap+qu
(12) ({%—%_4’

il admet les deux solutions « et « + mz, m désignant une constante quelconque.
Différentions la seconde équation par rapport & u, remplagons S par sa valeur,

ona:
r=p (B+LE> —%—ﬁq;
B du A?

c'est I'équation (8) dans laquelle on a fait a==b; on aurait une expression analogue
pour ¢t. Comme les conditions d’intégrabilité trouvées au paragraphe 2 sont indé-
pendantes de a et b, il est clair que A et B vérifient encore le systéme (g).

Ces rapides indications suffisent pour établir & nouveau que la recherche des sur-
faces & courbure totale constante dépend de I'équation

32

==sinH.

Ju v

[5] Considérons maintenant une quadrique de révolution. Si on écrit I'équation
du cone directeur sous la forme

(x4 iy)(x—iy) + 4kz*=o0,

I’équation du complexe I est
ol + k(8 +%)=o0,

ou k est différent de zéro et de i

On peut définir ce complexe par la propriété géométrique suivante : Si on consi-
dére la quadrique
XZ—y=o,

le plan de I'infini et le plan des xy sont deux plans tangents en deux points d’une
méme génératrice. Une droite du complexe rencontre la quadrique et les deux plans
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tangents en quatre points dont le rapport anharmonique est constant. On pourrait
d’ailleurs adopler la propriéié corrélative : les plans tangents menés par une droite
du complexe et les deux plans passant par cette droite et par deux points fixes d'une
méme généralrice ont un rapport anharmonique constant.

Pour déterminer les surfaces conjuguées par rapport au complexe, rendons-les
coordonnées homogénes; x, §, &, v prennent les valeurs

(tdx — xdt), (tdy — ydt), (ydz — zdy), (zdx — xdz),
et I'équation du complexe s'éerit :
(tdx — xdt) (ydz — zdy) + k{tdy — ydt 4+ zdx —xdz)* =o.
Posons
=zx—Yyi;
on a Yidentité
AW — 49 (dzdx — dydt) = (zdx — xdz + tdy — ydt)* + 4(ldx — xdt) (ydz — zdy).

on peut alors mettre I'équation du complexe sous la forme

d6® — 46 (dxdz — dydt) + (4k — 1) (zdo — xdz + tdy — ydt)’ =o.

Enfin, si on suppose les coordonnées choisies de telle maniére que 6 =17, I'équa-
tion s’écrit
dxdz — dydt=a*(zdx — xdz + tdy — ydt)*
en posant :

On a

(13)

dx 0z dy i
P—=z — —y,
z da J + do Y da.
Py 2z dy hli
U=z23g =235 T i3 Y%

De plus, &, y, z, t sont solutions d’une équation de la forme

Qe Qe d
A—4+B— 4+ Ce=0o0.
IR du + 8 +

(14)
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(21

Nous poserons également dans la suite :

U P
15 — = 12a’P .
(15) B B

D’autre part,

W %2 iz Y dy it ot %y

06 du 0208 | 2 0208 dx dxdb  dx dxdB

en remplagant les dérivées secondes par leurs valeurs tirées de I'équation (14),

w_ AU+ BW+C 2
Y (2 TEW+ V)
26
ou en remplagant U par sa valeur et en remarquant que So=0"
o
U
=—2Aa’P*—BW.
2
De méme,
E:z dx o d*z Ly Oy —y %t Ax, z) Ay, t)’
B da A8 dx f AL RER Mo, B) A, B)

P Nxnz) Ay, b
(0 = AR T e

I’équation (15) s’écrit alors :

o(x, 2 (y,
RISE U LS
(2, | (=, |

on aura une équation analogue en permutant U et V, P et Q, « et . Ces équations
s’écrivent -

B[W — 2a"PQ] + MPBEZ Z; * ;((: (g 7

A[W —2a°PQ] — 2a Q[b(x 2) g((y’[g
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Si AP 4 BQ n’est pas nul, on doit avoir :
W = 24'PQ,

Mx,z) |y, )
3w B Am B

Le ds® non euclidien de la surface
ds* = dxdz — dydt = Ude® + Wdad8 + Vdp*

serait alors un carré parfait, ce qui n’a évidemment pas lieu en général. On a donc
nécessairement :
AP + BQ=o,

et, par suite, d’aprés I'équation (16),

P 2Q
B
On peut donc poser
X P2
P=—, )= —,
(17) s Q 33

et les équations (13) deviennent :

Effectuons un changement de coordonnées :
T,=p&, Yy, =py,  Z=pz, L =ul

1 1

Désignons par U, et V, les fonctions analogues 4 Uet V.
On a, en tenant compte de I'équation 6 =1 :
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Dans ces conditions, si on supprime les indices, on peut supposer que les quatre

coordonneés vérifient les relations

dxr 2z dy M
—_—— — — =0
e du da da ’
(18)
(Dx =y A
_— — —— —— =0
B BB ’
maisonn’aplusici 6=1,o0na:
§ =y — ™

Si on effectue le changement de coordonnées dans les équations (17), il vient :

o0 . dx 2z dy ot
Sy =22 —x— + —y )

dx da du . da
2 < d 2,y o
= —oaal(z —x —y — .
3 Y Y VY
Posons

.oom—1
2al = :
m—+1

m est fini, différent de zéro ainsi que de =+ 1.
Si on remplace 6 par xz — yt, les équations précédentes deviennent :

( 2z By\+ & o
m|x — = Z—— =o,
dx Q. dx hES
(19)
dx o n oz p dy
m(z—— r— — =o.
w7 Y

Il s’agit d’exprimer que I'équation (14) posséde quatre solutions liées par les rela-
tions (18) et (19).
On a facilement, en vertu des équations (18),

0
—o,

du,

( 0
(AW +C =

( BW + C
(20)

et, d’autre part, d’aprés ces mémes équations, on peut poser :

bz:hbt. Dy:hb_x’

du dx du du
(21)

(Dz_kbt Dyﬁ,‘Dm

BT AW

Fac. de T., 3¢ S,, IV. . 3
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En remplagant les dérivées de y et z par leurs valeurs dans les équations (20). il
vient
da. ) G0 C Y

h—Fk —_——_—— — —
(22) = =B W =1 Y

et en les portant dans les équations (1g) :

ot dx dx o
mh(w —t—>+z—— = o,
U dx dx, dx Y J.
N Y +./ R
m{ z —y — Pl — — =o,
T ) TR\ T ) T
c'est-a-dire
/Xt o 0
m—uh|l e — — f — = o0,
(( ) \ dux Dz) AP

(23)

~
8

m—u AR 2\ ]
—k m———t——)— —o0
m o 6 o8

Fn éliminant y et z entre les équations (a1), on voit que x et ¢ vérifient I'équation

~/

e dh dr Dk dx
(24) h—h) = — =
2206 T 0 dx B

En tenant compte de 1'équation (14), on forme une équation linéaire du premicr
ordre que vérifient x et ¢ :

oh e
a8 Qx A e
A——" ) (B > +Cr=o.
(25) ( h—/:>31+( LY,
Dot on tire facilement
oh
N Xz, b) ( ol M;)
A — ! Clax — 1 —o0,
( h — Il> Az, B) + o K]
M, ! ot dx ., , .
ou en remplacant (@, 1) et & — — t— par leurs valeurs tirées des équations (22)
oz, 8 28 28 _ o
et (23) :
oh

T C ( o8 > 0 Cm 2/

h—/c?\—\A h—1) % " (m— )k 3{1“0;

cette équation détermine A :

(m—n1)k oh
(h—k)(mh—Fk) 38~

A—
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On aura de méme :

(m-—1)h e

b= — o —h

Pour calculer C, ¢liminons 6 entre les équations (23} :

YL/ mNT 2 A
hi x — ¢ If(gc——t
mag[ \* % Dm)_]+bx[ Y

Qe

=0
o8 ’
c’est-a-dire

2% R R
(ﬂl’l + k) <a} W— ¢ Dzb(ﬁ) — (nlh —_ IL) 3(1’ fj)

i dh ( oM ; Dx) L N ot p 3.1?)
m-—="x — — X —l — | ==0.
B d7. dx dx o8 M

De I'équalion (24), on lire :

) ; e of o ; ).78> I du < o ‘ Dac>
208 w28 h—k\" & 32/ h—k\" )

En portant cette valeur dans l'équation précédente, on obtient une équation

linéaire et homogéne par rapport a

AL dx h¥4 dx Mx, 1)
®——1 —t = .
da dx

Remplagons ces expresstons par leurs valears
0

—1 9 m 26 C

(m— 0k’ (m—0kd’  Bh—k

ou par les quantités
— B mA C
(m—nhk> (m—Dk’ h—1#k

qui leur sont proportionnelles d’aprés (22), il vient

B
(m—r1)h

Sk mA dk
Im _— — =
(m + I)t—a‘g +(m—1)/f(m+l)h T (mh —k)C=o,

ou enfin en remplacant A et B par leurs valeurs :

(m 4+ 1) 2 ke

C:(h_/c)(mh—k)a_p’a?
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Calculons les coeflicients de I'équation (25) :

\ t 0 m N3
’ h—k mh—k s’
1 Mk I NS
B4+ — =
+ h—Fk dx mh —k dx

I équation (25) s’écrit alors :

Qh dx e dx m 41 b Mk

- Xr=—=0.

B du du OB h— k%

En joignant & cette équation I'équation (24). on voit que x et ¢ vérifient le
sysléme

[ mh—EKdx h—FkXx
m+1)x=— — ,
\( +0 Wz kB
N B
(
dh o
Y B dx + AP
dds T h—kdx  h—k

y

(’est un systéme analogue au systéme (7) que nous avons obtenu dans le cas du

paraboloide; il suffit de faire a=1. b=—m, en y remplacant A et B par
1 dh Tk
Aiz————*——‘—-, Bl:—_;
h—Fk 8 h—Fk

A, et B, vérifient alors le systeme (g).

En raisonnant sur y et z, on obtiendrait des résul'ats analogues en changeant

) | 1 I
m, hetlen —, —et —~. Posons
m

ok
1 kA T h ke
Al - , B = - ;
A h—1k h s Y h—k ko

A’ et B) vérifient aussi le systéme (g). On a d’ailleurs :
(26) AB,=A/B,. X

Chacun des couples x, t et y, z vérifie une équation de Laplace identique & sa
deuxiéme transformée, mais les équations sont différentes. A, et B, élant connus, les
valeurs de x et ¢ sobtiendront comme pour le systéme (7); h et k s’obtiennent par
(quadratures. Posons

[ [ L7
Al=e7, B, =e
et
?—-{»—-'!J:‘). (?‘_'!4:(!),
o +U'=10, o' — V=
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On a, d’apres I'équation (26).

c’est-a-dire 6 =20'".

Quand 6 est connu, o et o’ sont solutions du systéme

6 Qw .6 I3
— 4 sin ,
da AP 2
P} do I )
— — =/ sin
2B o

Ces équations sont compatibles et déterminent w avec une constante arbitraire (*).

Connaissant 0, o, o', on aura ¢, ¥, ¢', 4. Des valeurs de A,, B,, A}, B, on tire :

Dh io
S —(h—k)e",
DI@' (h 1) e
e iy
< = (h—k)e”,
dx.
ke i—u
—e  ‘'==e '
h
De la troisiéme, on tire k; en substiluant dans les deux autres, on a :
Dh iz’ io
% h(e® —e™),
Jh it iy
d :h(e S e l{)
.

Ces équations déterminent i par une quadrature: on a ensuite & sans quadrature
nouvelle.

11 est aisé de former un systéme d’équations auquel satisfont % et /; la derniére
équation s’écrit :
dh

=—(h—hk)e ™.

t‘l
D'ou
h Mk
= — (h—Fk)*.
0z 1 (h—Hk)
on aura de méme :

dh ke .
—— = —(h— k).
W= = h

On peut donc dire que l'intégration du systéme de ces deux équations revient a
celle de I'équation

MM:Z;sine.

() Darsoux, Legons, t. III.
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[8] Supposons que la quadrique soit une quadrique & centre quelconque, sans
nous arréter au cas ou elle est osculatrice au cercle de Uinfini.
I’équation du cdne directeur peut s’écrire

fa,(x +iy) + a/(x — iy [b, (@ + iy) + bj(x — iy)] — " =0
ct celle du complexe I est :
4(ax +a2) (b + b;3) — (8 4 7)*=o.
Soient .y, z,  les coordonnées homogénes d’un point d’une surface conjuguée
par rapport an complexe et supposons
r—yl=r1.
Dans ces conditions, on a :
sde—xdz + ldy — ydt =2 (zdx — ydl).
Soit dix, dy, dz, dt un déplacement sur une courbe du complexe; il vient alors :
hla(tde — xdl) 4 a)(ydz — zdy)] [b,({dx — xdl) + b, (ydz — zdy)] = 4 (zdx — y di)*.
On peul donc poser :

b (tde—xdl) + b (ydz — zdy) = h(zdx — ydt),

a (tdx — xdt) + a,(ydz — zdy) = ;l(zdx——ydt) .

Nous supposons nécessairement A =ga,b; —a.h,==0.
Des équations précédentes, on tire

b
Alydz— zdy) = <a,h — hi > (zdx — ydi),
g b
A(ldr —xdl) = — <a1h -, ) (zdx — ydt);

la premiére de ces équations s'écrit également :

b
Aydz — zdy) = — <a‘h e > (wdz — tdy).

Posons, pour simplifier,

a b —a) — b

Ona: oy
ydz — zdy :ﬂh_—i (xdz — tdy),

V/I — I)l
tde — xdl :az_h__ (zdx — ydb).
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Dot
dx i dt
aR—b . ak—b
Ly t—»—h——:
dy dz N
ah* —b _ ak—b_ v
Y= Z———h—l

En substituant les valeurs de dx, dy, dz, di dans 1'équation

xdz 4+ zdr —ydl —tdy —=o,

il vient :
h+h, =o.

Chacune des familles de courbes conjuguées fournira un systéme analogue au

préeédent, de sorte que 'on peut écrire les deux systémes :

e <ac ah®—b' v>
R h A

o alk*—1b
Tf;_.‘p v Y
N )< ah®— b >
( w7 Yy h »
11 ?\ o )
y _akt—
\ 8 "'(y i x>

7, wo h, I sont des fonctions de « et §.

Ces systémes sont également vérifiés quand on y remplace x et y par ¢ et z. Ils
doivent donc étre compatibles et admettre deux couples de solutions (x, y) el (¢, ),
tels que ces quatre fonctions sont solutions d’'une méme équation de Laplace :

N dx e
27) —— 4+ A—+ B— + Cx =o0.
(27 . PP R VI PR

Cxprimons d’abord que les systémes I et 11 sont compatibles. En égalant les deux

D!

dxof
valeurs, on obtient une équation linéaire et homogénc en x et y qui est aussi vérifiée

valeurs de

et en remplagant les dérivées partielles du premier ordre par leurs

quand on change x et y en / et z. Comme zx — [y n’est pas nul, cette équation doit
&tre identique. En annulant les coefficients de = et y. on trouve immédiatement :

(ba' —ab)dp (B2 —k) o

(25) hk B ‘
5 . (ahk+b)y(h—k) < ah® —b d < ak*-b)_~
()0) 2AU. nle + L\‘B )\_—h——>_71— {J—k— == 0.
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2
On obtiendra des équations analogues en égalant les deux valeurs de vt il
dod9

suffit de permuter a et @', b et b’ en changeant les signes de A et p.; on ne trouve
qu'une condition nouvelle :

. (dhk+b)(h—Fk) d aht—b N ( 'kt — b'>
3 ' — | A -y ———— ) =o0.
(30) 20 e 3 () : > 4 G - o

I1 faut maintenant exprimer que x,y, z, ¢ vérifient une méme équation de
Laplace. Eliminons y entre les deux équations 1; il vient :

a'lk*—b' 'h* —b' 2 "Wl + b (h—k
ak®—b" _/‘a b ac+>\ (a'hl: + ") ( )x:o

3 N = & Len—0
G X=p—p—a, s T hic

2
Différentions la premiére équation I par rapport a § en remplacant % par sa

ak* —b . h Y ‘
valeur — p. <y—— A ac> puis y par Py <ac— - —>, ona:

I
JNRJ2

i . Y i d an—b e . dx
G2 X=gt [p.— i o8 <>—7—->] T

. (@R —0")(ak*— D) P a'h® — b’] .
— [)\p, — Au. Wi — A % log 7 r=o0.

Formons la combinaison
(33) X, +¢X=o.

Cette équation, comme les équations (31) et (32). admet les solutions = et {. On
peut disposer de p de telle maniére qu’elle soit aussi vérifiée par y; elle admettra
alors nécessairement la solution z, car trois solutions suffisent pour déterminer
I'équation (27).

On formera une équation analogue admettant comme solution y et z en permu-
tant a et ', b et b’ et en changeant les signes de % et ..

Posons

ah® — b dy ak* — b dy ahl 4+~ b
—u —_ . ———— (h—k)y =o,
s T e T T iy =e

., iy B d .ah*—b dy L dy
\i_bw.hﬁtp,—{— % log (A A >] S + A %

. (ak®* —b) (a'k* —b') h) ah® — b:l .
___[_I\}J.'—)\y. e + 2 % log 7 xr=o0,

~

Y =2

et formons I'équation
Y‘ + p'Y = 0.
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On doit pouvoir déterminer p et ¢’ de facon que cette équation soit identique a
I'équation (33).
En identifiant, il vient :
(a'h* —bYe + (ah* — b)g' + sh=o0,

Q ah®*—b
0g —f57+7—7F+—0
W U T

k
(a'k* —b)o + (al® — b)g' + 2k + —
W

(a'hle + B)g — (ahk 4 b)g" 4 (ab' — ba'y (b + k)

Re ) (ah —b) @k —b)
Tt 8 % =

Eliminons ¢ et ¢'; on obtient une équation qui détermine p. :

aht—bu ah*—b 2h o
e ' T2 : : J ah’*—b
KU ak®—b al n Jz_ : : 3{? log ah—0
i

h 2 (alk®—b) (@' h*—b")
~g o8 e

les deux premiéres colonnes du second déterminant sont identiques a celles du

premier.
Tous calculs faits, en désignant par 6 la forme doublement quadratique

6 = (ab' — ba')* (h + kY + 4(ahk + b) (’hk + b)),

on Lrouve :

. a(ba’ — ab') | dh
On obtiendra de méme :

__a(bd'—ab') A Me

35 Py .
(35) 6 da

Les équations (28), (29), (30), (34), (35) qui constituent un systémeen i, w, o, % ne
sont pas distinctes; si on considere les trois premiéres, clles sont linéaires par rap-
LA dp . . . ., .
port a 3% et D_p- et si on tient compte des valeurs de % el p., ces trois équations se
Ly : o2
réduisent & deux; on en tire

M .
28 - 2hk

[(ba'—ab’)(h’—k*) +4aah/f —bb:l,

ba'— ab’
aa' WPl — bb’“l
bd' — ab’

-t

(36)

N M[ Ve e
ST ShE (ba' —ab'y (B* — k") — 4

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. . 4
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ou en tenant compte des valeurs de 7 et p. :

; Q R 1 b ' N a rpepe i
(37) % log = — m —‘\;’5 l:(ba —ab"y* (I — k*) 4+ 4(ad'B*k* — b )1 .
B} 1 k[ , nNe /7.2 2 11272 i
oy log p.= o _(ba — ab")* (B — k*) — h(ad' K — bb )] .

Entre les équations (35) et (37), éliminons k.

L’¢quation (35) donne :

W5 0 6
d . 1 oh 206 dh dh ok
—logh=——+ —_————
26 s Tk 6 0 0
da

en porlant cetle valeur dans I'équation (37), il vient :

hYS AL}

2008 ok Dk dh
R R RN
Ny

Le coeflicient M a pour valeur :

26
Q1 (ba' —ab' (B — k) + h(ad Bkt — bb')
M= — i
9 h bh

En effectuant les calculs, on trouve facilement

M =o0.

I’équation prend alors la forme simple

3k 1 00 ko
bub{i_'() e v 08 ’

(38)

on aura de méme :

o) ¥ho 1 20 dh
I —_— e — .
) 05 0 Ok dx 0B

On a ainsi un systéme de deux équations en h et k.

Mais ce systéme peut étre simplifié. De ces deux équations, on tire

>h Ok h 26
RER) n 0208 dh dh 4 e Mk
oh R 6 v

24 %5
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ou en inlégrant par rapport a «,

dh Dk

B

L A A
=)

ct, par symétrie, ,

dh

dx

C 6_‘__.:_ ?<1>;

par un choix convenable des variables, on peut réduire a 'unité les fonctions f et o

et on a finalement le systéme

analogue a celui que nous avons obtenu pour les surfaces de révolution. On peut
donc dire que la déformation de la quadrique la plus générale dépend de I'intégration
de ce systéme.

[.a nature de la forme doublement quadratique 6 dépend de l'intersection de la
quadrique avec le cercle de l'infini. Il faudrait étudier spécialement le cas ou la qua-
drique est osculatrice au cercle de I'infini, dont I'étude ne peut pas se déduire des
calculs précédents: nous ne nous arréterons pas a ce cas qui ne présente pas de diffi-
cultés; on constate que la déformation se rameéne & celle des surfaces & courbure

constante.

[7] Nous allons considérer le cas particulier le plus intéressant en supposant la
quadrique simplement tangente au cercle de Il'infini, ct nous allons retrouver un
résultat déja établi par M. Darboux (*).

Dans I'équation du cdne asymptote, faisons a; =o. Par une rotation autour de oz,
on peut faire en sorte que b, =¥b,, et comme on peul supposer a,=-—1, on voit

que I'on aura

6 prend la forme
0 = a*(h + k)* + h(ahk + 1).

(*) Darmoux, Annales de U'Ecole Normale, 189g.
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Les équations (31) et (32) que vérifient x et ¢ s’écrivent :

- e Y —
(40) R T Re=o,
1

i X . p) o Al | o % ak® — 1 n M
A Y — — — | — =k —— Ju W, e b el =0
¢ PRI IR il [ P e Y S

l\.l

el yont ici les valeurs

. aah dk aak dh
h= — _ .
6w ‘ (Y
D’ou Pon tire
& 0 AU
2 Pt 8 dh b M
i Y A el
(Y] (2 M QY] ] (4]
dx

d I I 8
A ™™ 6 dhdp

dh dx e dx aalh—k) dh Mk

— e r==o0,
3 . dx 8 b 8 ox
Ao T (Ni > dh dx aah dk dx
— —aak | ——  —— —
225 6 \ A 3 2 0 dx 28
2a dh
— P 4 e ) — 6] — — p=—o0.
= [2ahk 4 2a(ak 1) — 4] % 3, T=°

Remarquons que

0 b1
ﬁ:2(l (h + k) + hak.

» Sl o . —a’(h+ k) . .
Multiplions la premiére équation par. — et ajoutons a la seconde, on
obtient une équation linéaire
Pty Qo Qx
A2 —+A—+B—+4Cx=0
(h2) a@g+ s B +

ott les coceflicients ont les valeurs :

1 A
26 dh %
T L] NS

B=—_ < &
26 e da

. hai(a+ DAl 4 hala 4 2) b 2k

C= =,
6 RIENEY
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Nous allons montrer que cette équation est identique & sa deuxiéme transformée
par la méthode de Laplace.
Calculons I'invariant

Y
H="2 1 AB_—c.

hE

On a

¢
gt 5 twles b5

A 1 M YR % [
2_—_ —_— - ——
2 0 0k dxdp ' Op

> o Pl ok ]
g ;

2
[ {2

en remplacant
i Y

par sa valeur (3g), il vient aprés réductions :

JA 1 0 dh 2 I ( %0 0 2N\ M Mk
da 26k dx B 2\ Rk kM) B
. ‘ . dh ok
En formant I, le coefficient de — — est
B

26 Rk 48* dh Mk 0* ’

ct, par suile,

On aura par symétrie le second invariant

o/
=
g
=~

K™
(]

[
IS
(%

e

D’oti

HK = a'.
. > . .
Calculons maintenant 336 log H en remarquant qu’on peut écrire :
aad,
oh
Q.
T
8

H=«a

Lo

~/

D autre part, d’aprés les équations (38) et (39).

r oh
A=-—1log—,
2 % du
T 2
B=-—1log—..
2 0 28
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Par conséquent.

da P

~/

%

¥ e Y e A B
= — — ——log— =02
a0p 8 T s B 2%

~
-
[

ou enfin

da Vj

Par analogie,

2

326 log K = 2(K -— H);

I'équation (42) posséde donc la propriété énoncée. Si on pose
oi - —oi
H=de s K=dae".

o est déterminé par I'équation

2
3 (0]

0B

= 4’ sin .

Supposons H et K connus; pour résoudre complétement le probléme, il faut
déterminer h et k, puis x, y, z,
On a les quatre équations

dh ke - dh ke s
% B W
et, d’apres les relations (38) et (39),
a Yh
43 H=——
%) 26 %26
dh
K — iz ) QL
A 128
o
Cette derniére s écrit également :
, Ok a
(4h) — =
w8 H Dk
L’équation (43) est linéaire en k :
a Xh

20 (h + ) + halk = - 3=,

d’ott en supposant a + 2 =]=0

(45) k= l: h 2 :l,
a + 2) H \13
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en ajoutant h,

- = a h
k+h_g(a+g)[ﬁmg +Z‘h]'

en portant ces valeurs de k et h 4 k dans 6, il vient :

(46)

I a® dh 2 .
0:4(a+ 2)’[Tl—bou\{$ + 8(a + I)h:l —hla+ 1)h*+ 4.

D’autre part, on a :

)k a* dh oM a dh
da - H w’ ) H 0

v

~

Porlons ces valeurs dans I'équation (44) :
d /1 Dh> 120
, (3@ <Hap T H X
7 (3 RN
d <H M) TH %

ou on remplacera dans les seconds membres k par sa valeur (45).

On a ainsi deux équations en A. On en obtient une troisiéme en remplacant 4 par
sa valeur (46) dans I'équation
. b b

22 W,
R

* Ces trois équations sont nécessairement compatibles. Désignons par p.q,r,s,1
les dérivées partielles de h; 'équation précédente s’écrit :

I a * . _a
ml:iS—FS(a-’— I)h:l —[1((1—*— I)h +[1— H pq

ou

;s+8(a+1)h:2(a+2)\/

a
H

Pq+h4(a+ 0)h*—4.

Les ¢quations (47) donnent

t g JH I

T 57 = gp 2+ ) + dah,

a?

d
t—gq % logH:(—l—%[H s+ 8(a + I)h],

et de méme

d ) a a
r—p—glogH:a+2 I:—H—s—i—S(a-}— r)h]..
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Posons

P—= \/—?—_I-pq—i— hla+ 1)h*— 4.

h vérifie les trois équations :

!
]

d
r—=p-—IlogH + 2aP,

hP2
(48) P U o D PRI
a a
) .
| t:qb—slogH+2aP.

- Si on écrit les conditions d’intégrabilité

or Js o8 oM
% T B da

on constate qu’elles sont vérifiées identiquement en vertu de 'équation

2
d

dudd

at
logH=—2 <H_—ﬁ_)

Le systéme (48) est donc compatible et admet une solution dépendant de trois
constantes arbitraires : les valeurs initiales de A, p et g. 1l est facile de s’assurer que
les résultats ne sont pas modifiés quand a + 2 —=o.

Si @+ 1=o0, la quadrique est surosculatrice au cercle de linfini. On pourrait
suivre ici une méthode analogue a celle que nous avons employée pour les qua-
driques de révolution : mais les calculs précédents s’appliquent intégralement.

Quand on connait &, on a k sans quadratures, ainsi que x et p.; le calcul de x et ¢
se rameéne a I'intégration d’équations différentielles ordinaires, aprés y et = se déter-
minent sans quadratures au moyen du systéme 1. '

On voit quen derniére analyse, la principale difficulté du probléme est encore
Iintégration de I'équation

kQ()) 4 2 -
= 4a SN w.
du B

|8] Nous allons montrer que k et k& étant connus, Vintégration des systémes I
et Il se raméne & celles d'un systéme de deux équations de Riccatti. Considérons

dans le cas le plus général les deux équations :

£ . a'h®— b >
Q% l\< h Y )

dy R ah®—b
. :——/\<y~—————h——30>

x

~/

~

~
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Posons
xr=ay.

En éliminant x et y, on obtient I'équation

e . ah*—b _ ah*—b ,
= a2% — A — 2 G

du h h

(49)

on aura une équation analogue en changeant «, x,h en §, u, k:

a'k*— b ak®*—b
—=2uG — W A — P °

d

a

(50)

-~
(N

33

Ces deux équations forment un systéme complétement intégrable; les conditions

d’intégrabilité sont précisément les relations (28), (29) et (30).

Si on connait une solution de ce systéme, on délerminera y par une quadrature,

puis « sans quadrature nouvelle.

Ce systeme est analogue a celui qu’on rencontre dans I'étude des déplacements A

deux variables indépendantes.

11 est facile de se rendre compte que les équations établies précédemment per-
mettent de définir le roulement d’une quadrique sur une surface applicable.

Soient p, ¢, r, et p,. q,, r, les composantes par rapport aux axes mobiles des deux

rotations quand l'une des variables « ou § varie seule. En identifiant les équa-

tions (49) et (50) avec les équations connues (), on a :

) ) ThE— b
(b1) r = 2ii, ])—{—(/L:—-2>\laT,

La'kt— b

(52) "’ZQ:J.i, p4+(11i:—2})"L—k_’ pih—qiiZZp'im

Eliminons A et  entre les équations (51) :

p+qi

’

r _ah_{_T’
p—qt__ . b
- = ah W
D’ou
h<ab,_ba,):b(erqur-b(p—qt),
b — bty = 24D+ L0 —aD

Multiplions membre & membre :

[a(p+q0) + d'(p—qd][b(p + q)) + V' (p—qi)] — (ab' — ba')’'r* = o.

p—ql= 22 —8—

(') DarBoux, Legons, t. I.

Fac. de T., 3¢ S., 1V.
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Cette ¢quation exprime que I'axe de rotation est paralltle & une génératrice recti-
ligne de la quadrique envisagée au paragraphe 5. Il en sera évidemment de méme
pour le second axe.

Nous allons maintenant démontrer qu’il est possible de déterminer un roulement
de la quadrique dans lequel les deux rotations sont définies par les équations précé-
dentes. Dans ce cas, les deux axes instantanés sont les deux génératrices rectilignes
qui se coupent au centre instantané.

Ecrivons I'équation de la quadrique sous la forme

la(x + iy) + a'(x—iy)] [b(x 4+ iy) + b'(x — iv)]— (ab' — ba')* (2* — m*) = o.
Les équations d’une génératrice rectiligne sont :
blx 4+ 1y) +b'(x —iy) = p(al' —ba’) (z — m),

alx+iy) + d(x—iy) = ; (ab'— bd') (z + m).

v

En exprimant qu’elle est paralléle 2 'axe de la premiére rotation, on trouye c=h.
Exprimons maintenant que cette droite coincide avec 'axe instantané défini par
les équations
E4+qz—ry =o,
W+ re—pz —=o,

¢+ py —qr=o,

%, 7, { désignant les composantes de la vitesse de l'origine (centre de la quadrique)

quand « varie. Par une identification facile, on trouve :

. ah®*+
E 4 qi=2nm —_i—_——,
. h
. . R ah® + b
Z— qi= anm —

{=aim(ab' — ba').

On obtiendra des équations analogues pour le second axe, qui est unc génératrice

de 'autre systéme, en changeant men —m, . et hen p et l :

1.2 r
- . ak* +b
f 4 ni=—2pm ——,
k
. . ak®* + b
E,—nl=—2pm —

{, = ap.m(ab' — bd').
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Il faut toutefois s’assurer que 2,4, ¢, 2, v,, {, vérifient les trois relations fonda-

mentales :
/i:-__ DE‘:(/Z —q,C—rq + ro
B T W
2 N
(53) ;2~%Eﬂi—%—m;+mL
hld hld

— <= =pn—pa—q: + q,3.

~
)
~
<

Cette vérification n’offre aucune difficulté.

Ces trois relations sont des conséquences des équations (34), (35) et (36).

Les douze quantités 2,4, (, 2, m,, ¢,» p. 4, I, P,» q,» r, définissent donc bien le rou-
lement d’'une quadrique sur une surface applicable. Les coordonnées du centre ins-

tantané sont données par les équations

. a'hlk —b'
Ly Wy =—2M ———,
. ahl—b
Tooi= o am
_ h+k
V4 _thI:

Supposons pour simplifier que la quadrique soit la plus générale rapportée & ses

plans principaux. Il suffit de faire

a=ba, b =a;

I’équation de la quadrique s’écrit :

(a4 b)yx® + (a—b)'y* — (a® — b*)*(z* — m*) = o.

On a pour les rotations :

. h? —h?

p:Zl(a-—b)lJ{- , q:)\(a—}—b)l , r=ali,
h h

. i k*

pe=sita—0 5, g=pEer =
et

:—~[nl(t+b :_ima—f—b

- (l—bpy Y T a__bpl'

o ,na»—b . a—b

n = L1 (L+1)Q’ na—lma_*_bq{’

{=im(a*—b%)r, (=—im(@®—b)r,.
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Si on écrit I'équation de la quadrique sous la forme
Ax* + By + C* —1=o,

on a
=1 B _ ! c
T mi(a—b)*’ T mi(a + b)Y’ T omt

-

’

et les derniéres relations s’écrivent :
- Ai . — Al
= p N :_I == :p’ N
VABC VABC
Bi — Bt
"= q, W——F—q,
VABG VABG
" — G . Ci
{—=———r, = r,.
VABC VABC

En portant ces valeurs dans les équations (53), on obtient un systéme vérifié par
les six rotations

N AN L
A<b‘@+ax)—<B—c><qri+zq,>'
R AN .
B (5 + 52 ) = (€= ) m, + pr),

o or,
c(¥+ Dx>=<A—B><‘m11+qp.>,

qui, joint au systéme fondamental

Q p
1
— L =qr, —rq,.
Dl(ﬁ Dl qr, 9,
g g,
—_—— —— = rp, — pr
W T
or oar,
(\:ﬁ - 37 _pql_qpi’

donne toutes les relations entre les six rotations.
La détermination de la surface = conjuguée par rapport au complexe I, exige
' I'intégration du systéme des équations I et IT. La solution la plus générale d¢pend de
deux constantes arbitraires, et, pour I'obtenir, il suffit de connaitre deux solutions
particuliéres.

Nous avons vu que toute solution du systéme (49) et (50) fait connaitre par une
quadrature une solution du systéme I et II. Nous allons montrer que si on connait
la solution générale des équations de Riccatti, I'intégrale générale de I et I se déter-
mine sans quadrature.
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Du systéme I, on tire :

dx dy .oxt 4y
—y —=—1r——-+ qxy.
da Y 2 7%
dx dy .oxt—y .
rX—+y —=—1II ———— plxy,
du o 2 prry
dy Da:__pi x’+y’+qac’—y’
du. du 2 2
Posons
2 3 2 2
vy —x L x4
u—=- , V=1 y . Xy —w
2 2
u, v, w vérifient les équations
du
=rv —qn,
hE2 1
w
S = pw—ru,
ax
dw
S = qu— pv.
dAL

On aura un systéme analogue en changeant w en et p,q,renp,, q,.r,.
On voit que u, v, w vérifient les équations qui déterminent les cosinus directeurs
des axes mobiles; mais on a :
u 4+ v+ w'=o.
Cela posé, si on connait la solution générale des équations de Riccatti, on peut

considérer deux systémes de solutions des équations précédentes u,, v, w, et u,, v, w,

qui satisfont aux relations :
u, + v+ w,=ct,
u; + oI+ wi=ct,

uu, + v, + ww, = cte.
En désignant par p une constante arbitraire, posons

u:uo + pul’

v

]

vo + tsvl ’
w= wo + Fwi ’
u, v, w constituent un systéme de solutions et on peut choisir la constante ¢ de telle

maniére que
u'+ '+ w=o;
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on a pour 3 deux valeurs, et, par suite, deux systémes de valeurs de u, v, w qui per-
mettent de déterminer deux solutions des équations 1 et II.

On détermine facilement les lignes asymptotiques de la surface =.

Posons pour simplifier :

al® — b ah*—b'
H=%——, H=)—ow,
3 TR
ak® — b , al*—b
K=u [ K=y ko
ct soit
x =y

En remarquant que s vérifie les équations (49) et (50), on a :

N
1 = —H,
y
I &C ,
&—b—g‘—p.s—K,
1% . dn JH
- = —HH)Ys —_——
vzt (* Joto du hE -
1y
;—Dl — i+ Hsz,

N
1%y e , A JH
&w =x—HH'— Qv + M

o1 dx 1 Oy N , c
On aurait — — et ——= en changeant & en p. H et II' en K et K'. Enfin, on
yag oy B
pourra changer x et y en £ et z en remplacant s par une nouvelle solution ¢,. Si on
forme I'équation des lignes asymptotiques, elle se réduit par une simple combinaison

de lignes et de colonnes a la forme
dv* — df* = o.

b

~ Dans le roulement de la quadrique, les lignes correspondantes constituent le
résean G commun 4 la quadrique et & la surface applicable sur laquelle elle roule.

[9] Les calculs du paragraphe 6 conduisent immédiatement & un résultat deéja
établi par M. Servant(1). A chaque quadrique, on peut en associer trois autres, telles
que, & toute solution du systéme III pour la premiére, on peut faire correspondre

une solution du systéme analogue pour chacunc des trois aulres.

(1) Servant, Comptes rendus, 25 mai 19o3.
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Remarquons qu’on peut choisir les variables de maniére que le systéme III
s’écrive :

M ok dh mo

du. dz 2% W (ab — ba')

ce qui d’ailleurs ne change pas la forme des équations précédentes du paragraphe 6
établies indépendamment de cette hypothése. En particulier, les expressions de X et p,
donndées par les équations (34) et (33), ne sont pas modifices.

Désignons par 9" la forme doublement quadratique

0
P A
(ab'— ba'y’

ou en tenant compte des valeurs de ab. a'b’ :
8 = (h + k) + ha,a R*K* + 4(a,b] + b,a)hl + 400, .

Supposons que la quadrique soit la plus générale et rapportons-la & ses plans
principaux; il suffit que

[’équation de la quadrique s’écrit
(a, + b)*ax* + (a,— b))’y — 2" =ct°,

et, si on pose

A=(a, +b),  B=(a,—0),

4

on a:

O =h - k* + (A —B)Ak + 2(A + B+ 1)hk + A —B.

Supposons m =1, le systéme Il s’écrit :

2h Ak

Va5

'

Changeons & en —¥k,. On a un systéme de méme forme :

0k, kO,

dx da % 8

—

en posant

8/ =h'+ k' + (A—B)R"K" —3(A + B + 1)hk, + A —B.
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Ce systéme est analogue au précédent ou 'on aurait fait m——r1. A la forme 6/,

correspond une quadrique Q, :

Ax*+ By — 2 =ct

etona:
A —B,=A—B.
A+B +1=—A+B+1).
D'ou
A4+ B, +1=0,
A, +B+1=o0.

L’équation de Q, s’écrit donc :
B+ 1D+ A+ 1)y 4+ 2 =ct.

1 . \
Changeons k en — Zhon obtient le systeme

fl

3k, dk

g Bk
en posant :
' R bk A+ B+ 1
O, —=h* 2 i v .
0, h+k’+A———B 21— hl‘+A—B

A cette forme correspond une quadrique Q, :

A, + By — 2 =cl

ct on a

A\ —B ="

T T O T

A4+B+1

AAQ+B2+I—'— A_B ’

d’on on tire :
—A A4+
A=i—p% B=1i=wm

L’équation de Q, s’écrit donc :

A+ A+ 1)y + (A—B)2" =ct".

. I . o ey . .
Enfin, si on change k en 5 on obtiendra une troisieme quadrique Q, qui se
1
déduit de Q, comme Q, se déduit de Q, etona :

B B+
Wiy BTRT

joe}
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L’équation de (), est
Bx* + (B 4 1)y* — (A —B)z* =ct".

En général, les trois quadriques Q,, Q,, Q, sont différentes de Q.
Si on écrit I'équation de Q sous la forme

Ax® + By* 4+ C2*=ct",

on verrait facilement que pour que I'une des trois quadriques Q,, Q,. Q, soit égalea Q,
il faut que I'un des coefficients A, B, C soit égal a la somme des deux autres.

Dans ce cas, la transformation conduit néanmoins & une nouvelle déformée de
la quadrique. Remarquons que la solution compléte du probléme exigera encore
Iintégration d’un systéme de deux équations de Riccatti.

La transformation que nous venons d’indiquer peut aussi se déduire aisément des
méthodes de M. Guichard.

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. 6
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QUATRIEME PARTIE.

[4] Nous avons vu que la recherche des surfaces applicables sur les quadriques
revient & celle des surfaces dont les centres de courbure sont conjugués par rapport
A un cdne du second degré (ou & deux plans), c’est-d-dire par une transformation
homographique, & celle des congruences rectilignes dont les plans principaux sont
conjugués par rapport & une conique et les foyers conjugués par rapport & un cone.

La transformation de Lie nous a permis de ramener ce dernier probléme a la
détermination des surfaces conjuguées par rapport & un complexe du second degré.

Plus généralement, on peut rattacher & la déformation des quadriques la re-
cherche des congruences dont les foyers sont conjugués par rapport & une qua-
drique Q et les plans principaux conjugués par rapport & une autre quadrique Q"
Pour discuter complétement ce probléme, il faudrait étudier 'intersection des qua-
driques Q et Q' et envisager les cas ol ces surfaces dégénérent 'une en un cone ou

deux plans, l'autre en une conique ou deux points.

[2] Nous avons déji étudié le cas ot Q' dégénére en une conique et Q en un cone
dont le sommet n’est pas dans le plan de la conique; si le sommet du cone est dans
ce plan, on peut, par une transformation homographique, prendre la conique pour
cercle de I'infini et remplacer le cone par un cylindre.

Sans entrer dans une discussion détaillée des positions relatives du cone et de la
conique, nous envisagerons seulement les cas suivants :

1° Le cylindre est de révolution. Soit

4+ y—1=o

son équation. La congruence cherchée est celle des normales & une surface S. Si on
applique & cette derniére la transformation de Lie, on obtient une surface ¥ conju-
guée par rapport au complexe défini par I'équation

14 2 __
a3 — vy — 0.

Soient x,y, z les coordonnées d’un point de £; u et v les paramétres des lignes
conjuguées appartenant au complexe. On a :

dx ( z dy (bz )2
—ly —r =)=,
( du " du du u
dx 2z dy 0z \*?
y——z— |=({—]);
) v ) )

(1)
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x, y et z sont solutions d’'une équation de Laplace :

Q' x dx

— — :O,
Qdu v u v

Différentions par rapport a v la premiére des équations (1), il vient, en rempla-
cant les dérivées secondes par leurs valeurs :

T oz dy dx 2z dy 2z Az dx (z,y)
5\ —z + Y —Z —32 v —N=
u N w v u u u v u d(u,v)

On a une équation analogue en changeant B en A et en permutant u et v; d’ot on
tire immeédiatement

dx X
A —=o,
u v
c'est-a-dire
‘\!
—=o.
du M
dx dx
Comme et

ne sont pas nuls, on peut poser :
du D) P ’ peut p
x=u -+ v.
Les équations (1) s’écrivent alors

dy,  /az)\*
du~ \du )’

dy, [ az\?
w - \\w

en posant

d
Al 14 <
D’oti en égalant les valeurs de Y, ,
dudv

'z, 0z, Az, o
dudv \ du h) ’

le second facteur n’est pas nul, sinon z serait fonction de z et la surface serait un
cylindre; donc

et

dudv
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Posons

oz, oz
—=U(u), =V {@);
u (a) N ®)

on a
Ay, dy )
__:Uz’ 1:‘/:'
u PIY

et finalement :

dr = du + dv,

dy, = Udu + Vdv,
dz, = Udu + Vdv.

Les coordonnées w, y,, z, définissent une surface de translation engendrée par des
courbes apparlenant au complexe dont I'équation est :

drdy, — dzi —=o.

1

Cette surface se déduit immédiatement d’une surface minima, el on peut aisé-
ment faire disparaitre les signes de quadrature. 11 est d’ailleurs facile de s'assurer
que x, y et z vérifient une méme équation de Laplace de la forme

i Qe Qe
—A{——— ) =—o0.
v u v

2° Le cylindre est quelconque. Dans ce cas, la surface £ A laquelle conduit la
transformation de Lie, est conjuguée par rapport & un complexe dont I'équation est
de la forme

(E—ax)(t —ba) —y'=o0.

En étudiant directement la question, on est ramené i I'équation des surfaces &
courbure constante; nous montrerons plus loin que ce probléme revient 4 la défor-
mation du paraboloide quelconque.

3° Le cylindre est parabolique; soit

Yy 4+ 2x=o0
son équation.

L’équation du complexe correspondant est
(=& —by(z+ 8 =0

que nous rencontrerons également plus loin.

Nous laisserons de cdté le cas ou le cylindre a un seul plan directeur isotrope, ou
a ses génératrices isotropes.
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[8] Envisageons maintenant le cas ol 'une des quadriques Q ou Q' dégénére.
Ces deux cas se raménent 'un & 'autre par une transformation homographique.

Supposons que Q' dégénére en une conique qu’'on peut prendre pour cercle de
Iinfini; on est ramené & la détermination des surfaces dont les centres de courbure
sont conjiugués par rapport & une quadrique Q. La congruence des normales est
alors harmonique & un réseau de la quadrique; ce réseau est nécessairement C. Le
probléme est donc équivalent & la déformation des quadriques.

Considérons, pour fixer les idées, une quadrique & centre Q ayant pour équation
Al 4 Beyz 4+ C2*—1—o0

et supposons qu’on connaisse une surface S dont les centres de courbure sont con-
jugués par rapport au cdne asymptote C.

Appliquons la transformation du paragraphe 8 (1™ Partie). Les deux points I,
et F, ayant pour coordonnées

G Xl —_— \vl P A—] Zl
o Bl . yi o Rl ' e Rl
X Y, _z
o RB ' VQ o RS ' * R2

sont aussi conjugués par rapport au cone C. Ce sont les foyers d’une congruence G
dont les plans principaux sont conjugués par rapport a la sphére

4+ vy 4+ 22 —1=o.

Effectuons une transformation par polaires réciproques relativement & la qua-
drique
Ax* + By + C2* —1=o.

La sphére a pour polaire réciproque Q, et au cone C correspond le cercle de I'in-
fini. La congruence G se transforme en une congruence de normales dont les foyers

sont conjugués par rapport a Q. La conjuguée de la droite F, F, a pour équations :

AXX + BY,Y + CZZ — R, =o,
AX,X + BY,Y + CZZ — R, =o.

Ces équations définissent la congruence cherchée.

En remplacant la surface S par une surface paralléle, c’est-d-dire en ajoutant une
constante a R et R,, on obtient une infinité de congruences paralléles harmoniques
au méme réseau C.

M. Guichard a tiré de la considération de ces congruences une méthode de trans-
formation des surfaces applicables sur la quadrique Q.
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(4] Supposons maintenant que Q' soit une véritable quadrique: en la prenant
pour absolu, la congruence cherchée est alors une congruence de normales non eucli-
diennes & une surface S. Soient

4y +2+F=o0
I'équation de Q’,
J@y =0

celle de Q. Désignons par X, Y, Z, T, et X,,Y,,Z, T, les coordonnées des centres
de courbure de S, et par u et v les paramétres des lignes de courbure.

Nous avons vu que les formules

[ dx dy 2z o

Y  du- du_
) X, Y, Z, T,

dx dy dz d

W 3 3o

\, Y~ Z T,

définissent les tangentes & un réseau L de l'espace & quatre dimensions. En expri-
mant que les centres de courbure sont conjugués par rapport a Q, et en remplacant
les coordonnées des centres par les valeurs proportionnelles ci-dessus, la condition
trouvée signifie qu'il existe un réseau parallele, c’est-a-dire un réseau L, sur la qua-
drique
flx,y, z. 1) =ct

de I’espace a4 quatre dimensions.

Admettons que Q et Q" aient un tétraédre conjugué commun; 'équation de Q est

de la forme
G+p)a* 4+ +¢@)y +0+r) + f=o.

La condition pour que les centres de courbure de S soient conjugués par rapport
a Q, s'écrit :

o dx dy dy P dz dz i ou M
—_— —_— I —_—
v ( )

¢
——=0;
v u v

(r+p7) + (0 +4)

u
cette équation exprime qu'il existe sur la quadrique

C+p) + 0+ Oy + 0+ + =1
un réseau L dont les tangentes sont définies par les équations (2).

M. Guichard a montré(’) que la recherche de ces réseaux se rattache par la for-
mation de déterminants orthogonaux a la déformation de la quadrique

ZxZ + tyz + rﬁzi —_— Cte.
p q)

(1) Comptes rendus, 19n6.
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Remarquons que si une transformation par polaires réciproques échange les
deux quadriques Q et Q', elle fait correspondre a I'une des congruences cherchées
une congruence de méme nature.

On peut tirer de 13 une transformation des réseaux L sur la quadrique de I'espace
a quatre dimensions; mais cette transformation ne différe pas de celle que M. Gui-
chard a déduite de la loi d’orthogonalité des éléments.

[5] Le probléme qui nous occupe se ramdne aussi 4 la recherche des surfaces
conjuguées par rapport & un complexe du second ordre.
Prenons pour absolu la sphérg

4+ y 4+ 2" —1=o,
et soit

Sy, 2, R)=o0

I'équation de Q. (R désigne la variable d’homogénéité.)
Soit S une surface quelconque. Appliquons la transtormation du paragraphe 8
(1 Partie). Les coordonnées homogénes des deux points F, et F, sont :

N,,Y,Z,R, e X,Y,Z,R,.
Pour qu’ils soient conjugués par rapport a Q, on doit avoir :
Xszi + Y-;,f;'i + ZBf,Zi + R!fih:O'
Lla surface S est définie par cette relation symétrique entre les coordonnées des
centres de courbure et les rayons de courbure principaux.
Appliquons & cette surface la transformation de Lie (3° Partie, § 1). La surface

transformée 2 est conjuguée par rapport & un complexe du second ordre. Si on écrit
I'équation de Q sous la forme

fx+ iy, x—iy,z+ R, z—R)=o,
celle du complexe sera :

fla & 8. 0) = o.

(6] On peut appliquer une transformation plus directe qui est I’extension de celle
de Lie & I'espace non euclidien.

Prenons pour absolu la quadrique A dont I'équation est :
\Y +Z=o.
Ecrivons les équations d’une droite sous la forme

N+Y+x—yz=—o,
2xX—yY—zZ —xy—o.
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Cetle droite est tangente 4 A. De ces équations, on tire :

x4+ Y=1z(y—2X),
E+V(y—X)=—2zXY + 7).

Posons
H=— (XY + 72),
il vient :
) x +YZZ\/E,
(3) _
y—zX = \/H

Dans T'espace (z, y, z), ces équations représentent deux droites symétriques par
rapport & ox et appartenant 4 un complexe linéaire dont I'équation est

ydz — zdy = dx.
Soient
x=—az+ p,
y==6tz+4q,

les équations d’une droite quelconque. Entre ces équations et les équations (3), éli-
minons z,yet z. On a :

(a— V) (g —VH) + (Y + p) X — b)=o,
ou en développant
(BY — pX + Z + bp—ag)* + (a + q)* (XY + Z)=o,
c’est I'équation d’une sphére cayleyienne; les coordonnées du centre sont :
. X,=b, Y,=—p, Z,=bp—aq.

En adoptant pour la droite les coordonnées de Pliicker et en rendant homogénes
celles du centre, on peut écrire :

onl[’;, Y:'q, 1 =, T:Y

L] 0 ¢
Le rayon est défini par I'équation

—(a4q) « (a+ q)’.

cos P:A(XOYO—{—ZO): g
Dou

VCEL (L))

=Ty T =)

Celte transformation de contact fait ¢videmment correspondre aux lignes asymp-

totiques les lignes de courbure.
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[7] Les formules précédentes permetltent de montrer que la détermination des
surfaces non euclidiennes & courbure totale constante équivaut a la déformation du

paraboloide quelconque('). La courbure totale du ds® non euclidien est :

1 + cotg p colg ¢';
désignons cette courbure constante par sin®g.
Si on transforme la surface S par la transformalion que nous venons d’établir,
on obtient une surface X dont les tangentes asymptotiques vérifient I'équation
» ! »r
2+ 3)(e 4+ 3 .
_GHEDEHD

1

Elles sont donc conjuguées par rapport aux deux complexes linéaires représentés
par I'équation

( + 2 — (2 — I cos® g = o

c’est I'équation a laquelle conduit la déformation du paraboloide

x4+ y'cos’yg =z.

En particulier, si la courbure totale est nulle, les deux complexes sont spéciaux
et ont pour équations :

5o

le probléme revient & la déformation du paraboloide de révolution.
Si la surface S est une surface minima non euclidienne, la surface = est conjuguée
par rapport au systéme des deux complexes linéaires représentés par 1'équation

2
o —

2

S

I

o,

a laquelle conduit la déformation du paraboloide équilatére :

xy —z=o.

[8] Revenons aux surfaces dont les centres de courbure sont conjugués par rap-
port a une quadrique Q.
Soit :
xy + zl=o

Péquation de la quadrique absolu Q’, et

S(@y. 2, ) =0

(') Cf. Servant, Sur les surfuces non euclidiennes & courbure moyenne constanle
(Comptes rendus, 190o0).

Fac. de T., 3¢ S., 1V, . 7



5o L. ROUYER.

celle de (. A une surface S donl les centres de courbure sont conjugués par rapport
A Q, la transformation du paragraphe 6 fait correspondre une surface T dont les
tangentes asymptotiques sont conjuguées par rapport au complexe I’ défini par

I'équation
f(B w5 v)=o0;

ceci n'exclul pas d’ailleurs le cas ot Q dégénére en un cone ou deux plans. Si Q dégé-
nére en deux plans, le complexe I' dégénére en deux complexes linéaires; & un
plan tangent & Q. correspond un complexe spécial : I'étude des différents cas est
facile, on est ramené & la déformation des paraboloides.

Si Q est un cone, on retrouve également des résultats déja établis; nous nous
bornerons & examiner les cas suivants :

° Le cOne a son sommet sur la quadrique Q'; on peut écrive son équation

o(x.y) + F=o

et celle du complexe [':
® f(8.) + 7 =o.

Par une transformation dualistique, on remplace le cdne par le cercle de Uinfini;
la quadtique Q' devient un paraboloide; le probléme revient donc & la recherche des
congruences de normales euclidiennes dont les foyers sont conjugués par rapport &
ce paraboloide. D’autre part, I'équation (4) est celle du complexe obtenu en cher-
chant les surfaces dont les centres de courbure principaux sont conjugués par rapport
4 un cylindre quelconque (§ 2). Ce dernier probléme est donc équivalent a la défor-
mation du paraboloide général.

2° Le cone a son sommet sur (', et le plan tangent en ce point est aussi tangent

au cdne; 'équation du cdne peut s'écrire :
(x =¥y + tz +y)=o,
et celle du complexe I :

() B—=n) +yB+%=o0.

Par une transformation dualistique, on remiplace le cdne par le cercle de I'infini
et la quadrique Q' par un paraboloide tangent au plan de I'infini en un point du
cercle; la déformation de ce paraboloide équivaut. comme nous I'avons vu (37 Partie),
A celle de la sphére. De plus, d’aprés la forme de Véquation (5), ce probléme est
aussi équivalent 4 la recherche des surfaces dont les centres de courbure sont conju-
gués par rapport & un cylindre parabolique.
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[9] Supposons que Q soit une véritable quadrique. Il résulte de la remarque de
M. Guichard que, dans le cas le plus général, le probléme se rattache a la déforma-
tion des quadriques. Nous n'entreprendrons pas une discussion compléte et nous
nous bornerons a considérer les cas o U'inlersection des deux quadriques se décom-

pose en droites ou coniques :
i Q et Q' sont confondus. L’équation du complexe I est alors

&n + vi=o,

ou

DA%

%7 = 0,

le complexe se décompose en deux complexes linéaires spéciaux; on voit que 'équa-
tion ci-dessus est celle a laquelle conduit la recherche des surfaces non euclidiennes

4 courbure tolale nulle.
Ces derniéres sont donc caractérisées par la propriété suivante : leurs centres de
courbure non euclidiens sont conjugués par rapport a I'absolu. Ces surfaces peuvent

étre déterminées sans quadratures.
M. Guichard les a obtenues sous une forme un peu différente (') en considérant

les multiplicités développables sur la quadrique
4y L4 L=1

dans I'espace & quatre dimensions.
Parmi ces surfaces, nous signalerons les surfaces réglées; clles sont engendrées
par une droite qui s’appuie sur deux génératrices rectilignes de la quadrique Q; la

vérification de cetle propriété est immédiate.

2° Les quadriques Q et Q' se coupent suivant quatre droites distinctes. On peut
écrire équation de Q
xy + kzt = o,
et celle du complexe I
fn + ky{=o0.

C’est un complexe tétraédral. On sait déterminer les surfaces conjuguées par rap-

port & ce complexe (2).
3° Les deux quadriques se coupent suivant deux droites doubles. L’équation de Q
s’écrit
xy + 2zt + £ =o,

(1) Jowrnal de Liouville, 18¢b.
(?) Lie-Scuaerrers, Berihrungsiransformationen, chap. 1x.
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et celle de [

B + 4 + v =0,
cu

c’est I'équation déji obtenue pour les surfaces dont les centres de courbure sont con-
jugués par rapport & un cylindre de révolution.

4° Les deux quadriques se coupent suivant une droite double et deux droites de
Pautre systéme.

En écrivant I'équation de  sous la forme

xy + 2zt + lr =o,

celle de I" sera :

Soient «, v, z les coordonnées d’'un point d’une surface ¥, u et v les paraméires

des lignes conjugnées appartenant au complexe. On a

o oz oy dy o2
SoANY ST AN TN, 9
u u u du

? dx &z Ny 2
Y v 3
[

(©) )

o

—z — Y —=—o0;
v Dv) v

x, y et z vérifient une méme équation de Laplace :

) v Qe B dx
/ ww

- Q.

-/

v

Différentions la premiére des équations (6) par rapport & v en remplacant les
dérivées secondes par leurs valeurs et en tenant compte des équations (6) elles-inémes.
Il vient aprés réductions :

B Qe 9z dy " dx oz Dy> dv oz dy ¢
—_ _ — ————— —
v J u du u Y v AL du v v

hDJ

& Q d Q 4 2 dy oz dy oz
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D’ou
ox 0T
A B—=o,
u Y
et, par suite,
¥
=0
R
dx ox .
Comme et ne sont certainement pas nuls, on peut poser :
u U

r—u + v.
Posons, d’autre part :
“logy=y,, log z =z,.
La premiére équation (6) s’écrit :

D(yl—zl) ayl Dz

du du du
on peut donc écrire
W,MI“I dz, 1—AQ
du v du N
de méme
M, 2, 1
1 - AL w

¢crivons les conditions d’intégrabilité :

RN du. I A I .

W w’ X ud

Une discussion simple montre qu’il n’y a pas lieu de s’arréter au cas ou 3*=yp’,

et, par suite,

% est une fonction de u et p. une fonction de v; y, et z, sont alors définis par les
équations
dy, =(1—n)du + (1 —u)dv,

1 I
z{:<_——1>du + <———1>dv;
A P
&, ¥, 2z, sont les coordonnées d’un point d’une surface de translation ¥, qui est une

transformée homographique d’une surface minima. 1l est d’ailleurs facile de faire
disparaitre les signes de quadrature.
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5° Les quadriques Q et ()’ se coupent suivant une conique et deux droites dont le
point de rencontre est sur la conique. L'équation de Q peut se mettre sous la forme
xy + 2zt + t(x +y)=o0;

celle du complexe [" est

+(B 4+ ) =o;

c’est I'équation a laquelle conduit la transformation de Lie (3° Partie) appliquée aux
surfaces dont les centres de courbure sont conjugués par rapport & un paraboloide

de révolution.

6° L’intersection se compose de deux droites et d’une conique quelconque.
On peul écrire I'équation de Q
xy + zt + at(z + t) =o,
et celle du complexe sera :
w2 —ay(y + ) =o.

Les coordonnées d’un point de X vérifient les deux relations

D dz D dz 2z d e
_(_—.’[;‘ y-‘—————z‘y>——a-‘—<‘ +x‘y~—y(
du du u o\ du o u

dx dz d dz dz D T
.L_ y‘ _z‘_y.>_a:_.<‘_+x‘y_yt__ =0,
v v G 0\ v w v

ainsi que I'équation de Laplace (7).
Différentions la premiere équation (8) par rapport a v en remplagant les dérivées

I

(8)

secondes par leurs valeurs tirées de I’équation (7). On trouve aprés réductions :
dz d D J) dx ¥z,
B d —‘—‘—/——Z V\ <u Jz . Jy + “TV((‘Z y)
ALY du \u) u A w ) du b(u, v)
NAVENEA dy ‘Dx) 2 [/ z Wz Ay, x)
—aB | — T——y—— )+ — + a: —
) <Bu + w T u <Dv y \v “ du.v)

De cette équation, retranchons les équations (8) aprés avoir multiplié la premiere

3z Jz

L.
, il vient

N
par B Y , la seconde par B

[\ dZ

u Qv

B dz dy N\ Mz, 2) B < 0z z Ay &, z)
2z \7 v/ d(u,v) 3 Y u /) 2(u, v)
v o

dz.y) dx \(v x) 0z
du, v) \(u v) o
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[
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ou
Bz d(z,x) (z,y) 2z, y) 0z (y,x)
+ —a - —=o
0z dz du,v) d(u,v) u D(u, v) du d(u,v)
u v
et de méme :
Az d(z.x) d(z.y) dx Az, ) a dz Ay, x)
—_— —_— = 0;
0z dz d(u.v) d(u,v) v du,v) w d(u, v)
v
0z bz
ajoutons ces équations en multipliant la premiére par 5, et la seconde par S
Jdv u
LA LB e ey
oz oz d(u,v) A, v du,v)
v u

ou

h4 )z )z iz
zZ|A—+ B — — =0
u v u

c'est-a-dire

Une courbe du complexe est définie par I'équation
dx(ydz — zdy) = adz(dz + xdy — ydx);

cette équation s’écrit :

[ ] (e (£),

Posons

n=xz", p=yz M.z =logz, b=—a(a+ 1);

I’équation devient :
didy. = (bly. — a)dz}.

Les deux lignes conjuguées vérifient cette relation, et en remarquant qu'on peut

prendre z, = u + v.on a:

M2
& hp—a,
u du
(9) W 3
dAd -
( % 30 = brp.—a.
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1

C’est un systéme analogue & celui que nous avons rencontré au paragraphe 6
(3¢ Partie). En posant
=0bip — a,

on a, comme nous 'avons vu, les relations :

dudv H

( 327\ I 06 4 A

—
ns o/
<>
=
<
s
fd

Pp

(10)
(, w6 . v

Pour intégrer le systtme (g), posons

V) M.
qu du
= R K= ;
hits IS
v N
on a:
HK =1,
: : Y S d
[4 d A d (p.
log H= lo. — log —.
NI g Jud g du v g o
Or.
A
» AN d dud
0 = .
Qu g o u N
cu
c'est-d-dire, d’aprés les équations (ro) :
& R d by o ( b biu\ dn abh . .
og —— = —_— e e e e T e e m——
dudv u u H \ 6 6* ) 2 du 6% v du
Par symétrie,

hS ) . ab Y du

0g — =— — — —
oo 8w 8 2 du’

cl, par suite :
* log H
<
——— =0
v

Donc
H=TCw). V)

On a alors :

A
<
|

'

-

(11) — =1Y¥ \'

./
o~
~
<
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D’autre part,

Wb Db
Www 6 w0 w W’

ou enfin, d’aprés les équations (g),

9

DA .
(12) sy =0 UVe

)
Dans la seconde des équations (g), remplagons :—% et p. par leurs valeurs tirées
¢
de (11) et (12), il vient

1 A I 0\ aUV
Adu A du w A
o
* log A uv
—=a
du v I~

L’intégrale générale de cette équation est

. —aUV
Ar=X-+Y) \/—\’Y’ ,

X désignant une fonction de u, et Y une fonction de v.

On voit par 14 que si on laisse aux variables u et v toute leur généralité, X sera de
la forme

Ar=UVX +Y),

- U et V désignant de nouvelles fonctions.

Les équations (10) subsistent intégralement; de la premiére, on tire :

A
a dud
bu = — .
v X* % log A
du dv
Tous calculs faits,
aU'V' U Vv
b":_h__— ‘v,' —4’ 4 oy
e ] UQVQX’Y’ [\ + U/ K + Y + Vr X ]’
p. a la forme
!‘I' - Ui.Va (X‘ + Yl)
en posant :
—a U —a V'
U, = _, — - .
* b UX' v, b VY

Fac. de T., 3¢ S., 1V.
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Il faut maintenant calculer z,. Le systéme (g) s’écrit ici :

&

e/

P

) iz, \*
—— = (b — <
. ( du du (bh a><8u>’
(13)
dn du. dz \*®
— 2 = (bhy, — L.
( v ( v a)<bv>

[ r . D)\ D&L
Dans la premiére de ces deux équations, remplacons 5o et 3, Par leurs valcurs
au au

~J

I

™ = VU'(\, +Y),
N
M v Y.
—SE —‘4U1(‘\+‘4)’
le premier membre s’écrit
Uu, vy XY’ e .
——‘—V,‘—— +UU VW A+YX, +Y),
c’est-a-dire
1 U]
'[—)' U,—IJ’ (b )UJ. _— a) .
Donc

<nz, >2_ 1 U/
/) b U,

22,\* _1VV!
<Dv> AN

z, se détermine donc par une quadrature.

et de méme

7° ) esl circonscrite & Q'. Léquation.de Q peut s’écrire
zy + 2t +k(z+ =0,
et celle du complexe I'
i —k(y+4{’=o,
équation obtenue dans la déformation des surfaces de révolution.

8" Les quadriques se coupent suivant deux coniques tangentes. On peut prendre
pour équalion de Q :

xy + 2t +x* +alz + ) =o;

celle du complexe est alors :

wE—aly + O — =0
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c’est, aux notations prés, 'équation & laquelle conduit la recherche des surfaces dont

les centres de courbure sont conjugués par rapport & une quadrique de révolution.

9° Si les surfaces sont bitangentes, il résulte de la remarque de M. Guichard que

le probléme se rattache a la déformation des quadriques de révolution.

[10] Le complexe défini par I'équation
S ty)=o0

n’est pas le plus général du second degré.

Nous allons montrer que la recherche des surfaces conjuguées par rapport au
complexe le plus général se rattache & celle des réseaux nuls sur une quadrique de
Iespace & six dimensions, ou des réseaux I sur une quadrique de I'espace & cinq.

Reportons-nous aux formules de la premiére Partie (§ 1).

Si on pose

=

v
14

’

g=si, 0=—(8+7). 4

on a l'identité
dx® + dy* + d2°* 4 do® + d§* + dy’=o.

Le point M, dont les coordonnées sont x,y, z, «, 8, v, décrit dans Iespace a six

dimensions un réseau nul. On a d’autre part :

w W
u u
Ay 00
du
hr4 . 6
w
I ]
— =R, —,
u u
o AL} 0
il  —(\2 72 2 Rz
w20 PR) = Vi R S

B NP Y4+ Z—RE—1 20

2w 2 u’
o _ NI Y4 Z R+ 0
o 2 du’

on aurait des formules analogues pour I'autre courbe du réseau.
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St on applique & la surface S la transformation de Lie (3¢ Partie. § 1) en adoplant
pour la droite les coordonnées de Klein, les coordonnées des tangentes asymptoliques
de la surface transformée X sont :

.Y, 7R, N VIH B =R NIV 2R

2 9 .
e XA AT R XY 4Z R
N Y, 7, R, et AR A R
2 2

qu’on peut remplacer par les quantités proportionnelles

dx dy 2z dz 28 D
- - , - N
T r  wT T w T w rT  w” T
o o . dv
LTE T rerereeeeeeeeieii

Exprimons que ces tangentes sont conjuguées par rapport au céne du complexe
défini par I'équation générale du sccond degré

SJror,,...,r)=o;

I’équation obtenue

exprime précisément que I'équation de Laplace du réseau M admet la solution
Sy, 2, 2, 8,9);
autrement dit, il existe un réseau paralléle sur la quadrique
F@, vz a,Boy) = ot

ce réseau est également nul.

Considérons, pour fixer les idées, le complexe le plus général dont I'équation peut
se ramener a la forme

(tayri+ ...+ +a)ri+r,=o;

en tenant compte de la relation identique

2 22 22
ri4-r,+..+r,=o,
on voit que 'équation du complexe s’écrit :

2 P
ar; 4+ ... +ar,=—o.
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En écrivant que les tangentes asymptotiques de I sont conjuguées par rapport au
céne du complexe, on a I'équation
e X 0B 2
(14) a, — + a,— P

w w7 sdu

Le point M ayant pour coordonnées x, ¥, z, x, § décrit dans I'espace & cinq dimen-
sions un réseau I; I'équation (14) exprime qu’il existe un réseau paralléle, c’est-a-dire
également I sur la quadrique

ax® + ay + ... + a8’ = const.

11 est d’ailleurs facile de voir que ces deux problémes dans les espaces & cing et a
six dimensions sont équivalents (!).

(1) La question envisagée au paragraphe 6 de la premiére Partie a été résoluc d’une facon
plus générale par M. Clairin dans un article dont je n’ai connaissance qu’au cours de Uin:pres-
sion du présent travail (Bulletin des Sciences malhématiques, 1905'. M. Clairin a déterminé
tous les cas dans lesquels I'équation s = f(x, y, £) est intégrable par la méthode de
M. Darboux. :

«Oe



