
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

A. JUPEAU
Contribution à l’étude des caustiques obtenues avec les
systèmes optiques centrés
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3e série, tome 4 (1912), p. 251-363
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1912_3_4__251_0>

© Université Paul Sabatier, 1912, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1912_3_4__251_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


CONTRIBUTION A L’ÉTUDE DES CAUSTIQUES
OBTENUES AVEC LES

SYSTÈMES OPTIQUES CENTRÉS

PAR M. A. JUPEAU,

Professeur agrégé au Lycée de Poitiers.

’ 

INTRODUCTION.

Je me propose d’étudier dans ce travail la surface caustique donnée par un sys-
tème centré, dans le cas général où les rayons lumineux sont issus d’un point situé
hors de l’axe du système et dans son voisinage. Ce problème a été traité théorique-
ment par M. Finsterwalder en 1 892 (~) ; la solution que je donne est différente ; elle est
établie, d’une part, sans passer par l’intermédiaire des formules assez compliquées
de Seidel, et, d’autre part, sans recourir à la résolution d’une équation différentielle

approchée. J’y joins en outre une série de vérifications expérimentales qui fixent les
limites dans lesquelles cette solution est valable. Les résultats trouvés ne sont pas

complètement d’accord avec ceux de NI. FinstervTalder. Je montrerai les divergences
et les raisons que j’ai de penser que, dans cette étude, les approximations concernant
les résultats sont mieux définies, parce qu’elles sont indépendantes de la résolution
de l’équation différentielle approchée signalée plus haut.

L’intérêt de ces recherches est multiple. En premier lieu, la surface caustique est
une surface parfaitement définie dont l’importance physique est considérable, quel

(1) S. FINSTERWALDER, Die von optischen grösserer 0152ffnung und grosseren
Gesichtsfeldes erzeugten Bilder (Muench. Abhand. der k, bayer. Akademie der Wiss., II,
Cl, XVII, Bd. III, Abth 5i9-58y).
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que soit le point de vue auquel on se place, celui de l’optique géométrique ou celui
de l’optique ondulatoire. Les résultats auxquels on parvient sont rigoureusement
exacts, à la condition de n’envisager la caustique que comme un lieu de concentration

particulière d’énergie. Le point de vue géométrique ne conduit à des résultats illu-
soires qu’au moment où l’on se propose l’étude de l’intensité lumineuse dans un

plan de section. C’est alors qu’il faut adopter le point de vue ondulatoire et entrer
dans la voie suivie notamment par Airy (1). En somme, seules les proprié.tés de la
surface caustique varient avec le point de vue. Dans le premier cas, elle se présente
comme surface séparant un espace éclairé d’un espace sombre; elle constitue une 

’

limite infranchissable pour l’énergie rayonnante. Dans le deuxième cas, elle perd ce
caractère de frontière, mais elle se présente encore comme lieu de concentration par-
ticulière d’énergie, lieu séparant deux espaces où l’intensité moyenne est différente.

Cette surface nous est fournie directement et facilement par l’expérience, ce qui
permet de vérifier les résultats du calcul ou de déterminer les écarts provenant des

approximations faites dans ces calculs. A cet égard, il est fort intéressant de pouvoir
matérialiser en quelque sorte des prédictions exclusivement géométriques. En outre
cette réalisation donne lieu à de forts beaux phénomènes très simples à observer.

En dernier lieu, un travail semblable est utile au point de vue pratique, celui de

l’optotechnique. En effet, un principe parfois suivi dans la construction des différents

systèmes optiques, consiste à diviser les corrections à effectuer en deux groupes. La

première partie d’un système fait correspondre à un point lumineux objet Pi une
certaine surface caustique Ci; une deuxième partie fait correspondre à un point
image P2 une surface caustique C~. P2 sera rigoureusement l’image de Pi à travers
tout le système, si les deux parties de ce système sont construites de telle sorte que
Ci et C2 coïncident. C’est le principe adopté par exemple dans les projecteurs du
colonel Mangin.

Le travail suivant, comme tout ce qui concerne l’optique géométrique, s’éloigne
quelque peu des voies ordinairement suivies par les physiciens français. Les recher-
ches dans une semblable direction n’attirent pas en général; elles sont longues,
pénibles et on s’en éloigne volontiers tant le bénéfice qu’on en peut t retirer paraît
lointain. Si l’on consulte le catalogue de notre littérature sur ces questions, on le
trouve bien pauvre en comparaison de ce qui s’est fait à l’étranger, notamment en

Allemagne. A la vérité, nous n’avons pas encore un traité d’optique géométrique
moderne, et ceux qui veulent se mettre au courant de l’état actuel de cette science

(1) AIRY, On the intensity of light in ihe neighbourhood o fa caustic (Trans. Cambr. Soc.,
1838, pp. 379-402, 5g5-6oo.

J. MACÉ DE LÉPINAY, 
Sur les franges des caustiques elles arcs surnuméraires cle l’arc-

en-ciel (Annales de la Faculté des Sciences de Marseille, 18g8 ; Journal de Physique, t. 

3e série, p. 2og).



doivent faire l’effort de lire des ouvrages comme ceux de M. von Rohr. Il y a quelques
années, M. Pelletan exprimait d’assez vifs à ce propos dans le Journal cle Physique (’).
C’est en effet, au moins en partie, cette insumsance d’écrits et d’enseignement qui
nous rend tributaire de nos voisins au point de vue de l’optotechnique. Le physicien
qui consentirait à publier un traité dans le genre de celui cité plus haut, faisant ainsi
passer dans notre langue l’essentiel des écrits étrangers, ,rendrait un service notable
à ceux que ne rebute pas l’optique géométrique.

Le Mémoire que je présente peut être considéré comme l’une des deux formes
sous lesquelles on peut aborder les problèmes posés par l’optique géométrique. On
peut en effet procéder rigoureusement, n’admettre aucune approximation, c’est la

façon de faire de M. A Gullstrand. Cette méthode est sûre, mais elle est lente et trop
souvent elle se heurte à des difficultés insurmontables. Il faut, outre la patience,
une science rare en géométrie infinitésimale pour obtenir le moindre résultat ayant
une valeur pratique, et ce qu’a obtenu, en particulier, le savant professeur d’Upsala,
représente le fruit de vingt-cinq années de labeur (2).

On peut, en deuxième lieu, faire comme je l’ai fait, après nombre de physiciens,
traiter par échelons les problèmes qui se posent ; c’est la façon de Abbe. Cette façon
est peut-être critiquable au point de vue de la géométrie pure, mais c’est la vraie
méthode importante pour le physiéien, c’est celle qui donne le plus vite et en plus
grande quantité des résultats pratiques. Une solution approximative vaut infiniment
mieux que pas de solution. La seule précaution à prendre, précaution qu’on ne doit
pas perdre de vue, c’est de ne pas déduire des résultats obtenus des conséquences
trop lointaines., incompatibles avec les approximations faites. C’est la non-ubser-

vation de cette règle qui a souvent conduit à une précision illusoire. Il est inutile,
par exemple, dans ce Mémoire, de pousser plus loin que la deuxième approximation
la résolution de l’équation du deuxième ordre qui se trouve au chapitre II.

Je dois à la bienveillance de M. le Doyen GARBE d’avoir pu facilement réaliser les
planches qui illustrent ce travail et déterminer les différentes constantes utilisées au
chapitre VIII. Qu’il me permette de lui en exprimer ici toute ma gratitude.

(i) Je dois noter ici que M. J. BLEIN vient de répondre en partie au désir que j’exprime en
faisant paraître son excellent précis d’ « Optique géométrique ».

(2) ALLVAR GULLSTRAND, Allgerneine theorie der monochromatischen aberrationen tind
ihre nächsten ergebnisse fiir die Ophthalmologie.



PLAN 
’

Dans un premier chapitre, je rappelle les résultats généraux de la théorie des

caustiques et je montre comment la symétrie du système optique considéré peut ren-

seigner sur la forme générale de la caustique.

Au deuxième chapitre, je considère le cas simple de la réfraction à travers un

dioptre sphérique unique et je recherche quelle forme on doit donner aux dia-

phragmes pour isoler les normalies développables formées par les rayons lumineux

après leur réfraction. L’équation à laquelle je parviens n’est pas celle des coniques
homofocales obtenue par M. Finsterwalder. Je déduis de cette équation la solution
cherchée compatible avec les approximations faites pour établir l’équation elle-

même.

Dans le troisième chapitre, je détermine l’équation de la caustique par deux 
thodes et je montre l’accord entre les résultats obtenus et ceux que l’on peut prévoir
a priori.

Dans le quatrième chapitre, je traite, avec une première approximation, pour
deux dioptres, le problème résolu au chapitre II pour un dioptre unique. Les formules
trouvées sont identiques, ainsi que les conséquences que l’on en peut déduire.

Au cinquième chapitre, j’envisage le cas général d’un système centré quelconque
avec la même approximation que précédemment et j’aboutis encore à la même forme

d’équation, par suite à des conséquences analogues.

Dans le sixième chapitre, je pousse l’approximation à un ordre supérieur en ce

qui concerne une lentille.

Au septième chapitre, figurent les résultats de l’étude expérimentale d’une caus-

tique dans le cas particulier d’une lentille plan-convexe, ainsi qu’un procédé pour
~ déterminer l’indice d’un solide transparent. 

’

Dans un dernier chapitre, j’utilise les résultats précédents pour fixer les domaines
dans lesquels les deux solutions obtenues sont valables.



CHAPITRE PREMIER

Résultats généraux de la théorie des caustiques.

D’après un théorème dû à Malus (1) et généralisé successivement par Cauchy,
Dupin, Gergonne et Quételet, on peut énoncer la proposition suivante : :

Si -des rayons lumineux traversant une série de milieux isotropes sont normaux à
une surface, ils ne cessent pas de conserver cette propriété après un nombre quelconque
de réflexions et de réfractions.

En particulier, si ces rayons lumineux sont issus d’un point, ils sont dans un

premier milieu normaux à des sphères: ils sont par suite, d’après le théorème pré- ,

cédent, normaux à une famille de surfaces parallèles, après qu’ils ont subi un nom-
bre quelconque de réflexions ou réfractions. Autrement dit, des rayons lumineux

primitivement isogènes constituent, après la traversée d’un système optique quel-
conque formé de milieux isotropes, une congruence de normales. Les surfaces nor-
males aux droites de la congruence sont dites surfaces orthotomiques ou surfaces
d’onde.

On démontre, d’autre part, en géométrie, que toute droite D d’une congruence
appartient à deux surfaces développables dont les génératrices sont également des
droites de la congruence. A ces développables correspondent deux arêtes de rebrous-
sement, y~ et ~~Q, tangentes à D en deux points F~ et F2 appelés points focaux ou

foyers de la droite D. Le lieu des points F1 et ~’~ constitue les deux nappes ~’1 et E,
d’une surface dite surface focale ou caustique. Cette surface peut encore être consi-
dérée comme le lieu des arêtes de rebroussement ~ i et "’(2. Les deux plans Pt et Pt,
qui passent par D et sont tangents en Fi et Fz aux deux nappes de la surface focale,
sont dits plans focaux. Ces plans sont tels, que P~ tangent à ~~ en F~ est osculateur
à v~ en Ft et que P2 tangent à ~’, en F~ est osculateur à ~ en F~.

(1) ) Journal de l’École Pol ytechnique, cah. XIV, ire série, p. n.



La propriété caractéristique des congruences de normales (seul cas qui nous

occupe) est que les plans focaux Pi et P~ sont rectangulaires. Ces plans focaux coïn-
cident, par suite, avec les plans des sections principales d’une surface d’onde quel-
conque (S) au point trace sur cette surface de la droite D considérée. Il en résulte

que les deux surfaces développables passant par D coupent la surface d’onde suivant

les deux lignes de courbure Ai et A~ passant par M. A la développable qui s’ap-

puie sur Ai correspond l’arête de rebroussement dont le plan osculateur est P,.
A la développable qui s’appuie sur A~ correspond l’arête de rebroussement dont

le plan osculateur est P~. Les arêtes de rebroussement Yi et Y2 peuvent être consi-

dérées comme les enveloppes des rayons D quand M parcourt A, et A2. Dès lors, les

points F, et F2 sont les centres de courbure principaux de la surface d’onde en M et

l’ensemble des deux nappes de caustique X, et ~g constitue la développée de toute

surface d’onde, telle que S, située dans un même milieu.

De ce que le plan osculateur P, de ,/, en F, est normal au plan Pj tangent à 2,
en F,, il résulte que Yi appartient à l’une des familles de lignes géodésiques de :Et.
De même, ,~~ appartient à l’une des familles de lignes géodésiques de ~~. Il y a ainsi



correspondance, point par point, entre une surface d’onde et sa développée ; aux lignes
de courbure de la première correspond une famille de géodésiques de la dernière.

L’importance optique du groupement des rayons lumineux en surfaces dévelop-
pables vient du fait que, pour de semblables groupements, la rencontre des rayons
est plus intime que pour tout autre. En associant une droite à chaque point d’une
courbe gauche, on peut obtenir une surface réglée. Dans le cas où la droite associée
est la tangente à la courbe, la surface engendrée est développable et l’arête de re-
broussement de cette dernière est la courbe qui sert de support. Si l’on prend comme

. infiniment petit du premier ordre un élément d’arc de la courbe, on démontre que
la distance entre deux génératrices infiniment voisines est du troisième ordre ou du

premier, suivant que la surface est développable ou simplement réglée. C’est donc
sur les arêtes de rebroussement des développables, c’est-à-dire sur les lignes telles

que Yi et 12’ et par suite sur les nappes de caustique, que les rayons lumineux se
rencontrent le mieux possible. La considération des faisceaux développables sera par
suite très supérieure à celle des faisceaux plans que considère la théorie élémentaire.
La caustique apparaît ainsi comme « lieu de concentration d’énergie )).

. Pour des formes particulières de surface d’onde, la surface focale peut se sim-

plifier. 
’

La caustique se réduit à un point pour des surfaces d’onde sphériques; c’est le cas
d’un faisceau isogène réfléchi sur un miroir plan.

La caustique se réduit à deux courbes dans le cas où les surfaces d’onde sont des

cyclides de Dupin (1) (surface, en général, du quatrième ordre, qu’on peut considérer
comme l’enveloppe d’une sphère variable res-
tant tangente à trois sphères fixes, ou encore
comme la transforrnée d’un tore par rayons
vecteurs réciproques). Dans le cas particulier
où la cyclide dégénère en un tore, les deux

lignes caustiques sont une droite et une cir-
conférence. On réalise une surface d’onde de

ce genre en utilisant un miroir de révolution

dont la méridienne est une ellipse et l’axe de
FIG. 2.

révolution une droite normale au grand axe de cette ellipse et passant par un de
ses foyers. En plaçant un point lumineux à ce foyer, on obtient des surfaces d’onde
réfléchies en forme de tore et une caustique formée de l’axe de révolution et de la
circonférence lieu des centres du cercle méridien qui engendre le tore (~).

e) ) CLERK MAXWELL, O.t the cyclide (The quarterly Journal of pure and applied mathematics,
p. III, I868).

(2) EVERETT, une ligne fccale (Collected Papers, vol. II, p. I44; Philosophical maga-
zine, Igo2, t. LIII, p. fi83).

Fac. de T., 3e S., IV. 34



La caustique se réduit à une courbe et une surface dans le cas où les surfaces
d’onde sont des surfaces enveloppes d’une famille de sphères dépendant d’un para-
mètre. Le centre de la sphère variable décrit la courbe caustique. Dans le cas parti-
culier où cette courbe est une droite, la surface d’onde est évidemment de révolution
autour de cette droite. Dans ces conditions, la deuxième nappe de caustique est aussi
de révolution et s’obtient en faisant tourner la développée de la méridienne de la
surface d’onde autour de la ligne caustique. La développée possède forcément un
point de rebroussement sur l’axe de révolution. On réalise ce cas simple en considé,
rant un système optique centré quelconque et un point lumineux objet situé sur
l’axe du système; les ondes émergentes possèdent la symétrie indiquée plus haut et
il leur correspond les deux nappes de caustiques décrites ci-dessus.

Dans le cas général où la caustique se compose de deux surfaces, il peut arriver
que les surfaces d’onde présentent un certain degré de symétrie; ce qui permet de
déduire immédiatement certains renseignements concernant leur caustique.

Le cas de surfaces d’onde possédant un plan de symétrie se trouve réalisé avec
un système optique centré et un point lumineux objet pris hors de l’axe. Le plan P
qui passe par l’axe du système et le point lumineux est plan de symétrie, Une sur-
face d’onde émergente est nécessairement symétrique par rapport à P. L’intersec-

tion 1 de P avec cette surface appartient nécessairement à l’une des familles de ses
lignes de courbure. L’autre famille coupe 1 orthogonalement et à l’intersection la
courbure de ces lignes est maximum ou minimum. Il en résulte : .

1° Que l’une des familles de normalies développables (surfaces développables
engendrées par les normales à une surface) comprend le plan de symétrie auquel
correspond une arête de rebroussement plane, courbe suivant laquelle une première
nappe de caustique coupe orthogonalement le plan P.



2° Que la deuxième famille de normalies développables admet des arêtes de re-
broussement présentant un point de rebroussement dans le plan P. C’est dire que
la deuxième nappe de caustique se divise en deux parties se raccordant tangentielle-
ment suivant le plan P.

FlG.4.

Le cas de surfaces d’onde possédant deux plans de symétrie est réalisé avec les
ondes qui émergent d’une lentille cylindrique, à la condition que ces ondes provien-
nent d’un point situé sur une droite passant par les centres de courbure d’une section



droite. Une telle droite est dite l’axe de la lentille; elle est normale aux génératrices
des deux surfaces cylindriques qui limitent la lentille. Les deux plans de symétrie
sont deux plans forcément rectangulaires qui se coupent suivant l’axe de la lentille :
l’un Pi est perpendiculaire aux génératrices de la lentille et l’autre P2 leur est paral-
lèle. Ce qui a été dit au paragraphe précédent s’applique èncore ici, et il en résulte

que chacune des deux nappes de caustique se divise en deux morceaux se raccordant

tangentiellement dans chacun des plans IB et P~. Les deux arêtes de raccordement
sont ainsi planes; celle située dans Pi coupe orthogonalement P2 et vice versa.

On peut réaliser le cas de surfaces d’onde possédant une infinité de plans de sy-
métrie en utilisant une lentille cylindrique et un faisceau de lumière parallèle, la
direction d’incidence étant normale aux génératrices de la lentille. Tout plan per-
pendiculaire aux génératrices est plan de symétrie: Les surfaces d’onde émergentes
sont cylindriques, puisqu’elles doivent avoir la même symétrie. Leurs génératrices
sont parallèles à celles de la lentille. Les deux systèmes de normalies développables
sont deux familles de plans perpendiculaires et parallèles aux génératrices de la len-
tille. L’un des systèmes d’arêtes de rebroussement s’éloigne à l’infini ; l’autre demeure
à distance finie et engendre une nappe de caustique qui, elle aussi, est cylindrique
avec génératrices encore parallèles à celles de la lentille.



CHAPITRE II.

Réfraction à travers un dioptre sphérique.

Soit le dioptre sphéri-
que Si de centre Ci séparant
deux milieux d’indices o
et (On suppose une lu-

niière monochromatique.)
Ri désigne le rayon du

dioptre sphérique ; il est

compté positivement dans
le sens de Oz. de la

figure. )
. xo , , zo sont les coor-

données de la source lumi-

neuse Ao .

FIG. 6.

, Y*’ ~i sont les coordonnées du point où un rayon subit la réfraction. (0~
a pris ici comme axe Oz un des diamètres du 

Nous considérerons x0, y0, 2014, x1, y1 comme grandeurs du Ier ordre et nous négli-

gérons, dans ce chapitre, les grandeurs d’ordre supérieur à 4.

L’équation de la surface Si est :

ou, au 6e ordre près,



Les cosinus directeurs de la normale en A~ sont :

Les deux premiers sont calculés rigoureusement, le dernier au 6e ordre près.
Les cosinus directeurs du rayon incident no) sont :

en négligeant les grandeurs d’ordre ) 5.

Équations optiques en .

Prenons comme plan d’incidence
le plan de la feuille ; la première loi i
de Descartes indique que le rayon
réfracté sera également dans ce plan ;
la deuxième loi s’exprime par :

7.

Prenons sur le rayon réfracté

AI’ = N.1 et sur le rayon incident

Menons IJ perpendiculaire-
ment à JA et I’J’ perpendiculairement à J’A. D’après les deux lois précédentes,
IJ est égal et parallèle à l’J’. Il en est de même de leurs projections sur un axe quel-
conque. Par suite

Sur l’axe Ox, on obtient, en désignant les cosinus directeurs du rayon réfracté

par Lt’ mt, nt :



De même sur l’axe Oy : :

et sur l’axe Oz : :

Finalement,

ou, en posant :

Ces équations sont la forme analytique sous laquelle nous considérerons les lois

de Descartes ; elles forment ce que nous appellerons les équations optiques en A~ .
On en déduit :

D’autre part,

d’où :

Or :

ou, ne conservant que les termes d’ordre 4 :

ou, en posant :



Il vient alors :

Si dans les équations qui donnent 1t et on néglige les grandeurs 
il suffit de déterminer J11 au 4e ordre près. On prendra :

La seule valeur acceptable pour est celle qui tend vers ~, car pour t==o,
r==o et ~=~2014~.

D’où :

La première équation optique devient :

En posant :

l’équation précédente devient :



De même, on obtiendrait :

Remarquons que a et P sont finis, alors que b est du IP’’ ordre. Si l’on se limite

au 3c ordre, les équations optiques s’écrivent :

Condition à satisfaire pour qu’une normalie de rayons réfractés soit développable.
Courbes directrices du faisceau incident.

Les équations d’un rayon réfracté sont :

Les coordonnées y~ d’une courbe située sur SI et telle que le pinceau issu de A~
et s’appuyant sur cette courbe forme, après réfraction, une surface développable,
doivent satisfaire à la condition :

Fac. de T., 3e S,, IV. 35


