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CONTRIBUTION A LETUDE DES CAUSTIQUES

OBTENUES AVEC LES

SYSTEMES OPTIQUES CENTRES

Par M. A. JUPEAU,

Professeur agrégé au Lycée de Poitiers.

INTRODUCTION.

Je me propose d’étudier dans ce travail la surface caustique donnée par un sys-
téme centré, dans le cas général ou les rayons lumineux sont issus d’un point situé
hors de I'axe du systéme et dans son voisinage. Ce probléme a été traité théorique-
ment par M. Finsterwalder en 1892 (!); la solution que je donne est différente; elle est
établie, d’'une part, sans passer par I'intermédiaire des formules assez compliquées
de Seidel, et, d’autre part, sans recourir a la résolution d’une équation différentielle-
approchée. J'y joins en outre une série de vérifications expérimentalés qui fixent les
limites dans lesquelles cette solution est valable. Les résultats trouvés ne sont pas
complétement d’accord avec ceux de M. Finsterwalder. Je montrerai les divergences
et les raisons que j'ai de penser que, dans cetle élude, les approximations concernant
les résultats sont mieux définies, parce qu’elles sont indépendantes de la résolution
de I'équation différentielle approchée signalée plus haut.

L’intérét de ces recherches est multiple. En premier lieu, la surface caustique est
une surface parfaitement définie dont I'importance physique 8t considérable, quel

M S. ‘FINSTERWALDER, Die von optischen Systemen grisserer (Effnung und grésseren
Gesichtsfeldes erzeugten Bilder (Muench. Abhand. der k. bayer. Akademie der Wiss., II,
Cl. xvir, Bd. m1, Abth 519-587).
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que soit le point de vue auquel on se place, celui de I'optique géométrique ou celui
de T'optique ondulatoire. Les résultals auxquels on parvient sont rigourcusement
exacts, & la condition de n’envisager la caustique que comme un lieu de concentration
particuliére d’énergie. Le point de vue géométrique ne conduit a des résultats illu-
soires (u'au moment o I'on se propose 1'étude de P'intensité lumineuse dans un
plan de section. C’est alors qu’il faul adopter le point de vue ondulatoire et entrer
dans la voie suivie notamment par Airy (1). En somme, seules les proprié¢tés de la
surface caustique varient avec le point de vue. Dans le premier cas, elle se présenle
comme surface séparant un espace éclairé d'un espace sombre; elle constilue une
limite infranchissable pour I'énergie rayonnante. Dans le deuxidme cas, elle perd ce
caractére de fronliére, mais elle se présente encore comme lieu de concenlration par-
ticuliere d’énergie, lieu séparant deux espaces ou l'intensité moyenne est différente.

Cetle surface nous est fournie directement et facilement par 1'expérience, ce qui
permet de vérifier les résultats du calcul ou de déterminer les écarts provenant des
approximations faites dans ces calculs. A cet égard, il est fort intéressant de pouvoir
matérialiser en quelque sorte des prédictions exclusivement géométriques. En cutre
cetle réalisation donne lieu 4 de forts beaux phénomeénes trés simples & observer.

En dernier lieu, un travail semblable est utile au point de vue pratique, celui de
Poptlotechnique. En effet, un principe parfois suivi dans la construction des différents
systémes optiques, consiste & diviser les corrections & effectuer en deux groupes. La
premiére partie d’'un systéme fait correspondre & un point lumineux objet P, une
certaine surface caustique C,; une deuxiéme partie fait correspondre & un point
image P, une surface caustique C,. P, sera rigoureusement I'image de P, a travers
tout le systéme, si les deux parties de ce systéme sont construites de telle sorte que
C, et C, coincident. C’est le principe adopté par exemple dans les projecteurs du
colonel Mangin.

Le travail suivant, comme tout ce qui concerne 1'optique géométrique, s’éloigne
quelque peu des voies ordinairement suivies par les physiciens francais. Les recher-
ches dans une semblable direction n’attirent pas en général; elles sont longues,
pénibles et on s’en éloigne volontiers tant le bénéfice qu'on en peut retirer parait
lointain. Si 'on consulte le catalogue de notre littérature sur ces questions, on le
trouve bien pauvre en comparaison de ce qui s'est fait & I'étranger, notamment en
Allemagne. A la vérité, nous n’avons pas encore un iraité d’optique géométrique

moderne, et ceux qui veulent se mettre au courant de 1’élat actuel de cette science

[

(1) Ary, On the intensity of light in the neighbourhood of a caustic (Trans. Cambr. Soc.,
1838, pp. 379-402, 5g5-600. ' .

J. Mact pE LEpinav, Sur les franges des caustiques et les arcs surnuméraires de Uarc-
en-ciel (Annales de la Faculté des Sciences de Marseille, 1898; Journal de Physique, t. VII,
Je série, p. 209).
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doivent faire I'effort de lire des ouvrages comme ceux de M. von Rohr. 11y a quelques
années, M. Pelletan exprimait d’assez vifs & ce propos dans le Journal de Physique (V).
C’est en effet, au moins en partie, cette insuffisance d’écrits et d’enseignement qui
nous rend tributaire de nos voisins au point de vue de l'optotechnique. Le physicien
qui consentirait & publier un traité dans le genre de celui cité plus haut, faisant ainsi
passer dans notre langue 'essentiel des écrits étrangers, rendrait un service notable
a ceux que ne rebute pas 'optique géométrique.

Le Mémoire que je présente peut étre considéré comme l'une des deux formes
sous lesquelles on peut aborder les problémes posés par l'optique géométrique. On
peut en effet procéder rigourcusement, n'admettre aucune approximation, c’est la
fagon de faire de M. A Gullstrand. Cette méthode est siire, mais elle est lente et trop
souvent elle se heurte & des difficultés insurmontables. Il faut, outre la patience,
une science rare en géométrie infinitésimale pour obtenir le moindre résultat ayant
une valeur pratique, et ce qu'a obtenu, en particulier, le savant professeur d’Upsala,
représente le fruit de vingt-cing années de labeur(2).

On peut, en deuxiéme lieu, faire comme je I'ai fait, aprés nombre de physiciens,
traiter par échelons les problémes qui se posent; c’est la fagon de Abbe. Cette facon
est peut-étre critiquable au point de vue de la géométrie pure, mais c’est la vraie
méthode importante pour le physicien, c’est celle qui donne le plus vite et en plus
grande quantité des reésultats pratiques. Une solution approximative vaut infiniment
mieux que pas de solution. La seule précaution 4 prendre, précauiion qu'on ne doit
pas perdre de vue, c’est de ne pas déduire des résultats obtenus des conséquences.
trop lointaines, incompatibles avec les approximations faites. C’est la non-obser-
vation de cette régle qui a souvent conduit & une précision illusoire. Il est inutile,
par exemple, dans ce Mémoire, de pousser plus loin que la deuxiéme approximation
la résolution de I'équation du deuxiéme ordre qui se trouve au chapitre 11.

Je dois & la bienveillance de M. le Doyen Garse d’avoir pu facilement réaliser les
planches qui illustrent ce travail et déterminer les différentes constantes utilisées au
chapitre VIII. Qu’il me permette de lui en exprimer ici toute ma gratitude.

(*) Je dois noter ici que M. J. BN vient de répondre en partie au désir que j’exprime en
faisant paraitre son excellent précis d’ « Optique géométrique ».

(?) Aruvan Guiistrano, Allgemeine theorie der monochromatischen aberrationen und
ihre nichsten ergebnisse fiir die Ophthalmologie.



204 A. JUPEAC,

PLAN

Dans un premier chapitre, je rappelle les résultats généraux de la théorie des
caustiques et je montre comment la symétrie du systéme optique considéré peut ren-

seigner sur la forme générale de la caustique.

Au deuxiéme chapitre, je considére le cas simple de la réfraction & travers un
dioptre sphérique unique et je recherche quelle forme on doit donner aux dia-
phragmes pour isoler les normalies développables formées par les rayons lumineux
aprés leur réfraction. L'équation & laquelle je parviens n’est pas celle des coniques
homofocales obtenue par M. Finsterwalder. Je déduis de cette équation la solution
cherchée compatible avec les approximations faites pour établir I'équation elle-

méme.

Dans le troisiéme chapitre, je détermine I'équation de la caustique par deux mé-
thodes et je montre P'accord entre les résultats obtenus et ceux que I'on peut prévoir
a priori.

Dans le quatrieme chapitre, je traite, avec une premiére approximation, pour
deux dioplres, le probléme résolu au chapitre II pour un dioptre unique. Les formules
trouvées sont identiques, ainsi que les conséquences que 1'on en peut déduire.

Au cinquiéme chapitre, j'envisage le cas général d’'un systéme centré quelconque
avec la méme approximation que précédemment et j’aboulis encore & la méme forme

d’équation, par suite & des conséquences analogues.

Dans le sixiéme chapitre, je pousse 'approximation & un ordre supérieur en ce

qui concerne une lentille.

Au septiénie chapitre, figurent les résultats de I'étude expérimentale d'une caus-
tique dans le cas particulier d’une lenlille plan-convexe, ainsi qu'un procédé pour
déterminer 'indice d’un solide transparent. '

Dans un dernier chapitre, j utilise les résultats précédents pour fixer les domaines
dans lesquels les deux solutions obtenues sont valables.




CHAPITRE PREMIER

Résultats généraux de la théorie des caustiques.

D'aprés un théoréme dit & Malus (1) et généralisé successivement par Cauchy,
Dupin, Gergonne et Quételet, on peut énoncer la proposition suivante :

Si des rayons lumineux traversant une série de milieux isotropes sont normaux a
une surface, ils ne cessent pas de conserver cette propriélé aprés un nombre quelconque
de réflexions et de réfractions.

En particulier, si ces rayons lumineux sont issus d’un point, ils sont dans un
premier milieu normaux & des sphéres: ils sont par suite, d’aprés le théoréme pré-
cédent, normaux & une famille de surfaces paralléles, aprés qu’ils ont subi un nom-
bre quelconque de réflexions ou réfractions. Autrement dit, des rayons lumineux
primitivement isogénes constituent, aprés la traversée d’un systéme optique quel-
conque formé de milieux isotropes, une congruence de normales. Les surfaces nor-
males aux droites de la congruence sont dites surfaces orthotomiques ou surfaces
d’onde.

On démontre, d’autre part, en géométrie, que toute droite D d’une congruence
appartient & deux surfaces développables dont les génératrices sont également des
droites de la congruence. A ces développables correspondent deux arétes de rebrous-
sement, v, et v,, tangentes & D en deux points F, et F, appelés points focaux ou
Sfoyers de la droite D. Le lieu des points F, et F, constitue les deux nappes X, et X,
d’une surface dite surface focale ou caustique. Cette surface peut encore étre consi-
dérée comrae le lieu des ardtes de rebroussement v, et v,. Les-deux plans P, et P,
qui passent par D et-sont tangents en I, et F, aux deux nappes de la surface focale,
sont dits plans focaux. Ces plans sont tels, que P, tangent & =, en F, est osculateur

A v, en F, et que P, tangent & = en F, est osculateur a v, en F,.

(1) Mavus, Journal de U'Ecole Polytechnique, cah. XIV, 1re série, p. 1.



256 A. JUPEAU.

La propriété caractéristique des congruences de normales (seul cas qui nous
occupe) est que les plané focaux P, et P, sont rectangulaires. Ces plans focaux coin-
cident, par suite, avec les plans des sections principales d’une surface d’'onde quel-
conque (S) au point M, trace sur cette surface de la droite D considérée. I1 en résulte
que les deux surfaces développables passant par D coupent la surface d’onde suivant

FiG. 1.

les deux lignes de courbure A, et A, passant par M. A la développable qui s’ap-
puie sur A, correspond l'aréte de rebroussement v,, dont le plan osculateur est P,.
A la développable qui s’appuie sur A, correspond I'arédte de rebroussement v,, dont
le plan osculateur est P,. Les arétes de rebroussement v, et y, peuvent étre consi-
dérées comme les enveloppes des rayons D quand M parcourt A, et A,. Dés lors, les
points I, et F, sont les centres de courbure principaux de la surface d’'onde en M et
I'ensemble des deux nappes de caustique X, et X, constitue la développée de toute
surface d’onde, telle que S, située dans un méme milieu.

De ce que le plan osculateur P, de y, en F, est normal au plan P, tangent az,
en I, il résulte que vy, appartient  P'une des familles de lignes géodésiques de Z,.
De méme, v, appartient & 'une des familles de lignes géodésiques de X,. 11y a ainsi
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correspondance, point par point, entre une surface d’onde et sa développée; aux lignes
de courbure de la premiére correspond une famille de géodésiques de la derniére.

L’'importance optique du groupement des rayons lumineux en surfaces dévelop-
pables vient du fait que, pour de semblables groupements. la rencontre des rayons
est plus intime que pour tout autre. En associant une droite & chaque point d’une
courbe gauche, on peut obtenir une surface réglée. Dans le cas ou la droite associée
est la tangente & la courbe, la surface engendrée est développable et I'aréte de re-
broussement de cette derniére est la courbe qui sert de support. Si I'on prend comme
infiniment petit du premier ordre un élément d’arc de la courbe, on démontre que
la distance entre deux génératrices infiniment voisines est du troisiéme ordre ou du
premier, suivant que la surface est développable ou simplement réglée. C’est donc
sur les arétes de rebroussement des développables, c’est-a-dire sur les lignes telles
que v, et y,, et par suile sur les nappes de caustique, que les rayons lumineux se
rencontrent le mieux possible. La considération des faisceaux développables sera par
suite trés supérieure a celle des faisceaux plans que considére la théorie élémentaire.
La caustique apparait ainsi comme « lieu de concentration d’énergie ».

Pour des formes particuliéres de surface d’onde, la surface focale peut se sim-
plifier. '

La caustique se réduit a un point pour des surfaces d’onde sphériques; c’est le cas
d’un faisceau isogéne réfléchi sur un miroir plan.

La caustique se réduit a deux courbes dans le cas ou les surfaces d’onde sont des
cyclides de Dupin () (surface, en général, du quatriéme ordre, qu’on peut considérer
comme 'enveloppe d’une sphére variable res-
tant tangente a trois sphéres fixes, ou encore
comme la transformée d’un tore par rayons
vecteurs réciproques). Dans le cas particulier
ou la cyclide dégénére en un tore, les deux
lignes caustiques sont une droite et une cir-
conférence. On réalise une surface d’onde de

ce genre en utilisant un miroir de révolution Fie. 2.

dont la méridienne est une ellipse et I'axe de

révolution une droite normale au grand axe de cette ellipse et passant par un de
ses foyers. En placant un point lumineux a ce foyer, on obtient des surfaces d’onde
réfléchies en forme de tore et une caustique formée de I'axe de révolution et de la

circonférence lieu des centres du cercle méridien qui engendre le tore (2).

(1) Crerk Maxwery, O.t the cyclide (The quarterly Journal of pure and applied mathematics,

p. 111, 1868).
(?) Evererr, Sur une ligne focale (Collected Papers, vol. II, p. 144; Philosophical maga-

zine, 1goz2, t. LIII, p. 483).
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 34
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La caustique se réduit & une courbe et une surface dans le cas ot les surfaces
d’onde sont des surfaces enveloppes d'une famille de sphéres dépendant d’un para-
meétre. Le centre de la sphére variable décrit la courbe caustique. Dans le cas parti-
culier o cette courbe est une droite, la surface d’onde est évidemment de révolution
autour de cette droite. Dans ces conditions, la deuxiéme nappe de caustique est aussi
de révolution et s'obtient en faisant tourner la développée de la méridienne de la
surface d’onde autour de la ligne caustique. La développée posséde forcément un
point de rebroussement sur I'axe de révolution. On réalise ce cas simple en considé-
rant un systéme optique centré quelconque et un point lumineux objet situé sur
I'axe du systéme; les ondes émergentes possédent la symétrie indiquée plus haut et
il leur correspond les deux nappes de caustiques décrites ci-dessus.

Y

Fic. 3.

Dans le cas général ou la caustique se compose de deux surfaces, il peut arriver
que les surfaces d’onde présentent un certain degré de symétrie; ce qui permet de
déduire immédiatement certains renseignements concernant leur caustique.

Le cas de surfaces d’onde possédant un plan de symétrie se trouve réalisé avec
un systéme optique centré et un point lumineux objet pris hors de 'axe. Le plan P
qui passe par I'axe du systéme et le point lumineux est plan de symétrie, Une sur-
face d’onde émergente est nécessairement symétrique par rapport & P. L’intersec-
tion I de P avec cette surface appartient nécessairement & I'une des familles de ses
lignes de courbure. L’autre famille coupe I orthogonalement et & l'intersection la
courbure de ces lignes est maximum ou minimum. Il en résulte :

1° Que l'une des familles de normalies développables (surfaces développables
engendrées par les normales 4 une surface) comprend le plan de symétrie auquel
correspond une aréte de rebroussement plane, courbe suivant laquelle une premiére

nappe de caustique coupe orthogonalement le plan P.
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2° Que la deuxiéme famille de normalies développables admet des arétes de re-
broussement présentant un point de rebroussement dans le plan P. Cest dire que

la deuxiéme nappe de caustique se divise en deux parties se raccordant tangentielle-
ment suivant le plan P,

Fic. 4.

Le cas de surfaces d’onde possédant deux plans de syméirie est réalisé avec les
ondes qui émergent d’une lentille cylindrique, & la condition que ces ondes provien-
nent d’un point situé sur une droite passant par les centres de courbure d'une section

Y

«

Fic. 5.



2060 A. JUPEAU.

droite. Une telle droite est dite I'axe de la lentille; elle est normale aux génératrices
des deux surfaces cylindriques qui limitent la lentille. Les deux plans de symétrie
sont deux plans forcément rectangulaires qui se coupent suivant I'axe de la lentille :
I'un P, est perpendiculaire aux génératrices de la lentille et I'autre P, leur est paral-
18le. Ce qui a été dit au paragraphe précédent s’applique encore ici, et il en résulte
que chacune des deux nappes de caustique se divise en deux morceaux se raccordant
tangentiellement dans chacun des plans P, et P,. Les deux arétes de raccordement
sont ainsi planes; celle située dans P, coupe orthogonalement P, et vice versa.

On peut réaliser le cas de surfaces d’onde possédant une infinité de plans de sy-
métrie en utilisant une lentille cylindrique et un faisceau de lumiére paralléle, la
direction d’incidence étant normale aux génératrices de la lentille. Tout plan per-
pendiculaire aux génératrices est plan de symétrie. Les surfaces d’'onde émergentes
sont cylindriques, puisqu’elles doivent avoir la méme symétrie. Leurs génératrices
sont paralléles & celles de la lentille. Les deux systémes de normalies développables
sont deux familles de plans perpendiculaires et paralléles aux génératrices de la len-
tille. L’un des systémes d’arétes de rebroussement s’éloigne & I'infini; 'autre demeure
A distance finie et engendre une nappe de caustique qui, elle aussi, est cylindrique
avec génératrices encore paralléles a celles de la lentille.



CHAPITRE 1I.

Réfraction A travers un dioptre sphérique.

Soit le dioptre sphéri-
que S, de centre C, séparant
deux milieux d’indices p,
et p,. (On suppose une lu-
miére monochromatique.)

R, désigne le rayon du

dioptre sphérique; il est ‘A.(x.g.z,) : b4
compté positivement dans

le sens de Oz. (Cas de la t t

ﬁglll‘e.) X

x,, ¥,+ Z, sont les coor- ‘
, . Fie. 6.
données de la source lumi-
neuse A,.

x,, ¥, z, sont les coordonnées du point A,, ot un rayon subit la réfraction. (On
a pris ici comme axe Oz un des diamétres du dioptre.)

s ax 1 . ¢ 3.
Nous considérerons x,, y¥,, —, «,, ¥, comme grandeurs du 1° ordre et nous négli-
z

0
gerons, dans ce chapitre, les grandeurs d’ordre supérieur a 4.

L’équation de la surface S, est :
x4+ ¥+ (¢, —R)—Ri=o,
ou, au 6° ordre pres,
=ty @4y
' R, 8R}
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Les cosinus directeurs de la normale en A, sont :

: R, RS ke S8R

1

L% Mo N o Ty @y

Les deux premiers sont calculés rigoureusement, le dernier au 6° ordre prés.
Les cosinus directeurs du rayon incident A A, (1, m,, n,) sont :
2 2
! L, —x, Yi—Y _l0+,no

m ———————, no:I

i

2

en négligeant les grandeurs d’ordre 2> 5.

Equations optiques en A,.

Ho ’ , I’ Prenons comme plan d’incidence
‘ le plan de la feuille; la premiére loi

de Descartes indique que le rayon
Hormale réfracté sera également dans ce plan;

P
J la deuxiéme loi s’exprime par :
v, Sin t=yp, sinr.

Prenons sur le rayon réfracté
7 Al' =y, et sur le rayon incident

Al=y, . Menons IJ perpendiculaire-
ment & JA et I'l' perpendiculairement a4 J'A. D’aprés les deux lois précédentes,

1J est égal et paralléle & I'J'. 11 en est de méme de leurs projections sur un axe quel-
conque. Par suite

proj (19) = proj (IA) + proj (AJ) = proj (') + proj (AT,

ou :
» proj (Al') — proj (IA) = proj (AJ) — proj (J'A) == — proj (JA) + proj (AJ").

Sur I'axe Ox, on obtient, en désignant les cosinus directeurs du rayon réfracté
parl, m,, n,:
g, —ul,=p,cosr.L —uy, cosi.L,,
d’on : ‘
pody — ol
L

1

=y, COSTIr—uy, COSL.
ey )
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De méme sur I'axe Oy :

m.__
LUl T {b, COS I'— 11, COS I}

et sur I'axe Oz :

!
[ - y
=, COST — 1, COS L.

Finalement,

1y l; ) lo — p,m —p,m, — T )
L M N

1 1 1

=y, COS I" — [, COS I,

ou, en posant :
wl,=4,. ul,=4,, etc.,
=4, Ap—db, %,— Ve,

L _ M - N

1 1 1

et {L‘COSI‘—p.ocosL:(i..

Ces équations sont la forme analytique sous laquelle nous considérerons les lois
de Descartes; elles forment ce que nous appellerons les équations optiques en A, .
On en déduit :

g, =AhL, +4,
Ab, =K M, + Ab,,
96, = RN, + 90, .
D’autre part,
2= B(p, L) ==l =5,
S(RL, 4+ &) =R+ 2K,ZLYL, + pi =R} + 2w, ZLL + pes

3{2-*—2{1-031 “Ll + i“Pu_O

' z, Y, x + i (wi+y4)]< l'+m
Ll =m=— 21 — = — —
2L, R, R, m°+[l 2R SR )

ou, ne conservant que les termes d’ordre 4 :

SLil“:I_[m1+y4 wdlo y——‘_—’no-l—l +m (w +y4):|

2R} R, R, 2 8R*
4 &
ordre 2 ordre 3 or'dre 4

ou, en posant :

_aty  wl  ym, L+ mg (@F+ YD)
BT LR RTR T 5 T sk

LI =1 —¢,.
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11 vient alors :

Ho=—p,(1—p) V21— 5) + p2 — 2.

2 2 1
13 15 =
y . — —— g 0 o 202
:;11——.‘0(1 ?1>ixu'|<1 2 9, + 2 Jfl) .
% Py

2
‘1

Si dans les équations qui donnent ¢, et .lb, on néglige les grandeurs d’ordre >4,

)

La seule valeur acceptable pour J, est celle qui tend vers p, — p,, car pour (=o,

il suffit de déterminer Ji, au 4° ordre prés. On prendra :

S

|

:h“:— p‘a(l - qjx):t P‘l(l -

NS

.

r=o et h,=p,—uy,.

Dot :
~o Yo
‘hl: Py = W + _’(Pa - Po)?g'
t Ty,
avec :
2 2
o =Tty &l ym,
“"=TUR TR, R,

La premiére équation optique devient :

T il P Pl — uo)x.(axi + 9
R, 2p, RS
o p‘o(p‘g — p‘o)‘rf lu . V‘o(\u'a - p‘o)‘ra MRUR . y‘o(mi — xo)
u, R} v, R z, ’
A w,— u, v, x
@ — | & oy Po f Lo
=4 l: R’ s ZOJ T z,
_ !"‘o(pﬂ - p‘o) 2 (332 + yz) + V’a(pu _ V‘o) x [21?2 + yz_ (Jf x 4+ y )]
20, Ri . 1 Y [{i ZD 1L 1 170 J1do
En posant :
_ Py = W ﬁ
¢ I: R, T ] ’
p o
2y
P = !"‘u(p‘o - {J‘,)

2p, R
I'équation précédente devient :

PR
4= az, — b, + Par (o + ¥) — —— @, + ¥i — (@,3, + 1.0
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De méme, on obtiendrait :

2P

R
‘1’1)4:ay1 —byo + P.)’g(w:_{—yZ)— Z iya [$i+yf_(wamo+yayo)]‘

0

1 2 2 l2 2\ 2
Fo, = p,n, = p.,[l . mj)]zz P"[I n J;ml (& +8m,) ]

LA (€ by

3
8y,

. Py o0,

1
2 Yy My 2 1‘}‘1 p‘a

Remarquons que a et P sont finis, alors que b est du 1* ordre. Si I'on se limite

au 3¢ ordre, les équations optiques s’écrivent :

S §, =ax,— bx, + Px (] + y).

b, =ay, — by, + Py, (z] + ¥,

a(xi+y,) + ab(x,x, +,,)

To,= v, —
2 :‘Ll i"l

Condilion & satisfaire pour qu’une normalie de rayons réfractés soit développable.
Courbes directrices du faisceau incident.

Les équations d’un rayon réfracté sont :

X—x Y—y Z-—z
4 Ay, T,

Les coordonnées x,. y, d’une courbe située sur S, et telle que le pinceau issu de A

et s'appuyant sur cette courbe forme, aprés réfraction, une surface développable,

doivent satisfaire a la condition :

dx dy dz

¢ db, T, |=o.

a9, dv,  d¥,
Fac. de T., 3¢ S., 1V, 35
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Les €léments de la deuxiéme ligne sont exprimés plus haut au 4° ordre prés. Ceux
de la derniére ligne sont, avec la méme aproximation :

| - 2PR 2
3’ ( a + 31)1'3 + ny — 7’ (3.1‘1 + }’f - 2%1.’130 - yiyo):l dxl
=) - PR 0
(—f— 2P‘T1y1_2z lma(gya_yo)]d»"i’
B P
( aPxy, — 2 le v, (2, —m")] dx,
fdab, =] ’
o o QPR1 /2 o o
+ [a + Py + 3Py — — (o] + 3y] — @, — 2y,yo)] dy,,
|~ n—tm) =2 (e Dyar e [,
Yo, = b, b 8y,
.)1 prm—y

3

. a a
i (+|:~—(aya—bya)—4_<l)+ a2>y4(xj+y:):ld-yu'
i \ Py bt 8"‘1

Remarquons, que pour obtenir ces éléments au 4° ordre prés, il est nécessaire de
pousser le développement des équations optiques jusqu’au 4° ordre.

Développons le déterminant ci-dessus et ne retenons que les termes du 3° ordre.
On trouve :

P ./ a n I ) PR’V"_gcy a’b QPRAJ.‘]:E ab [ " a e
—2 P ta <I R z, | I:‘U“ z, Jo <R1 :>:| Loy { Ay

1 o

~————

B a 1 4PR,p, ] 2a I 2PR p.
e[ = Yy MM 2 A2\ b= N T 17 _
+ g | 2Py ta ( ot R,> | @) [a ( "l R) . ](w.wo YiYo) % dy,dz,
B 2 a 1 Z‘PRAP‘A_ I a a2b QPRAVH ) 2
P 3 —QP[L“{'(I ( v + _R—‘> - z, | xiyl_ [ab (F‘ + ", ):l xiyo_ I: v, - z, :Iwoyas d‘Li =0.
A A A
2e ordre . 3e ordre 3e ordre
En posant :
oD 2 /i L . Z‘PRA.U&
A_2Ip.i+a\‘u‘] +P\,> P
B :ﬂ __2PRyp, ,
p‘l zo

1 a
C:ab(B +?‘>,

{ Axy — Bx,y,— Cx,y, % dy?
+ {A@ =) — (B + C) (z,m, —y,y,) | dy,d

- { Awiyi - Cwayo - Bwoyi } dl/'f =0.

on a:

1

A est fini alors que B et C sont du 1*" ordre.
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Considérons x, comme variable indépendante et faisons y,=o0, ce qui revient &
prendre comme plan ZOX le plan passant par A,. On a alors :

(0 2y, (Az,— Cx) + ¥ {A@ —y2) — (B + C)wr, | — y,(Aw, — Ba,) =o.

Cest 14 I'équation & laquelle doivent satisfaire les coordonnées (x,, y,) de la
courbe cherchée, c’est-a-dire les coordonnées de la projection de cette courbe sur le
plan XOY. Cette équation différe de celle des coniques homofocales obtenue par
M. Finsterwalder. 11 faudrait notamment que I'on et B==C, ce qui impliquerait :

ab 2PRy, e L R O

——— A Telte 4 =~ Pt

R z R}z, R,z Riz,

1 it

et on voit que cette égalité n’est vérifiée qu’au 2° ordre prés.
Pour résoudre la précédente £quation, je remarque qu'en faisant x,=o, elle
devient :

Azy,y?+ A — ¥y —Azy,=o
et qu’elle admet alors les solutions :

'2 2 te -
Sx1+y1~’c’ R

1

A

—=c'

La premiére correspond & une famille de circonférences concentriques dont le
centre est lorigine. La deuxiéme représente une famille de droites concourantes
issues de l'origine. Ce résultat était d’ailleurs évident a priori.

Lorsque x est == de o, mais petit, il est naturel d’admettre que les solutions
cherchées correspondent & deux familles de courbes, I'une fermée tendant vers la
forme circulaire, I'autre ouverte tendant vers la forme rectiligne, lorsque x, tend

VErs o.

Recherche de la premiére famille.

Admettre ce qui précéde, c’est supposer qu’il existe une solution de la forme :
yf:m—xf +xu?4 =+ xﬁ?a +

.. 9,» -.. €tant des fonctions de x & déterminer qui dépendent, en outre, du para-
meétre «.
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De I'égalité précédente, on tire :

2,y = — 2%, + X0, + xjo, + .
, x, o, . %’
Y=g B g e
Y, 27, 2y,
o= St—mlrelee 2]+
% ¥ Ayi Y:

Substituons dans (1) et identifions. Nous devons égaler & o les coefficients des
différentes puissances de x,. Ce que nous faisons ici revient en somme A résoudre
I'équation posée par approximations successives :

3___ u1+ [4 _?iyio?iil+...§yi(Ax‘—Cwo)
+ 3 _E’_ +moi1— -{-—xz—??—%— g gi\(zxf—m—wom, ‘—mzﬁﬂg— )_(B + C)xlmﬁ(
v, ey, ' ' 5

—, gAx‘—ongzo.
Multiplions les deux membres par y, et remplagons y par son développement :
gocf—xow‘?[—sz %——% ] + .. g(Am — Czx,)

+§—xi+x e S ?24—...;

A(22} —a—x,0, —x59,...) —(B+-C) z,x,

(Z-—w: +xoq)4 —{—.’17(2)"&2 +‘ g §AJ,"—BZIIO -

On vérifie que le terme indépendant de x, est =o :

Ax — 2Ax] + Aax, — Aax, + Axl=o0.

Cela doit étre, puisque y; =o — &% est solution de I'équation (1) débarrassée des
termes en x,.

Une premiére approximation sera obtenue en écrivant que le coefficient de u, est
identiquement nul, c’est-a-dire :

I

—fo—AwZ:ﬂ%—A x, + At 9, — Aa * bt —|~(B+C)ac + Bax— Bx? — Az, =

ou, aprés réduction :
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d’ou :
,__aB
q’i_"A
et
B
=K+ %w.:

K est une constante qui dépend de .

La premiére solution approximative est donc :

2B

y::1+K[EO—.’IJ:+ A

x,x, .

. . , Bx
Elle correspond & une famille de circonférences de centre E:—T" n=o.
On determinera K en écrivant que par un point il passe une et une seule courbe
intégrale. Par exemple, cherchons la courbe qui passe par x,—«, y,=o:

2B

A

K':—xl—ol:u,!——-d. —-%a:ﬂo],

B B
yj-{—xf—%—xom‘— a’+2—A—aac0:o.

e+ Ke, — o«* + —ax,=o0,

et par suite :

On établit ainsi une correspondance courbe & courbe entre la famille initiale de
courbes intégrales et la famille de premiére approximation.

Cette derniére est formée de circonférences concentriques dont le centre commun

Bx,

B .
est = A n—=o0 et lerayon (a——A—wO) Géométriquement, la correspondance

entre les courbes des deux familles est simple; il suffit de déplacer le centre de la

circonférence de % suivant I'axe des Ox et de mener une nouvelle circonférence

tangentiellement a la premiére.

Une deuxiéme approximation sera obtenue en écrivant que le coefficient de x; est
identiquement nul, c’est-a-dire :

2

r,9,'C + Az, 0—4— — Axly, + Agw, —(Ag, + Bx, + Cx) %

+ (2A2® — Ax) ?;— + By, — Az, =o0.
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En tenant comple de ce que

cp,=K+-2XBac,.
2B
T4 A’
aprés réduction, il vient :
L
N 5 X9
d'ott )
,  .BC
¥ =295, T
BC ,
?, :Ewi-{fJ;

J est une constante qui dépend de «.
La deuxiéme solution approximative est donc :

2B

=+ x +2Bacoc +ac2BC : 2J
yi_ 1 « Auo A 1Yo oAzuw1+x0 *

‘On déterminera J comme plus haut, en cherchant par exemple la courbe qui
passe par y,=—o, &,=—u.

On a alors :
w”a*l—gg—}—ocﬂzo,
0% oy °
d’ou
J= %—u
et finalement .
2 . , 2B 2B BC , , BC
Yy, =—=—x, + -——X—-uaca+Tw‘wo—}—Ewo T T x,

ou

. BC 7 B (. 2B BC )
y1+.%'1 I~Exo _Tx"x‘—{l —_ A d o A ALy ¢ ==0.

En deuxiéme approximation, on obtient donc une famille d’ellipses dont I'un des
axes coincide avec Ox et l'autre est paralléle & Oy. Les coordonnées du centre de 'une

de ces ellipses sont :

e
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Le grand axe est paralléle & Ox, et le rapport entre les deux est :
|: BC m2]§
I e ° .

partie principale de B = partie principale de C =

On a en effet :

o (s — )
Rz,

il en résulte que BC est positif.

Recherche de la deuxiéme famille.

L’hypothése faite revient & admettre 1'existence d’une solution de la forme :

yA:I@a:J + xo"h + 5”?3% + e

3

, 4., ... étant des fonctions de x, et de 8 & déterminer.
1 e 1 ¥
D'ou 1l suit :
y: - ‘BB(I:: + 2{1%1"1/1{1"0 + (“”i + glewzq)z) ‘/'E(z; + b4
yi' == IB + a’;ov.L" + x?)('pz, + et
) =6+ 2pd @, + (47 + 280 xf + ...
En substituant dans (1), il vient : \

IBE + 2‘8(?;':1;0 + (%z + 216111'2,)‘,23 + "'] [pwl + a“oq‘a + xzdft.—i- "‘] (Awi_ Cwo)

+ p + xov‘!’il + wtz)"}/s, _j— "‘:I I:A (wf - ifjﬁx: - Qﬁwiq)‘%o - %"'{f + 218‘%14’5} xz“'> - (B + C>w4wo]

— | B, +ap, + 22, + ] (Ax, —Bx,)==o.

Egalons, comme plus haut, 4 zéro les coefficients des différentes puissances
de x,. '

On vérifie d’abord que le terme indépendant de x, est =o, ce qui doit étre,
puisque y, == fa, est solution de I'équation (1) débarrassée des termes en x, :

AR + A — Afx] — Afxl =o.
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Une premiére approximation sera obtenue en égalant & zéro le coefficient de x,,
c’est-a-dire :
B —Coo, + Amd, |+ 280/ Ax? + 5 { —2A82,8, — (B + C), )
+ 4| Ax} — AB'} | + B, — Ada, =o,

ou
Y,/ { 2A8%c] 4 Ax} — ARx? } +, { Af'r, — 2A8, — Ax, } —Cf’z,—BBx,— C8x, + Bz, = o,
h}/":\.’lff(l + Bz) - '%Ax,(l + .Bg) - C.Gx‘(l + .62) =0,

et finalement :
g.

! J—
' S
Y1 Ly 71 h

o

La solution générale de cette équation est :
C
"}’1 - Mmi - 'K' AB ’

M étant une fonction de 8.
Il vient pour la premiére solution approximative :

G
Y= ﬁxl + 1\I‘II"oxx _—1\ ano‘

On déterminera M comme plus haut, en écrivant, par exemple, que pour

1

&,=oo, y,==co aveclimite —~=§, ce qui exige M =o0. D’ou il suit :

yl:|B <‘1"4—-§-1‘.0>’

et la deuxiéme famille est constituée en premiére approximation par des droites con-

. G .
courantes passant par le point E:X x,, n=0. On peut remarquer qu’on obtient

ces droites en faisant subir a celles du début la trapslation % x,.
Une deuxiéme approximation sera obtenue en égalant & zéro le coefficient de x? :
B G M |+ 280 | — G, + Ay, |+ (4" 4 283, ) A
B AW 2k |+ | —2ABe Y, — B+ Oz, | + 4, | An? — A2 |
+ ¢ Be— Al x, =o0.

En tenant compte de la valeur trouvée pour ¢, aprés réduction il vient :

— 58y )+ /ARG ) =o
.y
ou

'

! —_ —
Yo Ly b
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La solution générale de cetle équation est :

8 BC

4, =N, ————— ——-
o Yo+ B aA’r,

La deuxiéme approximation est :

C g BC x

—fp — ot 0 e

yl—gxl AIB.TO-{-I\J?‘%O ‘ I+¥$’2A’ x,

ou
- Gix BC 8
2 N2 (. _ o2 v
xlgp%—)xog LY, — %,y x"zA’1+IB_’ o
On déterminera N par la condition &,=—=o0, y=-oo avec limite %_ =f, clest-

1

a-dire que les direclions asymptotiques des hyperboles trouvées seront les droites
initiales.
Ces directions asymptotiques sont données par

@} (B + Nag) —a,y,=o
ou

DER 8 + Nag,
X

1

ce qui exige N=o.
D’ou finalement pour les courbes de la deuxieme famille en seconde approxi-

mation :

Cix, g BC ,

T TR T

{ixf—x‘y‘-—x

Elle est formée d’une série d’hyperboles qui admettent comme asymplotes la
. ' . . . G
droite fixe x =o0 et une droite mobile passant par le point fixe E:Kw"' n=o et
de coefficient angulaire 8.

Pour 8=c0, le systéme se réduit aux deux droites x=o, "CZX%-

Les courbes obtenues sont les projections sur XOY de courbes situées sur S,.
Dans les limites de notre approximation, on peut confondre les projections précé-
dentes avec la perspective de ces courbes sur XOY par rapport & A,.

Fac. de T., 3¢ S., 1IV. 36
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En cffet, considérons A, sur S,, sa projection a, sur XOY et sa perspective a,/ par
rapport 8 A,. On a :
a0 =Aa, X tgg.
7 . » 4 I
Or A q, est du 2° ordre; tg g est également du 2° ordre; puisque I'on a supposé — du
. zo

1°" ordre.

D’oti a,a,” est du 4° ordre et par suite négligeable.

@ v VTS A

X
Fia. 8.

Avec Lapproximation faite, on peut donc prendre les courbes obtenues comme
diaphragmes, lorsque I'on se propose d'isoler les normalies développables & la sortie
du dioptre.

On a trouvé ainsi, en deuxi¢éme approximation, une famille d’ellipses et une fa-
mille d’hyperboles qui ne coupent point orthogonalement les premiéres. Cette con-
clusion semblerait donner raison & M. Finsterwalder, vu 'accord apparent entre son
résultat et le théoréme de Malus (page 19 du Mémoire cité plus haut). Mais il suffit
de remarquer, que I'orthogonalité exigée par ce théoréme, vise seulement les norma-
lies développables & la sortie du systéme, et non pas les surfaces de rayons qui leur
correspondent & V'incidence. La réfraction ne transforme pas. en général, une surface
développable en une autre également développable, et, par suite, deux surfaces de
rayons qui donnent & I'émergence deux surfaces développables ne se coupent pas en
général orthogonalement. Il en est de méme de leur section par un plan perpendicu-
laire & I'axe du systeme.

On pourrait, en continuant la méthode de résolution, espérer un résultat plus
précis. Cela serait illusoire, vu I'approximation avec laquelle a été établie I'équation
qui nous sert de point de départ. C’est pourquoi nous nous bornerons a cette
deuxiéme approximation.



CHAPITRE III.

Nous établirons d’abord, dans ce chapitre, 'équation de la caustique en utilisant

les courbes de premiére approximation obtenues au chapitre précédent.

Recherche de la premiére nappe.

La directrice sur laquelle s’appuie une surface développable & I'émergence se pro-

jette sur le plan XOY suivant une courbe dont I'équation est :

2B .
X,8, 4+ —ax, — o =O0.

R ., 2B
y1+.1:1— A

A
Adoptons les coordonnées polaires avec OX comme axe et le centre commun des

circonférences directrices comme pdle; on a :

B
:L;:pcoseﬁ—xxo, y,=p sin 0.

L’équation précédente se réduit alors & :

Les équations optiques s’écrivent :

B ' 2PR B B R
( — - __b - 1 3 - 2 —_— 1 2 2
g, apcoae—i—(aA >x0+<l’ e >p 0056+PA9009+2P<A+Z >acop cos® 6

o 0o

au 5° ordre prés.

. ) PR . B R
Ab,=ap sin h + (P—2Z ‘) p’sin 0 + P<X+-Z—’> x,p” sin 20

au 5° ordre prés.

2 B )
M, =p,— ¢ p* — <a—— b) 2 x,p cos 0 au 4° ordre prés.

2 Fs

D 1
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Les équations d’un rayon émergent sont :
S X=z, +24,,
Y=y, + )b,
e =z, + 2T0,.

Si T'on fait dans ces équations p=-c", on obtient une développable de la pre-
miére famille. Les équations de ces développables sont de la forme :

X =/,09) + 25,6),
= /.5 + 2 e,(9,
Z = [f,(9) + ro,(%)-
L’aréte de rebroussement de chacune de ces développables, c’est-a-dire une géo-

désique de la caustique, sera obtenue en cherchant une fonction A=1%(0) satis-
faisant a :

dX  dy
T
ou
dr, +1dd,  dy, + nddb,
T
de, U, dy, L ddb,
0P % T
T,

On a, d’autre part :

s

2, .
=—¢sing,

<

s
3

2,
0

P
=—apsinf— <P——2 B, > ¢'sinfh—aP <—}i +
z, A

% _apcos()—}— <P—2PR‘

[

>x o*sin 29,

|5
£
|
[

B R
) p"cos b4 2P <K + Z—‘) x,0,°cos 20 aubordreprés.
[
La condition précédente s’écrit alors :

PR
‘7—9 sin § — hap sin 6 — % (P —2— ‘> ¢*sin 6

]

p B R
: ——2)\P<£+E>xa‘5inge:| apSan—{—(P——}R)p smG-[-—P( + ‘>oco’sin26:|
Az /)" . Az

) B
— [p cos i+ dhap cos 6 4 & <P — leR‘> ¢’ cos 6 4 2P (X + ) x,0° cos 26] [ap cos 9

B
n <al§———b>xo+<P—gzP‘>P Cose-;-P—wo +2P(A + >aca cos* 6]——0
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Posons :
h=0x+zs +¢+c,

), étant fini,

e, une grandeur du 1°" ordre,
2° ordre,
3¢ ordre.

€ —

&, —
Les termes des différents ordres du développement précédent doivent étre iden-

tiquement nuls.
Le terme du 2° ordre devient, aprés réduction :

— ag*(1+2,9),

ce qui exige :

Le terme du 3¢ ordre est :
2_2 N B
— a0 — (1 + 7,0) (a T&——b> a0 cos 6.

Etant donné la valeur précédente de 1, il faut ¢, =o.

Le terme du 4° ordre devient, si I'on tient compte de », .
a

— [e,0%* — Pp*]:

d’ou :
e, =—¢"
Le terme du 5° ordre est :
2P<B+B‘>x *cos b 2PR, . a’s?
A zo op Zo P ~3 P ’

ce qui donne :

2PR, ,  2P/B R,
g = — — p+——,<—+—->xopc056.
z a \A z

I P, 2PR41+QP(B+R‘> o
s P azzo P e X 'E: TLp COS H.
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Les équations de la premiére nappe de caustique sont donc :

D A2
X — ﬁxo_ ! bai‘““ au 5° ordre preés.
a a
Y=o au 5 ordre prés.
+ |:__ + — + o® (2° ordre)

—I—[ B + LA +2P”’<B +R‘>:|ac cosy — Phita s gy 4 ordre prés
\ AR, " p A, @ \A  z o? @z, ° pres.

0

3e ordre

Dans la derniére équation, il suffit de retenir pour le coefficient de x,o cos 8 les
termes du 1°" ordre. On vérifie facilement que la somme de ces éléments est nulle.

On voit ainsi que la premiére nappe de caustique se réduit & une droile siluée dans
le plan ZOX. Ses équations sont :

b Pbz,

5

a“a"’

)
I

~
H

het k] Pu‘i QPR‘p‘ 2
azo —

On peut encore écrire la derniére équation :

) PRy ¢
Z=—?—‘+[2Pxx,+ag(i+—l-> iRy,
a v, R F4 20"

°
ou

La valeur principale de A est :

U*z('n‘"o - y‘i)
'tl‘i l{i '

Dans le cas ordinaire, p, >>p,; par suite, A<Zo et a<Zo. Z admel un maxi-

0

b
X=—u,.

a
Les coordonnées de extrémité de la droite caustique sont donc :

b
—z
a

o]

s
w

2|
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La directrice qui fournit ce point se projette sur le plan XOY, suivant une cir-
. A . B
conférence qui se réduit au point y,—o, x,= 1%
L’équation de la droite caustique devient, en éliminant p* :

s (74 )22
P—<Z+a>A’

ou

a A °A”
VS a>
x — b <B+E oo P2
T oa A *A’
. c 2Pbx,
‘\_K‘ro A Z,

c’est-d-dire par le point de concours des droites qui sont les projections des direc-
trices de la deuxiéme famille de développable.

L’extrémité de la droite caustique est située dans le plan image de Gauss con-
jugué du plan objet z=z2,. En effet, la cote 2z’ de ce plan est fournie par la relation

P B M
EAm -
1 zD
P p‘l
& o T T

a

ce qui est précisément la cote de I'extrémité de la droite caustique.
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En résumé, la premiére nappe de caustique se réduit & la portion de droite & de

la figure ci-dessous :

Y

B ]

Fic. 9.

Recherche de la deuxiéme nappe.

La directrice sur laquelle s’appuie une surface développable 4 I'émergence se pro-

jette sur le plan XOY suivant la droite :

y4:|B <./17‘-—£.’E0>.

Ps

Adoptons les coordonnées polaires avec Ox comme axe et le point de concours

des droites directrices comme pdle :

C .
x,:pcose—{_—j{xo, Yy, =psinb

.

Les équations optiques s’écrivent :

PR | c
4, =apcosh+ (ag—b>xo+ (P——2 ‘>p’cos() —{—PKocop2

A z,

PR .
Ab,=azsin + <P——2z ‘) p*sin b

9, =y, — ip’ — (a—g — b> —Ciacop cos 0

2

+ 2P (E 4 ~R—‘> a0’ cos® 8
Az ‘

au 5° ordre prés.
C Ra 2 *
+ P (7\— -+ —;:) 0" sin 20
au 5° ordre prés.

au 4° ordre prés.
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Les équations d’un rayon émergent sont :
X=uwx, +24,,
\ =y, + Alb,,
=z, + W, .

En faisant dans ces équations 6=—c', on obtiendra une développable de la
deuxiéme famille. Les équations de ces développables sont de la forme :

X =/p) + 2,00,
Y = f,(p) + 22,(p)
Z = f,(p) + 2g,(p)-

L’aréte de rebroussement de chacune d’elle. c’est-a dire une géodésique de la
caustique, sera obtenue en cherchant une fonction i =1{(p) satisfaisant & :

dY  dZ
db, T,
ou
2y, Y Adb, oz, Vﬂo
dp NI bP
b, T,
On a, d’autre part :
J
(i:sine,
%
(Dz‘_p + ¢ x, cos §;
% R, " AR, '
A
( Ltlb,:asine + 3 <P— Bl> p:sine + 2P <£ + R|> x»PSin 26y
% z, , A z,
e, C
( o __Ep_( 1 —b)Em cosf.

La condition précédente s’écrit alors :
[ < <a ¢ b> " coseils'nfi
P am, P A o o? 1
PR
_l:ap sin 6 + (p__ 22 '> o"siné 4 P <—i— + ) 0" sin 26] I:——— + ————ac cos 6]
- C
+)\L ( + 0) 0951n29:|[p,1 —0p -—( i—b)p—mpcose—l

* c
+A[%P + (ax——b>;a—xocosf3][apsin6+l>pasin0—QPR‘p‘"sine+P(%JF_) x,0 smnﬁ]—-o

1 [

Fac. de T., 3¢ S., IV, 37
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' Posons :
r=2n+¢ +z +5,,
2, étant fini,
e, grandeur du 1° ordre,
3 — 2° ordre,

& — 3° ordre.

Les termes des différents ordres du développement précédent doivent étre identi-
quement nuls.
Le terme fini est :
w, (1 + N a)sin b,

d’ou

Le terme du 1° ordre est :
ep,asind, dou ¢ =—o.

Le terme du 2° ordre est :

d’ou
3Py, + a* (—I + i)
. 1 Py 2
& — ® [
a p‘l

ou

A + Pyl 2 ___ P 2

2T a*y, v _?<I + Ppi>‘

Le terme du 3° ordre est :

_*_GPPM . [Z‘P (C + B1>x + ¢ . + Ca b x :lcose ay. sin §
e —_— — — | — —_— resrw —_ ! ’
TR BT W e Vi v T R
d’ou
B AP<C+R,>+C<I+a> b:lx cos b SPR,
BTl @ \A Z—o wAN\R, T, v of a‘z, e
ou

R, C B—Cxpcosh 6PR, ,
g, = (QP (—— + =) — v T, P
. z, A ., a a’z,
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Comme I'élément du 1°* ordre du terme entre crochets est nul, il vient :

6PR, |,

Sy — .
. oz P

Finalement,

1P I+A>, 6R, ,
*“c—z+a’< Pu.)? T @z, T

Les équations de la deuxiéme nappe de caustique deviennent aprés réduction :

X = L x, + <-j—\— — APR‘) g’ cosf — ?fb x,p* au 5 ordre prés.

a ay, az,
Y= ( A APR‘> p*sin 6 au 5° ordre prés.
ap,  az,
Z =ty SA’ ¢? au 4° ordre prés.
i a  2a
En posant :
( Z, =7 +%,
a
b
( X,=X—-x,
a

ce qui revient & prendre pour nouveau plan XOY le plan image de Gauss, et pour

origine I'image de Gauss, on a :

3
X,= <£——APR‘> g’ cos § — fbac '

ap., az, o
Y = (i_[‘m‘) osin 6,
ay,  az,
3A
Z‘ - ;E e

Cette surface est de révolution autour de A. La méridienne située dans le
plan XOZ est :

(A I;PR‘> , 3Pb
== — &'
ap, az, a

3A
Z‘———;‘(;;p .

Il est en effet 1égitime, dans les limites de notre approximation, de confondre les
sections normales & Oz avec les sections perpendiculaires A la droite caustique A.
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Adoptons comme nouveaux axes de coordonnées la droite A et une direction per-
. . ’ 14 ’ x
pendiculaire. Ces axes font, avec les précédents, 'angle — —%.

ZO

Appelons X' et Z’ les nouvelles coordonnées, I'équation de la méridienne s’écrit :

/ A PR\ . A 3z '
‘ X'= (—— — 4 ’_> ot — [—2— — I)p“] _aa_c:_ au b° ordre prés,

a‘U.1 aZu
3A
( Zl:z_f? ¢ au 4° ordre prés;

. . . A
ou encore, puisque la partie finie de — — Py, est nulle :
2

A PR
X'= <-— _A ‘> 0 au 5° ordre prés.

ay,  az,

3A

Z'::EP au 4° ordre prés.

C’est une parabole semi-cubique dont I'équation peut encore s’écrire :

X! 2_ <2a2Z' 3
A 4PR, | — \3A >

ap, az

o

On obtient ainsi, comme deuxiéme nappe de caustique, une surface de révolution,
dont la meridienne est une parabole semi-cubique et I'axe de révolution la droite A.

Le premier fait se déduit d’ailleurs de la théorie générale des congruences de
normales. En effet, la congruence des rayons réfractés est une congruence de nor-
males rencontrant la droite A. Il en résulte que cette congruence est nécessairement
de révolution autour de A et que la deuxiéme famille de développables est formée
des plans passant par A et par les droites : ‘

C
=8t —x% )
La deuxiéme nappe de caustique est donc nécessairement de révolution autour

de A.

Identité entre les résullats obtenus et ceux que I'on peut prévoir a priori.

Les résultats obtenus pouvaient étre prévus a priori. On sait, en effet (1), qu’a un
point P, de I'axe d’un systéme centré quelconque, correspond une caustique dont
I'une des nappes est une portion de I'axe et I'autre une surface de révolution engen-

(1) A. Kante et-M. vox Roir, Die theorie der optischen insirumente, Bd. I, ch. v.
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drée par une parabole de Neil tournant autour de cet axe. Dans le cas actuel, si C est
le centre du dioptre, P,C est I'axe de révolution du systéme. La caustique doit par
suite se réduire & une portion de P,C et & une surface de révolution engendrée par
une parabole de Neil tournant autour de P,C.

Pour montrer 'que ces conclusions sont bien celles obtenues plus haut, il suffit de
montrer que P G et A coincident.

b
v, of &

R R e D e e L il

TN

Fic. 10.

P,C passe par I'extrémité de la droite caustique. En effet, dans l'apprcximation

A% . ,
de Gauss, —* mesure le grossissement latéral.

PV,
Ona:
VI OV v w0
PV, p, OV, u gz az, «a
d’ou
‘ - b b
‘TAJ‘ = PoVo X E:Ew"’
ce qui montre que J, et J coincident.
D’autre part, OT, et OT sont du 2° ordre.
On a:
R Rz R \
O = L 4+ )
;,‘ Ri—o' Z, <I+Zo+ )
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La partie principale de OT, est donc :

leo e
— 70 (2° ordre).
De méme on a :
C
OT = —A— X,.
La partie principale de C est :
Polth — o) f:iﬁj-zr‘)) (1* ordre).
La partie principale de A est :
. f*o(:’;:R_i ) (fimi).
S C
La partie principale de N est donc :
R
— L *r ordre).
z, (1> ordre)
Par suite, la partie principale de OT est — ;x"

On voit ainsi, qu’au 3° ordre prés, T, coincide avec T. Donc, dans les limites des
approximations faites, la droite A se confond avec I'axe de révolution P,C du systéme.
En fait, le point J o1 se raccordent les deux nappes de caustique ne doit pas étre
situé dans le plan image de Gauss, mais en J,, sur la sphére décrite de C tangen-
tiellement au plan image de Gauss. Mais ceci est conforme i nos conclusions,
puisque, dans les limites des approximations faites, J, et J, coincident. On a en effet :

G

grandeur du 4° ordre.

En résumé, la méthode de calcul adoptée nous donne avec le cas simple un
résultat correct. ce qui la légitime en quelque sorte a posteriori.
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Recherche direcle de la caustique.

287

On peut obtenir les équations de la caustique sans passer par Iintermédiaire de

I’équation (1). Les rayons réfractés sont représentés par :

X=ux,+ 1,
Y:yl -+ ‘AJuol,
Z =z, + x0,.

Les valeurs de X correspondant aux points focaux satisfont aux équations :

dx, + x4, —RY, =o,
dy, 4+ xdAb, — RAb, =o,
dZ‘ + ‘/\d(‘n\‘ — chni —=o,

c’est-d-dire que ce sont les solutions de :

., 2, W
I+ 2, A Y, 4,
Dtr it - at«‘ g 1
A —Iﬁ + A —& JAb, | =0
o, 2,
290 AR [ .
A : — b
p+ , g+ 3y, To,
avec
hr4 ] 3z
p= o et q = Dy .

Si I'on tient compte des équations optiques et si 'on pose :
=) +z 4 +5,,

%, étant fini et ¢,. ¢,, ¢, des grandeurs du premier, deuxiéme et troisiéme
T'équation précédente s’écrit :

ordre,
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Le terme du 1 ordre est identiquement nul.

Le terme du 2°¢ ordre est p,(as,)’, ce qui exige ¢, =o.

Le terme du 3¢ ordre est identiquement nul.

On pourra pousser le développement jusqu'au terme de 5° ordre, sans craindre
une omission, car les termes négligés dans les équations optiques n’introduiraient
que des éléments d’ordre supérieur a 5, puisque z,=o.

Le terme du 4° ordre donne :

2P

—— XY, ax,
)|
' Ri '\J‘i P
—F(gy:_!_wi)‘*_as: ay,
P p 2P
—_(32° 2 ge a _ 2 2 2
. +Ll> a( w1+y1) as, ax, a(3x1+ya)+ass awaya
—_— + p,
R, " u, 2P i Y P oaay e
a A ay, —Tl_xayx _;( yi+x‘)+ae,

ou

I a 2 2 2 2 2 3p* 2 2\2 2 2 2
<_P\- +;> [P(a“1+y1)_a E’] (x1+y4)+ij‘| I:? (xl + yﬁ) - [JPE,(.’L’i + y1) +a 5:] =o0.

En posant :
e, =0(x] +vD).

il vient :

paﬁ’—l:l;PpA—a (B + a):le-i— [3Pp‘+a ( )]—o,
; My

v, 6’—(A+2Pp,’)6+—(A+ Pu,)=o,

- )
}L,a!l\e’ }pie A+1:p‘46 PA+PP‘4]__—
p‘ia P‘la

{J.‘(l’ I:e (6__1);> _M‘& (0___’.>—]:o’
a ,a a’/_
P P A
l0—— ) (60 —— —o;
ba < a’) ( I Pm:l) o

d’ot, pour ¢, les deux valeurs :

ou

P 2 2
<?(w1 +y1)’

( P A ) .t
az < PP‘; (.’171 +yd)'
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 38
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Le terme du 5° ordre devient aprés réduction :

274

8PR p*
[-—12 H(@ YD) — AP (w4 ¥ 4 20, - , te, (i +ys %,Zg‘x,mo(xf—}—yf)——ﬁpf{‘s x acOJ
. z

0 o

PR, T )
) - (‘I" +V ) —a’s (.’L’ _* )+2 T‘xlxo(w1+y1)—thmo(xi+yf)+ ab ?zmaxo:l

Pb s .
- T xixo(x4 +y1) + - 52'7;1'7‘0 .

L'} g

En écrivant que ce terme est identiquement nul, et en remplacant ¢, par chacune
des valeurs trouvées plus haut, on obtient pour g, les deux valeurs :

aPR,, , . aPR
( ) (w; + ya) + 2 * R
az, az,

) 6PR,, , 2PR,  B4C\ 2,
(— azzo (x1+y1)+< P _T)?'

0

D’ou finalement :

PR
(l +,4)+—$w

0

(~%+%< >(w+ -2 ‘(w +y1)+<2PR ]—H—C)faﬁ

0 V‘A

(—~+ — (x} +”)——

BN

n=

Si l'on fait, dans la premiére valeur trouvée pour %, le changement de variables
défini par :

B
m:pcose—}—xxa, y=psinf,
et, dans la deuxiéme, le changement défini par :
G .
x:pcosﬂ—{—xaco, y=¢psinb,

on retrouve pour 2 les deux expressions précédemment obtenues.

En remplacant, dans les équations du rayon émergent, A par les valeurs ainsi
déterminées, on trouve les équations de la caustique.

Il y a lieu de remarquer ici que nous parvenons & des résultats identiques par
deux voies différentes. Cet accord légitime a posteriori la méthode adoptée pour ré-
soudre 1'équation (1). Ceci est important, car si 'on connait bien les approximations
faites pour établir cette équation, on ignore a priori 'ordre des incertitudes qui
entacheront la solution.

Si nous nous bornions & la recherche des équations de la caustique, il suffirait
d’adopter la deuxiéme méthode de calcul. Mais nous nous proposons, en premier
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1

lieu, la recherche des diaphragmes & employer pour ne laisser passer i travers un
sysl¢tme optique centré que les rayons formant dans l'espace image une surface
développable, c’est-a-dire les rayons qui s’appuieront dans cet espace sur les lignes
de courbure d'une surface d’onde quelconque. La résolution d’un semblable pro-
bléme me parait avoir un grand intérét physique; c’est I'emploi de semblables dia-
phragmes qui constitue la méthode la plus rationnelle pour étudier expérimentale-
ment la formation des caustiques. Si I'on veut, en effet, délerminer par expérience
I'élément de caustique qui correspond & une partie élémentaire quelconque de la
surface frontale du systéme, on doit isoler un pinceau dont les dimensions sont
petites, mais qui sont nécessairement finies. Or, parmi tous les pinceaux possibles,
le groupement correspondant & un élément des courbes diaphragmes est celui qui
se rapproche le plus du groupement théorique dans lequel tous les rayons vont
passer par un point. Ce groupement donne, en effet, un élément linéaire de la caus-
tique, alors que tout autre en donnerait un élément superficiel.

D’autre part, les éléments de caustique ainsi déterminés sont les éléments des
géodésiques de ces surfaces. De ces éléments on peut déduire facilement leurs tra-
jectoires orthogonales qui sont les courbes suivant lesquelles les surfaces d’onde se
replient sur elles-mémes. Ce sont ces derniéres courbes qui interviennent lorsqu’on
considere la partie non géométrique du probléme, comme I'a fait M. Macé de Lépi-
nay. Il y a donc intérét encore & ce point de vue & réaliser expérimentalement les
géodésiques de la caustique, puisqu'elles s’introduisent naturellement quand on
aborde la partie ondulatoire du sujet.



CHAPITRE 1V.

Cas de deux dioptres sphériques (lentille).

Y On prend comme axe Oz, la
droite qui joint les centres des deux
\ dioptres. Les rayons sont R, et R,
“ ¥, avec la méme convention de signe

b qu’au chapitre II.

x,, Y,» 2z, sont les coordonnées

7 du point A,, ot le rayon réfracté
une premiére fois en A, vient subir
une deuxiéme réfraction.

d est I'épaisseur de la lentille.
X Avec la méme approximation
Fig. 11. que précédemment, I'équation de
S, est

By, @4y
: 2R, 8RT

Equations géomélriques donnant les coordonnées de A, .

Les équations du rayon réfracté A, A, s’écrivent :
X—a, Y—y, Z—z _

l m n

1 1 1

R,

Z=Rn, 4+ z,.
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Pour le point A, on a:

— g, Emtry | (@ +y)
- z,=Rn, +z,=d+ ") + T

LY, wmAy, @+ oS (@ 4y
2R, 2R, 8RZ 8R;

R:L d+
n

1

Dans les limites de notre approximation :

—_— 12 2
nizw—(lei):I—‘ﬁm’—é(lei)"
1 12-}—m ,
rhi + 3 (1 + m)y
et
2 2 2 2 12
R:d+x2+yz_m4+yl+ +m‘d au 4° ordre prés.

2R, 2R, 2

Par suite,

2+ mpd

au 5° ordre prés.
On peut prendre ici -
2+ Vo=@ + ¥ A A+ m)) +2d(x, +my),
d’ou il vient :

(2 4+ 9D /1 (F +mHld 1 d
x,=—x, + l,d +——_2‘_" ('E; - Bi ) - < + ) -B—’ li(liwl + ’"Ayi)

2 R, d

et de méme :

. (;if + ¥Hm, ( 1 I E+mHmd® /1 1 d
y: - yx + ’711(1 + 2 R‘ - _I{—‘> + *—2_ < R’ + a) + -}:'n4<lim4 + ’nlyi)

au 5° ordre prés

ou encore :

d 2 2 2 121 ¢
m::w4+ ifg__i_&':t_y}' §£4<I — > w<l +%>+de2 ifi(f‘giw1+’-'ll)1y1>’

N 2y, e

. d  Zi+y 1 €+ W) db,d® / s 1 .
Yo = yi ”ll[) o + .y '“uoa (P\, E) _'—2";‘3——_ (T{ -+ 7) R%{ Te“) (i,xi +. ltuy )'

Posons :

d _3 L/ 1 >——c 1 (I N I
woo %(R, R T oy, E+6—l>_e“' R
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Les équations précédentes s’écrivent -
§ L=, + 43 4 (@ +y)9e, + (£ + DL, + 314, G, + dby,),
Ya= Yo+ db2 + (@ + y)dbe, 4 (€ 4 JA12).00,3%, + 3 lb, (L, + Abyy,).

En tenant compte des valeurs trouvées pour 4, et .1b,, on obtient :

L=, (1 + a2) — bz, + a,(x? + y*) (P3 + ac, + W, + atsf, QER‘ .
PR ’
— xjx, (be, + 3a’b3’e, + 2ab3f, — 2 )

)

— Yiz,(be, + a*b¥e, + abf,)

— @Yy, (2003, + abf,— 2Nz,

PR
Yo =W 00) — 0y, 3, (@] 4 9D (B0 + ac, + e, + atyf, — Ty
PR ’
— YiYe(be, 4 3a*b2’e, + 2abif, — 2Pk, )
— &7y, (be, + a*bi’e, + abif,)
p
—x,y,x,(2a°0%%, + absf, — 2 7R' ¢) au 5° ordre prés.
En posant :
PR .
a,=P3 + ac, + a’Fe, + a3f, — i (fini),
PR
a,= be, + 3a’b¥’e, + 2abif, — 27‘ ) (1 ordre),
a,=bc, + a’b¥e, + abyf, (1" ordre).
il vient :
1er ordre  2¢ ordre 3¢ ordre 4e ordre
¥ ¥ ¥ ¥
x1:x1([ + ae) - baxo + almi(wf + y:) - a:‘/l’.owj
- aaxoy:

— (@, —a)yzy,,
Yo =00+ @) — b3y, + ay,(z} + ) — ay,y*
— ay.x;
—(a,—a)xmx,y,.
Dans le cas particulier ot y,—=o, les équations précédentes se simplifient et
deviennent :
| Z,=,(1 + a2) — bix, + ax, (x* + y*) — x,(ax? + ay?),

.=y, + a2) +ay, (@] + ) — (e, —a)x,y,.
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Equations optiques en A,.

L,, M,, N, sont les cosinus directeurs de la normale en A, .

l,, m,, n, désignent les cosinus directeurs du rayon qui a subi une deuxiéme
réfraction en A,.

v, étant I'indice du dernier milieu, 4, b,, 90, représentent les quantités ul,,
Pallys Pl

On peut écrire, comme au chapitre II,

€—q,  Ab,—.db,  To,— T,

L M, N, =
avec
z, Y . _ai+y (@ 4y
L““'m’ M= R,’ N,= 2R? 8R: ’
d’ou

4, =R,L, +4,
Ao, =R,M, + b,
Vo, = H,N, + T, .

En procédant comme plus haut, on trouverait :

. 2y
Jla - V‘a_ p‘i + P— (P, - %Ll)v?'l
avec
_ ol owm | wy | Bgm :
§y = R, + K] + R + " + grandeur du 4° ordre.
s & A
2¢ ordre 2¢ ordre  2¢ ordre 2¢.ordre

Si I'on veut obtenir les équations optiques en A, au 5° ordre prés, il suffit de
déterminer Ji, au 4° ordre pres. Il suffira donc d’utiliser pour ¢, I'expression écrite
ci-dessus. On pourra, dans cette expression, prendre

s x’zw’ + .&E‘ay
Lo =7, + Jdup.

car les termes oubliés introduiraient des grandeurs qui seraient au moins du 4° ordre.
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Alors :

_ 4 1), b, + db)

(P’ P‘iBn P]R,
oy G+, Ca by, S ,
+ SR + R ¢+ R S+ ™ au 4° ordre prés.
ou
— ‘(":lxl + “ll’ayz d ﬁff + tll‘)j d * .’L‘f + yf
BTTTUR, <I +T§> T (' + R,) TR

(ela donne, en négligeant les grandeurs & partir du 5° ordre :

o —_— . _'_‘x_s . V‘z — P & u
‘lg— (p‘a p‘a) R, (‘Pi P‘A p‘g R, + 'gti

ou

—p, I

\ ' 0 o T Yy o v
p— *"‘x,+;h<‘_u’1{p °>_w.<fvf+yf)v.u’
2

: R, v, 2R}
. 2 2 Yo ™ [y Mg — 4y 8
I e

W b e R i
- (ixxl + "tl)iyl)xig v R® (I + R,) E

‘a7 "8

—_— i o Ve — Py o Mg = Py i
&z, + b,y 4, 5 R e < - R,) g

_— g
—(Ef—i—.;‘lbf)x,%%(l +F> E

. 2 1.2\ § y‘z—{"ﬁ&! !J'n_p‘i by _Li_ *
(€54 i, Begerre, 4 Lo (14 1)

au 5° ordre preés.

Ay, = — _R— al Y, + b, (I —-M’—;L 8> — une expression déduite de la

2 2

précédente en permutant 4, et x, avec b, et y,.

En posant :

1 1 " d _d I +I>
<R_ ) wR2’ “*p.“R,<d R/’
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les expressions précédentes s'écrivent :

= (R e, @) s+ G+ by des?

+ ii (w: + yj) amBz + (Ef: + "’l;bf)wllle!
+ oz, + by ey, + (G + DY, | de,40,] o2

au 5° ordre prés.

“lbl: miyl + (I + G,E)gll)‘ + y; ('/L.: +yi) 2:11‘1 15 + (inxi + er,y!),lly‘e,aﬁ

+ b (@ + D8, @+ Ay,
+ (gflxl + "lbaya) y172.{: + (iff + ‘lllf)‘ll)x { Eea + 022 7’13

au 5° ordre prés.

Remplagons maintenant ¢, et 1L, par les valeurs obtenues dans les équations

optiques écrites au chapitre II.

On arrive a : .

£ =xla(t +aB) +a]— ba,(1 + 2,2)

o~

: - P
+ @@+ ) [P(r+22) + 2‘:’—; + ax B+ any, + deu+ a0, 4 a'(3e,+0,) 0,3 — QTR* (1+a,2)]

‘a” "2

— xix, [bx,8, + ba,y, + 2abe23 + 2aba b, + 3a’b(Ze, + 6,) aig—@ (1 + «,9)]

2”2
o

— 32w, [baB, + abea3 + a*b(Ze, + 0,)2,3]
PR
=t (1 + 32)],

0

—x,y,Y,[bagy, + abeod + 2abaf, + 2a°b(Ze, + 9,)a 2 —

lb,= Expression analogue obtenue en permutant x, et x, avec y, et y,.

En posant :

(fini) A =a(1 + a2l) + 2,
(1" ordre) B=0b(1 + «2),
(fini) B,=P(1+«2)+ % + aa,B8, + au,y,+ a'ea 8 + a’a 8,4+ a’(3e,+ 0,)a, 8 — 2IZ)R‘ (1422),

2}J.1R: 0
(1 ordre) B,=ba,8, + ba,y, + 2abz,a,3 + 2aba0, + 3a*b(Ce, + 0,8 — 2};R‘ (1 4+ «,3),

(1* ordre) B,=ba B, + abea? + a’b(Ze, 4 0,)a,3,

Fac. de T., 3¢ S., 1IV. 39



298 A. JUPEAU.

on obtient les expressions :

1er ordre  2¢ ordre 3¢ ordre 4e ordre
Y Y ¥ y
¢ s Axi — on + lel(x: + yf) - Baxowf
— B,y

- (B2 - Ba)yomiyx ’
011)2 - Aya - Byo + Blyl ((I;j + yi) - Beyoyi

2
1

- (B! - B3)w0x1y
| G o | 5oy

3
By,

- Bay oL

'

qu f— :J‘ﬂ _—

»

e

ou, en tenant compte des valeurs précédentes,

LY AB@E, +yy) B YY)

Vo = u, — A
n]% Me 29‘5 P‘z 29‘2
@
: P
—AB, @+ 7))
e

Ces équations sont obtenues au 5° ordre prés.

Condition & salisfaire pour qu'une normalie de rayons émergents soit développable.
Courbes directrices du faisceau incident.

Les équations d'un rayon émergent sont :

Les coordonnées x,, v, d’'une courbe située sur S,, telle que le pinceau issu de A
et s’appuyant sur cette courbe forme aprés la deuxiéme réfraction une surface déve-
loppable, doivent satisfaire & la condition :

dx, dy, dz,

i, Jl‘b,, %)g —=o0.
e,  dl, AT,



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CAUSTIQUES. 299
Les éléments de ce déterminant sont, pour la premiére ligne :
e = (0 )t + )+ 200t — 20, — (4, 4

20,2y, — 20Xy, — (az - as)yomx dyi ’

\
T
ﬁzawv 2a,Y,T, (a—a)a‘,‘%dacl
g(r + @) + a,@l+ ) + 20,Y; — 20,3,Y, — (4, — 42, g dy,.

De la relation :
f=d 4 Y Lt )

2R, SR
ou
§<x+as> @+ 92) + (B2 4 ¥) — 2(r + @) B (e +y.y0>+za.<r+aa><x:+y:)'§
8B3(I+ao) (x +y1 ’
on déduit :

dz,— 3}% [(1 + @), — (14 ad)bic, + ha,(1 + a2 (xF + y:)] s (o @) 2+ yf)g de,

I
[0 @y — G @, a4 | e+

Nous prendrons comme éléments de la deuxiéme ligne les équations :
¢, = Ax, — Bx, + Ba,(x} + ¥,
db,= Ay, — By, + By, (@] + D),
xi +y: + AB(x.x, +v,7, '

20y e

Yo, = u,— A*
\

Les éléments de la troisiéme ligne sont :

difg: 3 ‘& + Bl(xf + yf) + 2B|x: - 2B’Jfox‘ - (Bg - Bs)yoy| dx

+ g 2lelyl - ngxoyc - (Bz - B:{)yﬂxl 2 dy; ’

dAb,= | 2Bxy, — 2B,y x, — (B,— B,)x,y, g dx

+ A+ B (& +y)) + 2By; — 2Byy, — (B, — B)zx, g dy,,

s
( z
5

AB,
dTe, = e, — L2 @+ e, e
A’y AB A AAﬁ
+;-—*+— R LY
o p"y %( YDy . @i+ Dy dy,

Tous ces éléments sont écrits au 4° ordre prés.
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Développons le déterminant en ne retenant, comme au chapitre II, que les termes
de 3° ordre. On trouve :

[vran |ty ‘;jgfﬂx}?gz\ai—&(waa> [ )
dy AB(I+aa) = ';“B— 2u$3Aa — Bt + a3) ]x

A*(1+aa) - ?{ s_p.ﬂg;\(aﬂ—aa)—(BﬁBS)(l+a3) ] oy

( | NGray | ‘»*1;“5 s Aa,— B+ @) | @l —y) )

vy de,) : :

|—[a6+a e A<a+a>—(B+B>(r+a>]<x m——

[A‘-’(I+aa) ; ’}:“5‘_2{,.2 Aa,—Bi(I—{-aB)]w‘y.
—dx —[AB(-H—aa) 2 ‘;“ — ap, ) A, — B (1 + a3) :laclyo ’:0.

—[A"(I—{—aé) :—i—%i—%—p., A(ae—as)—(B,—Ba)(l-{—aB)ﬂ x,y g

En posant :
(fini) = A1+ a3) %+‘;“3 ap, Aa‘—B‘(I—i—aB)g,

(1 ordre) B = A2(1+ao) 1?% A(a,——aa)—(B,—Bs)(lﬁLaE);,

(1" ordre) é:AB(waa) *l+”l§\“° 2pz'Aa3——Ba(I+a§)§,

I'équation précédente s’écrit :

g L{)xlyl - exoyi - EBxayu g

+dydy, § b(x; —¥)) — (B + C) (w2, —y,7,)

- dx: 3 tl}xnyi - €x4yo - '(onyi % -

Comme dans le cas d’un dioptre, on vérifie facilement que (B — C) est du 2° ordre.

Si I'on considére x, comme variable indépendante et si 'on fait ¥,=o0, ce qui ne
particularise point la question, puisque cela revient & prendre comme plan ZOX le
plan passant par A, on obtient :

) H YAz, — € + 3/ (@ — ) — (B4 Q) oz, | — y,(A, — B —o.
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On arrive ainsi & une équation identique A I'équation (1) oblenue au chapitre II.
Les courbes de S, qui satisfont a la condition posée au début du paragraphe forment
donc deux familles. '

Une premiére famille comprend des courbes formées dont les projections sur
AO0Y ont pour équation :

s B 9B
Yo+ xi—a2—axx —a +2 {1;1-,0:0
eV U
en premiére approximation (famille de circonférences concentriques)
et
BE L1 B { @ $BE L)
2 2 ( By X N HA X 2
Y.+ X g1 —— X, —2— XL, — % —2 AL, — —5 AL, =0
* : ? A;’a ° ) R ? .1» * ."l)’ ° 5

en deuxiéme approximation (famille d'ellipses).

Une deuxiéme famille est formée de courbes ouvertes dont les projections sur

y1:|6<w1_£x0)

en premiére approximation (famille de droites concourantes)

XOY ont pour équation :

-

et

e B BC
{jx:_ajlyi_miw_)lﬁxobl_{_gim 320

en deuxiéme approximation ((familles d hyperboles).

Les remarques faites au chapitre Il s’appliquent ici.

Les courbes obtenues en deuxiéme approximation ne sont point les coniques
homofocales de M. Finsterwalder. D’autre part, comme au chapitre Il et pour les
mémes raisons, on peut confondre les projections obtenues avec la perspective des
courbes qui leur correspondent sur XOY par rapport & A, . De telle sorte qu'on peut
prendre comme diaphragmes les courbes obtenues, lorsqu’on se propose d’isoler les
normalies développables & la sortie de la lentille.

Nous allons maintenant rechercher I'équation de la caustique en utilisant seule-
ment les direcirices obtenues en premiére approximation.
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ETUDE DE LA CAUSTIQUE.

Recherche de la premiére nappe.

L’équation de la projection de la directrice & I'incidence est :

6 r';

Y. Y X
~ SiTon adople les coordonnées polaires avec Ox comme axe et le centre commun
des circonférences directrices comme pole, on a :
¢ ')
x,=pcosh + 2 Ly
<O

y,—=psiné.

1’équation précédente se réduit 4 :

Les équations géomériques qui donnent x,, y,, z, s'écrivent :

( (7
w,:xor(1+a5)%—ba+<a,%—a> :l+ [p(1+4a)+a, r,]cose—;—[za ——(a 3i| ,0° €os® 6

au b° ordre pres,

o —
y, = +[e(14a%)+a,¢’] sin 0+|: a‘%{——i’n—a“—hlxop’sin 29
) _
au 5° ordre prés,
p(1-+ad) | B T . .
z,=d+ R E e(1+a2) + 2, cos 6 | (r4-al) 1 — b2 g au 4° ordre pres.
2 <O

Les équalions optiques deviennent :

— (B, — B)] o cos™ 0

au 5° ordre pres,

1:[ f—B+/B B) ]x+<Ar+Bo)cose+L

¢ B, —B .
Ab,= (Ap + B¢%) sin 6 4 I:B j)—— 2 “:I ¢*, sin 26 au 5 ordre prés,
2 .
A%p? 4 A .
Mo, = p,— A (A B B) —- px, cos 0 au 4° ordre prés.
2&"1 r{) P‘ﬂ
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En posant :
B Q—B’—“Bs:S (1°" ordre), a, ﬁ——a’_ G (1*" ordre),
b 2 L 2
R C
A %—B:U (1" ordre), B, JE —B,=V (1 ordre),
o B < . _ B
(14 aj) T b3 =W (1~ ordre), a, T a,=Q (1" ordre),
on obtient :

‘ x,= (W + Qo")x, + [¢(1 + a2) 4+ a,5°] cos § + 2Tx o cos® 0 au 5° ordre preés,

Y, =[e(t + a2) + a,¢°] sin 6 4 T 0" sin 26 au 5° ordre pres,
( z, =d+ F(ILRM) [e(r 4 a2) 4+ 2Wx, cos 4] au 4° ordre pres;
2R, e
4, =U + Vgix, + (Ag + B,s") cos 6 + aSx* cos™ § au 3° ordre preés,
Ab,=(Ap + B,¢%) sin 6 + Sxp* sin 29 au 5° ordre prés,

A AU
T, =p, — —— — %0 s 6 au 4° ordre prés.
i 2y Uy

Les équations d’un rayon émergent sont :
X=14, +x,,
Y ="rlb, + 7,,
Z =727, + z,.

Si I'on fait dans ces équations p=c', on obtient une développable de la pre-
miére famille. Les équations de ces développables sont de la forme :

| XSO+ a0,
Y =/,(0) +25,00).
|2 = r0)+ 700,

On obtiendra l'aréte de rebroussement de chaque développable, c’est-3-dire une
géodésique de la caustique, en cherchant une fonction % =y(0) satisfaisant a

dX dY
4L,
ou
dr, 4+ )dl,  dy, + id.l,
4, db, 7
ou
Qx o dy Qe
% \_:_ 0 T alob
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Ona:
PR o . g .
= [e(1 + a2) + a %] sin 6 — 2T g sin 26,
oy, " T
3% = [¢(1 + a2) 4+ a,g"] cos 6 + 2Twg* cos 20,
2z az)W
DO’ :—-p(j{:‘g—)xosine;
o, . .
-W’- = — [Ap + B,¢’] sin 6 — aS¢’x, sin 26,
c
(\.u), 3 2
N = [Az + Bg'] cos 6 + 2S¢’ cos 26,
0T, AU .
S —p—— x,osin 6.

La condition précédente s’écrit :

(Ap + B")sing + Spr’ sin 26 g[p(l + a3) + a,p’] sin b + 2T 0" sin 26

5
(
+ g(U + Vehx, + (Ag + B,g®) cos 6 + 28w p* cos® Og g[p(x + @) + a,g’] cos 6 4 2Tz 0" cos 20%

(Ap + B¢") sin 6 + S o* sin 20% g[AP + B,¢°] sin 6 + 2Sp*x, sin 26

+ 3
+ A g(U + Ve, + (Ag + B,¢) cos 6 + 2Sxp* cos® GE g(Ap =+ B,¢?) cos § 4 2Sx,0* cos 26 § =o.

Posons
A=0x+¢ +¢e+¢,

A, étant fini, ¢, du 1" ordre, ¢, du 2° ordre, ¢, du 3° ordre.

Ecrivons que les termes des différents ordres du développement précédent sont
indentiquement nuls.

Le terme du 2° ordre est :

Ag*[(1 + @) + An],

ce qui exige

e A%7, d’ou g, —o.

1
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Le terme du 4° ordre devient aprés réduction :

[Aag” — B,(1 + a2)p* + A'%,]p%,

_ B,(1 +a3) — Aq,
E’ — —_—‘A’

Le terme du 5° ordre est :
e A% + 2[AT — S(1 + a?)]x,g’cos 0,
S(1r 4+ ad) — AT

ESZQT(EUPCOSO.

On a par suite pour I'équation de la premitre nappe de caustique :

X=(W + Q¢")x, + [¢(1 + a2) + a,p*] cos 6 + 2Tx,p* cos* §

+“’(U+x»)x— +a°(\ +Bg")cos o — LT

[B(x—{—aa)-——/\a]U 20" + [B,(x + a8) — Aq] 2505

+ 2S(1 + a3) — AT ”“';

= [e(1 + a2) + a,¢"] sin 0 + Tx,o* sin 26
1 + ad

(Ap + B sin § — © Sxp* sin 26

1+
A

3
¢ sin 6

+ [B,(1 + a2) — Aq,]

3o

28x 0" cos® §

au 5° ordre prés,

2[S(1 + a2) — AT] A sin 6 cos 0 au 5° ordre prés,
Z=d+ M [p(1 + ad) + aWx, cos 0]
1’+ a’ 1+ ad 1+ as
—— -t ™ Ap® + . Uxp cos 6
| +[B,(1 + a2) — Aa,] £+
:,‘ + 2[S(1 4 ad) — AT] % x,e cos § au 4° ordre pres.

Fac. de 7., 3¢ S., 1IV. 4o
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Aprés réduction, ces équations deviennent :

[ . 14+ ad gB B 14 ad
[: U A ]wo+g A (I +a> aa_t_ A (al Bl A >

Lop

au 5° ordre pres,

Y=o au 5° ordre pres,

. o1+ a 1 A 14+ a )

7 =d— . — A N — — au. — 3)7 ¢ .8
A p,+2A, A(I+a)|:y‘!+ R, :l ap,[Aa, — B,(1 —}—a)]s‘

au 4° ordre pres.
Les termes en pcos, p®cosf, x,0*cos®d, psinb, o’sinb, x,0'sin2b, x,c cos o,
sont identiquement nuls.

La premiére nappe de caustique se réduit & une droite située dans le plan Z0X.
Ses équations peuvent encore s’écrire :

b B, . B/ L+ad))
/X——K‘wo—{— A(I-{—aJ)—'as—*—K(a‘—‘B‘ A )5.’1’09,
Y=o,

, I+a8 .1) .
v\Z—d—Tp., ;:Pr.

En prenant comme origine le point image de Gauss et comme plan XOY le plan
image de Gauss, on a :

. B B 14 ad
— {2 3) — . . l’
Y= pa+a@) —a+ (o -8 F ) e
Y=o,
[,
| BT

Recherche de la deuxiéme nappe.

Les directrices a I'incidence se projettent sur le plan XOY suivant les droites :

§
y,zlﬁ(xi——{—wu).
<L
Si Pon adopte les coordonnées polaires avec OX comme axe et le point de
concours des droites directrices comme pdle, on a:

Q

x,=pcos 04+ —ux,,

JU

yl:p sin .
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I’équation de la directrice & I'incidence se réduit a :
tgh=2_ ou 6=C*.

On obtiendra facilement la nouvelle expression des équations géométriques et
’ b]

¢
optiques, il suffit en effet de remplacer dans celles obtenues plus haut ——i— par U

On a ainsi :

x,= (W +Qpo"x, + [¢(1 + ad) + a,s°] cos 6 + aT'x,0* cos® 6  au 5° ordre prés,

Y. =[e(1+a2) +a,p’] sin 6 4 T'xo* sin 20 au 5 ordre prés,
2 8 2 ‘ i a
z,:d+P(I+a) V(I+a)x0:cose au 4" ordre pres;
2R, R, !
[ £, =U+Vx, + (Ao + B,p°) cos 6 4 25"z ¢* cos® 0 au 5° ordre pres,
db,= (Ap + B,p°) sin 6 + S'x¢* sin 20 au 5° ordre prés,
. A%t AU \
Yo, =p, — — x,0 COS 6 au /4° ordre preés.
Wy Uy
avec :
¢ B,—B ¢ a,—a
B 2 _ = 3zsl‘ P | a:v,
A 2 “3 2 1
¢ : ¢
A_—B:U', B——B:V,;
D o }
0
(1+a8)§——bB:W'. a‘g———a,:Q'.
Qb B

Comme plus haut, on obtiendra une développable de la deuxiéme famille en
faisant 6 =c* dans les équations du rayon émergent. On arrive A des équations de

la forme :
X=//(e) + 13, 0)>
Y=/ +24,/(),
Z=[/(e) + 1e/(0)-
Pour trouver I'aréte de rebroussement de chaque développable, c’est-a-dire une

géodésique de la deuxiéme nappe de caustique, il suffit de chercher une fonction
h==g(p) satisfaisant &

dY dZ

Iy, T,
ou
dy, +2d b,  dz, + ndlo,
b, _' T, ’
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Comme ¢ est la seule variable, la condition & satisfaire s’écrit:

by A2z,
o

% o
o, T T,

Or, on a :

s

( 2%, = (1 + a?) sin 8 + 3a,p* sin § + 2T'xx sin 20,
P

dz,  (1+ad) (14 a2)
(g _._—-—R———p—’;—V\ ——R——xocose,
2 2
b, . oy 2 " .
= A sin 6 + 3B,¢" sin 6 4 28" ¢ sin 26,
°p
90, A% AU
= — — &, cos 6.
% N

La condition précédente devient :

:(1 + a2) sin 0 4 3a,p” sin 6 + 2T"x o sin zﬂ:‘ |:p,,— f:fz — APU X0 COS 9] .
— —QH;{_@X o+ W (I—;a—a) x, oS O:I [(:\p + B,z°) sin 6 4 8’z o® sin 20]
+ A :A sin § 4 3B, ¢® sin 6 4 28'x 5 sin 26] [p,ﬁ—— Ag:fg — APU 2,0 COS 0]
—+ X —fP + AUI‘j’ x, cos 6] [(Ap + B,s%) sin 6 48"z, ¢* sin gf):l =o.

Posons :

A=+t +g,

%, étant fini, z, du 1* ordre, 3, du 2° ordre, ¢, du 3° ordre.

’ ;3
Ecrivons que les termes des différents ordres du développement précédent sont
identiquement nuls.

Le terme fini est :
[(r + a2) + >, Ay sin 6,

d’ou :

Le terme du 1° ordre est :

¢, Ap,sin 6, d’ou e, =o0.
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Le terme du 2° ordre est :
. a, 14 a3 14+ad /14 ad A |
Ap, smOI:e,-{—ng(A — B, G )—— o ( R, +P_3>EPJ’

1+a /14 ad A , 1+ a3 a,
) (-3

d’on :

e

s’:

Le terme du 3¢ ordre est :
Ap., sin 9 Ls,—{— 3

d’ou :

WU S+ a) UG+ W+ a))
N A® o2 ok, )xop cos 0],

(48 +ad) UG+ad) W(4ad) 4T
g, — , -+ n + — —— &x,pcosb.
( A 2 P‘sBu A ’ P

On a, par suite, pour la deuxiéme nappe de caustique :

| X =W+ Q'¢")x, 4 [s(1 + ad) + a,¢°] cos 6 + 2T",0* cos® §
|

— 2w+ Ve, — L (A + B ofeos b — % 587 o cos 0
A 0 A v 1 A
14+ad /14 ad A . I+ ad aNI T
— 3B ——— — L ! s

+§ P ( R, + p.,>+ ( AR A>§|:Lwo+ApcosO]9

4S'(1+ad) UG+4+ad) Wa+4as) 4T . .
+ g re + o2 + "y —A—g Ax,o® cos® §

au 5° ordre pres.
Y = [o(1 + @) + a,6*] sin 0 + T'z,e* sin 20

T+ a As +B,¢° sin6—1+ajs’x * sin 26
) 17 I)P

A A
1+ad /14 a3 A 14 as a, .
{4 ;—p" (“‘_R, + ~> +3 <B, R X) Ag* sin
48'(14+ad)  U(r+ad) W(14 ad) [;T'Z .
+ g I + o + P A Axp" sin 6 cos 6
au 5° ordre preés.
3y w
Z:d—+—(l+a)p’+ V(l+aa)xoscose
2R, R, '
3 3)A U’
— I_;ao p‘,—}—(lt: ) o' + (I+pa )U X, cos 0
14+ad /14 ad A 1+ a3 aN\|
.y ( Pl’ + P_-,> +3 <B| Al - X) S Y
| W' +a3)  Uli+ad) | Wa+ad) 4T')
R v R, A |t os?

au 4° ordre pres.
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Aprés réduction, il vient :

’ 3. ’ A a3
X = (\ ! —{—\a [J')xo—}— \' ‘3:\2(1 + a3) [-— + ! ;a :I—— 2u,[Aa, — B (1 +a2)] [ p" cos §
{ . Ay, g .
' B )
+3 E l:: (1+a)—a,+ T (al — B, ! —{'—a > x,0°  au b°ordre pres.

o

sy g . . C—B
Le terme en 5" cos™§ disparait, parce que son coefficient est

Al

grandeur

Ay

du 2° ordre); 'élément devenant du 5° ordre doit étre négligé.

14+ ad
Bi

Y = A1 4 a3) rﬁ +
-—’l‘)'ﬂ

Ay, | _I — 2p,[Aa, — B,(1 4 a?,)]g 5" sin 0

au b ordre prés.

Pour la méme raison que précédemment, le lerme en x,p’sinfcosd doit étre

négligé.

I+ as 3

14+ a3
AT

2= d—
‘ R,

A1+ a?) [_'.J\—, + ] — ay, [(Aa, — B,(1 + a?)] ; g

au 4° ordre pres.

C—R
A’y

2

Le coefficient du terme en x,¢* cos § est 2 . Cet élément devient, par suite,

du 4 ordre. et doit étre négligé.

Ces équations peuvenl encore s’écrire :

[ b A (B,(1 4 a?) B L+ ad |
— — o8 AR A — —B : ',
X Ax°+Ag.%‘ cosh 43 1 (13+[\ (a, Y >,rop
Y= Lo sin 6,
‘ {J'gp sin
14 ad 30 .
7 =d— A g WP.

Cette surface est de révolution autour de la droite caustique & laquelle se réduit
la premiére nappe. La méridienne située dans le plan XOZ est :

v b QoL L (B +ad) B 1 4+ ad .
kx,——?&—xo—}-mp +5(—A—.~‘Lla+‘~x <a"—}3l A >wop,

I+ a3 3.0 .
—_— L.

‘\ p“z 9 Ix% hy
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Adoptons comme origine le point image de Gauss et prenons comme axes de
coordonnées la droite caustique et une direction perpendiculaire. Le nouvel axe

des x fait avec le précédent un angle » tel que I'on a :

am®xi At

CoSg =1 — e + 8° ordre.
AQ
sin g = — % + 6° ordre.
' A
( B, ) B 3
m désigne le facteur ) —W—— a, + 1 (al — B, Lf) %
Les équations de la méridienne deviennent :
(N — A au 5° ordre prés
g T Ap, v Pres.

34, \
( VA— —{ o® au 4° ordre prés.
C’est une parabole semi-cubique dont I’équation peut encore s’écrire :
T =[]
Q& 3.0

On obtient ainsi, comme deuxiéme nappe de caustique, une surface de révolution

dont la méridienne est une parabole semi-cubique el l'axe de révolulion la droite

caustique.

Délerminalion directe de la caustique.

On peut obtenir les équations de la caustique comme dans le cas d’'un dioptre
unique, sans passer par l'intermédiaire des courbes diaphragmes. Les équations des

rayons réfractés sont :
‘ X=uwx,+ 24,
(Y= Y. + Mﬂ)g ,
Z =z, +1,.
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Les valeurs de 7. qui correspondent aux points focaux satisfont aux équations :
de, + 3d¥, —RY, = o,

dy, + #d1b, — R.lb,= o,

dz, + ndVb, — R, = o,

c’est-d-dire que ce sont les solutions de :

¢ (3
dx, Y N, oz, \ oL, N
oz, oL, 2, 2y, -
dy Q. 1b A 210,
L./ 2 + )\ 2 y2 + )\ 2 l'll)’ — 0
&, o, 2y, o,
Az N Al ‘nn dz Q ’T(o
2 + A 2 2 + )\ 2 1]“')%
Dwd ‘\xi ‘\yl Dyl

Si I'on tient compte des équations optiques et géométriques et si 'on pose :
A=+ + 5 + g,
3, étant {ini,
¢, étant une grandeur du 1° ordre,

E, — — 2¢ ordre,

g, — — 3° ordre,

Iéquation précédente s’écrit :



*UOISSIWO sues ‘01pio ¢ ne nbsnl jueurwigggp np juowaddoraagp of 1ossnod g JuoINS 871109 S $97]

-ouSI[ 9I91UIIP B[ AP SHUIWD[Y S1o1ward XNOP SO SUBP IPIO ,¢ NP SIWIIA) SIT 101 11109, p o1y nut 380 [1,nb ons ef red earas ug

*g

T

"ag — oy

V' +
(Ag +.2)'q's +

l T, %
_>. _ml«\h_H.b.c,Allllllwrg
¥ WV (W +1)

Ve A+

'wraCg—"g)" — GAg+2)' 9™ +

W (o) — (g4I £ VY )

.\A‘.-.\N\.—m_mﬂ JT
_\A‘cgnm—olﬁﬂ -

‘L'x®ne —

_%.Q._M—o,\.ﬂ +

'£'x'pe

.R. — 1 IT
<V
.._8 L o<t+
qav
; | . W
ryg ——— — ‘x| =" —
W+ 1) Nt

Wr(g—w) — w4+
'ox ("' —"v) — £'a've
v’ +
GA+ixe)'q's + v

IT
‘wwty e — GA+re)'gh +
IT

‘wx’ne — (A4 Lxg)'p

-
h

24y N+ (p+1)

A

Fac. de T., 3¢ S., 1V,



314 A. JUPEAU.

Le terme fini est :
pol(1 + a2) + 1 AT,
d’ot :
R I+ a3

h=—

Le terme du 1 ordre est identiquement nul.
Le terme du 2° ordre est :
(2, A d’ot g, =—o.

1

1

Le terme du 3° ordre est identiquement nul. Il est & remarquer qu’aucune
omission ne peut provenir des éléments du 3° ordre qui ne figurent pas dans le

tableau. étant donné la valeur obtenue pour },. Puisque z,==o, on pourra méme

el

pousser le développement jusqu’au 5° ordre.
Le terme du 4° ordre est :

_(1+a2)<l—l_§—;§+—§;>x[\< + )(ac 4+ 4= A’]

_(1+a2)<l;ab+ ;\>y1l:\<a —B, 1+a°>(w +yD)+= \2:‘

2

o (=B, 2) 36+ her (o= B T2 ) @ an+an |

En posant :
2 2
Ez - 0(‘1“1 yi) *

le développement précédent s'écrit :

2 g 3 A
At (e + y)) goz+6|:i (a _B, r—;a )_Itao<1;a +_p_>]

I I+ ad 3 14 a3 1+adf 1+ ad A z
g (a—mg ><KL“‘_]3' A ]_ ” [B +pj>>’

s 4 - T-+ad r+a3d/1+ad A
0.{_6[7\-(61‘—]31 A >H u, ( R, +ll%>:l

v

1 1 4 a3 3 1+ as 1+ad] 1+ ad AN

Ty <”_B A ><K[“*—B* \ ]_ o [ R >_°’
1+a4 a/1+a> A 3 14a3 11
ey | e G e o e U e ]

(F e
1+a

+ 3 A 3 I+a8 Z . R
< R, +'>+\<B A _“*>>(”‘+y*>'
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Le terme du 5° ordre est :

e . (' 1+a§>_ ?<1+a3 &>§ A ]
A53(x‘+y’)|:?["*“(a‘—B' ) A (S )i A

1+ a3

[+ad

+ Aex,x, [B([ + ao)(

) A (':‘
~+ xx (%] +y,)|j(1+a3) 1t al +—>38<a—B I_; >+&<a,—a3~B

+ ) + A(1 4+ a?) ( —3u,a,4 p,a,+ 3u.,B, \ —u, B, !
Ve ;
vy

~
:|
T‘
s v

_+_.

A
>, B 3 a3 1@ g Y
.+A(1+a3)(R—+T><a,——B,I§a>+}L,<a,—B,I4‘; ) (30,50, — 38,5 5,1 )l

2 D'

En écrivant que ce terme est identiquement nul, et en remplacant ¢, par chacune

des valeurs trouvées précédemment, on obtient pour =, les deux valeurs :

2

1 B, (1 + a)

xx,,

( T ; (a,—a,)—
(

1+ a3 1+ a3[ b3 B B /1 +ad A
(aﬁB* A >_ o B—+E+T< R +[T>]§“’

2 2

D’ou finalement :

S <B.' T\“°_a,><x;+yf)+_; g(a,—as)—B’;B“(waa)Iwiw.,
A= 1+a3 (1+ad/1+ad A) 3(, 1+ a3 ) 2 s
_ ) = (B —
N < T At v wala ) | S

{2( 1+a5> 1+ a3 @ E _B_(I az A g
+ZT 4, —B, A Ve l{2+ ;Jiﬁ+ A R + - o, )] Ly

2 2
Si I'on fait, dans la premiére valeur trouvée pour %, le changement de variables
défini par :

x:»cose‘—}—_ B x

y=—zsinh,
A !
et, dans la deuxiéme, le changement défini par :
r=g¢cosh+ q)acq, y=zssinh,

on retrouve les deux expressions obtenues au paragraphe précédent.

En femplagant, dans les équations du rayon émergent, A par les valeurs ainsi
déterminées, on obtient pour la caustique des équations identiques & celles qui ont
été écrites plus haut.

Les considérations faites & la fin du chapitre TII s’appliquent encore au cas

actuellement traité.



CHAPITRE V.

Cas général.

Y

Fic. 12.

D,—D_ =d.

13 1—1

On prend comme axe Oz 'axe du
systéme. Les milieux séparés par les
surfaces sphériques 8., S, ..., S, ont les
indices p.,,, u,, ..., #;. Les rayons de ces
surfaces sont R, ..., R, avec la méme
convention de signe que plus haut.

x;, ¥, z; désignent les coordonnécs
du point A, ot un rayon subit la i
réfraction.

D, désigne l'abcisse du sommet du
ime dioptre et d; 1'épaisseur du ™ mi-
lieu comptée suivant Taxe, de lelle
sorte que :

i—1?

L,, M;, N, sont les cosinus directeurs de la normale au dioptre en A,.

I, m;, n, sont les cosinus directecurs d’un rayon aprés sa i*™ réfraction.

Comme au chapitre IV, p. 1, um,, pn,

, d
I'on pose — =3,.
I

sont représentées par 4, .1b,, b, et

Avec la méme approximation qu’au chapitre II, I'éguation de S, est :

2 2
x4y

(" + ¥

=D
G=Dit R

8R;
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FEquations géomélriques donnant les coordonnées de A,.

Les équations du rayon A, A, s’écrivent :

X —ux, Y —y, Z—z
xl—i: yl’—i: zl—’l:R,

L m, n

i—1 i—1 i—

d’ou :

i— + zi—a M
On a pour le point A, :
xi2+ y‘a (wib.' + yi:)t

z;=Rn,_, +z_,=D, + 2Ri‘ L4+ BR:
d’ou : ‘
R=—_1 D.—D_ -+ wii+yiz_wi2—a +yi, + (} +yi%)2_‘(wi2—~l +yi’—;)’z
n_, (" - 2R, aR,_, 8R;} 8R;_, )
ou, ‘
1 x*+v: xt 2 x® Y x? 2 )
T G e DI I I 2

Ce résultat est identique & celui trouvé pour le cas de 2 dioptres.
En raisonnant comme au chapitre 1V, on établirait avec la méme approximation
les relations :

X; =% + Qi1 + (wiz-l + V?—1)(fi-1 C;
+ (Eft—-l + “Jz——1) o~ i1 -41—1 €; + (11—1 XL + “)1—1 V; 1) Si— lvt 1fl +

Vz -— yt 1 + ll) i—1 81—1 + (xzvi + yt—l) 11‘L—ICL
+ ( —1 + mlb(—l) lbz—-ia i—1€i + (fl 1T -+ ll)L 1Yi— 1) ll’z 141 Ifn

d, { 1 1N\ (A 1Y I
e B\ TR T o\ )T

HOK ]

Equations optiques en A,.

Nous pouvons écrire, comme au chapitre 11 :

=9, A —Ab, T, —Top,
L, M, o N, v

L] i i
o~y ?

L
Ab,=RM, + A,
2 T, =N, + N_,.

d’ou : .
Lo
WL, + o
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avec
. y (E’ +yz <x2+ y_ly
L=—=, M=—=, N=1—- S .
: R, TR R 8R,’
En procédant comme il a été déja fait, on trouve :
: Py — Vi,
N=p— v + 300, _L
avec
G, + by, ( di—4> S i g AN\ wlo Y,
W= v R, YR e (‘ TR, > TR
Ce qui conduil aux expressions :
A W 2 P‘i—l d o ~
Yi=wxiy + (1 + 28 ) L + wi«—{(w?—l + y{—1) ap R: a; + & (L + :ll)i—lyi-—l) Ligi%i—
o )

+ Qi@+ yim) 2B+ (G + o) iy 5,
+ @iy (ifi-i Lit + biy Yi1)a vi+ (15—1 + .ll??—l)ﬁfi_l 2:%i—1(Si€; + 0:‘)
au 5 ordre pres,

b=y + (4 aSiy) dbioy + y,-q_(w?_l +yi) = a; + Mbimg (Lims iy +‘¢“Ji—-1yi—l) %281

2p,R;?
+ b (@i + yim) 2B + @t + b)) yia 2:6;
+ Yir (i @iy + Moima yimt) 23 v: + (Lt + Abig) Ay 234365 + 6)

au 5° ordre prés.

avec
Vi — Uiy dl—l di—x I 1
T R; ' 2181:261-—*_‘;“;'” Yi_(’*iRt;I——a—{__:g,
S B <;+_I> g = i (;+_I>’
N v Ry w R \d_, R, ’ ' 2\, R; ’

Si I'on connait x,, y,, £,, Ab,, on pourra ainsi déterminer «;, y;, ¥;, .lb,. En
conservant toujours la méme approximation, on arrive a des expressions de la forme :
xi=ga, + he, + 9,(=7 + y)x, + 9.4, +¥) + 9,42, + Q) e,
+ g, + Wy 4, + 9.4 + WDz, + 9,45 + Q)L
Yo =gy, + kb, + 9,7 + ¥y, + 9.0 +¥D) + gLz, + Aoy )y,
+ 9.4, + Aoy b, 4+ g,(45 + WDy, 4+ 9,45 + Db,

+ hl(lizﬂl + ‘lblyi>‘(’fi + hs(f‘li + Lll)?)'tl + hu(‘\’ff + 'll’f) ('fl ’

tll)i: Gyl + Illllh + hq(x.: + yf)yi + hn'-ll)l(wj + yf) _+_ hs(iaxi + ‘ll)iyl)yl

S ii:Gx‘ + HT] + h;(xi + yj) xl + hgia(w: + yi) + h({(‘(‘flxl + ‘ll)lyl) xl
( + (8, 4 by )b, A€+ Wy, + A2 4 b3, .
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Les cofficients ¢, h, G, H peuvent s’obtenir simplement. En effet, les termes
linéaires des équations précédentes demeurent les mémes si l'on considére
x,, ¥p» L,» b, seulement comme fonction linéaire de x,_,, y,_,. 4,_,, JAb,_,.

On a alors :
; .’17" - wll—l + 8,,_, g!’n—: ’ ‘ yn - ynvg + an—ﬂu)n—i N
\ i‘t‘u = an'ru—i + ([ + 1"3”_1)1"_1 * I tlbnz 11lyll—l + (I + 1"8,,_1)dll),,_‘ *

R §

- > o _ >
3 xz _wl + ci“ll 4 2 ——yi + bitll)i'

N ‘fz - y'ixl + (l + &28‘ ff& * : '-"u)s - 7‘zyl + (I + aaan)‘vll)l *

D'aprés la théorie des déterminants, g, k, G, H seront les éléments d'un déter-
~minant

obtenu de la fagon suivante :
On effectue la suite des opérations ci-dessous

1 g I
2 2
’ ' x ) 8 - Al ’
%, 1+ a2, 3, -+ a3,
I 2, ,
X A, renvers¢ = 4,,
a, 1+ a0, .
I al—l
. X A, ,renversé — A.
o I+ a2,

On voit ainsi que A =1, puisque.tous les déterminants partiels sont égaux a
I'unité.

En remplacant &, et b, par les expressions :

. PR, .,
f'll:aa:l—l)‘%o + Pxi(w: +yj)—22 iwl[w: +y: —_xlxu‘—ylvo]’

v
0

aPR,

Ab, = ay, — by, + Py, (x} +y}) — viler +yi —xx, —yyl

D U

0
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on arrive finalement aux formes suivantes :

1rordre 2¢ ordre 3e ordre 4e ordre
Y ¥ ¥ T
‘o= ax, — bax, + ax (2l + ¥y — a0
- aaiwuyi
— (a,, — a,)y>y, au 5 ordre preés,
Yo=ay, — by, + 4y, (@0 + ¥) — @y
aﬁiyoxi
— (a,, — ay)xxy, au 5° ordre prés,

= Dy @ ) — e b ) g A+ 5D+ 20, (1

“\ + 8]{ ——a' (&3 + %) au 5° ordre prés,

avec
a,=¢ + ah (fini) a,; (fini) a, (1 ordre),
b,=~hb (1" ordre) a, (1" ordre).
1¢rordre 2¢ ordre 3e ordre Ae ordre
Y t Y T
) ifi = Aixa — Biwo + B“aca(acf + yf) - Bu [al?
- B:{ixoyl
— (B, — B,)y,x,y, aub" ordre prcs,
Lu)i: Aiy4 - Biyo uy (%‘ + y4) - Bezyayi
B3lvﬂxl
— (B,,— B,)a,x,y, au d ordre prés,
Y, = p., —.v(” V) L\, A AT x5 + Yo
2 i 204
P
L‘l — A (m‘;_ ay‘)‘ au b ordre preés,
b
avec
A, =G+ lla  (fini) B, (fini) B,, (1 ordre),

B,=Hb6 (1" ordre) B, (1 ordre).

34
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Condition a satisfaire pour qu une normalie de rayons réfraciés soit développable.
Courbes directrices du faisceau incident.
Les formules trouvées sont analogues & celles obtenues dans le cas de deux
dioptres. La suite des calculs s’applique donc en remplagant :

a‘ a, a, par a“. a,i a“,
B, B, B, — B, B, B,
A B — A, B,
1+ as — .

b3 — b

Les rayons incidents qui formeront aprés la traversée du systéme une surface
développable seront ceux qui satisfont & 'équation :
dyj [*LLwlya - elx()yl - {B‘wiyo]
+ dy| d‘ri [‘{)L(a:f - yi) - (331. + CL) (waa"o - yiyo)]
- dCCf [' l]lxlyl - eiwlyo - miwoy;] =o0.
A, B, € sont remplacés par A, B, C,.

En prenant o, comme variable indépendante et en faisant y,—=o, on a :
ydmyl ('{)iwl - Cl'%u) + ya’ [‘{)l (xi - yf) - ('(jgz + (OL) wiwo] - yl <‘~1)1x1 - iP)i‘ro) =0.

Les deux familles de courbes intégrales donnant les diaphragmes & placer a
I'incidence pour isoler les surfaces développables & I'émergence seront :
Pour la premiére famille,

B, B,
Yitxi—aFrr=x>—2"lur,
&, Ay
en premiére approximation, et
B.C, R, s B.C,
yf+w2[l_{l:l'wz]——2 {Lwoxg—[lg_2 laxo_ Lzquﬁ]zo
U % Y, by A,
en deuxiéme approximation.
Pour la deuxiéme famille,
¢
—ay i
yi_B('ri— Il .TL'O)
Jo;
en premiére approximation, et
wr — L ¢, x 2 BC 1 xi=o
1 ‘B ({’i [3adl 2(_]); 1+ ‘[5’ o

en deuxiéme approximation.

Fac. de T., 3¢ S., IV. 42
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DETERMINATION DE LA CAUSTIQUE.

Les équations d’un rayon émergent sont :
X = x, -+
\': )’,- + )‘!ll),"
Z =2z + .
Les valeurs de & qui correspondent aux points focaux satisfont aux équations :

S do,+ ndi, —RY, =o,
dy, + #ddl, — Rlb,= o,
( dz, + wdll; — R, =o,

c’est-d-dire que ce sont les solutions de :

[y o
oA Y oF, dz; . o, q
o, ox, 2y, 2y, ’
Dyi 4+ b'v‘!ll’i Dyx +7 ‘\‘ll'i | =o
_ A AT (3 i -
dx, dx, 2y, Jy, ’
oz, b [ 0z, 2,
fAV4 . d A R
e e e W,
oL, L, Y, o,

En tenant compte des équations optiques et géométriques et en posant comme
au chapitre précédent
)\:)‘°+E,+52+53’

on {rouve :

< B,—B, |
)(‘L +V)+—-'(a“ - 31_— A L, 1o

AL

= ,+ < ‘—\*{_(B“T ,i>%(¢i+yi)

g‘; \a B \> P Ez wo ARy y e

Si Ton fait le changement de variables défini par

>~

[N

@, =pcosf 4 = y,=gsino,

Al,- o
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on obtient pour la premiére nappe de caustique :

B, (B, B. a,
i ; \ s . i i . a2 Fe [
X = <’11T — b, ), + (T a,—a,; + T a,, — B“T X, 0 au 5 ordre pres.
Ay Ay Ay A
Y=o au 5" ordre prés.
(lL ‘{’i . e d § |
7 =D,— b + - Ok au 4" ordre preés.
Ny 245

En faisant le changement de variables défini par

Qo

r,=pcosf+ L y,—p sinf,

A,

i

on oblient pour la deuxiéme nappe de caustique :

, Bi t{’,‘ 3 (Bsi ]31 (li ) 2
X= <QLT‘— b,.> xu+mp cos 6 43 ?Tia‘ma”_{‘xi(a”_B”:\_i)Sm“P
\ ' au 5° ordre pres.
'Y = A,;, 2’ sin 6 -au 5° ordre pres.
e, 34, , \
tZ =D, —yp, 1‘ + l); ¢ au 4° ordre pres.
A, 2,

On parvient ainsi a des résultats identiques & ceux obtenus dans le cas d’unc
lentille : la premiére nappe de caustique se réduit & une droile; la deuxiéme nappe est
une surface de révolution donl la méridienne est une parabole semi-cubique el Uaxe de
révolution la droile caustique.




CHAPITRE VI.

Cas de deux dioptres sphériques (lentille).

DEUXIEME APPROXIMATION.

Je traite ici le méme probléme qu’au chapitre [V, mais en poussant 'approxima-
tion jusqu'au 5° ordre en ce qui concerne les axes Ox et Oy et jusqu’au 4° ordre en
ce qui concerne l'axe Oz.

Les cosinus directeurs du rayon incident A A, ({,m n,) sont :

o —x, (v, —z) @+

| — o_

° z, 2z, R, ’
mo— =Y G —y) @+ y)
¥ z, 222 R, ’
n,—1— 2—12—2- [, — )’ + (v, —¥)] au 6° ordre prés.

Dans les équations optiques en A . il nous faut calculer Ji, au 5° ordre prés. En

1
suivant la méme voie que précédemment. on trouve :
J‘x — Wy T

p‘o(y'l - p‘o) fL’j + y? )
p‘x QRi

}LO(H, — V‘o) ‘_rl_lo yilno]
R R TR

1

+

i |

2

ol — ) [ (07 + ¥2)° n L+ mTl + Palrs — o) (21 + ¥
o _ 8R! P 2 AR:

D |

+
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d’ott il résulte, pour les équations optiques en A, :

4, =ax,— bx, + bx,(x} + yi) — bxx: + bz (x? + y3)*
— bxy; + bxs + yo)u,
— (b, — b)y,x,y,,

db,=ay, — by, + by (] + ;) — b,y,y; + by, (2] + ¥I)
— by, x} + b(x5 + ¥D)y,
— (b, — b)x,xy,

4 pe pe b bt au 6° ordre pres,
terordre  2¢ ordre 3¢ ordre 4e ordre  5¢ ordre
avec
e S
a — — — |,
\ R, + zo>
b — — -&),
ZO
bl —_ p‘o(P‘a _‘Ho) + P‘O(p'l —2— P‘n) - o . Py ™ +1,
2{"131 p‘iRlzl) QBIZO y‘i
po— (=) el —) W
: v Riz, v R,2z5 2Rz}’
o
b = — ,
: aR,z;
2 2
2 Wy = o
b = — = ., — )
)l 8p“R: po p‘: + pl !J.l)]
b — — p‘o(p‘i - ::0)
: 2y, R 25

Equations géométriques donnant les coordonnées de A,.

On a toujours :

x,= Rl + x,,
ya:qu +y4’
Tty 2ty
:d 2 2 2
zZ, + ) + SR

\ 2R
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avec .
1{ — (l + :1;2 + y2 — J:d + yi + d l1 + ,’11
2R, 2R, 2
(Xe+yD)'  (@i4y) | B+m?) @+yD)  GAmd) (i +y: ) .
SRS SR TR, TR
au 5° ordre prés.
Dol :
xr,=ux, 4 dl,
x+y, £+, L+ m;
S + 1, Y l, ey + 1d .
\ (x34y2) (X3 4-¥?) (lz+m ) (2 +yy) (12+m (i 4y? ) X
l 2 2 — l e [
+ SR CTSRY + s iR, iR, l ( +m)
au () ordre pres,
\

¥, = expression analogue obtenue en permutant x, 1, avec y, et m,.

Il suffit de déterminer les grandeurs (22 4 y*) et (; 4+ ¥3)* qui figurent dans le
deuxiéme membre au 5 ordre prés. On obtient finalement, aprés réduction et en
tenant compte des valeurs rouvées pour 4, et b, :

/ xz:(l+ aa)x, - b?a:ﬁ— aawg(xf+y1) axr xi + a‘x‘(ac + y1

2 2
- a;smuy: + (lﬁxl(xo + yo)

— (@, —a)yxy, +ax(xx,+ Yy,

au 6° ordre prés,
Ya=( 4 @)y, — b2y, + ay,(a} +y) —a,yy: + ay,(x + y2)
- (lJVO.’El + ay, ('1.2 + yi)

- ((12 - aa) Lol Y, + acyo(‘rlwo + yayo)

\ au 6° ordre pres,
. (1 4 a3) . JI+ad
2, — — (2? — b2
el d + 2[{2 (‘Ti + ya) 4 R’ (‘1/ )
a,(t + ac) o, e
T )< )
(1 + ad)
+ SRz < ’1 J x)

au 5" ordre prés,
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avee
(i 0= (=) ()
(1" ordre) a,= b3 + % <Tl:_RL,> +2 :f;‘i + g %f)‘é_’ (RL, + é) .
(1 ordre) a,— b3 + % (IL_ IL\) n Pﬁ% az’j" <% £,
) )

l> I 1> I I 1>’I+%ll’b < +1>
(41{ ti +?|i?1<T,_F +Ad‘<ﬁ_}{, A7 % R Ta
a‘s 3 > + I ( I + 1>]
oR, [d*%n,(z ] [8 <R‘ “) z.R WRa TaRA\R T )

(2°ordre) a,=b2 + abs (L + l) ,

‘ au, \R, d
b3 ab’ /1
a* ordr = — (+-).
(" ordre) a, p,,RfL v (R,+d>

Equations optiques en A .

Dans les équations optiques :

€, =W+,
b= HM, + .1,
Z FN, + 00,

il nous faut déterminer Ji, au 5° ordre pres.
En procédant comme il a été déja fait, on trouve : -

2

R, =(y, — ) + ( — )y, + By 5 (va — pi)7s  au 5° ordre prés,
’J'Z

avec

_mtys  wmh ym  LEmt @ +y) A mh(i 4y P ome
=R TR TR T SR 4R? T
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Aprés réduction, on arrive au systéme :
&, =Ax,—Bx, + B, (x? +y) —Baxa? +
— Bax,y; +
— (B, —Byyzy, +

vn)z:Ayi_By')+ B4y1<w:+y:)—Bzyoyi +
- Bayowj +

- (Bs - Ba)xoxiya +

A’
(‘nn’:p,‘ _—('1‘. —{—y1)+—(a} o+y|yo)*

4

avec

(fini) A = a—(1+aa)1’ﬁ_i",

(1" ordre) B :b[] —Ell{i‘ 3],

B
(a3
v

A 2
TRl

B, (x} + ¥

By, (x5 + v3)

By (r,x, + .y,
au 6° ordre pres,

By, (x} + v

By,(@; + ¥?)

Byy,(xx, + ¥,7,)

au 6° ordre pres,

+ ¥7)

B 2 2\2
(2 4y

+ )

au 5° ordre pres,

(1 ordre) B,= %b,— a,’ ;’
— p"(t;g v,) [ 130 (;I-\t @) (1 + az[4 + 3ad) gai)il ; ,
(1" ordre) B,= g l;a —a, i ;ﬂp‘ _E (p., bB [(I :—Baj) a(;:;(jé) + g g,
(fini) B, = g b,—a, ”%;:"’ _th (M’ :’ )[ - (had) ‘;‘f:‘
+ 3a,(21R-t ad) . a’il ;}—Raj) n 2aa, —}:I({, 14al) : + 8p‘i ]
(p3—w) (1 +ad) Ij(“l—af) 'I(I-H:B)3 3d’(x jr‘?) . a“(13+a3) 4 i‘[l] )
2.42 R, 4R v, R 2pi R2 va R, by
(2° ordre) B, = ;— a, L ;’p/’ (p’ P )bh [(I 4;{(:»)5 1:::::8 + —%:I .
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Délermination de la caustique.

Si I'on veut obtenir les équalions de la caustique avec les éléments du 5° ordre, il

faut ajouler un terme dans le développement de % et poser :

h=D,+: +z+¢e+s5,.

g, étant une grandeur du 4° ordre.
Les équations géométriques donnent, en supposant y,=o:

| A
\ D — (14 @) 4 4357 + ) — 2a,x,2, + a(a + y) (5x? + ¥?)

o,
+ (an + (la)xz ’
/dy
\ # - + 2LY, — (a* - aa)xoya + [Ialxlyl(a:z + yi) ,
dz, (14 ad)* bi(1 + a2) (0, +ad) (@] L
( ax, R, * R, x,+ 4( R, Ty x, (X 4?);
[
\ TJ-P—’ = 2a,2,y, — 2axy, + haxy, (x] + y5),
d
/ D‘zll’ — (I —+ us) + (l.(vrf + 3}'?)—((1’ — aa)xoxl + a‘(acf + y:) (.’IJ: + 5}/3)
+ ax?l,
)Dg' (I+GE)2 \'(l (l—}—aa) (I +a8)‘
2 —_ ' T / , . .
|y, R, Y, +4 | R, SR y,(x? 4 ¥3).

Des équations optiques il résulte :

o
\ \, t=A + B’(gl’j + y?) - ngwuml + BA<£i =+ y:) (5‘1"? + y:)

dx,
+ (B:s + Bs)‘rz 4

L2
) \2 P= 2By, — B, — By, + 4By, (] + ¥,
/ e, _ AT LAB A(AB, N A‘) e
L, e b T pz) Y
[y,
& _Dv- — + Zlgimiyl - glxalroyi + [IBCwiyl(x: +_yf) ’
2. 1L

Sy = A+ B+ 3D — (B, — B, + B + ¥) (@ + 5y

+ Bz,
Mo, A, (AB A‘) .
‘\yl o P‘ly‘ p‘i + —STJ‘E y'(m1 + yi) )

I’équation qui fournit les points focaux devient alors :
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' — " —
sV
% L «4['
f—3% — O g oy e — Yy
sV dv sV
(A+a)'& i A N — T "~ (A + j) ' AM% N Wv Ny - Cw A N+ o ,.11.; -
R R A Vv cor Voav qav v
*g . TS M K M ( u8 o N g
—\A+ﬂ.\“]| ﬂNH —‘>+« «\ﬁ. £ +«>\\¢|«MIQ\AH vx(. A2 ', € + — += |— ‘
Gy R ey R ey Pl A Py B ey I erewy 1l A oy P vy
V'
(Ag+x) "q =+
—Rc&AnmluvaWI
M.\dﬂ/ﬁﬁMﬁrT <ﬂm+ —\A”«—\\ﬂ\.«mmmﬂl_r
(Ag+) (A+im)Cea+ (Ag+i) g "2+ Vet Wrgt)'s Wy et
b o+ () - (Rg ) (A+3) "Ry oy () g e
((h+ix)'L'q+ ﬂuﬂ (tAg+yx) (GA+.2) v+ 'x'x (*v—"p)— n\hm+wav€+¢l«m+<o,ﬁimu+Q Ch+lx) Lrx'vy+ 'L ('o—"p)— "S'x've+
Vst
(A+2¢) 'q 3+
q&egumﬁmﬂf
'Ll e+ wx (Cg+e) v+ v+
Wa'sge—  Awgiier (GA+e) A+ g™+ (A + fg) " "a Vot
GA+1x) 'L’ qy+ Kxtgve— % e("'n+o)+  xtetge—(A+ire) g v+
(h+ix)a'g+ g —wy i) Koy + 'L pe— "Cla've+ ‘K+rxe) CA+lx) v+ wrtoe—  (K+hee) iy IRy Y (en+1)
t4 k4 3 (9 - o (9 o k4




CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CAUSTIQUES. 331

Les termes écrits suffisent & pousser le développement jusqu’au 6° ordre, sans
omission.
En écrivant que ce terme est identiquement nul, on obtient :

g ' KBi(“lhBAI+ab>_A<at'_ B‘I_*[;(Ié) (xf'*‘yf)‘

TR A ;
1 (14 a3 N
+—X‘eB \ —aﬁsxo
IS 1 +ad > . 1+a8<b8 B>) xiyre
— — (B — B ) ed
A (< ¢ f\ a6 + P"; Ba+ l"ﬂ xf+yi

et

a(t+a2) (14ad* B, (1+ad) A(1+ ad)
R, TOBR T T8

2

(@ + i

+QB‘)<2 2\2
RO x, + )

B, | 1+ ad
_'5P(a‘——B’ A

(@ +y))r

{ 1+ a2 ‘
) 4 — B, @y

1+a3 /1t +a2 A
() @y

2 2
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En tenant compte des valeurs de %,. ¢,, ¢, et ¢, précédemment calculées, il vient

pour les équations de la caustique :

e ——

1" NAPPE.
2¢ ordre 4e ordre 5e ordre
Y Y Y
b AC—BA 1+a2\ B 1+a8 .
A«Kx,ﬁrm ()| (a—m )= Lle—a)—@—) e,
b B 1+a8> BC 1 ] y;
- —la,—B— ) ——— — |22,
[ < 2 > <as ° ‘\ A’ Ay‘z mﬂxlw:+yj
au 6" ordre pres,
I+a§(b§ B> ( 14-a3 RE I] Y:
[ — —+—]—{a—B——— ) ——— |xly,
Y P H1+p.i LT BTR > A Ap, xoy’wf%-yj
au 6" ordre pres,
. ‘H—a‘ B a(r+ad) (1+ad)' B(1+ad) A(1+ad)
=d= A ‘\'(x +y)_ﬁ ’x°+L + 8R: 2p, + 8pa 2y,
B 1+as Ve +a3 .
_H)'&(a—B A ) K(a‘——B >](w +¥%)
B b3 B P 1+a3 BE 1™ '
3 Ve —B _2 S
l\““‘)(k +\ug> A <“ A ) ATy

22
22
<

+ 491{

( 14ad)B?
z\p

P
— g B
v(en

1+ao>] 2

au 5° ordre pres.
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2° NAPPE.

333

. b L ey ! B 1+ad 1+ad
‘\_Xmo_*_k\—p.’x‘(mi%_yi)—*«(K(a‘—B' A >_<a3— s TA >
y B o . BHC
_‘L A_Z!—J.: ‘ 'xo(xd + y1> - A:)‘2 RN
Fafet 4y { I\La‘(w—ru)‘ (I-}—(ia) 13,(1+a:)+&\'(|%::ao) 1\‘(1+£1:)
v, L R, SK; Uy 2., AR,
i\ B, B Cr4ad 1+a3
—{L :‘+4L\((4—B i > <L—B e >]‘
2 5( I+a>> [ B,— B I—+—a3:| B o
Lol ( a, c (a 3) A + AQ[J,Q ('-b + (/))
. 1+a2 /b3 B 1+a3>
T xi4yh Z Ve < R, + [J.g> o <a° — B A
a::‘, x,yi 7 '(i()' A_lp: au 6° ordre pres,
_ R $B+C
Y= A y( + 1) - —AAJ—2 LTy,
. . (4ATa(t+a?)  (14ad) | B(1+ad) 3N +ad)  A'(14ad)
e R EE  T .|
3A B 1+a; )
- _‘+Aﬂj v (=85~ (a5 |
xly, (, 1+ai /b2 B +az\)
a2 1J1 i N _B {
Yo uity % Pa < R, p.) (““ ¢ A >5
+ Ef%?f %— AI:“ au 6" ordre pros,
k@ 34, . Bl B BO+a) a3\
L=d———nt Ot A O +52R, sAy, A <“5_B5 A >s“°
n (ba,(14+a3)  b(1+a) + 5B,(1+4a2) + 13A°%14+a3)  A(1+ad)
{ R, S8R} u, 8 2R,
1+as - 5By, Sp., 14a3 B, > 2 2 -
+((I—B A ><E+ Al )“A(al—Bt A >_21’(_- A° )<11 +7)
v (o, 1+ad /b2 B ) ( 1 +a5> ) L,
e =) — —B ,
A T R T T\ TR TR ) ey
mlo_ Loe yj au 5 ordr e
TNy au 5° ordre pres.
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Prenons comme nouvelle origine le point de coordonnées :
b

X = j—\— (L‘o s . y =o,
14 ad u’2 B(i+ad) ( I -f—aa) $R ]
=d— ' 2N S (g — B ) P g2
i= A te I:ZBg zAlJlg A “ A 2A%0 o
et comme axe des z la droite :
AC — BAL 2 N
T x, (3 + ¥1),
8 PN
=G (o} + 70)-
Cet axe fait avec le précédent un angle ¢ tel que :
oo AC— B
89— P'gv{’ 0
. AC — BYb \
sin ¢ = —————x, au 6° ordre pres,
b
coOsSg=1 au /4° ordre prés.

Si, d’autre part, 'on pose :
B
S x,==pcosbh 4 ‘_l)m“
? yl - P Sin e’
les équations de la premiére nappe de caustique deviennent aprés simplification :

= —A,zcos’ b au 6° ordre prés,

au 6° ordre preés,

X
Y= +4,sin’0

( i .00 — 3, sin® 8 au 5 ordre prés,

( 5 3 3 RE
(as —B, ":a‘> _B(i+a?) <E + b2 ) + Hhe 1 s x; (4 ordre),

P R, A Au,)

b

_fa(r +a5)+([ +a6)‘+B,(1 + a2)

A =
= R, 8R: 2p,
At + a2 Aa B I+ a5> 1/ 1+ a&);
ol Sl Ml 1 2ilg — Vv —{a—B
T ot ‘”‘*A*(“* B WA A\BTRTR
(fini).
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In faisant

/ <
\x,=pcosh+—ux
H
? y,=g¢sin$,
les équations de la deuxiéme nappe s’écrivent :
X = A £1cos 0 4 A csin®0cos 6 4 Apg*cos® O + A7 cos au 6° ordre pres,
i\,
Y= —¢"sin6— Az sin0cos’ 6 + Ag*sinbcosd 4+ 3, sin6  au 6" ordre prés,
g
)Z 3 p?———b-A cos’O—f«z—pﬁiApcose—FA,p‘ au 5 ordre prés,
2 A, A A ¥
avec
B—C ‘
A=— Cxo (3" ordre),
Ap,
A — 4A [Ta,(1+-ad) (1+ad)*  B/(14a2) + 3A (1 +a3) + A(1+a2)
T R, 8R; Uy 8p.s AR u2

[ R (o]

Sa,(1+a3)  5(-tad)’ 5B (i+ad)  13A(r+al) A1 +a3)
R 8R; P 8y, pa R,

2

t+ad\ (A 5B\ by, 1+a COBN
-{—(al—B1 A ><E+ Al >———K<a‘——B‘ X )—2tﬂy<:—;—:+?> (fini).

A=




CHAPITRE VII.

f.tude expérimentale de la caustique d'une lentille.

La source de lumiére utilisée était un petit trou éclairé par la flamme non lumi-
neuse d'un bec Méker que l'on colorait avec du chlorate de sodium. Le systéme
optique était disposé sur une plate-forme mobile placée sur un banc d’optique; la
distance entre la source et le systéme était de 5 métres. Ce systéme pouvait tourner
autour d’un axe vertical, il était muni d’'une alidade se déplacant sur un cercle
gradué. On pouvait de la sorte déterminer les inclinaisons de I'axe du systéme sur la
direction moyenne du faisceau incident. Il a été expérimenté avec des inclinaisons
variant de 5° entre o° et 35°.

D’autre part, une deuxiéme plate-forme était située en arriére du systeme. Elle
pouvait glisser le long du banc et elle supportait un chassis muni d'une plaque sen-
sible normale & la direction moyenne du faisceau initial. Pour chaque position de
I’écran, on obtenait un cliché d’une ligne de niveau de la caustique dont la cote était
déterminée immédiatement. Ces cotes sont compltées ici en millimeétres & partir du
plan image de Gauss. Les meilleurs résultats furent obtenus avec des plaqués lentes

et des poses variant de 4 a 8 minutes.
La lentille utilisée est une lentille plan-convexe avec R, =61 mill. 4 8 — de mil-
10
limetre prés et R,—oo. La détermination de R, a été faite au sphérometre, ainsi

’ . I3 D . . \ Al I . ° h \
que celle de I'épaisseur; on a trouvé d =31 millimétres & — de millimétre preés.
10
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Détermination de l'indice du verre constituant la lentille.

Deux méthodes ont été employées :

1° Méthode focométrique.

Soit y, I'indice du verre pour la raie D, F, la distance focale de la lentille corres-
pondant aux rayons centraux et a la radiation D.
Ona:

La précision de la délermination est donnée par :

s N -
&(p,—1) _cR, 2F,
vy — I R, F,

Le focométre de Laurent dont nous disposions, permet de faire la mise au point
I . \ . ~ . .
a moins de — millimétre prés. En disposant la face plane de la lentille sur le plan
2

réfléchissant de I'appareil, la distance du zéro de la graduation au sommet de la len-
tille donne F,, puisque le premier plan principal coincide avec ce sommet. On a

trouvé I, = r20 millimétres.

On a donc :
‘c(p,,~—1): ‘1 + I f
v, — 1 614 ° 240 130
et
u, — 1 =0.011,
v, = 1.D11

a quatre unités prés du dernier ordre.

2° Recherche d’un liquide d’ égal indice.

La benzine et le sulfure de carbone se mélangent bien et permettent de réaliser
un liquide dont I'indice pour la raie jaune varie de 1.501 & 1.629. Il est donc possible
d’obtenir un mélange possédant I'indice du verre étudié.

Une cuve & faces paralléles et remplie de benzine était disposée entre un collima-

Fac. de T., 3¢ S., 1V. 44
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teur dont on éclairait la fente avec la lumiére jaune et une lunette réglée pour l'in-
fini. Celle-ci était amenée dans une position telle que I'image de la fente venait se
former sur la croisée des fils du réticule. On introduisait la lentille dans la cuve de
facon que le faisceau lumineux la traverse dans une région marginale et normale-
ment A la face courbe. On observait une déformation de I'image en méme temps
qu’'un déplacement latéral.

On peut assimiler le systéme verre-liquide dans la région traversée a un systéme
de deux prismes d’angles égaux et de sens contraires. Si A est I'angle de ces prismes,
v, lindice du verre pour la raie D et p,’ I'indice du liquide, la déviation est, en pre-

miére approximation :

(o, — p A

Avec la lentille étudiée, A pouvait varier de o° & prés de 6o°. La région utilisée
étant marginale, on peut considérer A comme voisin de 60° et & une variation d’in-
dice de o0.001 correspond une déviation supérieure a 3'. Cetle déviation était facile-
ment appréciable, puisque le goniométre employé permettait de mesurer la minule.

On ajoutait du sulfure de carbone goutle & goutle et, aprés compléte diffusion, on
observait I'image. La déviation de celle-ci diminuait en méme temps que sa nettcté
augmentait.

D’autre part, & I'aide du réfractomeétre de Pulfrich, on suivait facilement la va-
riation de 'indice du mélange liquide. On trouva ainsi que les liquides d’indice 1.511
et 1.513 étaient ceux pour lesquels la croisée des fils du réticule semblait passer d’un

bord de I'image de la fente & I'autre. On peut donc conclure que l'indice cherché

“est 1.512 A

\
res.
1000 P

Plusieurs expériences effectuées & quelques minutes d’intervalle nous ont montré

que I'évaporation n’introduisait que des variations inférieures au .
1000
I

La précision du dans la détermination de l'indice suffit largement, comme
1

000
nous le verrons dans la suite, pour les vérifications expérimentales que nous nous
proposons.




CHAPITRE VIII.

Comparaison entre les résultats observés et calculés.

Appliquons les résullats oblenus dans les chapitres IV et VI au cas particulier
de la lentille plan-convexe utilisée précédemment.
Les paramétres caractérisant le systéme optique sont :

[ —
Po—1, "J4‘—-I.:)I2, p,g-—-l
Rl = 6™ 14 B%: o
301“1.

z,=— doo™ d=

Ces valeurs donnent :

a = — 0,081 2

b = + 0,002

b= — 0,000 745

b,=— 0,000 018 3 1 +a2=0,833 5

b,—= — 0,000 000 325

b,= — 0.000 o010 1 .

b,— — 0,000 000 110
puis

a,= 4 0,002 47

a,==— 0,000 127

a,= — 0,000 I0I

a, = — 0,000 1957

a,==— 0,000 000 37

a,==—,0,000 000 29I
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et
A =a=—o0,0812 B,=5b,=— 0,000 745
B=b= + 0,002 B,=b,—=— 0,000 018 3
B, =0b,— — 0,000 000 325
1+ ad . = —
- —— 10.96 B, =5, 0,000 010 1
/ B,=b,=— 0,000 000 It
BG:O
On déduit de 1a:
; B
& =—o0;001 374 1 =— — 0,000 000 026
<O
$ =—o0,000 006 11 N
H—C
€ =— 0,000 005 g4 T = + 0,000 002 09

el pour les coefficients qui figurent dans les équations de la caustique :

{fini) Ata =+ 0,016 g2
(fini) A: =-—0,1042
3 A
. 34
(fini) ;A—g—_-'-o,?uzﬁ
Cas

L’expérience donne trés sensiblement comme lignes de niveau un point ct une
circonférence. Par suite, la caustique se réduit pour des inclinaisons de cel ordre A
une droite el & une surface de révolution admetlant comme axe la droite précédente.

Afin d’effectuer des comparaisons quantitatives, utilisons les résullals de pre-

mitre approximation obtenus au chapitre IV. Les équations de la deuxi¢me nappe

A, =— 0,000 003 30 x
A, =— 0,003 o096
A, = — 0,000 002 09 &,

A, = + 0,000 79

A, ==—o0,010 19D

D’'UNE INGLINAJISON DE D°.

deviennent, en renversant la direction positive de l'axe des 2 :

X =o0.01692 p’cos 0

Y =o0.01692 ¢’ sinf
Z=0.3126 ¢’

(4° ordre)

(fini)
(3% ordre)
(fini)
(fini)
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Déterminons les rayons des circonférences qui correspondent aux lignes de
niveau de la deuxiéme nappe de caustique et comparons les valeurs calculées aux
valeurs observées. On obtient :

Cotes Rayon calculé
en ¢ ) & en Rayon observé.
millimétres. millimétres.
5 1.6 1.2 2 0.34 0.3
15 h.q 2.106 10.19 1.72 1.6
2D 7.8 2.80 21.8 3.69 3.7
35 10.9 3.3 36 6.1 6.7
45 14 3.75 52.5 8.9 10.7

’accord entre le calcul et I'expérience est donc trés satisfaisant. Les divergences
n’apparaissent, ainsi qu’on pouvait s’y attendre, qu’a partir des cotes de 1'ordre
de 4o™™. Il est & noter que pour ces cotes la premiére nappe disparait; cela tient i ce
que les rayons correspondants sont arrétés par la monture du systéme.

CAS D'UNE INCLINAISON DE 10°

L'expérience montre que la symétrie de révolution n’existe plus; par suite, la pre-
miére approximation du chapitre IV n’est pas valable. Utilisons les résullats de
deuxiéme approximation avec x, = 88, ce qui correspond & un faisceau incident dont
le rayon moyen est incliné de 10° sur I'axe de la lentille.

Les équations de la premiére nappe de caustique deviennent :

[ X=4 0,0255p cos® 0,
) Y = —0,02555 sin’ 6,
Z

( = 4 0.104 9" + 0,003096 2* + 0,0255 sin® 6,

et celles de la deuxiéme nappe :

S X =+ 0,01692¢° cos 6—0,0255¢ sin” § cos § — 0,000184 ¢* cos® 6 + 0,00079 5" cos 6,
Y =+ 0,01692¢’sin 6 40,0255 ¢ sin § cos* 6 —0,000184 p* sin f cos H4-0,00079 o"sino,

( Z =+ 0,31260* 4 0.314 cos’ 6 — 0,00226 5 cos 6 4 0,010195 5"

(La direction positive de I'axe des z a été renversée).
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Etant donné que ces équalions sont exactes, seulement au 6° ordre prés en ce qui
concerne les deux premiéres et au 5° ordre prés en ce qui concerne la derniére, il est

Iégitime de les réduire a :

g X = + 0.0255 ¢ cos’ 6,
{ Y =—0.02b65p sin’ 6,
8 Z = + 0.104 5" 4+ 0.0255 sin® §

pour le premier systéme, et a :
X =+ 0.01692 p" cos 6 — 0.0253 ¢ sin® 6 cos 9
92¢p g
Y = 4 0.01692 ¢* sin 6 + 0.0255 ¢ sin 6 cos® 6~
92 ¢ e
Z =+ 0.3126 .+ 0.314 cos® 6
pour le dernier systéme.
Les termes négligés déviennent, en effet, du fait des valeurs particuliéres prises
par les coeflicients, d’un ordre supérieur & ceux que nous avons négligés dans I'éta-
blissement des équations générales; il n’y a, par conséquent, pas lieu de les con-
server. Par exemple, A,<73,, d’'ot A" est au moins du 8 ordre, et il n'y a pas de
raison de le considérer dans le cas actuel.
Si, d’autre part, nous adoptons comme unité de longueur une longueur égale A
00203, les équations précédentes s’écrivent finalement :
N=+pcos’H
Y=—psin’0
Z =+ 4.08p"+ sin*

pour la premiére nappe de caustique, et :
X =+ 0.66 5" cos 0 — p sin® § cos §
Y =+ 0.66¢" sin 6 4 p sin 6 cos® 6
Z =+ 12.26¢"+ 12.31cos* 6

pour la deuxiéme nappe de caustique.

Etude de la premiére nappe de caustique.

Les plans Y=o et X\ =o0 sont des plans de symétrie. Cela résulte de ce que,
pour un changement de signe de 9, X et Z conservent la méme valeur alors que Y
change de signe et de ce que, pour 6 et x— 6, Y et Z conservent la méme valeur

alors que X change de signe.
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Seclion Y =o.

Cette section correspond aux valeurs :

S p=o, poml laquelle X —=o0, Z=sin"
(portion de droite D du graphique ci-dessous),
? sin 0—=o0, d’ou il résulte :

A=+,
(parabole D).

i~

)
) — cos 0=—=—+41 "~ \’A .
ou Z =+ 4.08;¢

Section X = o.

Cette section correspond aux valeurs :

sg=o, pour laquelle Y=o, Z=sin® § (portion de droile D),
g cos 6=o0, d'ol il résulte :
6= 3 sin b=—1 (parabole 1,).
(oué—~ (Z:l..oSp’—{—I

Les graphiques qui suivent représentent 'ensemble de ces sections.

Coefficient angulaire des tangentes aux lignes de niveau.

Les lignes de niveau sont délerminées par la condition :

Z — Conslanle,

d’ou :
8.16pdp + sin 26dd =o
et
do sin 26
d) 8.169'
D’autre part :
E-————%x +Cosgﬁzcoses' ]
ds = 7P T B, e
d\_ 5 sin® 6) . b sin 20
da . f—ms Sin sin 29,
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On a, par suite, le long d’une ligne de niveau :

dY 12.245"° —sin® 0
o= T g
d\ 12.24¢* + cos’ 9

. . _ = 3=, ..
La tangente aux lignes de niveau est paralléle & Oy pour 6 =~ ou —, c’est-d-dire
2 2

pour les points situés sur la parabole P,. Ces points sont des points de rebroussement,
. dX dY .
car on a en méme lemps P et =0 La parabole P, est donc un lieuw de

points de rebroussement & langente paralléle & Oy.

Le résultat précédent est en défaut dans le cas particulier ot :

o sin® f
£ 12.24
Dans ce cas, on a :
dY . 1
X0 X =o, Y=+ — =1.33,

3.5

et pour ce point la tangente a la courbe est paralléle & Ox.

La tangente aux lignes de niveau est paralléle & Ox pour les points ot :

sin f = o,.

c'est-a-dire pour les points de la parabole P,. Cette parabole, pour la méme raison
que plus haut, est un lieu de points de rebroussement & tangente paralléle ¢ Ox.

Et aussi lorsque :
sin® 9

2

P:

12.04"

condition remplie par les points de la courbe :

in 6 cos® 6,

s

Z = 1.33sin* 0.

qui satisfait, par suite, & la condition :

0<Z<1.33.
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La droite D est un lieu de points doubles, ainsi que 'indique la symétrie de la
L dyY
surface ou la valeur particuliére que prend IX= tg’ 6.

Sech'an y: o

*‘\\ﬂ’?@f D [Liey_de points dbubles)
z 3
o

Parabole B ([ Liew de rebroussements )

X
Fic. 13.

Section x=0

~

. 0

4
—

Parabole B (Liev e rebrovssements)

Fic. 14.

Etude de la deuxiéme nappe de caustique.

Comme pour la premiere nappe, les plans Y=o et X==0 sont des plans de
symétrie.
Section Y =o.
Cette section correspond au systéme de valeurs :

p=o0, pour laquelle X =0, Z==12.31 cos* §
(portion de la droite D' du graphique),

sin f=o0, d’ou il résulte :

o
6:3 X==0.66¢° =12.26p" 4+ 12.31.
our,

Cette derniére courbe est une parabole semi-cubique d’équation :

X \? Z — 12.31\3 , _
(0.66 =\ "6 ) (courbe P/ du graphique).

Fae. de T, 3¢ S., 1V. 45
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Section X =o.

Cette section correspond au systéme de valeurs :

p=o0, pour laquelle Y=o0, Z=12.31cos*H (portion de droite D),
. Y=+ 0.662°
cos  =o0, d’ou il résulte : )
Z =12.206¢" (parabole semi-cubique 1),
in® 0 Y=+ 1.225sin*0, 0K YK 1.5,
= ﬁL, d’ott : . avec Iés conditions :) >
0.66 7 = 6.26 sin® 6 + 12.31, Z>12.31.

Cette derniére courbe se compose des deux portions de droite D" du graphique,
dont I'équation peut encore s’écrire :

Z=+D5.07Y 4 12.31.

Coefficient angulaire des tangenles aux lignes de niveau.

Les lignes de niveau satisfaisant & la condition Z=C*, on a :

24.52pdp — 12.31 sin 20dd = o,

D’autre part :

dX . | o
— ={—0.662° + ¢ sin* § — — ' ,
7 g 0.66¢* + ¢ sin® 6 i (sin 29) 5sm 6
—-——(Z: =1{0.66p° + p cos® 6+ é(sin 20)*{ cos 6,

ct par suite, le long d’une ligne de niveau :

dyY 0.66¢* 4- 5* cos® 6 + sin® 6 cos® 6

- = . colg 6.
dX  —o0.665" + ¢*sin® § — sin® 6 cos® 0 8

La droite D' est un lieu de points doubles, car pour ces poinls = —colg 6 et

dX
aux valeurs 0 et — 6 correspondent deux tangentes & la ligne de niveau, symétriques
par rapport aux plans Y=o0 et X =o.
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Les droites D" sont des lieux de points doubles. On a, pour ces points :

dY __3+2cos’6
ax sin 2

et aux valeurs 6 et — 6 correspondent deux tangentes symétriques.
La tangente aux lignes de niveau est paralléle 4 OY pour :

sin f=o,
_ c’est-a-dire pour les points de la parabole semi-cubique P/, et pour :

— 0.66z* + ¢* sin® § — sin® 6 cos® 6 —o.

La parabole P/’ est ainsi un lieu de sommets a tangente paralléle & OY.

La deuxiéme condition correspond a :

sin*§ — (r —¢%) sin* § — 0.66p* =o.

Les racines sont toujours réelles, mais elles doivent satisfaire & :
0L sin* 601,

ce qui exige :

ou

Les valeurs frontiéres de * donnent :

. 9 +I’ ‘0,
sin® 6 = cos® 6 —=
+1; lo;
d’ou
0LZK185,
avec

X—=—o, Y=o ou Y=+1.22

comme valeurs extrémes.
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Ces points limites sont des points de rebroussement, car on a simultanément :

dX ay

T a0

En ces points, la tangente est paralléle &4 OY.

La tangente aux lignes de niveau est paralléle & OX pour cos 6 —=o, c’est-a-dire
pour les points de la parabole semi-cubique P, qui est ainsi un lieu de sommels a
tangente paralléle a OX.

Les graphiques ci-dessous résument ’ensemble de la discussion précédente.

Sectron Y=o

—_— Drovte D (Liew ok porints doubles)
‘ 0

L de sommels)

Parwéo/e Jemz‘-tuéz'yue P, ( Lse

Fic. 15.

Jeftlbﬂ X=0

‘.vaf[“_?./ nz’ff oe /,".’.”_’[:‘.({a_"f/gfj Draite D) I/ Liev oe loo/nt.s c/aué/ey
‘,”’ ST s s e s e m et e -

s

4]

Fig. 16.

Etude de quelques lignes de niveau et comparaison avec les résultats
de I'expérience.

Ligne de niveau Z — 45™ (176.5 avec l'unité de longueur adoplée).

Si I'on fixe les valeurs de Z et de 6, les équations en z des deux nappes de caus-
tique permettent de déterminer la valeur correspondante de p*, d’ou l'on déduit
XetY.
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o

43 .26
43.13

43 .01

)

13.4
13.9
14.4

1" NAPPE.

6.57
6.56

6.55 o

2° NAPPE.

a3

P g
4g.o4
51.84
54.72

3.66
3.73
3.80

Y

o

0.59

1.67
X Y
8.3[; om
5.90 6.55
o 9.31

Dans les graphiques qui suivent, les résultats calculés sont figurés en trait plein,
et les résultats de I'expérience en pointillé. Il est & noter que pour cette cote, le gra-
phique expérimental ne comprend pas la premiére nappe, les rayons correspondants

sont arrétés par la monture de la lentille.
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Ligne de niveau Z =33 (129.4).

1" NAPPE.

0 @ ? X Y
0’ 3r.71 5.63 1.43 (;m.
45° 31.59 5.62 0.%0 0.50
9o° 31.47 5.61 o 1.43
2° NAPPE.

6 ¢ P ¢ X Y
o 9.55 3.1 29.6 5.05 o
hb° 10.0D 3.17 31.86 3.54 .11
go° 10.55 3.25 34.30 o 5.84
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Ligne de niveau Z = 23" (go.3).

1™ NAPPE.
] e* e X
0° 22.10 h.q 1.20
45 21.98 4.68 0.42
go° 21.86 4.67 o
2° NAPPE.
O pl p p3
o° 6.35 2.b2 16
45° 6.85 2.61 17.88
90° 7.35 2.71 19.9

0.42

.19

b

o

I~

<

[



356 A. JUPEAU.

Ligne de niveau Z—=16"" (62.74).

1™ NAPPE.
0 - P X Y
0° 15.37 3.92 - o
45° 15.2) 3.90 0.35 0.35
9o° 15.13 3.89 o - 0.99
2° NAPPE.
0 ¢! 2 ¢ X
0° hota 2.02 8.3 1.41
45° 4.6t 2.15 9.91 1
90° 5.11 2.26 11.55 o

~~

Fic. 20.

1.38
1.96
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Ligne de niveau Z =11 (43.13).

6
o
45°
90°
0 o’
0° 2.51
45° 3.o1
qQ0° 3.52

Fuc. de T., 3¢ S., 1V.

e}

10.57
10.44

10.32

1" NAPPE.

O

3.25
3.23

2° NAPPE.

Fic. 21.

X
0 83

0.29

0.29

0.82

0.89

I 12
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Ligne de niveau 7 =38 (31.37).

¢

o° 7.69

45° 7.56

go* 7.4
o ¢! 2
0° 1.5 1.25
4h5° 2.0D 1.43
9o° 2.56 1.60

1" NAPPE.

2.72

2° NAPPE.

1.93

2.93

Fig. 22.

X
0.33

0.22

Agrandi
50 fms

0.24

0.69

Y

o
0.48
0.068
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Ligne de niveau 7= 47 (18.5).

1" NAPPE.
0 ¢ P X Y
mm mm
0° 4.53 2.13 0.54 o
45° h.hr 2.10 0.19 0.19
9o° h.29 2.07 o 0.52
2° NAPPE.
b ¢ P o’ X Y
mm. mm.
0° 0.50 0.%0 0.35 0.06 )
45° 1 1 I 0.03 0.21
90° 1.51 1.23 1.86 o 0.32

Le graphique calculé ne peut étre comparé quantitativement au graphique expé-
rimental étant donné la petitesse de celui-ci. Mais les séries d’expériences, faites sous

une incidence supérieure & 10°, montrent que I'accord qualitatif n’est pas douteux.

Agranda
50 Fons

Fig. 23.
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Ligne de niveau 7= 3" (12.31).

1" NAPPE.

P ? A Y
mm. om
o° 3 1.73 0.44 o
h5° 2.8 1.70 0.1d 0.10
9o° 2.77 1.66 o 0.4a
2° NAPPE.
0 ¢ g ¢ X Y
mm. mm,
o° o o o o o
hd° 0.%0 0.70 0.35 0.02 0.10
9o° I I I o 0.17

/

La deuxiéme nappe de caustique présente un point double sur I'axe. Les points
ol la tangente est paralléle & OY, sont donnés par les deux conditions

12.31=12.262" 4+ 12.31cos* 0

sin®f — (1 — %) sin*6 — 0.66* —o,
d’ou 'on déduit :

x — i Ou)ln027 s
Y = + o™ 165.

Comme précédemment, les comparaisons ne peuvent se faire ici que qualitative-
ment, en utilisant les expériences faites sous des incidences supérieures  10°.

Agrandi
50 fois

Fic. 24.
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361

Ligne de niveau 7 =o""33 (1.33).

La premiére nappe de caustique ne présente que deux points de rebroussement,
les deux autres sont remplacés par des sommets ou la tangente est paralléle i Ox, .
La deuxi¢me nappe de caustique, comme dans le cas précédent, présente la forme

d’un 8, mais sa hauteur est seulement de 'ordre de o™™o1.
Les expériences faites sous des incidences supérieures & 10° montrent encore un

accord qualitatif non douteux.

o°
45

9o”

0

1™ NAPPE.
¢ e X Y
mm. mm.
0.32 0.56 o.144 o
0.20 0.44 0.040 o0.0ho
0.08 0.21 o 0.073
2° NAPPE.
2 - ’_\ "4
e ¢ ¢ X Y
mm. mm.
0 o 0 o 0
0.078 0.280 0.022 0.010 0.003
0.108 0.320 0.034 o) 0.0006

Agrandi
200 fois

Fig. 25.
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En résumé, I'on peut dire que pour des inclinaisons de 'ordre de 10°, notre solu-
tion de deuxiéme approximation est pleinement valable; elle représente presque
parfaitement les faits. Les écarts entre les courbes calculées et observées sont faibles,
et on peut trés vraisemblablement les attribuer & Iincertitude du zéro expérimental
qui ne peut guére étre fixé qu'avec une approximation de I'ordre du millimétre.

CAS D'UNE INCLINAISON SUPERIEURE A 10°.

Les calculs effectués dans le paragraphe précédent montrent que l'accord avec
I'expérience reste satisfaisant au point de vue qualitatif. Mais I'accord quantitatif
disparait, et il n’est pas besoin de développer ces calculs pour s’en rendre compte.
En effet, on obtient d’une part une surface symétrique par rapport aux plans Y=o
et X=—o, et, d’autre part, une surface qui n’admet plus que le plan Y=0 comme
plan de symétrie. Cetle dissymeétrie, par rapport au plan X=—o, apparait nettement
sur toutes ncs photographies a partir de la série de 15°.

Les conclusions de ce chapitre sont donc :

1) Notre solution de premiére approximation esl valable jusqu'aux inclinaisons de
Tordre de 5°. )

2) Nolre solulion de deuxiéme approximation est valable jusqu’'aux inclinaisons de
-lordre de 10°.




CONCLUSION.

En résumé. les principaux résultats obtenus dans le Mémoire qui précéde sont
les suivants :

1° 11 a été établi une méthode de calcul, qui permet d’obtenir jusqu’au 5° ordre,
les équations d’'un rayon lumineux, aprés la traversée d’un systéme optique centré.

2° J'ai obtenu I'équation différentielle qui doit étre satisfaite, au 4° ordre pres,
par les coordonnées des courbes diaphragmes & employer, lorsqu’on se propose
d’isoler les normalies de rayons réfractés, qui forment a la sortie d’'un systéme
centré une surface développable.

3° L’équation précédente a été résolue et des solutions de premiére et de
deuxiéme approximation ont été considérées en particulier. La premiére approxima-
tion correspond & un systéme de droites concourantes et & un systéme de circonfé-
rences concentriques; la deuxiéme apprbximation, a un systéme de coniques non
homofocales. C’est 14 un résultat qui peut étre utilisé avec avantage par une tech-
nique expérimentale rationnelle permettant 'étude des caustiques.

4 Les géodésiques des caustiques considérées ont éfé déterminées approximati-
vement en utilisant les premiéres courbes diaphragmes.

5> Une méthode directe nous a donné les équations de ces surfaces caustiques,
d’'une part avec une approximation identique a la précédente et, d’autre part, avec
une approximation supéricure. La concordance des résullats obtenus dans le premier
cas légitime les méthodes employées.

6° Des vérifications expérimentales effectuées avec une lentille plan convexe ont
montré un accord presque parfait entre les résultats calculés et ceux observés,
jusqu’aux incidences de I'ordre de 10°.

7° Au cours des vérifications expérimentales, nous avons eu i déterminer 1'in-
dice du verre constitnant une lentille. Le dernier procédé utilisé n’a pas, 2 ma con-

naissance, ét¢ employé, et il me parait susceptible d’une précision comparable A celle
des meilleurs réfractométres usuels.



