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LES TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

ET

S EQUATIONS DE L’ELECTRODYNAMIQUE

Par R. MARCOLONGO.

(Naples.)

INTRODUCTION.

L’étude des transformations de Lorentz et de leurs applications a I'électrodyna-
mique, commencé par Poixcaré(1), a atteint son plus grand développement dans
un Mémoire célébre de MiNkOWsKI (%).

Mixkowskr appelle en général {ransformation de Lorentz une transformation
linéaire homogéne a quatre variables
(1) r,=a, L, + o, X+ a X, + oL, (r=r,2,3,4)
de déterminant 41, telle que

2 2 2 2 2 2 r2 2
, t+x,‘+r,+x,=x,+x,+x,+x,,

et ou tous les coefficients sont réels a 'exception de «,,, a,,, ,,, ®,,, a,,, @,, qui sont
des imaginaires purs; x,, est réel et positif; x,, x,, &, représentent les coordonnées

cartésiennes orthogonales d'un point P, et «,=1t\/—1, t étant le temps.

(1) H. Poixcare, Sar la dynamique de lélectron [Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo, t. XXI (1906), 129-176].

(?) H. Mi~xkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetische Vorgdnge in
bewegten Kirpern [Nachrichten der K. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen. Mathem.-physik.
Klasse (19o8), 53-111].
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Un systéme quelconque de qualre quantités p,. ¢,, g, 5,, qui dans une transfor-
mation de Lorextz se transforme dans les quantités ¢, p., 0., p.. liées aux premicres
par les équations (1), constitue pour MiNKkOWSKI un vecteur a quatre dimensions de
premiére espéce (Raum-Zeit-Vektor I Art) ou Vierervektor suivant SOMMERFELD.

St @,.x,, x, x,; u,u, u,u, sont deux vecteurs a quatre dimensions de premiére

espéce, le systeme de six quantités f,., fi,, fior fro Soor Jorr telles que dans une trans-
formation de Lorextz, 'expression bilinéaire

f23(xzu3 - wauz) + o +fu(w1ua—xau1) + .
se transforme dans I'expression
Jos(@aug — wgwg) + o+ [l (@ —wu) 4 o

constitue un vecteur & qualre dimensions de deuxiéme espéce (Raum-Zeit-Vektor
IT Art) ou Sechserveltor.

Le principe de relativité pour les équations fondamentales de I'électrodynamique
peut alors s’énoncer ainsi :

Le systéme des équalions de Uélecirodynamique de Lorentz est covariant avec toule
transformation de Lorentz; si p désigne la densité électrique, v la vilesse des éleclrons,
m la force magnélique, e la force électrique, alors

v, io (Cest-a-dire ov_, oV , oV., iz, i==\/—1) est un vecteur de premiére espéce,
£ v PV £ y v W

3

m, —ie est un vecteur de deuxiéme espéce.

C’est sur ce principe que Minkowskr s’est appuyé pour la recherche des équations
de I'électrodynamique des corps en mouvement; ensuite la théorie des matrices et la
considération d’'un nouvel opérateur différentiel, lor, lui a permis de donner a ses
équalions une forme simple qui met bien en évidence sa covariance avec le groupe
des transformations de Lorextz. Ainsi un vecteur de premiére espéce sera représenté
par une matrice & 1></4 lignes; un vecteur de deuxiéme espéce par une matrice
alternée f & 4,></4 lignes; et si 'on représente par A la matrice d'une transformation
de Lorentz, f sera transformé dans A™" fA, etc.

Le principe de la méthode que Mixkowskr a développé avec autant de profondeur
que d’élégance et qui constitue certainement un progrés sur celle suivie par Poin-

CARE, Cest-d-dire la considération directe des transformations (1), avait été déja

appliqué (qu’il nous soit permis de le rappeler) dans un Mémoire que nous avons
publié en 1906 (3).

Le Mémoire de Minkowskr a été 'origine de nombreux travaux; il faut surtout
signaler ceux de MM. ABRAHAM et SOMMERFELD.

(®) R. Marcoronco, Sugli integrali delle equasioni dell’ elettrodinamica [Rend. R. Ace.
Lincei, s. V, vol. 15 (10 sem. 1906), 344-349].



TRANSFORMATIONS DE LORENTZ ET EQUATIONS DE L’ELECTRODYNAMIQUE. 431

M. SomumEeRrFELD (4), dans deux Mémoires fort intéressants, a développé l'algébre
et 'analyse vectorielle & quatré dimensions. Au lieu de 'opérateur lor de MixxOwskI,
il a considéré quatre opérateurs différentiels (la divergence scalaire et vectorielle, le
rotationnel et le gradient) qui sont, pour I'espace & quatre dimensions, les générali-
sations des opérateurs div, rot, grad de I'analyse vectorielle ordinaire. Les propri¢tés
de ces opérateurs, aussi bien que leur définition géométrique indépendante de tout
systéme de référence, permettent de donner aux équations du champ électromagné-
tique une forme qui en fait ressortir la covariance par rapport au groupe des trans-
formations de LorexTz. ,

Aux travaux de SOMMERFELD, on peut rapprocher ceux des géométres américains
qui suivent les méthodes de Gisas (°) et des géometres qui font usage des qua-
ternions (€).

Malgré son élégance, I'analyse de Mixkowskr et celle des auteurs qui I'ont suivi
ne sait pas éviler les imaginaires ni péut se passer des coordonnées. Il est trés naturel
de se demander si on ne pourrait pas appliquer a ces nouvelles questions 'analyse
vectorielle ordinaire.

D’autre part, le systtme minimum (que M. Burari-Forti et moi nous avons
développé dans les Eléments de calcul vectoriel) est impuissant & traiter les nouveaux
problémes de Mixkowski, & moins qu’il ne s’agit des transformations particuliéres de
Lorentz (Spezielle-Lorentz-Transformationen). Dans ce cas, en effet, sans introduire
les imaginaires et tout en conservant la forme classique aux équations de I'électro-
dynamique, on peut exposer toute la théorie de la transformation en faisant usage
des méthodes usuelles de 'analyse vectorielle. C’est ce qu’a fait M. v. IenaTOWSKI

dans un beau Mémoire, remarquable & plus d’un titre (7).

(*) A. SomMERFELD, Zur Relalivilitstheorie. 1. Vierdimensionale Vektoralgebra [Annalen
der Physik, IV Folge, Bd. 32 (1g10), 749-776]. 1I. Vierdimensionale Velktoranalyscs [lbid.,
Bd. 33 (1g10), 649-689]. )

(*) G.-N. Lewis, On four-dimensional veclor-analysis, and its application in elec!rical
theory [Proceedings of the American Academy of Arts and Science, vol. 46, 162-181 (1910)].

E.-B. WiLson and G.-N. Lews, The space-time manifold of relativity, the non-euclidean
geometry of mechanics and electromagnetics [Ibid., vol. 48, 387-507 (1g912)].

(6) A.-W. Conway, On the application of Quaternions to some recent developmenis of
electrical theory [Proceedings of the R. Irish Academy, vol. 29, Sect. A, no 1 (1g11)].

J.-B. Suaw, Quaternion developments with applications [Trans. of the American Mathe-
matical Society, vol. 13, 279-292 (1912)]. )

L. SiLBernstEIWN, Quaternionic Form of Relativily |Philosophical Magazine, s. VI, vol. 23,
790-809 (1912)].

E. Vaeiscu, Quaternionen und bindiren Formen zu den Minkowski’schen Grundglei-
chungen fir Elektrodynamilk [Sitzungsber. der K. Akademie der Wiss. in Wien. Mathem.-
naturw. Klasse; Bd. 122, Mirz und Juni 1913].

(") W. v. Ienstowski, Das Relativititsprinzip [Archiv. der Mathematik und Physik,
III Reihe, Bd. 17, 1-24; Bd. 18, 17-40 (1911)].
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Dans quelques Mémoires parus en rgr2 et 1913 (%), nous avons essayé de faire
voir que les éléments de la théorie des homographies vectorielles permettent de
trailer, dans toute la généralité possible, et sans faire intervenir les imaginaires et
les coordonnées, les problémes de Minkowskr. C’est, nous croyons, une des appli-
cations les plus simples et les plus élégantes des méthodes qui ont déja recu de nom-
breuses et importantes applications (*).

Ce Mémoire a pour but d’exposer ces recherches et de les compléter, dans I'espoir
de fixer 'attention des lecteurs sur une théorie qui peut rendre beaucoup de services
A la géométrie, & la mécanique et & la physique-mathématique.

Nous supposerons le lecteur familiarisé seulement avec les é1éments de la théorie
du calcul vectoriel et nous avons exposé (chap. I), dans ses traits les plus essen-
tiels, la théorie des homographies vectorielles et démontré la plupart des formules
qui.seront appliquées dans ce Mémoire.

Dans un deuxiéme chapitre, nous avons étudié les transformations de Lorenrz
sous leur forme vectorielle, leurs propriétés et quelques-unes de leurs applications.
Aprés avoir exposé les formules pour la transformation (chap. IIT), nous développons
dans un dernier chapitre le principe de relativité dans I'électrodynamique de LoRExTz
et de Minkowskl. Les formules de ce chapitre nous paraissent intéressantes et
nouvelles; elles donnent toujours les expressions explicites des éléments du systéme
transformé en fonction des éléments du systéme primitif; et les applications que
nous en avons faites montrent déja leur utilité dans plusieurs recherches. -

Ainsi, nous avons donné les formules générales pour la transformation de la
force électro-magnétique de Lorextz et des forces électriques et magnétiques de
repos de Mixkowski, et nous avons montré les relations bien simples qui lient les
invariants de I'homographie des tensions relatives de MaxwerL & la fonction de

L.AGrANGE et aux vecteurs fondamentaux de I'électrodynamique de MINKOWsKI.

(®) R. Marcoronco, Sulle equasioni dell’ eletirodinamica [Rend. R. Acc. Scienze fis. e
matem. di Napoli, s. IlI, vol. 18, 118-135, 314 319 (1912)]. Su alcune questioni relative alle
trasformazioni di Lorentz in elettrodinamica [Rend. R. Acc. dei Lincei, s. V, vol. 22, 349-354,
4o2-408 (20 sem. 1913)].

(°) C. Burarr-Fortt et R. Marcoronco, Omografie vetloriali, con applicazione alle deri-
vate rispetio ad un punto ed alla fisica-matematica. Torino, Petrini, 19og.

Analyse vectorielle générale. — 1. Transformations linéaires. Pavie, Mattei, 19r2. —
1. Applications & la mécanique et & la physique. Pavie, Mattei, 1913.

Fléments de calcul vecloriel avec de nombreuses applications & la géométrie, a la méca-
nique et & la physique-mathématique, traduit de I'italien par S. Larris. Paris, Hermann, 1gr1o.




CHAPITRE PREMIER.

Propriétés fondamentales des homographies vectorielles.

[1] Les homographies veclorielles, ou, simplement, homographies, sont les opé-
rateurs linéaires qui transforment des vecteurs en vecteurs. Si 2 est une homographie,
u, v, ... des vecteurs, m un nombre réel, et si nous représentons par au le vecteur
qui se déduit de u en lui appliquant 'opérateur linéaire «, nous aurons :

(1) o(u + v)=—au + av, a(mu)=mau.
Une homographie est dite axiale si elle est de la forme

©) a=u/\,

de sorle que si x est un vecteur arbilraire, on a

ex =u/\X,

X >< 1X =0;
une homographie est une dilatation si, x et y étant des vecteurs arbitraires, on a :
3) XX oy =y X ax (19).

Les homographies axiales et les dilatations forment des systémes linéaires.

(1°) Nous représentons par '
uxyv, u/\v

le produit intérieur et le produit vectoriel des deux vecteurs u, v. Deux propriétés seront dans
la suite fréquemment appliquées, c’est-a-dire :

uxvAw=uAv xw,
(UAV)IA\W=wW X u.v—w X v.u.

(Théoréme sur le double produit vectoriel, Eléments, p. 36 [5]; p. 34 [2])-
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Si u et v sont deux vecteurs ef x un autre vecteur arbitraire, on a souvent i con-
sidérer, dans les applications, les vecteurs paralléles 4 v de la forme

uxx.v.

Nous appellerons dyade, H(u, v), ’homographie telle que, pour x arbitraire,
&) H(u, v)x=u>xx.v.

1

Elle transforme les vecteurs en vecteurs paralléles & v; c’est donc une homo-
graphie singuliére; et puisque la somme de deux dyades n’est pas en général une
dyade, les dyades ne forment pas un systéme linéaire.

La considération des homographies axiales et des dilatations est de la plus grande
importance, car :

Une homographie quelconque peut toujours se réduire, el d'une seule maniére, & la
somme d’une dilatalion avec une homographie (1).

Nous représenterons par Da la dilatation de «; alors
»
e=Dx 4+ u/;
u est le vecteur de 2, que nous représentons par Ve, de maniére que

(%) a=Dx+ Va/\.

L’homographie qui différe de « pour le signe de Va est dite conjuguée de 2. Nous
la représentons par Kx; nous avons donc :

(6) Ki=Dz— Ve /A,
(7 KKz —=«a.

Si maintenant nous nous rappelons les propriétés élémentaires des produits
mixtes et la propriété fondamentale (3) d’une dilatation, nous pouvons déduire deux
autres équations trés importantes :

(8) 2Va <X x \y = y><ax —x><ay,
(9) X><ay =y >< Kax.

.
Cette derniére équation exprime le théoréme de commutation, d’'un usage continuel.

(1) Analyse vectorielle générale, 1, p. 25.
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Nous avons encore ces autres théorémes :

(10) KH(u, v) = H(v, u),

(11) Vvaﬁzéqu

(12) | | K(a#) = K8 Ka,

(13) o. H(u, v) = H(u, av),

w H(u, v). 2 = H(Kou, v),
(15) H(u, v). Hu', v') = u>< v H(u', v),

qui donnent respectivement la conjuguée et le vecteur d’une dyade; la conjuguée du
produit de deux homographies a et 8 et les régles pour former les produits d'une
homographie et d’'une dyade ou de deux dyades.

Leur démonstration se fait toujours par la méme méthode. Si x et y sont deux
vecteurs arbitraires, le théoréme de commutation nous donne

x>< H(u, v)y =y ><KH(u, v)x;
mais le premier membre peut s’écrire |
’ u><y.v><_x:y><H(v,q)x;
ct alors on déduit I'équation (10).

[2] Les invariants Iz, Lz, I x d’une homovxaphle o sont les nombles, fonctions
seculement de a, qui satisfont daux conditions suivantes :

(16) uXx<v/A\w.la=au XVAW  +avXXwAuU  + aw<u/\v,
(17) UXVAW. Lz = (av)\aw><u + (aw)\au><v + (@u)\xv X w,
(18) uX<XvAw. Lo = (au) \(2v) < aw,

avec u, v, w vecteurs arbitraires non parall¢les & un méme plan.

Si La=o, lhomographle a est singuliére; elle transforme en effet trois wecteurs
arbitraires en des vecteurs paralléles 4 un méme plan car (zu)/\(av)Xaw =o.

Si a est un nombre réel m, on a :

(19) Im=3m, Im=3m’,  Im=m'
Des formules (16), (18) on déduit tout de suite :
(20) = Le+®=Ta 18 [(f) =Ll

(21) LH(u, v) = u><v, LH(u,v) =o.
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Pour démontrer en effet ces deux derniéres, on observera que si nous représentons
par 2 la dyade H(u,v), le premier et le troisitme terme du second membre de
I'équation (16) sont nuls et le second terme est

WAUX Vv =uX<X V. ux<vAw;

par conséquent, on déduit la premiére des équations (21). La seconde se démontre
immédiatement, puisque au/\av=o.

Entre les invariants d'une homographie a et ses puissances «, a*, o* il yala
relation de Hamirtox-Caviey (identité du troisiéme ordrs) :

(22) 2 —Ta.a* + La.u—La=o.

Sa démonstration, que nous empruntons & un Mémoire de M. RasmoviTcn (12),
est bien simple. Remplagons, dans I'équation (16), w par «*w; dans (17), w par aw;
nous aurons, en faisant une combinaison linéaire des équations obtenues et apres
réduction, .
uAV> | L o'W — La.aw + Lo w | =u/\v<aw;

et puisque u, v, w sont arbitraires, I'équation (22) est démontrée.
Les applications de celte identité sont trés nombreuses. On peut démontrer, en
s’appuyant sur I'équation (22), que

(23) [ Ky =14,

(24) I(82) =1 (28). (r=r1.2,3.)
En effet, I'équation (22) pour I'homographie Ka, puisque (Kz)'==Kx* d’aprés
I'équation (12). devient
(22" Ko’ —I Ka. Ko + [[Kz. Kz — I Ka=o0;
en lui appliquant & gauche I'opérateur K, on trouve
@ —I1Ka.2" + I Ka.2—IKa=o0,

d’ot, par comparaison avec (22), on déduit les identités (23).
La ‘méme identité (22), appliquée aux deux produits §x et a8, nous donne

Baafa — 1,(B2). buBa + 1,(Ba). o — 1,(Ba) =o,
aBufad — L(aB). xB2B + I(aB). 28 — I (a8) = o;

appliquons & la premiére l'opérateur a d gauche, et 4 la deuxiéme A droite; en com-
parant les deux identités, on prouve les relations (24). '

(%) G. Raswovircn, Les invariants dans la théorie des homographies vectorielles [Rend.
Circolo matem. di Palermo, t. XXXVI (20 semestre 1913), gg-110].
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[8] Pour les applications que nous ferons dans la suite, a une importance parti-
culiére lopérateur R, déja considéré par Hamirroy, pour une homographie a. Cet
opérateur produit une homographie, fonclion de a seulement et que nous représen-
“terons par Ra, telle que, x ety étant deux vecteurs arbitraires, on a :

(25) Ra(x \y) = (xx) \2

Admettons Iexistence de cet opérateur; nous pouvons aussitot démontrer la
relation fondamentale, qui tient lieu des relations entre les éléments d’un déter-

minant et ses mineurs :
(26) Ka.Ra =1x.
On a en effet, pour le théoréme de commutation,
K. Re(u/\ V) X W = Ra(u/\v) > aw = (2u) /\(aV) XX 2W = ux<v/\w.La;

mais u, v, w sont des vecteurs arbitraires; la relation (26) est démontrée.
(’est cette relation qui va nous permettre d’assigner la forme de Ra . A cause de

I'identité (22), I'équation (26) peut s'écrire ainsi :
Ka.Ra = Ka. (Ko’ — Iz. Ka + La);
par conséquent :
(27) Re=K«*—La.Kz 4+ La.
On tire de 13 aisément ces deux autres propriétés :
(28) RKx=KRa=o"'—lLa.a + La,

(29) Rx.Kz=Ka.Ra=RKa.2=0a.KRa=1.

Si o est un nombre réel m, on a, a cause de I'équation de définition (25),
(30) Rm = m’.
La recherche des invariants de' I’homographie Ra se fait bien simplement; il

suffit d’appliquer deux fois de suite Ra & I'équation (27), en ayant égard a (28),
(29), (30). On trouve

‘(Ra)' — La.(Ra)* + L2.La. Ra — (L)' =o0;
et si on écrit I'identité (22) pour I'homographie Ra, on a aussit6t
31) LLRa=1z, LRa=Ia.1a, I.Ra=(1,2)*,

qui expriment des propriétés bien connues des déterminants formés-avec les mineurs
d’un déterminant.

Fac. de T., 3¢ S., IV. - 56
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On a encore les propriétés suivantes :

(32) RRzx =1l2x.2,
(33) R(=8) = Ra.R8,
(34) RH(u, v) = o.

En effet, si nous substituons dans I'équation (27) Rz a4 la place «, nous
obtiendrons

RRa=(KRz)’ — I R2. KRz 4- [Rx =KRa.(«* —Lz.a + La) — L. KRa + L2, T «

4 cause des équations (28) et (31). Donc, si l'on tient compte de 'équation (29),
nous aurons

RRe=KRz.*=KRz.0.a =[a.a
qui est ’équation (32).
Les deux autres équations (33) et (34) se démontrent sans difficulté en appliquant
Véquation de définition (25).
Il est utile d’écrire cetle équation (25) sous une forme différente. Changeons a
en Ra, pour I'équation (32) nous avons :

(35) Lo.a(x/\y) = (Rax) A\ Ray.

Enfin, il faut observer que 'opérateur R n’est pas linéaire, tandis que I, K, D,V
sont linéaires.

Dans les applications se présente fréquemment le cas d’appliquer V'opérateur R &
une homographie 8 qui est la somme d'une homographie o avec une dyade.
Nous allons démontrer que

(36) CRjs4Huv)=Rs— v/ a.uA.
On a, x et y étant deux vecteurs arbitraires :
Ria+ H(u,v)} x/\y)={a+Hu, )} x A\ {«+ Hu v)|y.
En développant le second membre, on trouve

(ax)\ay + uXx.vAzy —ux<y.vAax,

ou encore

Ra(x \y) — vA fu><y.ox —u><x.ay |
et puisque

U X y.aX—uXx.ay=euXxy.x—uxx.y)=a{uAAY)}

on déduit I'équation (36), puisque x/\y est arbitraire.
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Nous ferons encore une application de I'opérateur R a la démonstration de ces

deux formules
(37) I,{a+ H(u,v)|=Ta+ u>xKRav,
(38) aV(Ba) = V(Rx. ).

Supposons que les vecteurs arbitraires a, b, ¢ ne soient pas paralléles & un méme
plan. Si dans I’équation (18) nous substituons « + H(u, v) & « et si nous changeons
u,v,w en a,b,c en développant les produits au second membre et en observant

. que
v < (ab) \xc =v <X Ra(b/\c) =b/A\c <X KRav,

on trouvera :

a>cb/\c.T, {a+ Hu, v)}
:a><b/\c.lsu+RszX{uxa.b/\c+u><b.c/\a+ uxc.a/\b%.

L’identité, treés facile & démontrer,

u><a.b/\c4— uxb.c\a+uxc.a/\b=aXxb/\c.u,

nous fera alors démontrer 1’équation (37).
Pour démontrer I'équation (38), nous supposerons que la=m==o0; l'é¢qua-
tion (y26) nous donne
Kx.Ra. 8.0 = mBa,

et, par conséquent,
V(Kx.Ra.f.a) = mV(Ba).

Daprés I'équation (8), nous avons aussi
2V(Ka.Rz.8.0) ><x/\y =y ><Kz.Ra.f.ux —x><Ka.Ra.f.2ay,
et le second membre de cette équation se transforme successivement ainsi :
ay >< (Ra.5)ax — ax >< (Ra. ) ay = 2V(Rx. §) X< (ax) /\ay
= aV(Rx.8) > Ra(x/\y) = 2KRaV(Ra.8) < x/\y.
Donc
‘ mV(Ba) = KRaV(Ra.8);

en appliquant maintenant & cette équation, & gauche, I'opérateur 2, I'é¢qualion (29)
nous fera déduire la (38).

Puisque Lax==o0, « est réversible, c’est-d-dire qu’il existe une homographie «
telle que
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On représente, selon l'usage, cette homographie «' (inverse de a) par «~*. On
pourra alors écrire I'équation (38) sous la forme :

(39) V(ta) = «~'V(Rx. ).

[4] Si m est un nombre, u un vecteur fonctions d’un point variable P, les dérivées
de m, u, par rapport ¢ P, sont les opérateurs linéaires qui, appliqués a la différen-
tielle arbitraire 2P de P, donnent les différentielles correspondantes Zm, 3u; de sorte

dmn du

que si nous représentons ces opérateurs par la notation de Leibniz par TP’ aP’

nous avons par définition :

dm du
\P ’ E
(40) apr= dm 7P

P=du.

On voit aussitot que les dérivées de vecteurs par rapport & un point sont des

homographies vectorielles et que les propriétés formelles de ces dérivées sont les
mémes que celles des dérivées ordinaires.

Si nous rappelons la définition du gradient d'un nombre, c’est-a-dire

¢m = grad m > ¢P,

nous pouvons écrire la premiére des équations (40)

(41) — 2P = grad m < ¢P.

u . .
P le premier invariant et le double du vecteur de

cette homographie sont, par définition, la divergence et le rotationnel de u; et 'on
éerit :

Considérons ’homographie

. du
(/42) dl\’pll:I1 d—l'),
du
([l?)) I'Ot[n u = 2V a‘p .

De ces définitions découlent les propriétés de ces nouveaux opérateurs. Nous
voulons seulement rappeler et démontrer les deux formules suivantes, parce qu’elles
nous seront trés utiles.

(44b) div(u/\v)::v><r0tu—u><rot9,

(45) rot (u/\v)= (div vV— g%) u— (div u ——%%) v.
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Partons en effet de I'¢quation

dupAv) _ adv

du
dapP /\dP /\ﬁ’

d
et appliquons l'opérateur I, . Il nous faudra avant tout calculer I, (u N z—;) .

d
Posons, pour briéveté, 31—‘; — a. Le numérateur de I,(u /\ «), d’aprés la formule (16),

est

bAc><u/\xa + ... =(bAc)\u>xza 4 ...,
et, si on développe les doubles produits vectoriels, le second membre se transforme
dans la somme de trois termes qui se déduisent, avec permutations, de
u><a(b>ac—c>ab) =—2u>a.Vax<b/c,
A cause de I'équation (8). Mais

aVa =12V <g—;>—_—_ rot v;

ce. numérateur donc est égal a

—2 {u><a.b/\c+u><b.é/\a4-—u><c.a/\b}><Vx:—2V7.><u.a><b/\c;
et par conséquent

d
I, (u/\ﬁ):——uxmtv,

et la formule (44) est démontrée.

Nous avons encore
B} dv _/ du
rot (u/\v) =2\ (u A\ (—“)> — 2\ Kv N\ d——P> .

ct il nous faut calculer

2V <u /\%) — aV(u)\a).

La formule (8) nous donne

2V(uN\a) <Xx/\y=y A\u><ax + u/Ax < ay;
mals
La.x/\y <u=yAu<ox + uAx <oy + x/\y < au,
et par suite
aViu\zr) < x\y=,0.u—au) <Xx\y;

et pour l'arbitrariété de x /\y nous aurons

aV(uAa) = Lz —a)u= (divu— g%) u,

et la formule (45) est aussi démontrée.



CHAPITRE I1.

Les transformations de Lorentz.

[1] A un point P et & une valeur quelconque du temps ¢ d’un systéme § faisons
correspondre un point /' et un temps ¢ d'un autre systéme .S par les formules (**)

P'—0=axP—0)+1a,
{'=(P — 0)>b + mt;
(2) (P'— O — "= (P —O) — ';

(1)

« est une homographie constante non singuliére, dont le troisiéme invariant est
positif; O est un point fixe; a, b deux vecteurs, m un nombre positif plus grand
que I'unité. Ces formules définissent une transformation de Loreniz, que nous dirons
simplement L.

Si nous substituons les équations (1) dans le premier membre de (2), nous avons
a(P — 0)<a(P— 0)— (P—0)>b.(P—0)><b
+ ot 5( a(P—0)><a—m(P— O)Xb} + (a*—m)
= (P —0)>|Ka.2(P— 0)—H(b, b) (P — 0)}
+ at(P — 0) < (Kxa — mb) + 1*(a* — m®)
pour le théoréme de commutation et la définition de dyade [form. (g), (4). ch. I].
Cette expression doit étre égale au second membre de (2) quel que soit ¢ et le
vecteur P — O; nous déduirons les formules fondamentales :
Kx.a =1 + H(b,b),
@A) Kea = mb,

a—m—1.

(1%) M.-E. Hann dans son Mémoire : Grandlagen su einer Theorie der Lorentstransfor-
mationen {Archiv der Mathematik und Physik, dritte Reihe, 21 B., 1-42 (1913)], a fait aussi
usage d’une représentation semblable & (1) et puis exclusivement de la théorie des matrices qua-
ternaires.
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Ces formules permettent aussitét de résoudre les équations (1) par rapport
4 (P—O0) et t. Appliquant en effet I'opérateur K« a la premiére des équations (1),
nous aurons :
Ka(P' — 0) = Kz.2(P — 0) + t.Koa
=P —0)+ P —0)><b.b+ mtb
=P —0+1b,

et cette équation nous permettra de trouver P — O.
Puis encore la premiére des équations (1) nous donne :
(PP—0O)y<a=a(P—0)><a+ta’
= (P — 0)><Kaa + t(m* —1)
:m{(P—O)Xb + mt} —l=ml' —t;

nous avons donc les formules

P—0=Ka(P' —0)—1b,

(1) L
t=— (P — 0)><a+ ml'

Alors, par la méme méthode, de I'équation (2) découlent les autres formules

2.Kx =1 + H(a,a),
3" ab = ma,
b*=m'—1.
On voit que (1') et (3') se déduisent de (1) et (3) en changeant a, a, b respecti-
vement en Kx, —b, —a; et que les deux vecteurs a et b ont le méme module.

Les deux homographies Kx.a et 2.Kx sont des dilatations, car elles coincident
avec leurs conjuguées, puisque

K(Kx.0) = K2. KKz = Ka.a;

puis observons que

(4) «.Kza = m'a,
') Kx.ab = m’b,
puisque

a.Keka—=a 4+ H(a,a)a = a(1 + a’) = m’a;

et si u est un vecteur perpendiculaire & a ou & b, on a aussi

(5) a.Koau = u, ux>xa=—o;
(5" Ke.ou = u, u>b=o.
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Ces relations expriment que :-

La dilatation «.Ka a pour directions doubles la direction a et toules les direc-

lions normales a a; la dilatation Ka.x a pour directions doubles la direction b et toutes
les direclions normales & b.

Les autres propriétés des transformations L dont nous aurons A faire usage sont
les suivantes :

(6) Lo =m;
(7) - Rib=a, RKsa = b;

—1 L _ —1 i .
) Ka=ao""+ mH(a,b), a«=Ka™ 4+ mH(b,a),
(9) Ra = ma« — H(b, a), RKx = mK+ — H(a, b);
(10) Rz.RKa = m® — H(a, a), RKz. Rx = m*— H(b, b);
(11) (xu)Aa = «(u/\b), (Koau) Ab = Ka(ua).

En effet, si i est un vecteur unitaire paralléle & a, j et k deux autres vecteurs

N

unitaires normaux a a et entre eux, de maniére que i><j/\k=r1, la formule (18)
du chapitre I appliquée a 'homographie «.Ka nous donne

I (2. Ka) = (2. Kai) >< (2. Kaj) \ (2. Kak) =T a . I Ka = ([,2)*,

et, & cause de (4) et (), on aura
TLay=mix<j\k=m’,

qui démontre I'équation (6), puisque I,z et m sont posilifs.
Appliquons 'opérateur Rz & la deuxiéme des équations (3); on aura

Rx.Kza=mRab=124.a,

pour I'équation (26) du chapitre I, c’est-a-dire la premiére des équations (7).
Des deux premiéres équations (3'), en leur appliquant l'opérateur a—', nous
déduirons
Ki=a"+ o' .H(a, a)=1a""'+ H(a, a*a)

b=ms'a;
de ces deux équations résulte la premiére des équations (8).
Cette méme équation peut s’écrire

mKa=ma"" 4+ H(a, b);
mais . . .
ma~'=RKa.a.a™ = RKz,
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et ainsi se trouve démontrée la deuxiéme des équations (g9). Méme démonstration
pour l'autre.

Les équations (10) peuvenl se démontrer de deux maniéres différentes. Nous pou-
vons appliquer Ra & la deuxiéme des équations (g) et nous aurons

Ra.RKx=m.Ra.Ka — H(a, Rab) =m*— H(a, a),

c'est-a-dire la premiére des équations (10).
Ou bien nous pouvons appliquer I'opérateur R & la premiére des équations (3").
Les équations (33), (36) du chapitre I nous donnent :
R(2.K2) =R«.RKa=1—a/\ .a/\.

Disons ¢ 'homographie qui est le produit des deux homographies axiales a/\,
a/\; pour x arbitraire, on a
cx=a/\(a/\x)=a><x.a—a’.x=1H(a, a)x —a’.x,
c’est-a-dire
c=H(a, a) — a*;

en se rappelant la troisi¢me des équations (3), on déduira la premiére des équa-

tions (10).
Enfin, pour démontrer les équations (11), observons que

(au) Na= % (xt1) \ ab— % Ro(u/\b):

et que
Ra=m.Ka™*, Ko™ (u/\b)=1a(u/\b)

a cause de la deuxiéme équation (8).
Si a est une dilatation, nous hvons une transformation particulidre de Lorentz.
Dans ce cas, puisque Kz=ua, les deux premiéres des équations 3). (3') nous
donnent
H(a, a) = H(b, b);

de maniére que si x est un vecteur arbitraire,

ax<x.a=bXxx.b;

a est parallele & b; et puisque ces deux vecteurs ont le méme module, nous pouvons
toujours supposer
a=>b.

Les équations (4) et (5) deviennent, dans ce cas :

a’a=m'a, du=—u avec u>a=—o;
Fac. de 7., 3¢ S., 1V. 57
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donc a et les directions normales & a sont doubles pour o® et par conséquent pour «,
et I'on a

ad=—ma, al=—u avec uxxa=—o.

La premiére de ces deux équations est la méme que la deuxiéme des équa-
tions (3) ou (3'); pour que I'autre soit satisfaite, il faut que « soit de la forme

o=1 + hII(a, a),
h étant un nombre. En substituant dans la premiére, on a

aa=—a + ha’.a=—ma,
d’ou l'on tire
I
m+ 1’

En définitive, la forme de « est

1

m+1

(12) a=—1+ H(a, a).

Appliquons I'opérateur o™ ; puisque

I
«H(a.a) =—1H(a,a),
nous aurons

(13) t=1 H(a,a).

_—r
—m(m—Q— 1)

Les formules suivantes sont aussi faciles & démontrer :

() { «.a\ =a/\x,
o tia\ =aNa.
[2] Représentons par
__dP dpP’

= —, V ——
M7 dr
les vitesses de deux points P, P’ aux instants ¢, {'. La dérivation des équations (1), (1)
nous donnera

(15) nv'=av + a,
(15") : n'v=Kav' —b,
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n et n' étant deux nombres fonctions de P et de ¢ et par conséquent de P’ et de £,

tels que
(16) n=m+vXb,
(16") n=m-—v'x<a.

On a la relation
(17) nn' = 1.
Appliquons l'opérateur Ka A I'équation (15), multiplions (16) par b; on trouve
n(Kav' —b)=Ka.av + Kaa —mb —v><Xb.b=v,
puisque

Kz.av:v+v><b;b

A cause de la premiére des équations (3). En comparant I'équation obtenue avec (15"
nous démontrerons I'équation (17).

Les équations (15) et (16) ont la méme forme des équations (1); il suffit de
substituer v 4 P— O, I'unité d ¢, nv' & P'— 0. n a t'; et les équations (15’), (16’) ont
la méme forme des équations (1'). Alors on déduit aussitot :

(18) (1 —v*)=1—v.
En appliquant I'opérateur RKa et Rz aux équations (15) et (15'), nous aurons :
(19) ) n.RKav'=mv + b,

(19") n'.Rav =mv' —a.

Nous considérerons maintenant deux autres homographies v, y' fonctions de P et
de ¢ (et par conséquent de P'et de t') et déduites de 'homographie constante a« au
moyen des formules

(20) v = a + H(v, a),
(20") v'= Ka— H(V',b).

Nous démontrerons avant tout la relation fondamentale
(a1) w=r

Le produit des équations (20), (20') donne en effet

vy = a.Ka 4 H(v, a).Ka — a.H(V', b) — H(v, a),H(V', b)
=1 + H(a, a) + H(av, a) — H(V', 2ab) — v><b.H(V, a)
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[¢quations (13), (14), (15) du chapitre I]. Mais, pour I'équation (15),
H(xv,a) = nH(v',a) — H(a, a),
H(v ab) + v>Xb.H(V', a) = (m + VXX Db)H(V', a) = nH(v', a);

par conséquent, le second membre du produit vy se réduit effectivement & I'unité.

De la propriété que nous avons démontrée découlent deux conséquences inté-
ressantes. On a, de (21),

,—
IaY'IsT =1

donc Ly et Ly' sont différents de zéro et les homographies y et ' sont propres.
Alors

et

c’est-a-dire nous avons aussi
’
(21) Yv=1,
que nous aurions pu obtenir aussi directement et par un calcul tout & fait semblable
au précédent.

Les autres propriétés de ces homographies qui nous seront utiles dans la suite,
sont les suivantes :

(22) Ky = Ka + H(a, v), Ky =a — H(b, v');
(23) Iy =n, Iv =n';

(24) Ry =n.Ky/, Ry'=n'.Ky;

(25) KRy =n.y'. KRy'=n'.y.

A cause de la relation (21), il suffira évidemment de démontrer les premleres de
ces formules; les autres (a droile) en découlent tout de suite.

L’équation (22) est une conséquence immédiate de (20) et de I'équation (12) du
chapitre I. Puis la relation (37) (ch. I), nous donne

[y=IlLa+v><RKra=m+v<b=n,

ce qui démontre I'équation (23).
Puisque nous avons
Ky. Ky =1,
on pourra écrire la relation (26) du chapitre I

Ky.Ry =1y =nKy. Ky'
ou bien
Ky (Ry — nKy') = o;
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mais v et par suite Ky est une homographie propre; si nous appliquons a cette
équation, a gauche, 'opérateur Ky™, nous déduirons ’équation (24).
Pour démontrer enfin I'équation (25), il faut appliquer I'opérateur K & la (24).
On pourrait encore démontrer trés facilement ces autres relations :

vb = na, Y'a=n'b;
(26) Kxz.yb = mnb, a.y'a=mna;
RKx.4b = nb, Ra.y'a = n'a.

Nous démontrerons enfin ce théoréme.
Si le vecteur u, fonction de P et de ¢, pour la transformation L se transforme
en u' tel que
(a7) u' =yu,
nous aurons
(28) uXx<Xv=uxb+mnuxv
et encore inversement
(29) u=xy'u',
(30) uXxXv=—u'><a-+mux<v.

Multiplions I'équation (27) intérieurement par v'; le théoréme de commutation
nous donnera
u' <X v =v xyu=uxKyv,
et puisque
Kyv' =Kav' +a>v'.v=n'v+b 4+ (m—n')v=>b + mv,
A cause des équations (22), (15'), (16); la relation (28) est démontrée.
Les équations (29), (30) découlent immédiatement de (27) et (28).

[3] Voyons enfin quelques applications bien simples de ces propriétés.
a) Soient

dv dav’
dt at

“les accélérations de deux points P, P' aux instants ¢, ¢’ dans les systémes S, S'.
On a les formules :

(31) w':—l; Ky'w,
n

(32") W= —L; Kyw'.
n
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On les démontre sans difficulté, si 'on observe que
L =m—axv=rn
dar = o
et que de I'équation (15), on a

;T (m4+v>XDb)aw — (av +a)b><xw

W ~ ’
n (m -+ v><b)*
c’est-a-dire
I I b><xw 1
w’:—(—aw—nv’. >i >:—;5(1—H(b,v’)}w;
n\n n n

c’est I'équation (31), si 'on tient compte de (22).
En appliquant Ky & I'’équation (31) on déduira (31')

b) Posons
d — v .
(32) w,—=2 v :(1 v)w+\i><w v,
dt \/I——V’ (I-—-Vz) /2
d ! 2 ' ! !. r
(33) wi=_L \Y =(1 vHw +v3/><w v '
dt \/I——V'z (1—v?)7/e
Nous démontrerons que
(34) w! = KRy'w,,
(34" w, = KRyw/.

Nous avons successivement [équation (18)]
(1—v?") =n"(1—v?",
(1 —=VvHW'=n"(1 —v)Ky'w=n"(1 — v*) (aw — b <X W.V'),
VX W =1V X Ky'W =n"w ><y'Vv' = n"w < (Kav' — v". b),
et cette derniere, a cause de I'équation (15'), peut encore s’écrire
V' X w = n"w > S(n’v +n"*(1— v’)b}.
Le numérateur de (33) est donc égal a
P(1—V)aw + nV XKWV = 0"t (1 — V)aw + v <X W(av + a)}
= n"{(t — V) (aWw + VX W.a) + v X w(av + v’.a)}
= n"y{(l — V)W + v><w.v§;
par conséquent
W, = n'yw,;

cette équation, d’aprés (23), est équivalente & la (34).
L’équation (34) se déduit de (34) en lui appliquant KRy.
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¢) Représentons par dP, un déplacement infiniment petit de P pour {=const.,
et par dP] le déplacement de P’ pour {'=const. Nous démontrerons que

(35) dP,=Ky'dP,,
(35") dP, = KydP,.

Nous avons en effet

(a) : dP = dP, 4 vdt:

puis les équations (1), pour {'= const., nous donnent

(b) dP, = adP + adt,

(c) o =Db><dP + mdt.
L’élimination de dt entre (a) et (¢) donne

b><dP
—V;

dP = dP, —

m

et, si nous multiplions intérieurement par b,

%b >< dP(m + v><b) = b < dP,.
Nous avons donc
fdzzéb < dP = n'b>< dP,:
et I'équation (b) devient
dP! = adP, + (2v + a)dl = adP,— nv".n'b><dP,
= {a—H(V,b)}dP,,

qui est I’équation (33).
Si nous représentons par dt, d<' les éléments de volume de S et de S’ pour

| =const. et t'=-const., on a aisément :
(36) di' =14'.dv=n'dx.

11 suffit de considérer trois déplacements dP,,, dP, . dP  de P non paralléles a
un méme plan, et les déplacements dP/,, ... de P'; alors

di' = P/, \dP,, <X dP;, = (Ky'dP ) \(Ky'dP,) X Ky'dP,,
- KRY,(de/\.dP:o) =< KY,dpso - dPno/\dPso > BY’ ° KY,dPao
=Ly'.dx

[équation (26) du chapitre I].
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I . . . dt
Si I'on tient compte de I'équation (18) et de la valeur de Vi n', nous pouvons

écrire I’équation (36) sous ces deux autres formes :

' d=
Vi—v® /i —v

(38) ddt’ = d=dt (1%).

37

(*%) En appliquant des méthodes connues, on pourra traduire les formules de ce chapitre et
celles des chapitres suivants en coordonnées cartésiennes orthogonales. On aura des formules
trés compliquées : on en peut voir un exemple dans un ouvrage récent de M. Max WEINSTEIN,
Die Physik der bewegten Materie und die Relativitilstheorie. Leipzig, A. Barth, 1913.



CHAPITRE II1.

Formules de transformation.

Nous nous proposons de résoudre ce probléme.

¢ est un nombre, u un vecteur fonctions de P et de ¢, que I'on a assujettis & une

transformation L; il s’agit d’exprimer

L u  du

T —, rad ps div u,
3 YR 3P’ gradp o, pu, T10tpu

en fonction de ¢ et de u. ‘
Les formules de transformation que nous démontrerons sont les suivantes :

[

3
? :mi-—grad,. ¢><b,

(1) NG i
du_ du Ju
() " T
u du u
®) p— op Re—H (a’ _bt—)’
. %
) grad,s ¢=agradp P57
. . Ju
(5) dlv!,, u=—divp Kau — A X a,
u
(6) roly u= Ra { rotp (a_‘u) % —a /\ -_—
. i

Fac. de 7., 3¢ S., 1V. _ 58
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Les formules inverses sont :

Ny P
' °Y °?
(1) Ny =My +erade g3<a,
, du du u
) ="t
, u u Ju
) P aP‘“LH( bt')’
(4 grad, g=Kagradp ¢+ —- \t' * b,
u
" divpy u=divp au + —-<b,
ot
- u
(6") rot, u=RKx |roty (Kxa)} + b A 7

Observons avant tout que si nous regardons P et ¢t fonctions seulement de ¢’
{équations (1') du chapitre II], nous avons

~J

{ 2P
¢ A

~

et si au contraire nous les regardons comme fonctions seulement de P’, les mémes

équations nous donnent :

0P ot
1)7 P!
DP,_Kz, aP’d —axd
Alors
do dy A dp P oy o
o=ty =M~ —<pb
o oA QP Ot ot QP

et si nous rappelons I'équation (41) du chapitre I nous trouverons I'équation (1).
Par le méme procédé, on démontrera I'équation (2).
Pour prouver (3), nous observons que

w o, dudP o du A,
=P P +er
M P dP’
P ax
u u
Mk, dp'.
%bPKz H(a, M)%

et cette équation, puisque dP' est arbitraire, nous fait démontrer I'équation (3).
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Nous avons encore

Qo do P do M
! !)’ T PV 1
DP'd QP P d

ou bien [équation (41), chapitre I] :

d
gradp ¢ >< dP' = gradp ¢ >< KadP' — Tja > dP'

(&

J
= (a gradpg — %a)x dP';

mais dP' est arbitraire; 'équation (4) est démontrée.

Pour démontrer enfin les équations (5), (6), il suffira de calculer le premier inva-
J
riant et le vecteur [équations (42), (43) du chapitre I] de I'homographie D—;
D’apreés (3), nous avons

. u u du
, divp u_Iib—F,..~ 1‘<D_P'K“> —aXxX

A cause aussi de I'équation (21) du chapitre I.
Mais pour les identités (24) du chapitre I, on a

du : du dKau .
I’ (S‘ﬁ. Ka> = I,(Kl D_P> — I| <T> —d]Vp Kau

et 'équation (5) est démontrée.
En appliquant & 'équation (3) I'opérateur V, nous aurons [équation (11), cha-
pitre I] :

du du ou
2V(D—P7>: I‘Otpl u—21V (a—PK(Z> —_ a/\';t_-

Ensuite, équation (39g), chapitre I :

[du . - du\ — vy [ OKRau
2V <D—P—.K1> — 2Ka'V (KRa.a—P> — 2K4 V<——>

= Ko {rotp (KRau)};
et si nous observons que

I
Ka™'=—Ra, KRa=ma™",
m
nous obtiendrons I'équation (6).
On pourrait maintenant appliquer une méthode tout & fait semblable pour
démontrer les équations (1), ..., (6'). Mais on peut aussi les déduire directement.
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La comparaison des formules (1) et (4) avec les équations (1) du chapitre II

montre que ces équations deviennent respectivement (4) et (1) si nous changeons
p) L

P—Oengradpg; P'—Oengradpg; ten —‘Tj—, {'en ——:—;: alors de (1) et (4)
[ (&

découlent aussitot les équations (1') et (4).

Si I'on change u en au dans I'équation (5), on a [équation (3), chapitre II] :

. . u
divp au =divp (u + u><b.b) —a%l—xa

2
— divp u + divy (U >< b.b) — a\—ltl><a.

Or, nous avons :

u
b)><b=—DbX>xb (1),

2
divy (u X b.b) = grad, (u><b) >< b = (K o o

)P

du >xa ou < Kaa du ><b
o - ga — m — ;
o o o
par conséquent
du  du
divp au=divp u — m———»b),
v pu—b>xmg—3pP)

qui, pour I'équation (2), démontre ’équation (5').

On pourrait aussi déduire, par la méme méthode, I'équation (6') en changeant
dans I'équation (6) u en Ka™u.

Une autre forme des équations (6) et (6") peut se déduire en appliquant I'opé-
rateur Ko & la premiére et o & la deuxiéme; et nous trouverons

(7) Ka rotp u = m rotp (27'u) — Ka (a/\—‘v>,
C
r 1 u
(7) . arotpu=mroty (Ka™'u) + a b/\—M—, ;
ou encore [¢équations (11), ch. II] :
: Kau
(8) Ko oty u = rot, (RKau) — b A\ \;‘ ,
C
. Jdout
8" a rotp u = rotp (Rau) + a/\TZ’—'
¢
(1%) Nous faisons usage de ces deux formules :
div (mu) =m divu 4 grad m x u (Eléments, p. 73, [4))-

- d d
grad (u X v):I\V%v + K#u (Analyse vect., , p. 81, [1]).




CHAPITRE 1V.

Le principe de relativité.

[1] Les équations de I'électrodynamique de Lorentz ont la forme bien connue

" de
(I) rOpm"—'-SZ"——lOV,
(2) divpe =g,
' Sm
(3) rotpe + — =o,
o
(4) divp m =o.

On a supposé la vitesse ¢ de la lumiére égale & I'unité; A—P_ est la densité électrique;

v

v la vitesse des électrons par rapport a I'éther supposé immobile; e, m sont les
vecteurs électromagnétiques de la force électrique et magnétique.

Nous nous proposons avant tout de transformer le sysléme des équations (1), ..., (4)
lorsqu’on lui applique une transformation L et nous démontrerons que :

le systéme des équations (1), ..., (4) se transforme dans le systéme

Je’

’
(1) rotp m — —5[—’: 2V,
(2") divp e =p/,
Qr ’ om’
(\)’> . rot,.re +_\—l’—:O'
[4

) divpy m' = o;
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¢’ v/, m', & sont liés & p, v, m, e par les relations

®) . o' = p(m + v><b),

(6) o'V = (3v + a),

(7) m' = Ram + a/\ ze,

8) e.—= Rze —a/\am;
réciproquement

(59 =p'(m —Vv'X<a),
(6) v =7 (Kav' —b), -

(7 . m = RKam' — b\ Kze',
(8 e = RKae' + b/AKom'.

Ce théoréme a été appelé par Minkowski « théoréme de relativité » (*6).

Commengons par transformer les équations (1), (2); et pour cela multiplions la
premiére intérieurement par b, la deuxiéme par m=1Ic et ajoutons membre &
membre; on a

p
mdivpe + erotpm——g—Xb:p(m £ vx<b),
ou encore [équation (44), chapitre 1] :

. de
(a) dlvp(nle—bAm)—Ttxb:;(llz+v><b). ‘
C

Nous définirons ensuite un nombre o', d’aprés I'équation (5) et un vecteur €'
tel que
(9) Kze'=me —b/\m.

De cette équation on déduit, en multipliant intérieurement par b,

b><Kae'=mb><e

ou bien, puisque le premier membre est égal &

e' ><ab=—me X a,
nous aurons

(10) ex<Xb=¢e'X<a.

(1%) Si on se rappelle les formules (g) du chapitre II, on pourra faire figurer dans les équa-
tions (7), (8), (7'), (8') ’homographie « et sa conjuguée Ka; mais nous ne ferons pas usage de
ces formules qui sont plus compliquées des formules (7), ..., (8').
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L’équation (a) se transformera dans la suivante :
U

Jde
divp Kae' ~—‘—t><a=p';
‘

et puisque le premier membre [équation (5), chapitre III] exprime la divy €, nous
avons démontré I'équation (2').
Si nous appliquons & I'équation (9) I'opérateur Ra, on aura

me' =m.Raze — (ab) /\2m,

mais «b=ma; et nous avons l’équation (8).
Maintenant appliquons I'opérateur a & I'équation (1), multiplions (2) par a el
ajoutons membre 4 membre: on a :

(b)

a).

Les formules de transformation (8'), (2'), (5') permettent d’écrire le premier

membre comme il suit :

dam dae  Jxe
roty Rom + a/\_bT —mey Yk + a(divp ae + — \l’ >< b)

puis observons que [équation (45), chapitre I}

. dze

<d1v,.v e — m) a—rotp (a/\xe);
dze dJam Qe 2 de’
mLTlT——a/\—M—,——D—t,Xb.a Dt,(ma.,—a/\ym—exb a) = 37

puisque

miwe —e>b.a—a/\am=mze —H(b,a)e —a/\am

—Rze—a/\um=¢'

A cause de I'équation (g) du chapitre 11 et de I'équation (8) qui a été déja démontrée.
L’équation (b) se transformera dans la suivante :
U

N
— = (v +a);

roty (Ram + a/\ xe) L\l’
¢

et si nous définissons les deux nouveaux vecteurs m', o'v' d’aprés les équations (6), (7),
. nous aurons I’équation (1').

Nous avons donc démontré les équations (5), ..., (8) et nous avons prouvé que
les équations (1), (2) sont transformées dans (1'), (2').

Pour déduire les équations (3'), (4'), on pourrait suivre la méme méthode; plus
briévement on observera que (3), (4) se déduisent de (1) et (2) en supposant p=o0 el
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en changeant m, e respectivement en e, —m; alors m'se changeraen e'et ¢’ en —m’,
et des équations (1), (2"} on déduira (3", (4).

Nous pouvons déduire naturellement deux équations semblables aux équa-
tions (g) et (10) :

(11) Kem'=mm + bAe,
(12) mX><b=m'>x<a.

Deux autres équations nous seront utiles :

(13) am = mm' — a e’

(14) ae = me' 4+ a/\m’.

En effet [équation (11), chapitre I1] :
bAKae'=Ka(aAe'),
puis [équations (11), (g)] :

Ka(mm'—a\e) = m'm + mb/\e——mb/\é + bA(bAmM)
=m'm+b>Xm.b—b m=—m+b>xm.b
= {1+ H(b,b)}m =Ka.am:

on en déduil aussitdt I'équation (13). La méme méthode s’appliqué pour dé-
montrer (14).

I1 est maintenant facile de déduire les équations (5'), ..., (8.

En comparant avant tout les équations (5), (6) avec les équations (1) du cha-
pitre I, on démontrera les équations (5'), (6').

Appliquons P'opérateur RKa 4 V'équation (13); on a

RKa.am = m.RKam’ — (Kza)/\ Kae',

et puisque

RKa.2 =m, Kea = mb,

I'équation (7") est démontrée. Par la méme méthode, on démontre aussi (8), et le
théoréme de relativité est complétement démontré.

En divisant membre & membre les équations (6) et (5) ou (6') et (b'), on trouve
pour v et v' les mémes valeurs que nous avons trouvées au chapitre Il [équations (15), -
(15")], c’est-a-dire que dans ce cas les nombres n et n’ ont respectivement pour valeurs

r

P

»

o I—o
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11 faut encore noter les formules suivantes :

(15) ¢'.RKxv'=p(mv + b),

(15") ¢.Rav =p'(mv' —a);

(16) RK:m'=m’m —b>m.b + mb/\e.
(17) RKxe' =m’e—b><e.b—mb/\m;
(16") Raom = m’m' —a><m'.a—ma/é¢/,
(17") Ree =m'e¢’ —a<e'.a + ma/\m'.

L’équation (15) se démontre tout de suite en appliquant I'opérateur RK« a
I'équation (6) et en faisant usage de I'équation (7) du chapitre 1I.
Appliquons le méme opérateur & 1'équation (7); si nous observons que [équa-
tion (10), chapitre II]
RKxz.Rom=m’'m — b><m.b
et que

(Kaa) A\Ka.ae =mb/\(e + e>< b.b) = mbAe,

nous démontrerons I'équation (16); on obtient les autres par la méme méthode.
Les formules précédentes permettent aussi de démontrer sans difficulté la

covariance, par rapport a L, des expressions
2

(18) 7 m><e, m’—e’;

la deuxiéme est la fonction de Lagrange.

[2] L’expression de la force électromagnétique de Lorentz, dans le systéme S,

par unité de volume, est

(19) F=c(e+v/Am),
et dans &'
(19) F=¢/(e+ v/ Am).

Nous voulons démontrer que la relation entre F et F' est exprimée par les
formules
(20) F'=+F,
(20") F =¢'F,

v et ¢" étant les homographies définies dans le chapitre II, équations (20), (20’).
Fac. de T., 3¢ S., 1V. 59
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Appliquons I'opérateur « & I'équation (19); en tenant compte des équations (3')
et (14) et en développant les produits, on a

p.xe:p’{m“e'— mv'><a.e + ma/\m’—v'><a.a/\m'};
puis la formule (35), chapitre I, c’est-a-dire
mz(v/Am) = (Rxv) ARum,
4 cause des formules (15'), (16"), nous donne
p-a(vAm) = mv /\m'—mv'A(a/\e) —a>xm'.v'Aa—maAm' + aj(a/e)].
Nous avons donc, en développant les doubles produits vectoriels, -
oF =o' %e' +mVAm —mv'><e.a+axe.a+ w} ,
ou l'on a posé
w=aXxv.m'Aa+a>xm.a\v.
A cause d’une identité dont nous avons déja fait usage,
axv.mAa+axm.aA\v' +axa.vvAm=ax<xv Am'a,
le vecteur w est égal a
w=aXxVvAm'.a—a’vAm’
el par conséquent
aF=p'(e' + V'A\m’) + ' (axX v Am'—mv'><e + exb)a

4 cause de I'équation (i10).
Mais [équation (14)]

p’{e><b—v’><(rne’ + a/\m’)}a: p'exxXb—v' ><Xaxe)a
=¢'(b—Kav)><e.a=—pv<e.a
[éq%; (6.)]- Et si enfin nous observons que de I'équation (19) on déduit

FX><Xv=¢gvXe,

£ nous aurons

sF=F —FXxv.a
ou bien

F'=|s—H(v,a)|F
qui démontre I'équation (20).

En appliquant & I'équation (20) I'opérateur ¢, on déduira (20').
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Pour un théoréme démontré au chapitre II. nous pouvons alors déduire ces deux

autres relations :
(21) F'><XvV=F>b+ mFxv,
(21) F><Xv=—F>a+ mFxV.

Si nous représentons par F, et F les forces électromagnétiques pour unité de
charge dans S et .§’, nous avons :

(22) F;: KRy'F,,
(22" F, = KRvF,.

On a, en effet,

et 'équation (20), aprés substitution, devient

¢'F,=¢.F

ou

|0

F = —.yF, = n".vF,;

1

O

et, si 'on tient compte de I'équation (25) du chapitre I1, on démontre I'équaticn (22).
En appliquant & 'équation (22) l'opérateur KRy, on déduit (22").
On remarquera sans doute I'analogie des équations (22), (22') avec les équa-
tions (34), (34) du chapitre II et qui a une grande importance dans les recherches
de M. Pranck.

[3] Les équations de I'électrodynamique des corps en mouvement de Mixkowskx

sont :
Je
(23) rotm—W:s, -
(24) dive —= P,
2
(25) _ rot E + M_—_o,
o
(26) divM —o.

Dans ces équations, qui ne contiennent pas la vitesse v de la matiére, E est la
force électrique, m la force magnétique, e I'excitation électrique, M I'excitation
magnétique, s le vecteur du courant.
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La vitesse v de la mati¢re a son influence sur les relations complémentaires qui

lient les vecteurs E, m, ... aux constantes z, p, 5 de la matiére. Ces relations sont :

(27) e+ v/Am=c:(E+ vAM),
(28) : M —VAE = yu(m—vAe).
(29) s + m*H(v, v)s — m*%v = ms(E + v/\M) ().
Le systéme des équations (23), ..., (26) satisfait au principe de relativité, et si on

lui applique la méme méthode du paragraphe 1 de ce chapitre, on voit tout de suite
que I'on aura les équations suivantes :

(30) ¢/ =s>Xb+m,
(31) s'=us + :a,

(32) ' M’ = RaM + a/\aE,
(33) . E' = R:E —a/\xM,
(34) m’' = Rum + a/\«e,
(35) e — Ree—a/\am.

Briévement, on peut dire que

M/, E' s’expriment en fonction de M et de E; m’, €' s’expriment en fonction de
m et e par les mémes formules (7) et (8) et réciproquement.

Nous aurons donc des formules tout & fait semblables aux formules du para-

graphe 1 pour M', E, etc., et on déduira aussi la covariance par rapport & L des
nombres

(36) ‘ mx><e,  MXE,
et de la fonction de Lagrange
(37) ab=m>M —e><E.

La démonstration ne présentant pas de difficulté nous n’y insisterons pas.
Posons maintenant

(38) s,=s—pv,

E 4+ v/AM
3 E = s
(39) Viev
(o) m :m-—v/\e.

(17) Minkowskr, [. c., § 8, form. (C), (D), (E).
Voir aussi ma note : Sulle equasioni dell’ eletirodinamica [Rend. R. Acc. Scienze fis. e
matem. di Napoli, s. III, vol. 18, 314-319 (1912)].
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s, est le vecteur du courant de conduction, E, la force électrique de repos, m, la
force magnétique de repos dans S.
Nous démontrerons que dans S’ on a :

(1) 5| = Ky's,:

(h2) E =vE,. m;—ym,.
1 ( 1 4 Y 4

Démontrons I'équation (41). On a

4 !

s, =8 —p'V=as 4+ ga—(s><xb + cm)v'

A cause des équations (30), (31). L’élimination de s au moyen de I'équation (38) nous
donne

s, =us, + p(u.v‘—i— a)—s,<Xb. vV —p(vXXb + mv';
et puisque le coefficient de ¢ [équations (15) et (16), chapitre 11] est nul, on a :
s, = {oc — H(b, v')}s’ = Ky's,.

Pour démontrer les équations (42), il suffit d’observer que E’, M’ s’expriment cn
fonction de E et M 4 la méme maniére de €/, m’en fonction de e, m; par conséquent,
le numérateur du second membre de (42) se transforme comme F, dans le para-
graphe précédent; donc

B — \/I—v”

L 2
Vi~

i cause des formules (18), (25), (17) du chapitre II. Par la méme méthode, nous
démontrerons la deuxiéme équation (42).

Des formules (41), (42), on déduit les deux invariants

KRy'E, = n.KRv'E, = nn'.vE, = vE,

(43) E ><s,, - m,><s,.

En eftet,

E,;>s,=+vE,><Ky's,=yyE, <s,=E, >s,.

Le premier de ces deux invariants a une interprétation importante. Si I'on réduit
le systéme S’ au repos, on a v'=o et

S;:S':oE’, E::E'

ct par conséquent le produit E; >< s/ se réduit & cE” qui exprime la chaleur de Jouie
par unité de temps et de volume. '
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[4] Considérons encore, dans le systéme S, le vecteur
(44) N =¢E +s/AM.

Par un calcul assez facile, on peut démontrer que si N se transforme en N’, on a
(45) N =«N+s><E.a,
(46) §><E=N>b+m.s><E.

En comparant ces formules avec les équations (1) du chapitre II, on peut déduire
(47) N —(s'><E) = N*— (s < E)".

Nous allons maintenant trouver une expression fort remarquable du vecteur N,
et pour cela nous considérerons I’homographie des lensions relatives de MAXWELL :

48) p_—_H(M,m)—}—H(e,E)—%(mXM—I—eXE).

Calculons le gradient de cette homographie (1) et observons que

1 . dm 1, dm dM
grad%H(M,m)——;me}:mde+?IFM—;(KEP—M+KEFm)

1 . dm dM
— v SIKEE M K2 19
_mdl\M+(rotm)/\M+2(KdPM Kdl’m)( ),
par conséquent _
grad g = mdivM + (rot m) AM + Ediv e + (rot E)/\e + N,
et ot 'on a posé :
dm dMm dE " de

Si on tient compte des équations (23). ..., (26), on trouve
de M
grad 8 = <_\_t + 5)/\M + PE+e/\_\l— +N,,
c’est-a-dire

d(eA\M)
(49) N:gradg___%__m

c’est 'expression que nous voulions démontrer.

(1%) Analyse vectorielle, 1, p. 70 [3].
(1) Analyse vectorielle, 1, p. 84 [3]; p. 78 [5].
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Le calcul des invariants de { est aussi trés intéressant.
Posons

(5o) —2l=m><M + e x<E;

on trouve tout de suite [équations (19) et (21) du chap. I]

(1) 16 =1.

th

Pour le calcul des deux autres invariants, nous nous appuyerons sur ces deux
formules, dont la démonstration ne présente pas de difficulté :

L {H(M, m) + H(e, E)| = (MA\e)><(mA\E),
L{HM, m)+ H(e, E)] =o ().

Alors, puisque
8—I!=H(M,m)+ H(e, E),
on trouve
LB—0=1p+ 3" =3L.18+ I1p=18+ 1* (*)

ou bien

—I,(s:gé(meﬂ—exE)E——M><m.E><e+M><E.m><e

=§§(m><M—e><E)€ +MX><E.mXxe,

ct en introduisant la fonction de Lacraxce [équation (37)] :
(52) —[=0"+ MX<E.m><e.

Cette formule remarquable prouve la covariance de L,8 par rapport aux transfor-
mations L.

Il est aisé de se convaincre que le second membre est toujours positif, car dans
le cas du repos e=<E, M =pm, et, par conséquent,

M><E.m>e =¢u(m><e)>o.

(3°) Analyse vectorielle, 11, p. 136 [r=2].
(*!) Analyse vectorielle, 1, p. 46 [8].
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Enfin, nous avons
LE—)=I8—UB+PL—"=0
ou encore, a cause de I'équation (51),

(53) [g=1g.L8 (*).

() Le second membre de I'équation (52) exprime la racine carrée du déterminant de la
matrice S considérée par Miskowsk1, {. ¢., § 13, form. (76). On peut comparer les formules (49)
et (52) avec celles données par Minkowski, dans son Mémoire, §§ 13 et 14.



