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SUR LES

“FONCTIONS ENTIERES 'ORDRE NUL ET DORDRE FINI
LES FONCTIONS A CORRESPONDANCE REGULIERE

Par M. G. VALIRON,

Professeur au Lycée de Besancon.

INTRODUCGTION.

On sait quelles directions ont prises, & la suite des Mémoires classiques de
MM. Hadamard (!) et Borel (?), les recherches sur les fonctions entiéres. Il s’agit,
d’'une part, de préciser les relations entre la croissance de la fonction, la crois-
sance de la suite des modules des zéros et la décroissance des coefficients de la série
de Taylor; d’autre part, de chercher de quelle facon se correspondent les zéros des
fonctions f(z) + ¢, a étant une constante quelconque. Au premier point de vue se
rattachent notamment les travaux de MM. Lindelof et Boutroux relatifs aux fonctions
d’ordre fini, de MM. Blumenthal et Denjoy pour les fonctions d’ordre infini.
M. Lindelsf (*) a précisé notablement les vésultats de M. Borel relatifs a la croissance

(') Hapamanp, Etude sur les JSonctions entiéres el en particulier sur une fonction consi-
dérée par Riemann (Journal de Mathématiques), 1893, p. 174 (Mémoire couronné par I’Aca-
démie des Sciences).

(2) Boriw, Sur les séros des fonctions entiéres (Acta Mathematica, t. XX, p. 257). Voir éga-
lement : Legons sur les fonctions entiéres; Legons sur les séries & termes positifs (chapitre v).

(3) LixpeLor, Mémoire sur les fonclions entiéres d'ordre fini (Acta Societatis Scientiarum
Fennicee, t. XXXI, 1902) (les principaux résultats de ce Mémoire sont exposés dans les Lecuns
sur les fonctions méromorphes de M. Borel).

Sur la crotssance des fonctions entiéres (Bulletin des Sciences mathématiques, 1903).

Sur les fonctions entiéres d’ordre entier (Annales de I'Ecole Normale, 1903, p. 36g).

Fac. de T., 38 S., V. 16



118 _ G. VALIRON.

réguliére et élucidé certaines questions difficiles relatives aux fonctions d’ordre entier,
M. Boutroux (') donne & la relation entre la croissance de la fonclion et la croissance
des modules des zéros une forme particulierement simple et définit des classes de
fonctions, comprenant des fonctions & croissance irréguliére, dont le maximum du
module pour [z]=r est de la forme ¢", h étant fini et n désignant le nombre des
zéros dont le module est inférieur a r.

Pour leurs recherches sur les fonctions d’ordre infini, MM. Blumenthal et
Denjoy (3) ont di faire une étude délaillée du facteur primaire de Weierstrass;
M. Blumenthal a obtenu & l'aide de ses fonctions types des résultals trés généraux;
ccux de M. Denjoy, plus particuliers, comportent une précision plus grande que
les résultats de M. Lindelsf pour I'ordre fini.

Parmi les travaux que I'on peut rattacher a I'étude de la relation entre les zéros
des fonctions f(z) + a, je citerai ceux de MM. Wiman (3), Littlewood (*), Sire (%),
Denjoy (6) et Boutroux (7), j'aurai I'occasion de revenir sur certains d’entre eux dans
cette Introduction.

Jai divisé le présent travail en deux parties : dans la premiére, je me suis occupé
plus particulierement des fonctions d’ordre nul; dans la deuxiéme, exclusivement
des fonctions d’ordre fini. Les seules propositions générales concernant les fonctions
d’ordre nul ont été données par M. Littlewood (théoréme sur le minimum, Mémoire
cité ci dessus) et par moi-méme dans quelques précédentes publications (Mathema-
tische Annalen, t. LXX, p. 470; Nouvelles Annales de Mathématiques, 1911). Dans ses
autres travaux sur les fonctions d’ordre nul, M. Littlewood considére des fonctions
particuliéres (functions of standart type, elc.) pour lesquels il obtient des résultats
trés intéressants. M. Mattson, qui s’est également occupé de l'ordre nul (Thése,
Upsal, 1905), s'est appuyé sur une classification donnée par M. Maillet et n'a étudié,
par suile, que certaines classes de fonctions. Jai cherché & obtenir des résultats
géncéraux aussi précis que possible et y suis parvenu en certains points.

(!) Boutroux, Sur quelques propriétés des fonctions entiéres (Thése de la Faculté des
Sciences de Paris, no 1144, et Acta Mathematica, 19o3).

(2) Voir BremextHAL, Principes de la théorie des fonctions entiéres d’'ordre infini, Paris,
Gauthier-Villars; Dexyoy, Sur les produils canoniques d’ordre infini (Thése de la Faculté des
Sciences de Paris, no 1351, et Journal de Mathématiques, 1910).

(*) Winman, Sur un théoréme de M. Hadamard (Arkiv for Matematik..., t. II, no 14); Sur
le cas d’exceplion dans la théorie des fonctions entiéres (Id., t. I).

(*) Lirteewoon, On the asymptotic approximation to integral functions of zero order
(Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, vol. 5, p. 361; en particulier, p. 363).

(*) Sing, Sur les fonctions entiéres de deux variables... (Journal de Mathématiques, 1913,
pp. 1-37).

(°) Dexsoy, Note aux Gomples rendus, 8 juillet 1go7.

(") Bourrouvx, Sar Uindétermination d’une fonction uniforme dans le voisinage d’une sin-
qularité transcendante (Annales de 'Ecole Normale, 1908, p. 317).
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.

Dans le premier paragraphe (n° 1 a 11), j'ai d’abord précisé la relation entre le
maximum du module de la fonction f(z) pour [zj=7r, et le terme de la série de
Taylor qui a le plus grand module, j’ai obtenu une relation assez serrée d’ou jai
déduit notamment que, pour les fonctions d’ordre fini ou nul, le rapport des loga-
rithmes des modules de ces deux fonctions de r tend vers un lorsque r croit indéfi-
niment, proposition qui était pressentie depuis longtemps sans avoir, je crois, été
démontrée. Cette méme relation m’a donné, presque sans calculs, une limite infé-
rieure du module du ni" zéro en fonction des coefficients de la série de Taylor sen-
siblement équivalente & celle que M. Hadamard avait obtenue par une savante ana-
Iyse. J'indique ensuite (n>* 8 4 11) une limite supérieure du module maximum d’une
fonction dont les zéros sont donnés, en utilisant un exposant de convergence qui est
une généralisation, nécessaire pour la suite, de celui que j'avais considéré dans un
Mémoire précédent.

Dans le second paragraphe (n™ 12 4 18), j'ai étudié la croissance d’une fonction
d’ordre nul dans toutle plan; j'ai obtenu notamment le résultat suivant : pour toutes
les fonctions entiéres dont le maximum du module M(r) satisfait 4 la condition de
croissance .
M(I‘) < ehilogr)®,

h étant fini, ainsi que pour les fonctions croissant plus vite que le veut cette inéga-
lité, mais satisfaisant a une condition de régularité, il existe entre les zéros des
fonctions f(z) et f(z) + a une correspondance biunivoque telle que le rapport des -
zéros correspondant a pour limite un, lorsque le module de I'un d’eux croit indéfini-
ment; en particulier, le rapport des modules des ni*mes zéros tend vers un lorsque n
croit indéfiniment. Jai indiqué des cas ou celte correspondance devient encore plus
précise, et montré sur des exemples que, dans certains cas d’irrégularité, la corres-

pondance n’a pas lieu.

Dans les troisiéme et quatriéme paragraphes (n* 19 a 35), j’ai étudié les fonctions
que jai appelées fonctions & correspondunce dordre zéro parfuilemen! réguliére,
jentends par 1a que la fonction log M(r) est asymptotiquement égale & une fonction
particulierement simple de r et du rang du terme maximum de la série de Taylor
pour [z|=1r; oude r et du nombre des zéros dont le module est inférieur a r(?).

(!) En disant que j’étudie la correspondance d’ordre céro enotre log M(r) et le nombre n(r)
des zéros dont le module est inférieur & », je veux dire que je considére le rapport

log M(r)
sin(r), r)’

Si ce rupport reste compris entre deux nombres positifs finis (z(n(r), r) étant une fonction aussi
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La fonction particuliérement simple dont il est question ici est d’ailleurs déterminée
par la nature méme du probléme, de sorte que l'indétermination de la définition
précédente n’est quapparente. J'ai ¢té conduit, par la considération des fonctions a
correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére, & distinguer trois classes de
fonctions d’ordre nul : la premiére classe, qui comprend les fonctions croissant tres
lentement, est séparce de la seconde classe, qui est contigué aux fonctions d’ordre
fini, par les fonctions de la troisiéme, qui apparaissent comme des fonctions excep-
tionnelles. Dans ’étude de la relation entre la croissance et les coefficients de la série
de Taylor. j’ai fait usage des résultats du paragraphe I, ce qui m’a permis de trouver

les réciproques d’une fagon trés simple. je signalerai encore le résultat suivant : pour
toutes les fonctions pour lesquelles

lim l&g—‘\h—’? =
r= (lOgT)

’

le module du ni¢me zéro est de I'ordre de grandeur (ordre —1) du rapport rectifié du
(n — 1)i*me coefficient de la série de Taylor au ni*me coefficient.

Dans le cinquiéme paragraphe (n°* 36 a 47), j’¢tudie les fonctions quelconques, je
définis ensuite des fonctions & correspondance réguliére d’ordre moins un (1), la
condition nécessaire et suffisante pour que la correspondance d’ordre —1 soit régu-
licre est que 'on ait

log M(r) = log r[T(r)jt+),

T(x) étant une fonction’type de M. Blumenthal.

Dans le dernier paragraphe (n> 48 a 51), j’ai donné quelques exemples trés sim-
ples d’équations fonctionnelles dont la solution est une fonction entiére ou méro-
morphe ou quasi-méromorphe d’ordre nul; mon but était moins d’appliquer les

méthodes exposées ci-dessus, que de donner des exemples de fonctions d’ordre nul
s'introduisant d’une fagon naturelle.

La deuxiéme partie de ce Mémoire est consacrée a certaines questions concernant
les fonctions d’ordre fini; ces questions sont assez diverses, mais la méthode

simple que possible), on dira que la correspondance d’ordre zéro est réguliére ; si le rapport tend

vers un, on dira que la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguliére. Si I'on considére
un rapport de la forme

log, M(r)
wn(r), r)’
on dira que P'on étudie la correspondance d’ordre —q + 1 entre log M(r) et n(r).

(1) Je dis simplement ici correspondance réguliére d’ordre —1, pour correspondance d’ordre
moins un parfaitement réguliére, car je ne considérerai que ce seul cas.
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employée est toujours la méme: j'ai essavé d’appliquer aux fonclions d’ordre fini
les calculs qui s’étaient présentés naturellement pour les fonctions d’ordre nul. Dans
le premier paragraphe (n°* 52 4 57), j'ai cherché les conditions nécessaires et suffi-
sanles pour qu’il y ait correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére entre
log M(7) et le rang du terme maximum de la série de Taylor, et ai été conduit a la
notion d’ordre précisé. J'ai pu alors démontrer dans toute sa généralité la forme

précise du théoréme de M. Wiman et donner une proposition analogue pour les
fonctions d’ordre fini quelconque.

Dans le second paragraphe (n°* 58 4 61), jai cherché les conditions de correspon-
dance réguliére d’ordre zéro entre log M(r) et la fonction n(r) définie ci-dessus (note
de la page 119), et ai retrouvé trés simplement un résultat obtenu par M. Denjoy par
une méthode plus générale, mais plus compliquée, j'indique ensuite une limite supé-
rieure exacte du maximum du module lorsque la fonction est définie par ses zéros.

Dans le troisieéme paragraphe (n° 62 & 71), j'ai étudié des fonctions orientées
(fonctions dont les arguments des zéros ont une limite), généralisations de celles con-
sidérées par MM. Lindelof et Leau(!), jai indiqué rapidement les propriétés analo-
gues a celles des fonctions étudiées par les auteurs précédents, et ai montré 'intérét
de ces fonctions au point de vue de la théorie générale. J'ai pu obtenir une expression
asymptotique du nombre des zéros d'une fonction orientée donnée sur la demi-
droite opposée a la direction des zéros. Ce résultat, qui résout en partie une question
posce par M. Borel dans son Mémoire des Acta (p. 394), s’applique & la fonction de
Ricimann et donne le premier lerme de la formule de M. von Mangoldt.

Dans le quatriéme paragraphe (n™ 72 & 78), j’ai fait lapplication systématique
du théoréme de M. Jensen a la fonction de Riemann et ai relrouvé par cette méthode

le résultat de M. von Mangoldt, ainsi que quelques propositions qui s’y rattachent
et que je crois nouvelles.

Dans un dernier paragraphe (n™ 79 a 83), j’ai essayé d’élucider certaines ques-
tions relatives & ce que M. Boutroux appelle les langues d’une fonction entiére. J'ai
montré sur quelques exemples la complexité de la question: on pourra rapprocher
les résultats de ce paragraphe de ceux du numéro 18, et I’on verra que, méme si I'on
connait les langues d'une fonction f(z), on ne sait encore que peu de choses sur les
zéros de f(z) + a. Au point de vue de la distribution des zéros, une valeur «, excep-
tionnelle au point de vue du numéro 18, est aussi remarquable qu’une valeur a don-
nant un point critique transcendant de la fonction inverse.

(') LiNpELdF, Mémoire sur les fonctions entiéres, loc. cit.; Leac, Mémoire sur les fonclions
entiéres orientées... (Annales de I’Ecole Normale, 19o6).
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Une partie des résultats exposés dans ce travail a fait I'objet de deux notes aux
Comptes rendus (1** semestre 1913); je dois signaler que la premiére, relative aux
fonctions d’ordre nul, renferme une petite erreur que les lecteurs du paragraphe III
(1 partie) rectifieront facilement; dans une note qui termine la deuxiéme, j'avais
indiqué que le théoréme de M. Jensen ne pouvait donner le résultat. de M. von Man-
goldt; j’ai reconnu depuis que je m’étais trompé.

Je ne veux pas terminer cette Introduction sans exprimer ma bien vive recon-
naissance a M. Borel, qui m’a engagé & poursuivre mes premiers travaux et auprés
duquel j’ai toujours trouvé le plus bienveillant accueil; qu’il me soit permis aussi
de remercier M. Picard pour I'intérét qu’il a bien voulu témoigner & mes recherches.




PREMIERE PARTIE.

Fonctions e¢ntiéres d'ordre nul.

I. — Carcuvr approcHE DE log M(r).

[4] JYindiquerai d’abord quelques notations que jemploierai constamment dans
ce travail : f{z) étant une fonction entiére de la variable z=re's, jappellerai M(r)
le maximum du module de f(2) pour |z]=r; ¢, désignera le coefficient de z" dans
le développement de Mac-Laurin de f(2) et je poserai :

Icn] — e 9n—e N,

Pour simplifier les formules, je supposerai |¢,|=1. Si f(2) a des zéros, je dési-
gnerai par aq,=¢ler, le n¥® de ces zéros supposés rangés par ordre de modules
non décroissants, un zéro multiple d’ordre p étant complté p fois.

Enfin en supposant que la variable réelle « croisse indéfiniment par valeurs posi-
tives, j'appellerai :(x) ou simplement ¢ toute quantité positive, définie pour x>, .
et qui tend vers zéro; r(x) ou v toute quantité réelle ou complexe qui tend vers
7éro; el h(x) ou h toute quantité positive qui reste finie (comprise entre deux noni-
bres positifs), ou bornée.

[2] Ceci posé, nous chercherons d’abord & déduire de la valeur des nombres ¢,
une valeur approchée de log M(r). On sait que I'on a, quels que soient r et n,
M(r) > |c,2"|. c’est-d-dire

log M(r)>>nlogr—g,.

une limite inférieure de log M(r) est donc donnée par le maximum du second
membre, nous désignerons ce maximum par u(r), c’est le logarithme du module dun
lerme (ou des termes) c,z" qui a le plus grand module. terme que nous appellerons
pour abréger ferme maximum. Pour obtenir u(r), on peut marquer dans un plan xoy

les points A, (n,g,) et mener par l'origine la droite D, de coefficient angulaire log r.
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La valeur de n donnant le maximum correspond au point (ou aux points) A, qui a
relativement & D, la plus petite ordonnée. La paralléle & D, menée par ce point laisse
tous les autres points A, sur elle ou au-dessus. On définit donc en faisant croitre r
le polygone de Newton, considéré par M. Hadamard (!), ayant pour sommets cer-
tains points A, et laissant les autres au-dessus de ses cOtés ou sur eux. Soit II ce
polygone, nous désignerons par G, I'ordonnée du point de II qui a pour abcisse
I'entier n, et nous poserons

Gpaq—G
Pl "— QR

n+1?

R, croit, ou tout au moins ne décroit pas, lorsque n croit, et croit indéfiniment
avec n, nous l'appellerons le rapport rectifié de |c,_,| a |c,|. On a

n
pw(r)y=nlogr— 2 log R;.

1

pour
SRn é r é sj)lu—H *

Désignons par ‘1l.(x) le nombre des rapports rectifiés qui sont inférieurs ou égaux
a x, Tb(x) est encore le rang du terme maximum (ou le rang de celui de ces lermes
dont le rang est le plus élevé); nous aurons

To(r) log r — log Ry, ] = f _Nf")dx,

R
llog .., —log ) =/ ‘P‘+ L2
d'ot
® s = [ .

Pour obtenir une limite supérieure de log M(r), nous écrirons

m n m—'Tl, r)

— G Gy—G, ’
eg m e“m e m ]1’ (”

() Habavaro, Etade sur les propriétés des fonclions entiéres... (Journal de Mathématiques,
t. IX, 4e série, 1893, p. 174); voir également la méthode exposée par M. Hadamard dans le
Bulletin de la Société mathématique, 1896, p. 186, qui donne 'approximation de la formule (4)
que nous obtiendrons plus loin.
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d’ou
. r \ m—n' ,
Y 1 v ) .
|C"l|r < eﬂ‘(r) <§_R I) ’ n g ].‘:’(’),
n

et par suite :

M(r) << extr) [n' +— . ] Ry >r.
L

Nous prenons

n'=%|:r+ ﬁ:l +1,

iR,L'>7‘l:I+W(’)

alors

et, par conséquent,

. r
)'I(r) < g 2(“0 l:l' + %—;Z;’—)‘:l + 1
Nous aurons donc Uégalité

o<l n<r.

() 10 M) = p(r) + 3 Jlog o (7 + ) + log [2 + <),
En particulier, lorsque 1'on a

3 M 3 >,

3) W (r+ ) <B). k>

I'égalité (2) est remplacée par 'égalité

) log M(r) = p(r) 4 2 {log 96(r) + k], o<l h< 1.
Nous allons montrer que I'inégalité (3) a lieu en général. Posons

log r =X, Te(r) = N(X),
I'inégalité (3) sera vérifiée si I'on a :

(3" <\ + 5 (\)> < kN(X).

L’étude de cette inégalité se fait par la méthode employée par M. Borel pour des
inégalités analogues (1) : partons de X=X, et faisons croitre X; si pour X=X,

(*) Voir le Mémoire de M. Borer, Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta Mathematica,
t. XX, 1896, p. 375), et le livre de M. Brumestuaw, Suar les fonctions entiéres d'ordre infini.

Fac. de T., 3¢ S., V. 17
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(on peut avoir X, =\X)). l'inégalité (3') ne se trouve pas vérifiée, nous exclurons le
1 . . .,
ﬁ: puis nous partirons de X, et recommencerons la
N, —O
1

segment X, X/ =X +

méme opération. (Les discontinuités de N(X) n’introduisent pas de complications en
ayant soin de prendre toujours dans (3) et (3') la valeur a droite dans le premier,
membre, a gauche dans le second.) La longueur du "¢ segment marqué est infé-
rieure a
1
el l'on a :
N > EN(X,).
o

Comme la série Es‘. converge et a pour somme , on voit que le

F—ON(Y)

1

nombre des segments exclus entre X, et X>X + est fini, et que la

I
(k—1)N(X,)

k
F— DN’
segmenls (au sens strict), Uinégalité (3') a lieu. D’ou le résultat :

longueur totale de ces segments est inférieure a A l'extérieur de ces

L’inégalité (2) peut étre remplacée par Uinégalité (4), sauf peut-étre pour des valeurs
de r comprises dans une infinité dénombrable d’intervalles, & Uintérieur desquels lu

- o h
variation totale de logr est, pour r>r, égale ¢ ———

To(r)

C’est 14 le résultat que donnerait la méthode géométrique de M. Hadamard.

[3] Pour les fonctions d’ordre nul, on a

lim G = oo,
n=co N 10g n
.. logn .
donc a fortiori —> tend vers zéro, et, par suite,
log R,

log
lim OLﬁ—(—,‘):o

r—c logr ’

I'¢égalité (2) donne donc :
log M(r) = w(r) 4 <(r) log r.
De méme pour les fonctions d’ordre fini,

_ log Yu(r
lim g 1Hr) ) =, k fini,
r=w logr
donc :

log M(r) = u(r) + h(r) log r.
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. , I .
Or, on sait que le rapport de logr a log M(r) tend vers zéro avec 5+ ce qui est
d’ailleurs visible sur I'expression de u(r), donc :

Pour les fonctions d’ordre fini ou d'ordre nul, log M(r) est asymptoliquement égal
au logarithme du module du terme maximum, en ce sens que 'on a

®) log M(r) = [1 + e(r)]w(r),

ce que nous écrirons aussi
Y
log M(r) ~ w(r).

Pour les fonclions d’ordre infini on ne peut espérer obtenir un résullat aussi
simple, car il est évident que I'on peut former des fonctions pour lesquelles, pour
une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de r, le quotient de p(r) par log M(r)
soit inférieure & un. Mais nous allons montrer que I'égalité (5) est encore vraie en
général. Nous poserons encore

log r =X, T(r) = NX),

et nous chercherons par exemple les valeurs de X pour lesquelles on a

() = [X N(x)de > E log I:\ <\ + ﬁ)]

pour de telles valeurs (5) a lieu et méme on a :

h{r)
V()

2

»

g(r)y=

Nous avons évidemment
I 1

X
LN (o) e <

de sorte que l'inégalité précédente sera vérifiée a partir d’une certaine valeur de X, si
Tona:

V(X — > x4+ ) [
NG R RICER v B

Considérons alors I'inégalité
1

e 2 SR
ot N X+ —— 1> [NX *,
@ (X + ) > D)
(dans laquelle on remplace, s’il y a lieu, N(X) par N(X —o0), et de méme \(\1—\(;\)>
par N(X + \T?:—oT + o)). Faisant croitre X depuis X, =X, — V‘I;F, nous nous
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arrétons au premier point X, pour lequel () a lieu, et nous excluons le segment X,
: : 2 . - R Lo
\, =\, + N puis nous partons de X, pour recommencer la méme opération.
N z
- B |

Entre X et X le nombre des intervalles exclus est fini, inférieur a

log, N(X) — log,N(X,)

el leur longueur inférieure a

2 + (X))

(Nx)"
Certains de ces intervalles peuvent se réunir pour en former un seul, si X', ne
coincide pas avec X, _,, nous exclurons encore le segment

I
X', N ——.
1 12 + N(kf')u
La longueur totale des intervalles, en nombre fini, exclus entre X, et X sera au
plus ¢gale a
3+ (X))
(N(X))*

si X est extérieur a ces inlervalles, le point X — sera extérieur aux premiers

I
N(X)*
intervalles exclus, on aura donc

Ny s [N (xe 2 VT x=x =t
(e i)™ x=

el a fortiort

N5 = [ )]

d’ou le résultat :

Pour les fonctions d’ordre infini, U'égalité (5) a lieu, sauf peut-étre dans une infinilé

dénombrable d’intervalles & Uintérieur desquels la variation lotale de log r pour r=r,

eslt h(r,) <
Sl ———, 2 .
[To(r,)]*

(4] Nous allons montrer que, inversement,

sauf peul-étre dans une infinité dénombrable d’intervalles dans lesquels la variation
lotale de log r est finie, on a Uégalité

d[log ¥
” i)~ 2]
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Nous poserons encore
log r=0X, T(r) = NX),
log M(r) = V()),

V/(X) est une fonction continue et croissante de X d’aprés une proposition de
M. Hadamard. L’égalité (2) nous donne :

X X
(2") f N(x)dx + » log N(X') :f Vix)de, X'=X+ —I—— o< h<l1+4:(X).
g b NK)

Les procédés employés au numéro 2 montrent que I'on peut former une suite de
nombres X, vérifiant les conditions :

. I 3 . .
‘\n—n - ‘Xn + : ’ N Xn + << N[(Xn)]!' 3 < ha <6+
V() VN,
Ecrivons 1'égalilé précédente pour X=X, et X=X, =X, + \/ . .et retran-
NX
chons, on aura
X'y X'y
[ N(x)dx + 27"log N(X,) =f Vi(x)dx, — 1 —e<N<l1+4zs;
‘Il XII-
. ce qui montre que, une fois au moins entre X, et X',. on a

€ N@) + 20 VN, log [NX)] =Vi(@), —1—e<V <1+,
ou tout au moins que V'(x) est compris entre les deux nombres
N@—o0) — (2 + ) VNX) log [NX,)], N+ 0) + (2 + 2 VN(X,) log [N(X,)].

- r . Fya . r -~ ‘ " " Y I
Dans cedernier cas, en écrivant1'égalité (a") pour X=X/, et X=X" =X/, + ——

p———

VX,

on constatera que dans cet intervalle on a une fois au moins I'égalité (7): de sorte
que, dans tous les cas, on a

(7) N(@) + 20" VN@) log [N@)] = Vi), <1+

une fois au moins entre X, et X, ... cest-d-dire pour une suite de valeurs x,, x,, .

P

x,, ...; telles que

12 4+ ¢
X, <xr, +—.

VNG,
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Ceci étant, prenons parmi les nombres @, une suite de nombres a»,, tels que la
1
série Zq [N(xn,)] * converge, et excluons entre xn, et Zn,., les intervalles x,, a,

pour lesquels

: . I
VaJ>A@JQ+ Q,
N(xny)*
on voit que la longueur totale des intervalles exclus sera de 'ordre de la somme de
la série

1
g —,

[N (@n,)]*
donc finie. Dans les intervalles restants on a, les fonctions V'(x) et N(x) étant crois-
santes,
Vi) < V(@) < Viz,,).
N(z,) = N(#) < N(®,.,),
Nz S N [+ —— | =Ny [n -+ el
[N (20n,)
donc, d’aprés 1'égalité (7') qui se trouve vérifiée pour «; et a;_,,
N@) = [1 + ()] V(x),
ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.

11 est clair que dans certains cas il n’y aura pas d’intervalles exceptionnels, c’est
ce qui aura lieu par exemple si la fonction V'(i) satisfait a la condition de croissance :

'\“I r
lim @) _ ac’:ac—{-—l

e V@) V@ ST

On ne peut avoir ici de simplication pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre

nul, car si I'égalité (6) est vérifiée quel que soit r, on a

CAUR, + 0) — TR, — o)
l . n n —
s To(R, — o)

condition qui peut ne pas étre réalisée, quelque lente que soit la croissance de Vi(x).

(5] L'égalité (2) permet de résoudre en partie la question suivante (1) : & quelles
conditions une fonction 6(r) doit-elle satisfaire, pour qu’il existe au moins une fonc-
tion entiére dont le logarithme du module maximum lui soit asymptotiquement

égal?

() Cette question est posée par M. Boner duns ses Legons sar les fonctions enliéres, note 3
p. 120.
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Tout d’abord, d’aprés le théoréme de M. Hadamard rappelé ci-dessus, il est néces=-
saire que I'on ait

8) . 6(r)~'[r%dx,

»(x) étant une fonction continue et croissante non bornée. Cette condition est sufli-
sante pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre nul, car on aura

T 28°00 0k i

r=w logr

donc aussi

lim M:l{
2= lOgax

et, par suite, en prenant
To(a) = E(U(@)). H(@) ~ 4(@);

ot E(X) désigne la partie entiére de X, on aura pour les fonctions correspondantes :
T (n(r) /). 0(13)
1 1(r) ~ —Ldr ~ Az ~ 0O(ry.
og M(r) [ e~ [ T~ o)

Pour l'ordre infini, la condition (8) apparait encore comme suffisante lorsque la
fonclion ¢(r) satisfait & la condition

glog q,(a:'))gi

2
lim —M—— —o, 90’:00[1—'{———- ,
z=c  ¢(X) $(x)

ou & des conditions analogues.

[6] L'égalité (2) et le théoréme de M. Jensen nous donneront une relation entre
les nombres r, et G,. Je rappellerai d’abord I'énoncé bien connu du théoréme de
M. Jensen pour le cas particulier des fonctions entiéres : on a l'égalité

@ nlogr—log(rr,...r) =2 [ log|firen)|dp —log SO,

LTS

n-+4

c'est 1a ce que jappellerai l'égalité de M. Jensen, le premier membre peut se meltre
sous forme d’intégrale, par un procéd¢ analogue a celui employé dans le calcul

de u(r). si n(x) désigne le nombre des zéros dont le module est inférieur ou égal & x,
ona:

r n(x
(10) n log r——log(rirs‘..rn)z'/()‘ -—)d.l‘;
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I'égalité que I'on obtient alors dans (9) est celle que I'on trouverait directement par
I'intégration d’une égalité de Cauchy (). La formule ainsi obtenue nous servira

constamment dans la suite. D’aulre part, I'égalité (9) donne (pour [f(0)|=1)
Iinégalité
,_n
— <)
(n) ror,.. rn< 1

valable quels que soient r et n, nous I'appellerons inégalité de M. Jensen.
Cela rappelé, 1'égalité (2) et I'inégalité (11) nous donnent

w7

" r ,
r.r,... r'u< [2 (n)<l‘ + Lni)(r)> + I] o n=90u(r),

d’ou, en faisant r=aR,, :

ec‘u ,{R
e N~ < ¢ n
"’2""”>2n,+1’ n‘—]1n<.Ru TR

D’aprés les remarques faites au numéro 2, n, est en général égal & hn, de sorte
que la formule précédente, obtenue trés simplement, rendra sensiblement les mémes
services que la formule déduite de I'égalité (32) du grand Mémoire de M. Hadamard.

[7] On peut, en faisant certaines hypothéses simples sur la croissance des rap-
ports rectifiés (R, oblenir quelques résultats intéressants. M. Hadamard (?) a observé

que si 'on a pour une valeur de n
R,
== >k E>1;

“in

on aura pour r==krQR, :

fo=c|1+a0s ] REI<

done, si k* > g, la fonction a n zéros dans le cercle de rayon kQ,.
Par suite, pour les fonctions vérifiant 'une des conditions équivalentes,

gy BB <]

, h>logyg,

RCI
3

e

il exisle une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croissants, qui renferment un

nombre de zéros égal au rang du lerme maximum.

(*) 1l suffira de modifier convenablement la fin de la démonstration exposée dans les Legons
sur les fonctions méromorphes de M. Borer, p. 106.

(2) Comptes rendus, 19o2, 2¢ semestre, p. 1309. M. Hadamard tire de la propriété considérée
une régle d’exclusion du cas d’exception de M. Picard pour les fonctions d’ordre infini.
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Si nous supposons que, a partir d’'un certain rang, les coeflicients ¢, sont diffé-

rents de zéro, et que 'on ait, a partir de ce rang,

c; |
;—"——[gkﬂ, k>1;

n—i CN—H

cll—i

C

n

on a, pour r=hrkR,=k
JO=c T+ HR )], Hly=2a Yk, [a@)] <1t
i
donc si H(k) <1, C'est-a-dire k> 2,1913 ..., les zéros de f(z) sont séparés par les
cercles de rayon kR, et T'on a :

log M(r) = -/O‘r Eﬂ?—) dx + h(r), [n(x) — To(x)| < 1.

Enfin, si l'une des suites de termes généraux

CVI clt+5
CZ

1

a pour limite zéro, on a la relation :

(_ Iyl co

lim ————

n=—oco (1‘ a% e an C”

=1, COZ{:O.

Tout d’abord, si la deuxiéme suite a pour limite zéro, on a

C,—
an:—’cl_‘(l +€n)’

n

donc la premiére suite a pour limite zéro. Dés lors, pour r=r, \/"wa on aura
r
n

(AL
Py,

2

M) =1 + ()]

d’ou, quel que soit m,

(1 + &) el
[l <m»
et, d’autre part,
. Pled N o N e o
IC"{)' >[1+S<7‘)]ﬁ— — lcnz’ '_ Z Icm' I’
1 2 n 0 n+i

ce qui donnera

I—g,)|c
Ic"l>( - u),‘ 0‘ s
ror, . r,

ct conduira au résultat annoncé.
Fac. de T., 3= S., V. 8
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Incidemment, on voit que, si les coefficients ¢, sont réels et que

2
cll

cﬂ—l c)l* 1

l>4.800..., pour n>ng,

le nombre des zéros imaginaires est limité. Les deux derniers cas considérés mettent
aussi en évidence des relations remarquables entre les nombres R, et r, d’'une part,
entre les fonctions n(x) et 11(x) d’autre part. 11 est difficile de voir ce que devient la
premiére relation dans des cas plus généraux; pour la deuxiéme, le théoréme de
M. Jensen montre que, pour que l'on ait

lim .-,l(i)— =1,
xr=o0 LL(I’)
il est nécessaire que 'on ait
r
(12) logNI(r)~f Zl(—w)dac;
o

cette condition ne peut étre réalisée, d’'une fagon un peu générale, que pour des
fonctions d’ordre nul, et n’est d’ailleurs pas suffisante, comme on le verra facile-
ment plus loin.

[8] Nous chercherons maintenant, en supposant que la fonction est d’ordre nul,
une relation entre les fonctions M(r) et n(r). Le théoréme de M. Jensen nous donne
déja :

log M(r) >/r Egci)dJc.
0

D’autre part, en supposant toujours | f{0o)| = 1, nous avons :

* Rl
r A - T —-
MO T (4 )< @t T a=n.
1 i 172"
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De méme,
n
AN "
o h=nr— / n(x)dx,
1
d’ot

X

log.\I(r)</ 25 gx 4+ r mﬂ?dx~%f"n(w)dx,
0 x r. 7 0

et, par suite,

(13)  log M(r) = [ ") gy f D e, o<ir) < 1.

x x*

Nous désignerons par p,(r) le premier des deux termes du second membre de
I'égalité (13), la fonction p,(r) est toute semblable a la fonction p(r) considérée pré-
cédemment. Nous allons chercher une limite supérieure du deuxiéme terme de
Tégalité (13).

Marquons dans le systéme de coordonnées ox, oy les points A, de coordon-
nées x,—=1logr, y,=—logn, et tracons les segments o\, et les paralltles a ox

; . ) . . logn
menées par les points A, & droite de ces points (sens de x> o0). Comme logbr :%—

n n

tend vers zéro avec —, il existe une ligne polygonale limitant les points du plan,
n

d’abcisse positive, qui sont situés au-dessus de toutes les demi-droites et de tous les
segments menés par les points A,. Cette ligne a pour sommets une infinité de
points A, et elle est formée de portions de segments oA, et de segments paralléles
a ox. Si y=7Y(x) est I'équation de cette ligne, on a

(14) n(x) < e¥loga),

I'égalité ayant lieu dans une infinité d’intervalles ayant pour origines une infinité de

points r,, jappellerai les valeurs correspondantes de n indices principaux, et la
; Y(log x . . , -
fonction ¢(x) :% exposant simple de la suite des zéros (). 1l est évident que
ogx

les fonctions les plus simples sont celles pour lesquelles tous les nombres n sont
indices principaux (n > n,), les fonctions correspondantes sont celles que M. Little-
wood appelle functions of standart lype.

Soit N; le "¢ indice principal. Au point Ay, associons un point B, de ox, d’abs-
cisse positive, et tel que la droite B, Ax, ait un coefficient angulaire inférieur ou égal

4 1 —a, x>>0. Marquons les demi-droites Dy, paralléles & ox et de méme sens,

avant pour origine les points Ax; et les segments Ax B,. Certains points A, peu-

(1) Cest cette fonction 3(x) que j'appelais exrposant minimum dans mon Mémoire des Mathe-
maltische Annalen, t. LXX, p. 474.
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vent alors se trouver au-dessus de ces segments et demi-droites. Soit A,s I'un d’eux,
avec xy < In < Ty, ; DOUS Marquons la demi-drcite Dy passant par A, paralléle
i ox et de méme sens, et la parallele, menée par A/, au segment B, Ay,., Jusquau
point ou elle coupe ox. La ligne polygonale limitant la portion du plan (2 >>o0) dont
les points sont au-dessus de tous ces segments ct demi-droites, aura pour sommets
convexes vers le haut les points Ax; et certains A,r. La fonction Z(x) définie par cetle
ligne sera inférieure ou égale & Y(x) pour toute valeur de x, et 'on aura encore

(14" n(x) < et (log ),

I'égalité ayant lieu pour une infinité d’intervalles correspondant a des valeurs de n
que j’appellerai encore indices principaux. La fonction

sera un exposant recliligne, I'exposant simple est le plus grand d’entre eux.

D’une facon générale, soit Z(x) une fonction croissante, dérivable sauf peut-étre
aux points x, et en des points intermédiaires en nombre fini, ou elle a une dérivée
4 gauche et & droite; nous supposons que la courbe y=Z(x) passe par une infinité
de points A, et laisse les autres au-dessous, et que l'on a :

Z(x+o)<1—au, “>>o0.

Z (log x)
log z
est clair qu’il existe toujours un exposant rectiligne inférieur ou égal pour toute

Dans ces conditions, on dira que la fonction g(x) = est un exposant. 11

valeur de x 4 un exposant donné, de sorte que tout exposant vérifie I'inégalité (14").
En particulier, il existe des exposants non croissants; pour ces exposants, Z'(x) tend

’ I ’ . * ’
vers zéro avec —, I'exposant simple est le plus petit d’entre eux.
x

[9] Ceci posé, pour un exposant non croissant ¢(x), nous avons

n(@) < o <o, 2l >,

o d. o p(r)—I
/ ll(()&') _J:< f e =2dr = ’—?‘— ,
r X r I — :’,(")

ct, par suite, 'égalité (13) donne :

d’ot

(15) log M(r) = u,(r) + h(ryr:m, o< h(ry<<r1 +<(r).
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Prenons maintenant un exposant rectiligne, on a, si x est supérieur & r compris
entre "N, et rN,;,’

Z (log x) << Z (log r) + (log x — log r) X (1 — x,_),

1

1 — ., étant le coefficient angulaire du segment Ax, B, ,: par suite,

i+

0 dx °° dx 1
f n(ac) — < f el (log ) — < el (log r)
r X r x ri.

SN

On aura donc, si g(x) est un exposant rectiligne correspondant @ un nombre z,
légalité

~e(7)
(15') log M(r) = p,(r) + h(r) IT o< h(M < 1.

Cette égalité est encore valable pour un exposant quelconque dont la dérivée 2’
reste inférieure & 1 — .
ot , n .
Quelle est la valeur de ces égalités? Supposons d’abord que Tog 1. reste fini, on
n
aura dés lors, pour un exposant rectiligne quelconque x¢@ <k log x, k& étant fini, ce
qui donne I'égalité

(12) log M(r) ~ p,(r).

log M(r)
(log r)y*

est borné, I'application de I'inégalité de M. Jensen qui donne

Cette égalité (12) montre d’ailleurs que reste fini, et réciproquement

. log M(r)
SI ————~
(log r)?

log M(r)

Bt~ Bt T
logr—logr,

r>r,

n . , . .
montre que Toa reste fini; on a donc le résultat suivant : pour foules les fonctions
ogr

n

pour lesquelles l'une des conditions équivalentes

. —-— n — log M(r)
6 1 g o= S == } /;
(t6) - log r, B, ,12:, (logr)* '

(h et B’ finis) est réalisée, on a :

(12) log M(r) ~fr ) g
0 T



138 G. VALIRON.

Les conditions (16) sont caractéristiques en ce sens que, lorsqu’elles ne sont pas
vérifiées, I'égalité (12) ne peut avoir lieu que sous certaines conditions de régularité.

En effet, supposons les zéros alignés (3,=0). on a

T r
M(r) >—— il <1 + ’—>

2 n i

n+1

imaginons que, pour une infinité de valeurs n' de n, ry41 soit un zéro d’ordre
Tt dx
n'41 aps
a/ o) =, a positif,
0 x

ON aura pour r'=7ony/4i:

log M(r) > (1 + log 2 X 2) fr n(ac)fig,
0

’ M n ’ r . . ’ .
I'égalité (12) n’a pas lieu. De plus, E_"— n’est pas borné, mais peut rester inférieur
n

a 4(r,), 9(x) étant une fonction croissant aussi lentement que I'on veut.

[40] Pour les fonctions croissant plus vite que celles satisfaisant & la condi-
tion (16), nous montrerons que, dans une infinité d’'intervalles aussi éloignés que lon

veut, on a :

(12) log M(r) = [1 + =()] f ,. %) dx

w 1 | 'y e n , I
Considérons cn effet un exposant dont la dérivée Z'(x) tend vers zéro avec —,
x

soit N, le #m¢ indice principal; on a

k.
'/0< N; n(x) dr > N<I'N1) log ke,

x
e B '
(I‘lef)‘(rﬁt '< n(ra )k,
3

<

¢’ étant la borne supérieure de Z'(x) pour x>rg; en prenant alors log k=

)
i

]

u. étant fini, on aura

SN Sy ger " n(x) .
108-“(')-[‘ +A(l)——_—p.(1+a’)i|,/04 Tdvc, ol Mr)<r,

*
r:rxie o,
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ce qui démontre notre proposition. 1l résulte encore de ce calcul que, lorsque Z'(x)
tend vers zéro, nous avons :

(r)
lim '.PP,T =o, (: ):M;
S xe de log =
0 x

. ) T goel(x) .
or, pour toute valeur de r, le quotient re : f ——dx est, ou bien décroissant, ou
0 x

bien inférieur a Z' (log r), on a donc

R B T ()
lim LI‘?(") : f —_— dx] =o0,
r—co 0 x

et, par suite, st ¢(xx) est un exposant don! la dérivée Z'(x) tend vers zéro, on a

r (x) log »
(v7) log M(r) <[1 + ()] /; x; der=1[1 + ()] f ¢ e} dx,
0

inégalité qui se change en égalité (avec =(r) au lieu de <(r)) lorsque, pour n>>n,,
on a:

n> (1 —z¢,)elllogry,

On voit également que, s’il existe un exposant pour lequel Z'(x) tend vers zéro,
et tel que pour n>>n,, I'expression

log Z (log rr,) —logn
reste bornée, on a 1'égalité (12).
[14] Nous allons montrer qu’il exisle une infinité de valeurs de r donnant & n(x)
des valeurs croissantes el pour lesquelles
n(r)= (1 + «(rM)Te(r) .

En effet, soit ¢(x) un exposant dont la dérivée Z' tend vers zéro, l'inégalité (17)
donne d’abord

fr %;w) dx <log M(r)<[1 + &(r)] log r . r:(),
0

d’ou l'on tire facilement

To() < (@)

la comparaison des égalités (2) et (15) donne alors :

r ‘T() - r r) . \
S M o [T h i, 0] <.

o' u x
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Soit N, le i indice principal, ¢'; 1aborne supérieure de Z'(x) pour > ry,, ';un
nombre tendant vers zéro et qui sera déterminé plus loin, dans l'intervalle

n(x) restera compris entre N, et N,e*"i. Soient alors trois nombres de cet intervalle

oAl T
r.r,,r,, tels que

. . . ’t et ‘o N N
ce qui exige que &",> 2\/5’,»: écrivons I'égalité précédente pour r, et r; et retran-

chons, il vient
S D =g ry —rog N L1 + OV ) < )

d’ou
To(r] — 0) >N, (1 — h(i) V<3

!

on aura de méme, avec r, et r, :

To(r 4 0) < N,(x + k(i) V< e"):

donc, dans tout I'intervalle

1 o 1
Iy, Ve, Iy, “ie Wi,
on aura :
%(w) o
— 1| =h(x)\e e'i.
e (@) Ve,

La propriété énoncée est donc établie. On voit de plus que, dans le numéro pré-
’

€ I3 .
en supposant que —,,—‘— tende vers zéro, ce qul est
<

i

réalisable en prenant ¢, =nh \/s'i, h>1; il existe donc une infinité de valeurs de r

A . . —
cédent, on peut prendre p=¢"

pour lesquelles n(r) croit, et donnant simultanément les égalités
log M(r) ~ f 2—(9%) dx, n(r) ~ u(r).
0

En particulier, si n(r) ~ eZ(ogx), ces égalités ont lieu quel que soit 7.
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II. — Etupe pE | f(2)| DANS CERTAINES REGIONS.

[12] Nous allons définir, en excluant le voisinage des zéros, un domaine D; dans
lequel nous calculerons une valeur approchée de log | f(z)]. f(z) étant d’ordre nul.

- r . e ’ I
Nous désignerons par 8(x) un nombre positif tendant vers zéro avec — et dont la
&

valeur sera précisée plus loin, c’est au moyen de ce nombre que nous définirons Dj.
Nous allons déterminer la portion du domaine D; comprise entre les cercles de
rayons R et R[1 4+ 8(R)]: posons

R,=R[r —8R)],  R,=R[1 + 28(R)],

et soit nx le nombre des zéros compris entre les cercles de rayons R, et R,. Si ny=o,
nous conservons toute la couronne. Supposons np ==o0, nous tracerons les cercles
ayant pour rayons

i . ng .
Ri+[R2—R’]E|:_—7LR—_’ =1, 2, ..., E<IB(R)> 13
BRI

et nous marquons certaines des couronnes formées de la facon suivante (procédé de

M. Boutroux)(!) : si une couronne contient ¢ zéros, elle est marquée ainsi que les ¢
précédentes et les ¢ suivantes; si ces 2¢ + 1 couronnes contiennent ¢ + ¢, zéros, nous
marquons encore les ¢, couronnes précédentes et suivantes, ctc. Le nombre des cou-

ronnes marquées est au plus 3ny, il y a donc au moins I:% E (TE‘)) — 3] ng cou-
ronnes qui ne sont pas marqués entre R et R{t 4+ §(R)].
D’autre part, sur le cercle de rayon R (R est supposé trés grand), nous placons

les sommets d’'un polygone régulier tel que chaque c6té soit le plus proche possible
8 9 1 I

1

de (R,—R)———, el nous tracons les rayons passant par les sommets et com-
2 N
E

s(R)
pris entre les cercles R, et R, nous formons des trapézes curvilignes que j'appellerai
simplenent trapézes. Nous marquons certains de ces trapézes par le procédé employé
pour les couronnes, il restera au moins

ol G SIS
[E <3rﬂ<ﬁ)> E (\rxh)/ 5] &

trapézes non marqués.

(') P. Bovtroux, Thése, p. 103.

Fac. de T., 3¢ S, V.
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Ceci fait, nous excluons les parties de la couronne R, R[1 + £(R)] qui sont & la
fois dans un trapéze et une couronne marqués. Le domaine restant est d'un seul
tenant et comprend des couronnes, le rapport de son aire a I'aire totale est

9 s
r— L@,

h étant inférieur & 1 4. De plus, si I'on pose R'=R[1 + B(R)] et qu’on effectue
les mémes opérations dans la couronne R', R'[1r + B(R’)], on obtient un nouveau
domaine d’un seul tenant formant avec le précédent un domaine d’un seul tenant.
Donc, en effectuant ces opérations a partir d'un nombre R, de proche en proche, et

1 . Y
en supposant par exemple §(x)>>—, nous obtiendrons un domaine d’un seul tenant
x

s’étendant jusqu'a l'infini, les régions exclues comprennent ou non des zéros, leurs
dimensions sont A(r)r[8(r)]*, r étant le module de I'un de leurs points. J'appellcrai
D's ce domaine, et D; le domaine obtenu en adjoignant & D's celles des régions
exclues qui ne contiennent pas de zéros.

[43] Supposons d’abord que z soit dans D'; ou sur son contour, et que, par
exemple,
R<r<R[1 + 8(R)].

R étant I'un des nombres qui servent & la construction de D's. Soient encore R, et R,
les nombres adjoints & R et

T é Rs _S_. Py s T < Rn é r

nous avons (|f(0)]=1):

m

@) >ﬁ (=) Il () 10

m+1 m'+1

] — —

=P, xP,xP,.

i

On a

el comme

on obtient :
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De méme pour P,, en écrivant 8 pour 3(R),

145 .
——<x+2’$ t>m,

r r\—" >—hr—
i
On aura ainsi

log P, > —hr 2 —;-,

m—+1 t

soit alors ¢(x) un exposant pour lequel Z'(x) reste inférieur & 1—a, on a

(o) [oe)
I R et n(r)
2 r, < 2‘ r, < ar r’

mH a4t

et, par conséquent,

2

log P,>—+h ——~n(r)] h<§—(-k_{—)+3'
Enfin, en posant n(r)=n, il vient
II |z —q

m! 41 i
r.n Rnl—ﬂl (l + 2‘8)711—-"

e —m'

LR | =y | g

Py
m/++1 n4+1

v e
m—+1

si le point z se trouve dans une couronne non marquée, on a

3¢ . .
lz—aq >—T(ﬂ+1—‘l>~ Uy
R

si z est dans une couronne marquée, il se trouve dans un trapéze non marqué, en
ordonnant alors les zéros situés entre R, et R, suivant la distance du trapeze ou ils
se {rouvent au trapéze contenant z, on aura des inégalités analogues, mais ot le
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dénominateur sera multiplié par 1 4- = rapport de I'arc de mesure ¢5* & la corde qui
le soutend, < est donc égal & A(R)[3(R)]°. On aura donc

m 34 n [ 10g—+IL(R)]
LI 1 a|>[(1+>nR] [” E\—]>R“
m'41
d’ou
b= r— o [ﬁluga%) +hR) | .
T4 r,

Comme nous avons
R,\* ,
ng < m< re (-f—) < re [t 4 28(R)]=,

les inégalités obtenues pour P,, P,, P, nous donnent

2 + C(B)

log [f(9)| > p,(r) — s

donc, d’aprés I'égalité (15'), on a dans tout le domaine D’ :

(18" log |/(2)] = p,(r) + Mz)ren, s(R) =<z )<——

Pour obtenir une égalité analogue dans Dy, il suffit de remarquer que sur le con-
tour d’un trapéze appartenant & D, sans appartenir & D'y, on a I'égalité (18"), et que,
sur ce contour, u,(r) varie au plus de A(r).m.8(R) et ) de re®)h(r)8(R), on aura
donc, d’aprés les propriétés des fonctions harmoniques, Iégalité

(18) oz |/ =w) + @m0, =B @ <+ KR,

valable dans tout le domaine D;.

[14] Avant d’'indiquer les applications de 1'égalité (18), je signalerai quelques cas
ot le calcul se précise. La considération des exposants rectilignes fait apparaitre
comme particulicrement simple le cas ot I'on a, pour n>n

log(n 4+ 1) — logn

o =1—x. x> 0;
lUg ’ll—‘l _—log ’lt

ou, ce qui revient au méme,

nflogr,.,—logr,]>1+k, k>o.
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Nous prendrons la condition sous la premiére forme qui est plus commode et

nous supposerons 'inégalité vérifiée & partir de n=—1, ce qui est légitime & condi-

tion de multiplier, s’il y a lieu, la fonction entiére par une fraction rationnelle ten-
dant vers un lorsque z croit indéfiniment. Nous appellerons «, le plus grand nombre
qui est tel que la droite de coefficient angulaire 1 — «, menée par le point A, (défini

au n° 8), laisse les points A; d’indice i supérieur & n au-dessous ou sur elle, ceux
d’indice { inférieur &4 n au-dessous. On aura

- T e —q-—up _
2 F:f n(x) g+,dx <f pgt—— __P_:p(l a,) 1

1'1‘“1’ ri 4o —1r?’
p—{—l i p ? q P P

et de méme :

W (1—a)

.l q piir—a

Z r, <——q+x—a i
i

Par suite,

[ pu—
. - Y n ——a
[ — i — L, 2—u, I 8
. e e s n=n(r),

) n—l et g=o0 1 i=n‘—i
a. r - X — X orf
II [—— >|I([— il>e o=t \T" =t ;
z \ r
or, d’aprés ce qui précéde,

q._oo i=n—14 ©

N 1 =
]-(l >l :|<n(l n > m<?n([—ln)‘
i=

q:l
de sorte que l'on a :

n—I!

| a; \ ! e 1
‘ I I (I— *j) i::e/M"U"«n‘, —L</ll<

1

On trouvera de méme :

oo
1—a,.. 2
Z . n—-4 ~
H l 2 :ehgln-H) P , ____6_<h’<l;
n+2 :
d’ou l'on tirera :
z a
log | fi2)] = () + k(r 4 1) (1 — v,) = + log (' T > <‘—?"> '
IYI 4%
_E<k<[’ ,,,S7- ‘s/u.<.1'n«-a’ n:’l(l').
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On pourrait tirer de cette égalité diverses conséquences, nous chercherons seule-
ment & déterminer un domaine aussi vaste que possible ot | f(z)| croisse indéfiniment
avec r. Entourons chaque zéro a, d’un cercle C, de rayon r,~¥, K étant un nombre
positif fixe, ces cercles sont, & partir d’'un certain indice, extérieurs les uns aux

autres. A leur extérieur, on a :

z

I——|<2. n=n(r);

1—:= a,
mi<it]

a’l.-‘—l

donc

log |(2)] = [1 + &(r, @)](r) + k(n + =12

in

On a de plus l'inégalité

T dx>n 1
p)= [ 0@ S >n "

“

de sorte que, si I'on désigne par o la racine de I'équation

2
3

——=x*—x+1=0,

m[ Bl
Q.:I B

qui est comprise entre o et 1 (on a w=0,46...), pour toutes les fonctions dont les

zéros vérifient la condition

I
"oy — lOg T, > = w, <o, n>n,
1

n ;logl

il exisle un nombre R, tel que, duns le domaine extérieur aux cercles C, et au cercle

de rayon R, le rapport
log |/(2)]

p‘a (r)

resle compris entre deux nombres positifs fixes. Ce résultat s’applique méme & des
fonctions d’ordre fini dont ordre est inférieur & w. Il résulte de 1d que I'intégrale

[log |:1 ——j%:ldz

prise le long d’un contour I" extérieur aux cercles C, et un cercle || =R, est nulle.
Par suite, si lon désigne par a,(x) le n* zéro de la fonction f(z)— x, (a,(0)=a,),
on aura, quel que soil «c, pourvu que |x| <\ :

|a,(x) —a,| < ‘1”\ n>n,(A).

|anl
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Il résulte de 1a que les diverses déterminations de la fonction inverse z(x) de fz)
sont également continues et le sont uniformément pour |x|<ZA. On verra de
méme que le ni*me zéro de f(z) + g(z), ou g(z) est un polynéme ou méme une fonc-
tion entiére croissant assez lentement, se trouve pour n>>n/(g) dans le cercle C, .

<y c 1 . . 1 . . .y .

Enfin, si l'on considére la fonction fiz) + g (;) g(u) étant une fonction entiére, si
1 , .

l'on met cette fonction sous la forme f,(2)g, <?>, f, et g, étant des fonctions en-

tiéres, le n*m zéro de f,(z) sera encore & partir d’une certaine valeur de n & I'intérieur
du cercle C,. Réciproquement, si ce sont les zéros de f,(z) qui satisfont & la condition
indiquée ci-dessus, ceux de f(z) seront dans les cercles G, correspondants.

Par exemple, si 'on considére la fonction

9(2) = q" ", lgl <

on a, comme il est bien connu et d’ailleurs bien visible :

qqe(aq) = 3()— 1. Si(z):?(z)-*-;{,(%)—;,

Sa(z>: Z(]S,(qu), Sl(Z):A H (I _I_Zqzn+1) X H <I+ qz >;
n=>0 n=1

et, par suite, le ni*me zéro de 4(z) a pour valeur approchée, 4 partir d'une certaine
valeur de n :

r\n+1 . ;
- <5> =+ Qn]q](?n+i)l\‘ |(7n| <1, K >o.

[45] Voici d’autres conditions, moins restrictives au point de vue de la régula-
rilé et qui donnent un résultat sensiblement équivalent. Soit n,, le nombre des

-

. - 7 T ,
7éros compris entre les cercles de rayons 7 et k'r, on aura a I'extérieur d'un cercle

de rayon R, et & I'extérieur des cercles C, de rayons r,7* et centres a,, I'égalité :

) L)
log |f(2)] = p,(1) + A — + vn, log .

' k ko
~;7.1ogk—_—l+l_,TI <i<i, —K+i1+)<v<o().

(') 2(r) est un exposant, pour lequel Z'(r)<Ct — a; I'égalité s'obtient par un calcul
immédiat.
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Par suite, si I'on a simultanément,

5 k rer) nylogr 14+ h
li log —=o0; BT c h ’
,!1; |:1kk'— 1) t o8 k— I:I v, (1) © u,(r) —14+K = °

le quotient

log | f(2)]
V‘s (7’)

restera, dans le domaine considéré, entre deux limites positives fixes. Les cercles C,
peuvent se couper. mais les régions d’exclusion formées par I'ensemble de plusieurs
de ces cercles ont des dimensions de I'ordre de r,—K+¢; de sorte que : a chaque zéro a,
de f(2) correspond un zéro de f(z) 4 P(z), P(z) étant un polyndme quelconque, et la
distance de ces deux zéros tend vers zéro comme r,—X+e. Cette correspondance s’ob-
tient par continuité. En d’autres termes, si 'on fait varier continiment les p pre-
miers coeflicients d'une fonction f{z) satisfaisant aux conditions précédentes, de telle
fagon que ces coeflicients restent en module inférieurs & un nombre A, les zéros de
modules supérieurs & R (A) décrivent des contours qui restent & Llintérieur des
cercles C', de centres a, et rayons r,—X.. Si ces p coefficients sont des fonctions con-
tinues d’une variable «x, les déterminations z(x) de la fonction définie par f(z)=—o
sont des fonctions également continues de x.

[16] Revenons a I'égalité (18). Pour les fonctions satisfaisant a la condition (16),

on a en prenant par exemple pour g(a) I'exposant simple

) = ¢,(r) (1)

nous construirons le domaine D, en prenant {ﬁ(x):\/s‘(;c), et nous aurons dans

tout ce domaine Dy :
log [ /(&) = [1 + w(2)] (1)
On a, par suite, les résultats suivants :
1° Dans tout le domaine D, oti &(x) est convenablement choisi, on a :
log [/(2)] = [1 + ()] log M(r) = [1 4 ()], (r).

2° Le rapport des modules des n'™ zéros des fonclions f(z) et f(z) + P(z) ot P(2)
est un polynome, tend uniformément vers un lorsque n croil indéfiniment. tant que les
cefficients de P(z) restent en module inférieurs & un nombre A .

3° On peul établir enlre les zéros des deux fonctions précédentes une correspon-
dance biunivoque lelle que la distance de deux zéros correspondants soil inférieure
o (80r)) r,hr,), r, élant lun deu.
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Ces deux derniers résultats subsistent en prenant au lieu de P(z) une fonction
entiere pour laquelle la fonction n(x) ou 1i(x) soit a la fonction n(x) correspondant a
Jf(2) dans un rapport tendant vers zéro avec e En particulier, si I'on considére la

fonction inverse de f(z) définie par I'égalité
Jo) ==,
on voit qu’a un nombre = on peut faire correspondre ¢', tel que les conditions

[x] <<A, |z — x| <&

entrainent

|z,(2) — zj(x')i <s, [z()] =1,

|2,() — z,(a")| <efz(x)], |2(@)]| > 1,
z,(x") étant I'une quelconque des déterminations de z(X) obtenues & partir de z,(x)
lorsque X varie contintiment de x a «' en vérifiant la condition |X—ux|<¢'

Jexprimerai ce fait en disant que les déterminations z, ont la méme continui.é relative,
cette méme continuité relative a lieu uniformément pour |x|<<A.

[47] Pour une fonction ne vérifiant pas la condition (16), il pourra encore arriver
dans des cas trés généraux que L'on ait

re(r)

(19) ll_—_r?o v, ()

c’est ce qui a lieu si l'on a:
n = h,e?logm, h,>k>o0, lim Z'(x)=o.
X==00
Dans ces conditions, tous les résultats du numéro 16 sont encore valables. La
condition (1g) est une condition de régularité qui peut n’étre pas vérifiée dés que la
condition (16) ne l'est pas. Dans I’hypothése ou la condition (19) n’est pas vérifiée,
I'égalité (18) nous donnera un théoréme de M. Littlewood. Prenons pour g(x) un

exposant dont la dérivée Z'(x) tend vers zéro et en nous reportant aux notations des
numéros 10, 11, posons

_, o
Lry=\/—= \/“;‘, r‘Ni§x<r

w
v

o
Nity

p étant un nombre positif fixe, alors dans toute la partie du domaine D, comprise
entre les cercles de rayons

—\—1 [
r(\e iy
e \n) et "vL’"l‘,
N

’s,

I'égalité (18) donnera

log | /()] = [1 + ()] p,(r) = [1 + ()] log M(r).

Fac. de T., 3+ S., V., 20
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Ainsi, pour les fonctions ne satisfaisant pas a la condition (19), il existe au moins
une infinité de couronnes dont les rayons moyens croissent indéfiniment et dans les-
quelles on a l'égalité

log [f(2)] = [1 4 7(2)] log M(r) ().

Nous verrons plus loin comment on peut donner a cette proposition une forme
. r " . s s . 1
analogue A celle du théoréme de M. Wiman pour les fonctions d’ordre inférieur a —.
2

Actuellement, nous indiquerons une forme plus précise du théoréme pour les fonc-
tions vérifiant la condition (16). Tout d’abord, si la fonction satisfail & 'une des con-
ditions équivalentes :

log

CII

. log M(r . . n
lim —°——£T):o, lim — ' — o, lim =0
r=c0 (lOg l') n=oo n n=co ].Og r,

on aura, pour une infinité de valeurs de n,

‘(RN—H > kg{

n?

quelque grand que soit le nombre %; par suite, d’aprés la proposition de M..Hada-
mard signalée au numéro 7, on aura sur une infinité de cercles de rayons indéfiniment
croissanis :

log [/(2)] = w.(r) + 4 (2) =1og M(r) +4(2) = p,(r) + 7(2),

la derniére partie de ces égalités ayant lieu-d’apres le théoréme de M. Jensen (?). La
condition imposée a la fonction est caractéristique au méme point de vue que la con-
dition (16). Nous montrerons maintenant que, si le nombre

”n

lim log M(r) ou ﬂ s ou lim

r= (logr)*’ n=eo  p* n=co lOg I,

esl fini, on aura sur une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants :
log | f(2)] = log M(r) + h(z) = p.(r) + h,(2),

h(z) et h(z) restant finis.

(') J.-E. LitrLewoon, On the asymptotic approximation to integral functions of zero
order (Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, vol. 5, p. 361 et suivantes).

(?) Cette forme plus précise du théoréme de M. Littlewood est démontrée directement, mais
sous des conditions plus restrictives, par M. Marrson, Ren:diconti di Palermo, t. XXXIII, 1912,
et par moi, Nouvelles Annales de Mathématiques, 1913.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D ORDRE NUL ET D ORDRE FINI. 11

1l suffit de démontrer la premiére partie de I'égalité en supposant les zéros alignés,

par exemple pour z,=—=; et tout revient & montrer que, pour une infinité de

n

valeurs illimitées de r, on a :
I
f(—")>f(")m-
Nous allons montrer, en appliquant le théoréme général de MM. Lindelof et
Phragmen (1), que 1’égalité contraire
S(=nr) < kfr), r>r,,
conduit, en prenant k assez petit, & une conclusion absurde.

Soit

o
~
f(:): L ann’

0

lo !
lim gc

n

les ¢, sont positifs ou nuls et I'on a :

— =h,, h, étant positif et fini, on

verra plus loin qu’on peut alors trouver une fonction g(x) croissante et telle que
I'on ait :
9(@ + 1) + 3(x—1)—29(x)=2h(1 + ),

cn .——<= e—?(n) 4 n > n‘o;

Iégalité remplacant I'inégalité pour une infinité de valeurs de n. Considérons la
fonction

>
<

9&=0ar @@= |1+
1 St

e 2

d’aprés la propriété de la fonction ¢(x), le rapport de deux zéros consécutifs de g (z)
a pour limite e*1, on voit dés lors facilement que lorsque la partie réelle de < est
positive ou nulle,

)

9,(2) = h(r) —’—] : n=n(r), % < h(r)<A.
e 2
Posons’
G(z):g(\/;)‘ z==relz, —n <=

(1) Sur une extension d’un principe de I' Analyse (Acta Mathematica, t. XXXI, 1go7).
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G(z) est monogéne dans l'angle —z <3 <=, etlona

r

IG(2)] = h(r) A'—2<h(r)<A',

esztn) ’
n étant déterminé par les inégalités
esim—s(n—1) < r < ez(n+1)—e(n) |

qui sont celles déterminant le terme maximum de la série

=)
,.1 r"’
led e§(n) ’
0

on aura donc :

rn

<Y — = h(VG(). h(r)<B, r>r,;
0

et pour une infinité de valeurs de r :
I
J0)>5G0).
£
Nous allons montrer qu’on ne peut avoir

f(=N<CGr,  r>r.  (C<B),

C étant convenablement choisi, ce qui établira notre proposition. Considérons la
fonction

F(z) = /@)

G(z)[\/(B’—— c=>% + c]

le radical ayant sa valeur arithmétique pour ¢=o, cette fonction est monogéne
dans le domaine

et sur toute la frontiere du domaine située a distance finie, on a
[F2)| <1, tandis que F(reis) = h(r),

donc, d’aprés le théoréme de Phragmeén-Lindelsf, cette inégalité aura lieu dans tout
le domaine. Dés lors, nous aurons

Jr) < GG + (],

ce qui conduit & une absurdité si l'on a pris C<AL" Notre proposition est donc
établie.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE NUL ET D ORDRE FINI. 153

[18] La condition (19) a été imposée par notre méthode de calcul, il importe
donc de montrer qu'il existe effectivement des fonctions pour lesquelles les conclu-
sions du numéro 16 ne sont pas valables. Nous montrerons sur un exemple, qu’il
existe des fonctions f(z) pour lesquelles | f(2)| reste fini dans des aires couvrant une
portion finie du plan |z| <R, (pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes
de R)) et pour lesquelles le rapport des modules des zéros n*™ de deux fonctions
J(2) + a peut ne pas tendre vers un.

Soit la fonction

F(z) = I[ (1 . e%p )(up)"’ 5= .
1

prenons :

z = etnheil, 0<0<—‘2:, e—tall—e) < h <3, a<llI.
Nous aurons
F(z) = (1 — heit) "2 gui(i+:a) (h eie)“"+1“+“) es),

:, ¢t ¢, ne dépendant que de n. Marquons sur ox les zéros de F(2), (A,, e»); d'aprés
le théoréme de M. Littlewood, entre A, et A ., passe un cercle C, dont le centre est
Uorigine et sur lequel | f(2)| est de ordre de M(r); les fonctions F(z) + a, (|a| <<B)
ont toutes le méme nombre de zéros entre C, et C,., (p>P(B)). D’autre part, la
valeur de F(z) montre qu’a I'intérieur du cercle I', de centre A, et rayon

Qp(l-—:

R = ewe2 " »
»

|F(2)] est ¢gal a

e_up3+t‘2)

’

& 7AFOS ¢ o~ Lt < A 1 .
les zéros de F(z) 4 a sont extérieurs & ces cercles I', pour p > P(B). On verrait de
méme qu’ils sont intérieurs aux cercles IV, de centres A et rayons

2P
R, = enpe—2" F),

Dés lors, si I'on désigne par r(n, @) le module du n*"¢ zéro de F(z) 4+ a, on voit,
en prenant a réel et positif, que pour certains n, on a

1—e

r(n, o) _ enT
r(n. a) ’

et pour d’autres :
r(n,o) 1+4:

r(n,a)”  a
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Les diverses affirmations de I'énoncé sont bien vérifiées par la fonction F(2), et,

de plus, on a :

—— r(n,0)
lim L—
n=cw I'(R, @)

= + oo;

on verrait d’ailleurs en poussant plus loin les calculs que, pour a et b non nuls,

.or(nya)
) Sl

la différence des arguments tendant d’ailleurs vers zéro. La valeur a=o constitue

donc pour les fonctions f(z) 4+ a une valeur exceptionnelle : pour les valeurs de
dont le module est compris entre deux nombres positifs, les déterminations de la

fonction z(x) définie par 1'égalité f(z)—o ont uniformément la méme continuité
relative, mais cela n’a pas lieu lorsque x tend vers zéro.

Le fait que les zéros de F(z) sont des zéros multiples dont 1'ordre de multiplicité
croit indéfiniment n’intervient qu’indirectement, on peut remplacer les zéros e#» par
(u,)" zéros simples silués dans un cercle de centre A, et rayon fini sans changer les
résultats. Mais dans ce cas encore, si a', désigne le n'me zéro de F'(z), la suite des
nombres F(a',) admet pour point limite zéro, et  tournant autour de l'origine, on
peut échanger une détermination z,(x) de module suffisamment grand, avec d’autres,
telles que |z,(x) — z;(«c)| soit de l'ordre de |z,(x)|; et le nombre des déterminations
qui s’échangent croit indéfiniment avec le module de z,(x). On pourrait convenir de
dire que x, est valeur exceplionnelle si les déterminations de la fonction z(x) définie
par l'égalité f(z) —ax==o0 n'ont pas la méme continuité relative pour x—zwx, et
que x, est valeur ordinuire dans le cas contraire. Mais il importerait de voir si, en
général une valeur «, est ordinaire, et la question que I'on semble devoir se poser est
la suivante : peul-on assurer que. lout point x, qui n’est pas point timile de poinls cri-
tiques algébriques, est un point ordinaire? 1l est d’ailleurs clair qu'un point limite de
points critiques algébriques peut étre point ordinaire, c’est ce qui a lieu lorsque la
condition (19) est vérifiée. A défaut de la solution de la question précédente, j'indi-
querai quelques faits. '

Si x, est valeur exceptionnelle, il existe une infinité de régions fermées I'; entou-
rant certains des zéros de f(z)=x,, 'unc au moins des dimensions de [, étant de
I'ordre de sa distance a l'origine (le quotient de la dimension par la distance étant
fini), dans lesquelles f{z) tend vers x,, et dans chaque région I', se trouve une

oo,
. L’étude des valeurs excep-

tionnelles est ainsi liée a I'étude des régions ot f(z) tend vers certaines limites. La

région v, dans laquelle | f'(z)| est au plus de 'ordre de

facon dont f(z) tend vers sa limite ne semble pas intervenir; F(z) étant toujours la
fonction considérée ci-dessus, la fonction
: F(z)—1
G(z) = —

-~
<
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. s . I
tend encore vers zéro dans les cercles I';, mais a la facon de —, et »x —o est encore

un point exceptionnel. Pour cette fonction G(z), les propositions a et 3 du numéro 16
sont valables, il semble bien cependant que la définition des valeurs exceptionnelles
doit étre celle que j'ai indiquée ().

On pourrait évidemment se poser les mémes questions relativement a 1’égale con-

tinuité, mais les choses se compliqueraient encore. L'exemple de la fonction

o . P

Feo=]] ( —?> ,
1

qui satisfait aux conditions (16), montre qu'un point (x=o0) peut étre tel que la

continuité relative soit la méme, sans qu’il v ait égale continuité. La considération de
cette méme fonction montre également que 'on peut avoir I'égalité (12) sans que le

n(r
rapport —(-l tende vers um (?).
( B
160
1II. — LES FONCTIONS A CORRESPONDANCE D ORDRE ZERO PARFAITEMENT REGULIERE.

[19] L’égalité (5) d'une part, I'égalité (15), qui dans un grand nombre de cas est
remplacée par (12), d’autre part, permettent de rechercher d’une fagon naturelle les
fonctions pour lesquelles log M(r) s’exprime simplement en fonction de n(r) ou 1i.(r).
Afin d’introduire le moins de classes que possible, nous chercherons & exprimer
log )l(r) en fonction de r et n(r) ou r et T:(r). Nous chercherons tout d’abord des
fonctions ¢(x, y) auxquelles on puisse faire correspondre des fonctions f(z) donnant

licu & I'égalité
(20) log M(r) ~ «(n .(1'), r) ~ 5(Te(r), r).

En égalant les membres extrémes, on sera ramené a I'équation asymptotique
(207) (1) ~ #(N6(r), 1)

mais en égalant les premier et second membres, on obtient seulement

et

(20") 0, () + 7

~3y(n(r), r),
2

. . . . . . sin £
(Y) Ce fait est a rapprocher du suivant : la fonction d’ordre 1,

satisfait aux proposi-

tions du numéro 16 (20 et 30), bien que = o soit point essentiel de la fonction inverse.
(2) J'ai fait I'étude de cette fonction I (2) dans les Noavelles Annales, t. XI, 1g11.
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¢(x) étant un exposant. Nous allons montrer que si (x, y) satisfait & certaines con-
ditions, I'égalité (20") peut s’écrire :

(20" 0, (1) ~ %n(), 7).

N

Nous nous appuierons sur la proposition suivante : Lorsque (x,y) satisfait aux
conditions (A), U'égalité

(21) log M(r) = h(r)3(n(r), r), o< D<h(r)<E;
entraine Uégalité
(12) log M(r) ~ u,(r).

Les conditions (A) sont les suivantes :

logx

tende vers zéro,
log y

1° Lorsque x et y croissent indéfiniment de facon & ce que

ona:
lim G'—-QL" y) _— o0

X=00

bl

2 Il existe un nombre positif C tel que, quels que soient le nombre % supérieur
ou égal & un, et les nombres positifs ¢ et p,, on ait pour x> (¢, ¢,. k) :

qa(kei a®, k‘.’L‘)

'/{h Y, ~ i
R G 1 >C

Soit g(x,y) une fonction vérifiant ces conditions et soit n(x) le nombre des zéros
d’une fonction f(z) donnant lieu & I'égalité (21), on a, d’aprés I'égalité (15'),

fo<h(in<r,

» I‘?(")
f M e 4 ) I LT B s

x
nous prendrons pour ¢(x) un exposant rectiligne, et nous montrerons que le rapport
re® ¢ (n(r), r)

tend vers zéro, ce qui démontrera la proposition. D'aprés la premiére condition (A),
. re(r)
il suffit de montrer que

reste fini. Soit N, le i*™ indice principal; posons

Ri =Ty “.-—1 = ]‘Nl__‘1 ;

il existe entre R, et R,., un nombre R'; (on peut avoir R,=R,,,) tel que dans I'in-
tervalle R, R, la fonction Z(log x) est constante, et est linéaire dans 'intervalle R'R
Dans les intervalles R,R’;, on a donc

+4°

r«r) — n(}‘) s
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[ 1
~1

et notre proposition est démontrée; on a ainsi

/T n(x) dr = (. — )5 (n(r), ), R <r<mr;
0

xX

d’ou l'on tire :

Riy n(x i - { W D—¢,
f ‘ (_) dJ) — P‘gm[Ni—H’ Rz+;] _ })4,'3(N;9 R’;)’ iRy >
N, @ ' ' pa<E +:
Mais nous avons
X i‘—G‘i-H
n(x) < eZ (log &) — NH-! <E—> s Bli é Cﬂé RH_i;
i+
et par conséquent :
< Rli >i'—"t+a
TR N
N i1 Ny
Y-y 1{‘(Ni—u’ RH—;) - V‘z@(N;’ R’i) < Ni-e—; . = s
I %y I—a,,
Posons
R,,=FkR,,
on aura
N, = NE T

d’aprés la deuxiéme condition (A), inégalité précédente s'écrit :

et

. I S N‘—H
P‘x’{‘(Ni—H’Ri—H) X [I'—“&<k‘ ) T‘J<—I—:l;_—’ g‘i+4<a+5<1;
i+1

ce qui exige que k reste fini, quelque grand que soit i{; on a donc encore dans les
intervalles R, R, , I'inégalité

re) < k' n(r) << R(r)n(r),

ce qui achéve notre démonstration.

[20] Ceci posé, nous considérerons d’abord le probléme relatif aux conditions
que doivent vérifier n(r) ou log M(r) pour que l'égalité (20) ait lieu : les conditions
imposées & 'is(r) seront les mémes que pour n(r), mais il sera nécessaire d’en tirer
des conclusions pour les nombres ¥,, ce que nous ferons plus loin. Si n(x) croit len-
tement, p,(7) est sensiblement égal & n(r) X log r, nous prendrons donc d'abord

o(x,y) = w log y,

fonction qui vérifie les conditions (A). Nous cherchons s’il existe des fonctions
pour lesquelles on a
log M(r) ~ u,(r) ~ n(r)logr;
Fac. de T., 30 S., V. 21
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n(x) doit vérifier I'équation
" n(x
(a,) w, (1) :[ nJ_ﬂ dr = [1 —<(r)|n(r) log r

qui peut s'écrire en appelant w/(r) la dérivée ou la dérivée & droite ou 4 gauche
de p. () :
n(x) log x =x».,(x)log x = [1 + ()] p,(x).

Nous tirons de 1a :

() (log'a:') 1+e , ‘
®2 n@ “\logs) + ==
et, par suite,

n(x') 1+ e(x) <logac’>‘ . , )
@) n(x) 1+ :(x) log x/ "’ v

ces conditions étant vérifiées quelque petit que soit le nombre positif ¢, a partir
d’une valeur z,(c) de , et =(xx) étant dans I'égalité (c,) une fonction bien déterminée

. I . N ces .
de x, tendant vers zéro avec —. Nous tirons de 14 les propositions suivantes :
x
1° La condition nécessaire et suffisante pour que lon ait
log M(r) ~ n(r) log r,

est que, quelque petit que soit le nombre positif =, on ait & partir d’une valeur n(z)
den :

n>n.

.n log r,\*
7<([ + ;)< log r, ) ’
2° La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ail
log M(r,
n~ 08 \1(1,1)’
log r,

est que, quel que soit le nombre positif <, on ait pour r<r,z) :

log M(r") /log r' > e _
log M(r) ~\logr (1+2).

Que ces conditions soient nécessaires, c’est ce qui résulte des inégalités (b,) et (c,)
qui sont méme beaucoup plus restrictives en apparence (). Montrons qu’elles sont
suflisantes. Tout d’abord, si I'on a

n' log r \*
']T<(I+5)< Ob’n)y

log r,

(') I est clair que les conditions nécessaires écrites ici, étant suffisantes, sont équivalentes
aux conditions tirées de (b,) et (c,), mais elles sont d'une application plus commode.
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1a condition (16) est vérifiée de sorte que 1'égalité (12) a lieu. Or, de I'inégalité pré-
cédente nous tirons

n(x) > n(r) (1 — z,) (log ‘”>_ . r<z<r,

log r
d’ou
* n(x) /‘" <log.x; w di
—d. — =
/; - x> n(r) (1 o) - \iog r) " logr
> n(r) i : i“ (logr—1logr,) —1logr,

¢, étant arbitrairement petit, cette inégalité démontre la premiére proposition. Con-
sidérons maintenant la deuxiéme proposition, la condition imposée & log M(r)
montre que la condition (16) est vérifiée, par suite,

™ n(x)de

log M(r) = [1 + ()] .[ <[t + <)) log r,

d’ou
§ log M(r)
n(r)> (1 E(")]w-
D’autre part, I'inégalité de M. Jensen donne :
logM(z) 1 logM(x)

n(r) < w=rt k>

loge —logr k—1 logx

e étant donné, nous prenons r>>r,(z), nous avons

log M(x) _log M(r) 14
log log r X (Lt ak
L
et, par suite, en prenant k—=e V/:, nous obtenons
log M(r)

n(r) < (1 + h(r)2)

3

logr

ce qui acheéve de démontrer la deuxiéme partie de la proposition.

[21] Nous poserons d’une fagon générale

. ——— log, n —— log, M(r
= lim —1—, L! = lim log, M()

n=oo logp r, r—oo logp r
P et ¢ étant des entiers supérieurs ou égaux a un. Pour les fonctions que nous venons
de considérer, on a :
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d’une facon générale. les inégalités (11) et (17) montrent que I'une de ces égalités
entraine I'autre. Nous appellerons fonctions de la premiére classe et de premiére caté-
gorie les fonctions pour lesquelles ces égalités ont lieu. Les fonctions que nous avons
considérées dans le numeéro 20 sont les fonctions de la premiére classe pour lesquelles
la relation asymptotique entre log M(r) et n(r) et r revét la forme la plus simple,
comme nous le verrons plus loin, nous les appellerons fonctions de la premiére classe
et premiére catégorie a correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére.

[22] En prenant g(x, y)==>Jx logy. i étant fixe, et nécessairement inférieur a un,

on pourra faire les calculs, & peu de choses prés, comme ci-dessus, et on trouvera des
fonctions pour lesquelles :

. logn(r I
lim log n(r) S
r=0 lOg,1r "

Nous appellerons fonctions de la premiére classe et de seconde catégorie celles pour
lesquelles ) est positif et fini, et LY fini et supérieur a un, conditions qu’on reconnaitra
étre ¢équivalentes au moyen des inégalités (11) et (17); on a méme L2=1{; + 1. Les
fonctions satisfaisant & la condition écrite ci-dessus sont de la seconde catégorie,
nous obtiendrons des fonctions plus générales en prenant

_xlogy  axlogylog,y
# Y) logz ~ log[xlogy]’
log, ¥

fonction qui satisfait visiblement aux conditions (A). Nous aurons a considérer
I'équation

n(r)logrlog,r
a (1) ~ log M(r —_—
(2,) | w(r) g M(r) ~ log [n(r) 1og 1]

qui nous donnera :

_v(x). xlog xlog, x

p () = [1 + 7(x)] log . (x).x log x]

z ., (x) =n(x).

Comme n(x) doit croitre indéfiniment avec x, nous aurons, en prenant les loga-
rithmes

log v, () = [1 + 7 (x)] log [p.,(x) . x . log ],

de sorte que I'équation différentielle asymptotique précédente est équivalente &

I'équation

(h,) w(x). log u, () = [1 + 7 (x)]p.)(x). xlog z . log, .
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[23] En posant
log » =X. p () =TCN),

I'équation (b,) devient :
(B) U(X) log U(X) ~ U'(X)X log X..

Cette équation (B) caractérise les fonctions U(X) ayant une dérivée par sections

. . . - - log U(X)

que l'on obtient asymptotiquement en multipliant U(X) par le facteur Nloa Y’
Xlog)

c’est-a-dire qui se calcule, & un facteur 1 4 7 (X) prés, comme si U(X) était une fonc-

tion rationnelle X*. Par suite, dans un intervalle assez petit, U(X) croit comme une

fonction X*. Nous dirons que les fonctions dérivables vérifiant la condition (B) sont
& dérivabilité rationnelle. Si 'on pose

U(X) = X%,

la condition nécessaire et suffisante pour que U(X) soit & dérivabilité rationnelle est
que v'(X) existe et vérifie la condition
. X)X 1logX

lim -
X=oo 6(X)

Si 6(X) a seulement une dérivée par sections (extrémités comprises), la condition
précédente entraine encore la condition (B). La fonction inverse d'une fonction véri-
fiant la condition (B) la vérifie également. En intégrant I’équation (B), on voit que :
UX) vérifiant la condition (B), a loul nombre positif arbitrairement petit < correspond
un nombre X () & partir duguel on a :

logX'\ = _log U(X") log U\ i+: ) ) )
( o =] S , )
(€ <log \> Tog U(X)< <log x) ) N >X>X ().

Ces inégalités montrent que l'ordre (ordre parenthése de M. Borel) de log U(X)
en log \ est égal & un, I'ordre de U(\) est donc m(x)i.
o

Toute fonction U(X) vérifiant les conditions (C) est continue, mais pas nécessai-
rement dérivable, méme par sections; si elle 'est, elle vérifie (B).

Il est inutile de dire que nous ne considérons ici que des fonctions non bornées,
les conditions (C) entrainent alors la croissance. nous dirons qu’une fonction U(X)
vérifiant les conditions (C) est a croissance rationnelle (bien qu’elle puisse croitre
plus vite que les fonctions X*). Si U(X) est une telle fonction, I'expression

UiX) log U(X)
MlogX
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joue, asymptotiquement. le role de dérivée, en ce sens que. les nombres dérivés
de U(X) sont asymptotiquemen! égaux a celle expression. Car on a

(log (X4 A\ 1+7(X, &)
CX 4+h) —CX)=TX)\ logX ) —U(X), lim (X, h)=o0;
X=c

or,

log (\ + h) 144X, h) L+(X, /l)_
(e [ + e +n,)] +\lo < (U ),

log X
lim n, =o
X=o0
Comme on a
. logU(X)
mex =
on obtient
1 log U U(X) log T(X
UX + B)— U(X) = U(X) | eXmoex ¥ _ ]_1—(‘3%’5—;((—)(1 +1,),

ce qui démontre la propriété.
I1 résulte par exemple de 1a que
. X U(x) log U(x)
L(.\)~.A; ————-———Jclogx de=U,(X),

c’est-a-dire qu’a toute fonction U(X) a croissance rationnelle, on peut adjoindre une
fonction a dérivabilité rationnelle U,(X) qui lui est asymplotiquement égale.

[24] Avant d’appliquer ces considérations & la résolution de I'égalité («,), je ferai
quelques calculs qui nous serviront dans la suite & montrer que les conditions néces-
saires que nous obtenons sont suffisantes.

Je dirai qu’'une fonction croissante Y(X) satisfait aux conditions D lorsque : elle
est définie pour X>X,, et admet une dérivée premiere Y'(X) qui tend vers zéro

avec . et il existe une fonction ¢ (X) dérivable satisfaisant aux conditions :

. XY'(Y) . v XU
lim ———=1; LX)>1, A>X; lim ——~- =
X=eo ¥(X) ()= X=co (~; (‘_\;))‘
Ceci pos¢, on a la proposition suivante : I'égalité
- YY)
(22) n(r) ~~ " X=logr,

Y(\) salisfaisant aux conditions D, entraine U'égalité
eY(Xy

23 log M(r) ~ S|
(23) 08 M) ~ ¥y
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Nous avons, en effet,

/'[w ";x)dx~ X ./;w e dr —=eX f /\'(m)— 1 ————> id<e\.(2_x>~€‘:\(—_m
et
L~ [0 = L e ey (o)

e Y(X) eYX)
4 (X) \Y'(X) ’

=[1+7n(X )J

I’égalité (13) entraine dés lors I'égalité (23). En particulier, si l'on a
(22") n(r) ~ eYX) |

Y(X) vérifiant toujours les conditions (D), on aura :
3 log M(r) ~ £
(23") og M(r) ~ WX—)

11 faut remarquer que, malgré leur simplicité, ces égalités n’ont aucun intérét au
point de vue de I'étude de la relation liant log M(») & n(r), puisqu’elles contiennent
la dérivée Y'(X) dont I'expression en fonction de X et Y(X) peut étre compliquée.
Considérons par exemple la suite de nombres

x =e, x,=—¢e°, e x,=e"r", el

et la fonction ¢(x) définie par les égalités suivantes :

1
- p— . 2
"P(‘B) - lOg x ’ wn (lOg 37") é &z é ‘T)H—A ’ n i L
I log x — log x,
w(x) = ; x, <x<x,logx,, nxa2;
! log w log, x, = =
I log,x, logx—Ilogx, .
o(x)= — i a,logx, <x<Lx,(logx,), n>2;
' log x log, x, log, x, =

prenons ensuite

et

Y(X) satisfait aux conditions (D) (on prendra pour 4(X)—1 une fonction obtenue
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en rendant 3(X) dérivable). Les fonctions dont le nombre des zéros est n(r) sont
de premiére classe et nous aurons
n(r) logr

log M(r) ~ T+ g (logr)’

¢(x) n’étant pas borné, nous avons une relation trés irréguliére. Les égalités (23)
et (23') ne nous serviront que comme intermédiaires.

[25] L’établissement de la proposition inverse : Iz fonction Y(X) satisfaisant aux
conditions (D), l'égalité

(24) log M(r) ~ eY(ogn)
entraine

5 r)y ~Y' Y eY(10g7) o M(r
(29) n(r) ~ Y'(log r)e¥ (s ~ o log M(r),

est moins immédiat. Nous démontrerons d’abord la proposition suivante, dans
laquelle nous appelons conditions (E) les conditions (D) lorsqu’on fait abstraction de

la condition lim Y'(\)=o:

X=o0
Y(X) satisfaisant aux conditions (E), si l'on a
(26) log M(r) < eY(logn),
on aura Uinégalité
. $(X)—1
(27) n(r)<<(1 + c)eYlenY' (logr).H (logr), H(X)= I:I + ﬁ‘] ,

L(x) étant la fonction qui figure dans les conditions (E).

Nous partirons de I'inégalité de M. Jensen :

evYiXy)
n(r —
< \, —logr
nous désignerons par m,(e¥) et m,(e¥) respectivement les bornes supérieures pour
. . V'(x) xY'(x) '
x> X des expressions | — —1, e X S gr.
x> xpres L@ e I t par m(eX) le plus grand de

ces nombres. Supposons d’abord que l'on ait
4 (logr) 21+ (m(r))s,

le second membre de I'inégalité de M. Jensen serait minimum pour

1
X[ 1= | —1ogr;
‘[’ x,v(x,)] log 1
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si X, vérifie cette égalité, les conditions (E) nous donnent
T I +
$(X) ¥ (logr)

@l

6{m(r)]

TNy 19 <1 +<(r),

de sorte que

. 1+ Bi[m(r)]tiz —1 : L
k,_logr[l— Tlogr ] . [0, <1+ :(r).

C’est cette valeur de X, que nous prendrons, nous aurons

Y(X,)= Y (log r) — log [1 _ 1A bms

—_—t gY' (%),
yiogn | ¥ 3T
£ étant compris entre logr et X, ce qui nous donne encore :

G =1+ 0,m()4E) =1 + 0,[m()]E] log ).
En portant les valeurs de X, et Y(X,) dans I'inégalité de M. Jensen, il vient :
n(r) <[1 4+ ()] Y(X)eYX H (r), X=logr,

H,( ) 1+ eimg 1—4 (logr) [‘1+93m§]
r=1 i1 — T
' [ 4 (log r)

dans H (r) on peut remplacer 6, par 6,. ce qui revient & multiplier H,(r") par 1 + &(r),

f—a
el on est ramene a une expression de la forme <1 ——> dont les propriétés bien
connues montrent que

[ 4

()=o) | 1 WT " [ ) (og ).

L’inégalité (27) est donc établie dans cette premiére hypothése. Si'on a

4 (logr) < 1 + [m(r)p,
nous prenons
X,= Bl
(m(r)]5
d’ou

EY'i)
3

’

e¥ Xo) = ¢Ylogr) [m (1))
& étant compris entre log r el X,. Nous avons ici

L. . Hm(r)
TE " logn TN

1
logr
Fac. de T., 3¢ S., V.

8,(m(r)3 .
.;(1ogr)+ m(r))]

22
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et (%) étant supérieur ou égal & un :

Y'E =130 +o,m0r)] =1+ Oa(m(r))g 19,] <1+ 2(r);
nous obtiendrons donc

e\' (log 7) 1

m(r)_|’

n(r) <

[r 1 h(r) [m(r)] log

log r

ce qui, eu égard a la valeur de ¢ (log r) est encore I'inégalité (27) qui se trouve com-
pletement établie. La fonction H(X) prend des valeurs entre 1 et e, elle tend vers un
lorsque XY'(X) tend vers un, et vers e lorsque XY'(X) croit indéfiniment.

[26] Nous tirons, en particulier de I'inégalité (27), I'inégalité

(27" n(r) < (1 + <)eY' (log r)eY tog ),

qui est une conséquence de I'égalité (24); nous pouvons I'écrire

eY(X)
- ’

n() <G +9

X=logr,
Y,(X) = Y(X) — log [1 (V)] + 1,

Y (X) satisfait aux conditions (D) ou (E) en méme temps que Y(X) (avec la méme

valeur de (X)) en particulier, si Y(X) satisfait & (D), le calcul du numéro 24 nous
donnera :

(12) log M(/*)~fr U2 g
]

X

I1 résulte de la que, eu égard au théoréme de M. Hadamard utilisé au numéro 3,
I'égalité (25) sera établie si nous démontrons la proposition suivante : la fonc-
tion Y(X) vérifiant les conditions (E), I'égalité asymptotique

X
f V(x)de ~ ¥ X,
0

ou V(x) est une fonction croissante, pouvant avoir des discontinuités brusques, est
dérivable.

\ous avons

X
[ V(x)yde=[1 4+ (X)] eYX),



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D ORDRE NUL ET D'ORDRE FINI. 167

nous appellerons 8,(X) la borne supérieure de |¢(x)] pour x>X, et 5(X) le plus
grand des nombres 8,(X) et m(eX) (m(e¥) est la fonction définie au numéro 25). Nous
avons pour X'>X:

X! X/
(V@ = 7 [0 NIV e+ [ (X) — 7 (D)0
X X -

v SIS e S raL N S T
frvmeend R T’ 1) .
f 1N R e v @ e

nous prendrons
Vo
le second des facteurs de notre derniére intégrale sera égal a
2/B(X) YY)
— B Y@
Or, en utilisant les propriétés de 4 (X), nous trouvons
Vi)=Y +0,/60] o<lol<r,

nous obtenons donc :

9,(x), o< |9,()] < 1.

X/ X/ R
V(x)dx :/ [r + 20(x) V8(X)]Y'(x)eV® de, o< |8(x)| <1 +«(X).
X X
11 résulte de cette égalité que I'on aura :

VX +0) < [1+ 21 + «()]VEN] Y (@) e¥en),
V(X —0) = [1 — a1 + e(X)]V/8X)" | Y(,) eV,

X<z, <X, X<z, <X, X=Y+ ‘/’(Q,,;,
or, nous avons
ff"j L ROOVERD, (A< + £ (0);
V@)Y = 1 4+ h(X)\/5(\"), [h(X)] <2 +(X);
d’ot
V(N z20) = [1 + A(OVEN)IY(N)O®,  [R(N)] <6 +2(X);

cette égalité aura encore lieu pour X', et pour x compris entre X et X', c’est-d-dire

finalement pour toute valeur de «, nous aurons
V@)= [1 + A@VEN) Y (@)@, |k @) <o+ :(x),

notre proposition est donc démontrée. Incidemment, nous avons montré que
Y'(x)e¥YX) est une fonction, sinon croissante, du moins asymptotiquement égale a
une fonction croissante.
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[27] Revenons au probléme du numéro 22. L’équation (b,) montre que

p.(r) = U(X) est une fonction & croissance rationnelle, et nous avons :
log M(r) ~ U(X), X =logr;
on en déduit, d’aprés le numéro 24,
log M(r) ~ U,(X),
U,(X) étant & dérivabilité rationnelle. Supposon's que la condition précédente se
trouve vérifiée, si I'on pose
U,(X) = Y&,
Y(X) satisfait aux conditions (D), car
U, logU
Y(X)= —U— ~ Tﬁﬁ

ce qui montre que Y'(X) tend vers zéro et qu’on peut prendre

log U, X4X) _ n(X)
" logX <(+(X))2 ~ log U,)

quantité qui reste supérieure a un, puisque T‘ n’est pas borné. L'égalité (25) qui est
applicable nous donne

log M(r) . log, M(r)

log r.log, r

n(r)y~ dil}: log M(r) ~

ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant :

Pour que l'on ait

n(r) ~ log M(r) . log, M(r)

[}

logr.log,r

il est nécessaire que log M(r) soit une fonclion a dérivabilité rationnelle de X — log r
el suffisant que : '
log M(r) ~ U(N), X=logr,

=]
U(X) étant a croissance rationnelle.

Relativement a n(r), nous trouvons donc comme condilion nécessaire

. U(X)log U(X) .
n(r) —XT(E—X—, X = log r,
— S by . . . UlogU
U(X) étant a dérivabilité rationnelle, mais alors il en est de méme de = Sup
X -

posons alors que I'on ait

Wiv
n(r)y ~ ¥ X =logr,
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W(X) étant & croissance rationnelle, comme précédemment nous en tirons

’

W,(X)  eY®)
e

W,(X) étant & dérivabilité rationnelle et, par suite, Y(X) vérifiant les conditions D, il
suit de 1a que nous aurons

eYiX) n(rylogrlog,r
XY'(X) log[n(r)logr]’

log M(r) ~

La condition imposée & n(r) s’exprime, au moyen des conditions (C), de la fagon
suivante : & tout nombre positif z arbitrairement petit correspond un nombre n(2),
tel que

' logz rn' = IOg [(I + ";n’) ll’ IOg 7'"'] <10g2 rn' e ! -
(28 ) <]‘Oga rn> log [(I + -{iu) n lOg rn] 10gz ]111 > ’ " > " > nO(;)’

7, étant le n*»e terme d’une suite de nombres tendant vers zéro. Ces conditions (28')

. ’ , I
entrainent I'existence d’une fonction + (x) tendant vers zéro avec = et telle que
n(x)logz[1 + «(x)]
soit & croissance rationnelle (en log x), il suffira par exemple de prendre

n(x)log x[t 4+ n(x)]=n(log x)"%, Py STy,

avec

B n-+1
(lOg rrH-A)a ' -B - (I =+ Thw—i) n ’

(lOg ],")"—l ‘rj =1 + Tin -
Les conditions (28') montrent qu’il est nécessaire que L'on ait :
log (n'log r,) < <logg r,,;>’+a \
( log [(1 + ¢)n log r, log, r, 2

( log (n'(1 + 2) log r,) (loge ,-”,>1-; )
\ log [n log r,] \log,1

3 n

(28) n">n>n/(z).

Ces conditions sont suffisantes, car la premiére fournit pour n(x) une limite
supérieure fonction de log x, log r, n(r) (r<<ux) qui est la méme que celle que don-
nerait la condition (28'), on a également les mémes limites pour n(x)(x <Tr). Les
inégalités (28) sont donc équivalentes a (28'), ce qu'on pourra voir directement en
calculant une suite de nombres 7, & partir des inégalités (28). Ces inégalités (28)

seront plus commodes pour une vérification pratique; mais, au point de vue théo-
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rique, la premiére forme trouvée pour n(r) est la plus simple. Nous aurons le résultat
suivant : la condition nécessaire et suffisante pour que lUon ait

log M(r) ~ %’g%% .
o el

est que n(r) X log rr soit asymptotiquement égal & une fonction de X =1log r & dériva-

bilité rationnelle, ou ce qui est équivalent, que les conditions (28) soient vérifides ().
Les fonctions dont nous venons de nous occuper peuvent étre de la premiére classe
log, r

log [n(r) log r]

de nouveau; elles peuvent étre de la seconde catégorie (I, et L2 finis), nous les

appellerons alors fonctions de la premiére classe et seconde catégorie & correspon-

dance d’ordre zéro parfaitement réguliére; enfin, il peut arriver que /. et L? soient

infinis, mais {2 et LI seront égaux & un d’aprés les conditions (C). Nous dirons que

et premiére catégorie, et alors tend vers un et nous n’obtenons rien

les fonctions pour lesquelles on a

L::oo, Lz:]; l;:co, l:=I

sont de la premiére classe et de troisiéme catégorie. (elles qui vérifient les conditions
trouvées ci-dessus seront dites a correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére.

[28] On voit comment on obtiendra de nouvelles valeurs possibles de ¢(x, y) :
on remplacera I'expression de ¢(x, y) précédemment considérée par son produit par
une constante % et on calculera A en fonction de x et y. Nous sommes conduits a la
définition suivante : si l'on appelie fonctions de la premiére clusse et de (p+2)¥" calé-
gorie (p 2 2) celles pour lesquelles on a

(!) La condition nécessaire et suffisante trouvée plus haut pour log M(») peut prendre une
forme analogue aux conditions (28) :

log, M (1) <log,r'> 142 log, M(r') + = (log2 r'> =
log, M(r) + = log, r ’ log, M(r) log, r '

ces conditions entrainent en effet

i e - V(X) log V() ek . N —X

\’ - ! - ‘ —\ p— ¥ - | - '_—_' < TN . ~ i ¥ - - ’ —_— =
(V)= VOO = [1 + (VI = 0 T8 4 OV, lim == =o,

X=logr, V(X)=1log M(r);

ce qui permettra la dérivation de I'égalité (12); mais la forme que j’ai donnée & la condition
suffisante me semble assez souple pour toutes les applications.
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ou, ce qui est équivalent,

L:::> 1, Lﬁ’= I,

'p—e

]

les fonctions & correspondance d'ordre zéro parfaitement réguliére de la premiére
classe et (p + 2)me catégorie seront celles pour lesquelles on a

n(r)ip-t—i r ~ ifp‘—{ I\I(I‘)

PN~ o " T

olt $,x désigne le produil
log x log,x ... log, x.

La fonction

¢
o y) =) Tlogy log.y _198Y 10
‘ g lxlogy] log(xrlogy)log,(xlogy) log,(xlogy) ~*

satisfait visiblement & la deuxiéme condition A; pour la premiére, on voit que si
log, ¥

x>logy, les fractions m

restant supérieures & un, on a

g(@, y)>wlog,.,¥;
et si x<logy, on aura
1 —e(x)]xlog

la condition est donc vérifiée. La résolution de I'égalité

n(ny r
log M(r) ~ —-=P2—
el U) ~ Eip[n(r) lOg I‘]
est donc ramenée A
nry .r n(r)
((l 4 1) 'l(r) ~ m—-_L_' \U’,(r) —
P # g,(n(r) log r] ' r
¢'est-a-dire &
(bpey) (@) log p() ... log, u,(x) ~ p(x).xlogx ... log,., T.
En posant
v (@) =e, [VX,)], log,z=X,,

on retombe sur I'équation (B); donc V(X,) est une fonction a croissance rationnelle
etl'on a

4

log M(r)~e,  [V(X)], X =log, r.
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Réciproquement, si cette condition esl vérifiée, nous pouvons écrire

e S o0 1 ]
e, [VX)] ~ f ”a,,,,)ep(\(x))) & —e V.Y,
X A

yaologw
P

V,(X,) étant a dérivabilité rationnelle, nous poserons
YQN)=e,,[V.(X)], X=logr;
on aura ‘

e Ele, (VX))
xx'(x)~_L§T_.D

-p

(X).

—-_—

. I - - \
Y'(X) tend donc vers zéro avec < 1 (X) reste supérieur & un et

lim

x=e (4(X))

Les conditions (D) sont vérifiées et par suite

YN 4 M(r) d
Vo~ e~ L~ —— log M(7).
n(l) XY ll‘,,v," dX g ( )
On aura donc la proposition : pour qu'une fonction de premiére classe el
(p+2)iewe catégorie soil & correspondance d'ordre zéro parfailement réguliére, il est
nécessaire que log, M(r) soit une fonction a dérivabilité rationnelle de X,=log, r et

il est suffisant que Lon ail

log M(r) ~e,_,[V(log, )],

V(X) élant & croissance rationnelle.
On aura de méme les conditions relatives & n(r) en remarquant que
1, e,V (X)) .
n(rylog r ~ Pt —e,  [WX)],

4e %)
W(X,) étant une fonction & dérivabilité rationnelle. On pourrait, comme dans le cas
de p=1, donner a la condition une forme plus commode, mais j’'énoncerai seule-
ment le résultat : la condilion nécessuire el suffisante pour que U'on ait 'égalité

nr)d, r
:ip[nu') log r]

log M(r) ~
est que n(x) verifie la condition
logr.n(ry~e,_, (W(log, r)],

W(x) étant & dérivabilité rationnelle.
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[29] Avant de considérer le cas ou tous les nombres 7., L sont infinis, je
ferai quelques observations sur les fonctions de la premiére classe. J'ai déja dit que

l'on a simultanément :

l,=—o0; Li=1, our la premiere catégorie;

2 2 . =}

l,>o; Li=1+1L. pour la seconde catégorie:
I} =0, L=ru; Li=oo, L=1, pour la troisiéme catégorie;

on verra de méme que pour la (p + 2)""¢ catégorie, (p=>2), on a

» P+ p+1 . Dt

lp~A:Lp+4>I’ (lp;_,: Lp_‘_g:l)-

Les fonctions de la seconde catégorie se distinguent de celles de la troisiéme
(bien que I'expression de log M(») soit la méme dans le cas de la correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére) en ce que le rapport de I, & L2 n’est pas égal
A un; c’est ce qui m’a conduit & séparer ces deux sortes de fonctions; on trouvera
plus loin, dans I'étude de la relation entre log M(r) et les coefficients ¢
raisons qui justifient de nouveau cette distinction.

.» d'autres

On remarquera également ue la suite de nos catégories est bien continue, toute
fonction croissant moins vite qu'une fonction de ¢'*m¢ catégorie (en ce sens que le
rapport du logarithme du module de la premicre & celui de la seconde reste infé-
rieur & un a partir d'une certaine valeur de r) fait partie de I'une des ¢ premiéres
catégories. Enfin, étant donnée une fonction quelconque de ¢*™ catégorie, il existe
des fonctions de catégorie ¢+ 1 croissant plus vite qu’elle, celles oblenues, par
exemple, en prenant Li=—a>1.

Pour obtenir des fonctions pour lesquelles la correspondance d’ordre zéro soit

simple et telles que tous les nombres I}, soient infinis, nous partirons des fone-

tions les plus proches de celles d'ordre fini. Lorsque l'on a n(w)==(1 + z).c*
: . - n(r
k étant un nombre fini, on trouve p (r) =0 + 2) #: nous prenons donc
e
x log
o(a,y)="8)
log x

fonction qui satisfait aux conditions (A). La résolution de I'équation

norlogr

lOg ,\IU') ~ m
{3

se rameéne par suite (pour les fonctions d’ordre nulj a celle de I'équation
" norylogr
(«a,) c_° .

Fac. de T., 3= S., V. 23
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nous allons montrer que, au point de vue actuel, I'équation (a?) est équivalente &

n(r)logr

“ O g T og '

dont la résolution se rameénera & celle de (B). Il s’agit de montrer que toute solution
n(r) croissante de (aj) lest de (a}) el réciproquement, ce qui revient & montrer que
de telles solutions vérifient la condition

. logn(x)
lim _—= ( ~-— oo,

r=w log,x
ou encore que, quel que soit le nombre K positif, il existe une valeur de r & partir
de laquelle ., (r) reste supérieur & (log r)K, ce qui aura lieu si p, (r) : (log r)K+1! est

une fonction croissante; or, la dérivée de cette fonction a le signe de
n(r)log r— K+ 1)uw, (r)

qui est positif, que n(r) soit solution de (a]) ou de (aj).
Ceci étant, 'équation (a)) s’écrit
ul(r)rlogr

i)~ fog [l log 1]

c’est I'équation (B). de sorte que log M(r) doit étre asymptotiqueraent égal & une
fonction de r & croissance rationnelle. Réciproquement, si I'on a
log M(r) ~ V(r),

V(r) étant & croissance rationnelle, on prendra

: rV(x)log V(x) i
‘*‘1"):[-0 —(%El—iﬁ de, Y (logr)=log V,(r);
on aura
XY'(X) ~log V, (1), X=log r;

les conditions (D) sont vérifiées et, par suite,

eYX  log M(r). log, M(r) d

n)~ 5~ log r dlog

= log M(r);
d’ou le résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d’ordre nul vérifie I'égalité

log M(r) . log, M(r)
n(r) ~ = (
tel

est que log M(r) soit une fonction de r & dérivabilité rationnelle, ce qui a lieu lorsque
log M () est asymptotiquement égal & une fonction de r & croissance rationnelle.
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Pour la fonction n(r), nous avons la condition nécessaire

V(r)logVir)
log r -

n(r)~ ARG2

V,(r) étant a dérivabilité rationnelle, et on verra facilement qu’il suffit que V,(r) soit

A croissance rationnelle. Ainsi, en résolvant par rapport & r, on aura le résultat :
La condition nécessaire pour que l'on ail. powr une fonction d'ordre nul

n(rylogr

log M(1r) ~ Tog ()

est que

rn _“.(n<l + "m))’

W() étant & dérivabilité rationnelle, et il suffit que celle égalité ait lieu, W(x) élant &
croissance rationnelle.

Pour les fonctions considérées ici, ona : I;=1, Li=1 (et Il =0, L?=0); nous
appellerons fonctions de seconde classe el de premiére catégorie les fonctions pour
lesquelles ces condilions sont réalisées; celles de ces fonctions satisfaisant a 1'égalité

o\ n(r)logr . log M(r) . log, M(r):l
log M(r") ~ fog [0 [n r~ log 7

sont les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére de la seconde
~
classe et premiére catégorie.

[30] On obtiendra, comme il a été expliqué plus haut. de nouvelles valeurs de

¢(x, y) en opérant de proche en proche; d’une fagon générale, nous serons conduits
a considérer les valeurs
xfy xd
:{,(J}, y) - Tf—-—lp_r o . ?(;L'_}’) = = py,
g, [ logy] g,

qui vérifient toutes deux les conditions (\). Les équations correspondantes

n(r4,r

n(ryg,r
£, [y log r)’

fdr) =~ ()

0 (1) ~
[N N

sont équivalentes, tout au moins lorsqu’on suppose [} infini, ce qui est bien le cas
ici. Comune on l'a va plus haut, il suffit de montrer que quel que soit K on peut
trouver une valeur de r, r, & partir de laquelle

niry>logr)k;
or, cu ¢gard aux relations entre y, (r) et r, tout revient a montrer que

(2) v (r)y>dogrk, r>r,
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el nous pouvons supposer, d’aprés I'hypothése faite. que I'inégalité a lieu pour
r=r,: or, la dérivée de la fonction

(J’l (")
(log r)k
a le signe de

n(rylogr—Kuy, (r),

donc est posilive tant que I'inégalité (=) est vérifiée, ce qui montre que (z) est vérifiée
pour r =r,(*). Nous emploierons la premiére égalité pour exprimer les propositions
relatives & n(r) et la deuxiéme pour celles relatives & log M(r).

Nous aurons ainsi :

Pour que Uon ait Uégalité

q M(r)

n(r)~ T
-p

il faul que log, M(r) soit une fonclion & dérivabilité rationnelle de X, ,=log, ,r, el
il suffit que log M(r) soil asymplotiquement égal a e, [V (log, ,r)], V(x) étant &
croissance rationnelle ;

Pour que l'on ait
n(ry€,r

log M(rr) ~ T i)
P

lu condition 1, = o élant vérifiée, il fuul el il suffil que n(r) soit asymptotiquerhent
éyal @ e, [Vog, ,r)], V(x) élant a dérivabililé (ou a croissance) rationnelle, ce qui
revient a dire que

ry=c, | W (log, ,[n(t + -f,")])],

W(x) ¢tantl & croissance ralionnelle.
Nous appellerons fonctions de la seconde classe el pme catégorie, celles pour
lesquelles

P

L, <, L, ,=1, L,<r, U=,

=
v
N

(') Plus strictement la premiére égalité entre w,(r) et n(r)

entraine toujours la seconde, la
scconde entraine la premiére, sauf si

L,n0r) ~L, logr.
¢’est-i-dire

log n ~ log, r (log, ,ry™

’

ce qui donne une fonction de premiére classe 4 correspondance parfaitement réguliére.
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el nous appellerons fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement régulicre
de cette classe et catégorie les fonctions pour lesquelles

n(ryy r A M)
log M(r) ~ —22p" (F) e ZB2 0
og M(r) ffp () n{r) ip =

égalités qui sont alors équivalentes sans restrictions; pour ces fonctions, on a :

. e Al
o8 MO
1= ng“l "

On voil qu’en dehors de ces fonctions il existe des fonctions de seconde classe el
q
pieme catégorie A correspondance simple, ce sont celles pour lesquelles on a les égalités
(r) L, ,r g M(r)

n fy

log M(r) ~ — . n(r) ~ "ttty
Loy n(1) 1,7

les fonctions dont la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguliére sont les

plus simples d’entre elles.

[34] On observera ici encore que les diverses catégories de la seconde classe sont
coutigués, et qu'étant donnée une fonction de g*me catégorie il existe des fonctions
de (g — 1)"™ catégorie qui croissent plus vite qu’elle et des fonctions de (g 4 1)®me
catégorie croissant moins vile. '

1l reste & considérer les fonctions pour lesquelles, quel que soit ¢, on a

q g+

q q
lq:0, l  ,=o0 (Lq =o, Lq:oo);

il exisle cffectivement de telles fonctions, par exemple celles obtenues en prenant
ru:ep(a), ep(b)g n<e,, (D), a < b<Te".

Nous appellerons ces fonctions fonctions de la troisiéme classe. Etant donnée une
telle fonction. il existe des fonctions de premiére classe el de catégorie aussi élevée
que I'on veut qui croissent moins vite, et des fonctions de seconde classe, de caté-
gorie aussi ¢levée que 'on veut, qui croissent plus vite. On peut donc dire que la
troisicme classe est intermédiaire entre les deux premieres. Pour les fonctions de
celte troisieme classe il ne peut exister de relation asymptotique entre log M(r)
et une fonction z(n(r), r) formée comme ci-dessus avec un nombre fini de termes:
au point de vue de la correspondance d'ordre zéro, les fonctions de la troisiéme
classe apparaissent donc comme exceptionnelles: & ce méme point de vue. on voil

que les fonctions de la seconde classe sembleraient devoir se rattacher aux fonctions
d’ordre fini.
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Pour toutes les fonctions vérifiant I'égalité (22) [ou (24)], il existe un exposant
¢ () tel que

eYXN)
I3(L) ~—

par suite, I'égalité (19) et ses conséquences se trouvent vérifiées par toutes les fonc-
tions dont la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguliére. En particulier
pour celles de ces fonctions qui appartiennent aux deux premicres catégories de la
premiére classe, les conditions du n° 15 sont vérifiées et méme de lelle facon que les
égalités écrites pour log M(r) sont valables pour log|f(z)| dans tout le domaine

considéré au n° 15.

[V. — FONCTIONS A CORRESPONDANCE D'ORDRE ZERO PARFAITEMENT REGULIERE.

DEVELOPPEMENT DE TAYLOR. — CAS PARTICULIERS.

[32] L’inégalité

r r

I —— | (O n="1u«r).
o R, 2....‘Rn< ") ")

tout & fait analogue & la premiére inégalité que I'on déduit du théoréme de M. Jensen

donne comme elle

,,7'.

:R,:Ri...:ﬁ,,<'\[<r)’

inégalité valable quels que soient r et n; on déduira donc de I'inégalité (26) une
inégalité obtenue en remplagant dans (27) n(r) par 10(r), ce qui nous permetira
d’énoncer le résultat suivant : si Y(X) est une fonction satisfaisant aux conditions (E),

légalité

(24) log M(r) ~ e¥i%), X=logr

enlraine

. e vy d .
(29) T0(r) ~Y'(X)e'd < IR log M(r),

proposition valable méme pour l'ordre infini, grace & la remarque précédente.
Inversement. de TI'égalité (29) on déduit I'égalité (24). L'égalité (29) exprime
donc la condition nécessaire et suffisante pour que (24) ait lieu. Quelles conclusions

peut-on déduire pour les coefficients ¢,) On voit que si I'on change n en n(1+:),



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D' ORDRE NUL ET D ORDRE FINI. 179
quelque petit que soit =, il existe d’aprés (29) une valeur n, & partir de laquelle
R, (14, st supérieur A R, cest-a-dire que I'égalité

le,| = ¢ "

. . n,_
a lien pour une suite de valeurs n,, n,, ..., n,, ..., telles que -"=* iend vers un.
n

Quant a la valeur de G,, elle est fournie par I'égalité

G,= Y X, X,=log R,:
1

Lss formules d’approximation de G, s’obtiennent au moyen de 1'égalité (29); on peut
remarquer immédiatement que, puisque :

Sy,
n

et que Y'(X)eYt¥) est croissante ou asymptotiquement égale a une fonction croissante,
on aura, quelque petit que soit =,

G
. y(-2
(30 n>Y'(X,)eY®) (1 — ) > (1 — 22)Y’ (%) e ( " > ) n>ny|z);

. . G
landis que l'inégalité (27) nous donne, en remplacant n(r) par n et r par 7" ce

1

qui est 1égitime d’aprés la premiére inégalité écrite ci-dessus :

G
G\ Y(3 ;
(30) n< (14 9)Y /—"> e <(’—> R ns).
\n n
Ceci dit, nous allons calculer G,; il existe une fonction $(X) tendant vers zéro

et telle que, pour = >>X, on ait simultanément
X
f o (e") dx
0

£Y'(x) T (e") e .
o< e <, | <A
or, NOus avons )

G, __« 1+, QN
;——Xn[]——m ’ |rlul<n”(‘\n)'

supposons que
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nous trouverons comme au numeéro 25 :

ss=4(2) [ ven s GO mi<nm:

. v (G , ;
e\\‘\u):e\ <Tz) |:1__ I'*—Tln ]—*(”>“+"'n] | . |<fj <&>~
W (Gn> " l n
v —
! n
-t - - G" + n 4 ' " Gu §
Y(X,) =) (;) [I_—)FT)] (r+) EHE lml<[f3 <7>] ,

4
n

et par suite

(1) n~Y/(X,)eYX) Y'< ) <G> <&>
W~ n).

Dans le cas ou I'on aura
! <__"> <1+ l 5(—-—") |§,
n n

les inégalités (30') et (30) montrent que I'égalité (31) est encore vérifice ('). Nous
arrivons donc au résullat :
Lorsque l'égalité (24) a lieu, la fonction Y(X) salisfaisant aux condilions E, & un

nombre = positif et arbitrairement pelit, on peul faire correspondre un nombre n(z),

tel que l'on ait

Ta) — 1

: ‘
CH

la premiére inégalité ayant liew pour n>>n(z), la deuxiéme pour une infinité de va-

)1
( n<(14:)Y(x,)e 0 I(y,), H(y,) = [ T l J '
(32) 1
( n>(1—)Y(y,) e l(y,), Yu = log

leurs de n,_le rapport de deux valeurs consécutives ayant pour limile un lorsque n
croil indéfiniment.

(') Les égalités (31) donnent une propriété intéressante des fonctions inverses des fonctions
n(.z) qui, sous sa forme la plus simple, s’énonce ainsi : soil ¢(r) une fonction croissante,
o) d x9'lx)
¢ (x) dr \:l ()41

; 1 .
telle que tende vers céro avec —, si l'on pose
x

_ E . n
N+ e(N+1) 4+ ... +3(n) =ny <E> )
nz(n) .
N élant fire, le rapport h : [ +n.‘ ) tend vers un lorsque n croit indéfiniment.

En particulier, si .r3'(r) croit indéfiniment, h tend vers e. Comparer la thése de M. Denjoy,
page 101.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D ORDRE NUL ET D’ORDRE FINI. 181

La méthode employée ci-dessus pour obtenir les conditions (32) montre le part
que I'on peut tirer de la considération du polygone de Newton introduit par M. Ha-
damard. Les formules (32) comprennent toutes celles obtenues par M. Lindelsof avec

. . \ . G, .
la méme approximation, et méme dans ces cas simples le passage de —* & R, se
n

fait sans effort; on retrouve I'égalité (29) & partir des égalités (32), ce qui montre que
les conditions sont suffisantes. Avant de montrer que ce résultat est vrai en général,
je montrerai sur un exemple comment la méthode employée donne des résultats
plus précis lorsque log M(r) est connu d'une facon plus exacte. Soit
2 : logr | ) .
log M(r) = 3 (log r)* — —— + 2(r) (log r)*, GIEIGION

2

1
2

I'égalité (29) donne d’abord

[

To(r) =[1 + ()] (og r)*,

en portant dans I'égalité {2) on aura

" . O | .
!J'(,?:f T () doe = g (log 1)* — ogr + 7(r) (log 1)?,
0 x A

To(r) = (log r)* + 1(r) (log 1), [2(r)] < h(r),

et par suite
G 2
T % +u(nyn;

n

on aura donc

3
-—n—.-—&—‘f.(n)n2
Icnlée 3 i n>no;
ns+’( )n?
— wn)n /_
([c"{ie 8 , =N, Ny ey Ny e n,.,—n,=hn,)vn,.

On voit en méme temps que :

_.'3
o —— pu2n(n)n 2
r,=en THmns,

(') Il existe des fonctions pour lesquelles cette égalité a lieu; voir mon article sur la erods-
sance des fonctions entiéres d’ordre nul (Nouvelles Annales de Mathématiques), 1913.

Fac. de T., 3¢ S., V. 24
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Soit encore

log M (1) = é [(log r)* — log r] + h(r);

- on trouvera

R,=e'n'™,
mais dans ces conditions on constatera que 1'on aura
log M(r) = p(r) + h(r) log, Tu(r),
ct un nouveau calcul nous donne
R, = ¢" (log n)"™,

nous pouvons continuer ces approximations successives et obtenons
R, = e"h G =" h
n=€"h(n), =t k),

les conclusions relatives & |¢,| s’en tirent immédiatement.

{33] Pour montrer que les conditions (32) sont suffisantes, il suffira de s’ap-
puyer sur la proposition suivante : si Y(X) satisfuil aux conditions (E) et que la fonc-

eYiX) . . .
tion (x + T,(_\')) < soit croissante, et si l'on a
(33) v < (1 4 g)eVim), n>n(:);
o . n . .
(34) 7> (1 —g,)eYt, n=n.n, .., n, .. limn 22=1,

p= N

on aura :

o eY\X) 1 1—4(X) X 1
(35) log M(r) ~ NUN [I + 70— I] , = logr.

l.a démonstration se fera de la fagon suivante : tout d’abord, de 'inégalité (33)

et du théoréme sur I'ordre de log M(r) (égalité (3)), on déduit par un calcul analogue
4 celui du numéro 23 :

op eY\y) 1 1—4(X) )
(36 log M(r)<[1 + ()] NUS &(X} — 1:| . X=logr;

par un calcul tout semblable, 'égalité (34) étant vérifiée pour n =n,, ona

. eY(X) 1—3(X)
(37) log M(r) > (1 — “(\)[+(\) ] :
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pOUI‘
" ~ an . |
x:_xp:——l—. s () =1 +¢

iy Y ()

X=X,=1", s ) S+

Pour déduire l'égalité (35) des conditions simultanées (33), (34), nous nous
appuierons sur la croissance de

log M(r)
N
si 'on désigne par F(X) le deuxiéme membre de V'égalité (35), (T\) est aussi une

fonction croissante ou asymptotiquement égale & une fonction croissante, donc les
inégalités (36) et (37) montrent que

log M(r) = [1 + s(D]AX) F(X),

»(X) étant égal & un pour X—_—,\p et ¢tant compris entre les nombres — et
.
P

pour X compris entre X et X

_F(X,.,) X

_pr ,’D—"—l L( ")
s TS S VPR ey

n, b (npey)

nous sommes ramenés & montrer que le rapport 4 (yn,.,) : ¢(ya,) tend vers un
lorsque lim —22 =1. C’est ce qui est évident lorsque 4 (X) a une limite finie; dans

Ry

le cas général, '’hypothése faite sur le rapport entraine lexistence d'un

P
nombre Z, tel que

lim [Y'(3)%, — ] {logn, ,—logm]=1, X, <; <\, i

pP=c0

d’ou il snit, d’aprés les proprié¢tés de 4 (X), la proposition en vue.

[34) Lapplication de ces résultats aux fonctions d’ordre nul est immddiate et
nous donnera la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction donnée par
sa série de Taylor soit & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliere. Jénon-
cerai par exemple simultanément le résultat relatif aux deux premicres catégories
de la premiére classe sous la forme suivante :



184 G. VALIRON.

La condition nécessaire et suffisante pour que la série

(=]
I I
ra=Yes,  lglx|=1,
1 n

définisse une fonction de premiére classe et de premiére ou seconde catégorie & corres-
pondance d’ordre zéro parfaitement réguliére est qu’il existe une fonction 6(X) bornée
supérieurement, vérifiant les conditions

lim 6'(X)Xlog X=o0, X" (1 4 %(X)) croissante,
X=0c0

el que l'on ait :
n<(1r + )y, n>n(:),

n

2 )b = im —2Ht —

n>(1—z,)y4w, n=ng,..,n,.. lim =
p=co flp

On aura alors

. (108’ r)0 (log )41 I —b (log )
log M(r) 1+ 6(ogr | + o (log r):l ’

1 T]—tdogn)
() ~ Yo (r) ~ (log s | 1 4 oo [

Dans le cas de la premiére catégorie 6(X) tend vers zéro et les formules se sim-
plifient. Lorsque 6(X) a une borne inférieure positive, X%X) est & dérivabilité
rationnelle et Uon peut résoudre les inégalités de conditions par rapport & v,; on
voit de plus que l'on aura alors :

(38) logr, = (1 +=,) log R,.
Nous allons montrer que cetle relation a lieu en général. Nous avons vu (n° 6) que

eGu ‘gR,iR, R .
rr, . r — l. n =96/ ¢
gy > o = e =T R,+

I
‘lb(éR,J)
d’autre part, d’aprés une remarque faite au début de ce paragraphe et d’aprés I'éga-
lité (15), nous avons
o (14e) 1, 80
rreer, < RR, R e R

d’ou l'on tire

1 r, < N
— 2 2 — 0
p < R <z, s, = ¢
“n Sy

(+o)r,? i

) ™ Pg{"
X (2'1‘“3”4’ I)+ I)<e(i+t)1‘"?( )+g{" ( );
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ce qui montre que la relation (38) a lieu pour toutes les fonctions vérifiant la
condilion

log M(r :
(16" lim M =o0 lim —— = o, lim — 0 — o]
r=oo klOg 7')_ n=—oo 10[’ r, n=o0 I
lOglc_

qui limite la croissance(?). Considérons maintenant les fonctions a correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére; pour ces fonctions, on a

n ~ Y (log r,)eYogr ~ Y (log R,)e¥ tog R ~ £,

Y (X) satisfaisant aux conditions (D) et a des conditions supplémentaires dont nous
tirons pour l'objet actuel la conséquence suivante : Si n est supérieur & (logr)",
¢ (logr,) est supérieur & 1 4 k(1 —c¢); dés lors, si n<log r,)* k<1, I'égalité (38)
a lieu d’apreés ce qui précéde; si n > (log r,)*, on a
3 (log ) (1)
Y T4 eb(h—1)p (log )

Y' (0 log r,)evtlogr) = Y'(log r,)e¥ ogri) . — : <
( =] n) " ( ° n) ! 1+ 95,1 (}\‘_ 1)'1" (lOg "n) I l <

donc, en prenant A=1 + —————, le troisiéme facteur du deuxi¢éme membre sera

V] (lorrr D
¢gal & 1+ h,v, et par suite les égalités asymptotiques précédentes exigent que
Pon ait

n
1 — log r [—— —
08 i, = log 1, ( T 3 (log m))

ce qui, joint & la proposition obtenue dans le cas n<C(logr,)*, nous donne le
résultat @ pour les fonctions a correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére,
on a Uégalité

n :_1 o ln
lOg ’Rn ogr, [I + '4 (100. 7'")

qui est plus précise que (38) dés que &(logr,) croit indéfiniment.
[35] On peut obtenir pour certaines fonctions de la premiére classe et de pre-

miére catégorie une correspondance simple plus serrée que la correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére. On a évidemment

—log M(r) . logM(r) _
rl;gl: Tog r n(r):l o, Ill=ae|: Tog —10 (I)J 0:

(1) 11 y aurait lieu de chercher si les conditions (16') ne peuvent pas étre remplacées par les
conditions (10), et la relation (38) par une autre plus resserrée.
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on peut chercher dans quelles conditions la limite inférieure de ces mémes expres-
sions, pour r=-co, sera finie. On aura par exemple

log M (r)
—— — n(r — 4,
logr (N>
d’ou Ton tire

u (1) > [ru(r) — A —=(r)]logr, n(ry=rup,(r);
cette inégalité s'intégre par la condition que la fonction

P, ()

(A +:2) log,x — Tog =

soit croissante, quelque petit que soit ¢>o0, pour x>x, (). on voit qu’il en
log M(1)

— 2~ reste fini et que, par suite,
log rr log,r que. p

résulte que
v, (r)=1og M(r) — h(r) log, r.
Nous avons dés lors la proposition :

La condition nécessaire el suffisante pour que lon ait

log M (r . —_
n= log M(r,) + R/, lim A',=o, lim A, = A
logr, n=oo
n=o0

est qu’a tout nombre posilif < on puisse faire correspondre un nombre r, (z) tel que
lon ait :

log M(r')  log M(r)
log ' log r

log, r :
<(,\+s)(log2r’——logil°)—i—l}%, r'>r>r(:). Bfni.

La condition est bien nécessaire d’aprés ce qui précéde; si elle est vérifiée, on a

n(r) (log r' — log r] < log M(r') — log M(r) + h(r') log, r'

log M (1)

o log 1’ —log r]+ (A + <) log ' [log, r' — log, 1] + h(r") log, r';
tel

en prenant
log r'=1log r 4- (log, ),

on voit que I'on obtient I'inégalité cherchée. La relalion écrite entre n et r, est
valable entre n et (R, sous les mémes conditions; il est évident que A doit étre au
moins égal a un, ce qui met en évidence le fait que, pour les fonctions A croissance
tres lente, log M(r) ne peut pas étre une fonclion & croissance simple, par exemple
il n’existe pas de fonctions pour lesquelles

log M(r) =B(r) + (1) log, r, [n(r)| < h(r),
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B(x) étant une fonction dont on sait noter identiquement 'ordre d’aprés les méthodes
de M. Borel, ou une somme de telles fonctions, vérifiant la condition

B(ry<<klogrlog,r, F<1.

Les résullats que 'on peut obtenir au sujet de n(r) sont beaucoup moins précis.
ce qui résulte de ce que n(r) s'obtient par une dérivation; on pourrait évidemment,
en introduisant une suite de quantités indéterminées, oblenir une condition néces-
saire et suffisante sous la forme suivante : il doit exister une suite de nombres #,
compris entre 1 et A 4 <, et tels que I'on ait

log ’“n—‘—{ P hn
logr,  h,,—1

N1

mais une telle condition n’offre guére d’intérét. Cette condilion (qui s’obtient immé-
diatement par la considération de 'égalité

S D dr =) — 108 1)

x
nous donne une condition nécessaire simple: soit p un entier supéricur o A + <, il
exisle un nombre k supérieur & un, lel que pour n>>n, :
logr,. ,>klogr,;

cette condition entraine seulement I'inégalité

I
log M(r) > (n(/*) _Px > log r,

h—1
L. . o log M(r) e pr s
c’est-a-dire le fait que la différence oz n(r) est bornée inféricurement. On
o]

peut traduire le résultat obtenu pour log M(r) sous une forme analogue a celle
obtenue ici, on a

log M("y _log M(r)
log r' log r

+A+29 (—IM, log r' < log r + (log, r)*,

logr

condition qui, d’aprés nos calculs, est équivalente & la premiére.
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V. — ETUDE DES FONCTIONS QUELCONQUES. — CORRESPONDANGE REGULIERE D ORDRE ZERO

ET D'ORDRE MOINS UYN.

[36] Nous allons employer les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaite-
ment réguliére comme fonctions de comparaison pour I'étude des autres fonctions
d’ordre nul. Supposons en premier lieu la fonction donnée par ses zéros (ou plutdt
leurs modules) et placons-nous d’abord dans le cas de fonctions des deux premiéres
catégories de la premiére classe. Nous cherchons une fonction V(X) a croissance
rationnelle et telle que

\—(\—\—) croisse, n< ‘—%%2 ,

I'égalité ayant licu pour une infinité de valears de n. Soit V(X)=X"%), on a :

lim 8'(N).XlogX=o.
X=o

Marquons dans le plan xoy les points A, de coordonnées x,, v, :

log n
"cuzlogg’n’ yn:I+ ’

n

nous allons tracer une courbe y(x) passant par unc infinité de points A, laissant les
autres au-dessous d’elle, ayant en chaque point une dérivée, sauf en certains points
ou elle en a une A droite et a gauche, et telle que
() lim xy'(x)=o, y(x)— 1 + xy'(x)=>0;
&L =00
. , 17N -y (log X)

cette fonction y(x) trouvée, nous pourrons prendre V(X) =X .

Si y, tend vers un (premiére catégorie), nous faisons passer par chaque point A,
la courbe C, définie par les équations

(yumy= 1 + 2082 v,
S
L@ = yu— o) + 0@, o<

o (x) ¢étant une fonction monotone, indéfiniment croissante, et vérifiant la premiére
condition F, par exemple w(x)=log,x. Les points du plan (x>>o0) situés au-
dessus de toutes les courbes C, sont au-dessus d’une courbe formée d’une infinité
d’arcs de courbes C,, de part et d’autre d’une infinité de points A, ; si y(x) est I'or-
donnée de cette courbe, y(x) vérifie les conditions F, puisque ces conditions sont
réalisées sur les courbes C, tant (lue Y.(r)=>1.
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Lorsque la limite supérieure de y, pour n infini est supérieure & un (seconde caté-
gorie), nous tragons & partir des points A les courbes C, :
yn('r>=yn+m(‘rn)—w('r)’ *ri ns
Yu2) =y, —w(r,) + olr), z<x,;

n

et nous adjoignons la courbe C :
y =1 + z(x);

o(x) est monotone, indéfiniment croissante, vérifie la premiére condition F; v (x) est
monolone, décroissante, tend vers zéro; 1 + 7 (x) vérifie les conditions F, et I'on a :

7(x) —xw'(x) 20 (par exemple w(x)=1log, x, y(x)= lonrac) Les points du
=l

plan (x=>o0) situés au-dessus de toutes les courbes C, et de C sont au-dessus d’une
courbe y(x) qui fournit encore la fonction cherchée. On peut varier beaucoup
V(X)

cette construclion, et, par exemple, faire en sorte que soit de la forme

- 1 B \ . . . 7 Y
XL U] - est-d-dire soit & croissance régulidre.

Pour les autres catégories de la premiére classe on emploiera un procédé ana-
logue : si p+ 2 est la catégorie et si I, est fini, on procéde comme pour la

Ly . . log (nlogr,)
seconde catégorie & partir des points A, [acuzlogp+1 T Vnz—b”‘y—ci ; on
“n —

aura alors

nlogr, <e,  [W(X)], \,=log,r,,

- W(X . > [W(X
W(X) est & croissance rationnelle, ‘i ) ne décroit pas, donc % croit

p—1

. . +1 . .
Lorsque £, est infini, on a l,;;=1, on applique alors aux points A,

log, ., (nlogr)
p _ " . Tpa n
'Iu logpvri y n? yu x

3

le procédé employé pour la premiére calégorie, mais ici les branches de droite des
courbes G, ne se superposent pas nécessairement dans l'ordre de leurs indices. On
aura encore

nlogr,<e [W(\, . N, ,=log, .r,
RPN oy e x > TWXD) ) . log Wi\
W(X) étant a dérivabilité rationnelle, L—”—[———] croissant, et lim ———— =1, de
e,(\) = log\
g g nlogr’ ,
sorte que dans les formules log “_ , Cest-d-dire 12"1’_’(___"_") peut étre remplacé
og X log r

Tp-2
par un.

Fac. de 1., 3¢ S., V. ¥
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Pour les fonctions de la seconde classe et piéme catégorie, on aura & faire passer

. ‘o . log, n
par une infinité de points A, (J;": log,r,. ¥,=—="—) une courbe y(x) laissant

n

les autres points au-dessous d’elle, et telle que 1'on ait :

(F) lim 2

z=w Y(Z)

Si I’ o0, on associc aux points A, les courbes C, définies comme ci-dessus et
on trace la courbe C,
y=7.(x);
xo'(x)
7.(x)

T r ’ r e oy .y
zéro avec —; 7 (x) décroit, tend vers zéro et vérifie la condition (F')

o(x) est encore monotone, indéfiniment croissante, et telle que tende vers

. T
(par exemple : 7 (x)= log 2’ o (x) =log, x).

Si {?=o0, nous prendrons pour courbes G, :

1
g yn(‘q}) - .’L‘h" M & 2 xn ’

.%'gl'n,

h, est positif et tend vers zéro, ce qui permet la construction de y(x).

En résumé, on voit que : pour toute fonction des deux premiéres classes, on peul
{rouver un exposant ¢(x) (dont la dérivée Z'(X) tend vers zéro), lel que les fonclions
pour lesquelles n(x)= x:=) sonlt de la méme classe et catégorie et a correspondance
dordre zéro parfailement réguliére. Sinous désignons par g(x,y) I'expression

x log y, pour les fonctions de premiére classz, premiére catégorie;

xlog vlog,y

————=2= = pour les fonctions de premiére classe, seconde catégoric:
log [ log y]

J’.lp_—nv l TaAm l QQ ieme A .
N , pour la premiere classe, (p + 2) C{ltC‘gOUL 5
4 logy) ’
P o
7N v
J’.“P) 1. t T 1 Q itme 3 -
v pour ila quatrieme classe, p cattgou&
L :
~p

On voit que T'on aura, log M{r) ¢tant le maximum du module de la fonction
considérce :

log M(r) <[1 = =(r)]z(ren, 1),
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D’autre part, Iapplication du théoréme de M. Jensen montre que, pour une infi-
nité de valeurs de r, on aura [comme pour le passage de (34) & (37)] :

S (e, 1)

log M(r)>[1 — (1] H (log 1)

H (log ) a pour limite un pour la premiére classe el premiére catégorie, e pour la

seconde classe: pour la premiére classe et catégorie p =2 sa limite supérieure est e,
1

. . 1\, , . .y
et elle est ¢gale a <I + 7;) * pour la seconde catégorie de la premicére classe.
2

[37] La limite supérieure trouvée pour log M(r) ne peut étre précisée; la limite
inférieure trouvée sur certains cercles est entitrement satisfaisante pour la premiére
catégorie de la premiére classe; elle 'est moins pour les autres classes et catégories,
mais ne peut étre améliorée lorsqu’on ne fait aucune hypothése sur la densité des
valeurs de n donnant l'égalité n= r¢{""". Cela résulte de la proposition suivante,

démontrée dans un cas particulier par M. Lindelof () : si V(ic) est une fonclion crois-
sante dérivable, telle que la fonction W(x) définie par I'égalité

Maxim. de V(z) [log » — log x] = h(r)log rW(r),  h(r)>k>>o0,

soit également croissante, I'application du théoréme de M. Jensen aux fonctions
pour lesquelles

(l) n§ <I —I— ‘qll>\‘("ll>

donne le résultat le plus précis que I'on puisse obtenir en général, en ce sens qu'il
existe des fonctions pour lesquelles on a I'inégalité (), I'égalité ayant lieu pour une
infinité de valeurs de n, et telles que :

log M(r) <<(1x 4+ g)h(r)logr. W(r), r>r,.
En effet, si 'on forme une suile de nombres r; vérifiant les condilions

s . o Pag Loon
(r + - )¥V(r)=n,. n, entier; lim — = oo lim - = o,
=00 "ni i—=o0 n.i

la fonction entiere

TNy
\

ro=1l=G
1

salisfait visiblement a I'inégalit¢ précédente.

(') Mémoire sur la théorie des fonctions enliéres. p. 63.
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[38] Le mode de croissance des fonctions n(x)=x#x) correspondant a des fonc-
tions & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére montre que, si I'égalité

o (ren, r)

log M(r) > —————H Toz7)

— =(r)]
a licu pour une valeur de r, elle a lieu dans tout U'intervalle r, rk, k étant fini, par
suite dans la portion d’un domaine D; comprise entre les cercles de rayons r et hr

on aura :

w(l 0, r)

IOD If(“)l ={ (lon‘])[l_s(r)].

C’est une Torme précise du théoréme de M. Wiman que j'avais démontré dans les
Mathemalische Annalen. On peut donner une forme moins précise, mais plus

frappante, en introduisant le nombre des zéros n(r). Sur les cercles ou I'inégalité
précédente a lieu on a (n° 33):

. I ¢ (log )—1
n(r)<ren <[t + e(r>1n<">[‘ + WET——I] ’
d’ou
rr = n(ryh(r). 1< h(r)<ZHdogr).

>ar exemple pour les fonclions de seconde classe et de pitme catégorie, on a sur
une infinit¢ de cercles :

1 Il(l)ipl' . W, nmd,r
e[t + (9] Ln(r) <log | /()| < (1 +e(r)e Tl

Les formules ainsi obtenues mettent en évidence que les fonctions a correspon-
dance d’ordre z¢ro parfaitement réguliere sont bien celles pour lesquelles la relation
entre log M(r) et une fonction de n(r) et r est la plus simple.

IEn considérant les fonctions de la lroisicme classe comme cas limite de fonctions
de la seconde classe par exemple, on obtient le résultat général suivant : Pour loule

JSonciion d'ordre nul on peul lrouver des erposants g(x)= —(—> pour lesquels lu

Jonction Z(X) + log \ satisfuit aux conditions (D), el lon a :

I —— log M (r)

N
Tim (1 ——,> _—
X=wx \ \ 1+ .\L (\)

"39] Lorsque la fonction f(z) est donnée par sa sériec de Taylor, tout ce que
nous avons dit s’appliquera a la fonction ‘Ji«.), mais les résultats que I'on cblien-

drait ainsi ne seraient pas assez précis eu ¢gard a ce que, ici, la fonction connue
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G .
directement est v, ou G, et non pas ,. Il faudra donc comparer e <—n—”> . qui est
/

croissant, & une fonction analogue définissant une fonction & correspondance d’ordre
zéro parfaitement réguliére. en désignant cette fonction par xa(®, ¢ (x) étant I'expo-

sant formé comme ci-dessus pour la fonction dont le n**m° zéro aurait pour loga-

. G
rithme du module =%, on aura
n

G, ;&
logn<—¢, (e ">,
=7 .
ct par suite, d’apres les calculs du n° 33 :
’ — log M(»r
(39) Ty J0EM®)
r=e g (e, 1)
1 (log 1)

[égalité (3g) donne le théoréme de M. Wiman sous sa forme la plus précise : Sur
une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants on a :

o (redn), r)

g |/@1= (1 + 1) ey

[40] On peut, pour certaines catégories de fonctions, majorer n(x) ou Ti(x)
d’une facon plus précise. C’est ce qu’on a & faire pour le calcul de la fonction ¢(x)
du numéro 17; on a

lim (I;‘ =h,.
—n
=00
et on doit avoir
G, =2(n), lim [¢(n 4 1) + 9(n— 1) — 25 (x)] = 2h,;

n=o0

la condition imposée & ¢ (x) est vérifiée si 3"(x) existe et tend vers 2h, lorsque
croil indéfiniment. La détermination de ¢(x) se fera, & partir de ¢"(x), par le pro-
[ee)

cédé indiqué par M. Denjoy dans sa thése (pp. 48 4 56) (1). La série Z r'e—sm) admet

0
dans ces conditions une expression asymptotique simple; on a :
(=]
E roe—sn) — [I + 5(,-’)] SA (ei’xhl’ e~y ) e—h,x? pxs'(a) —5(x) s
0
+o0
' Q \! 2
3'(x) =logr, S5 q) = Z qre .
—0o0

(') En particulier p. 53; le nombre « qui tigure dans les équations des courbes ¢ et 5 doit
étre remplacé par 2qa.
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(41] L’égalité (39) montre qu'étant donnée I'expression log M(r) correspondant &
une fonction d’ordre nul quelconque, il existe une fonction a correspondance d’ordre
zéro parfaitement réguliere, des mémes classe et catégorie dont le logarithme du
maximum du module log M(r) vérifie la condition

Iim log M(r) __ .

r== log M (r)

’

on en déduira par I'application de l'inégalité (27) une limite supérieure de n(r),
tandis que les résultats du numéro 36 donneront une limite inférieure de n(r) sur
certains cercles. On obtiendra de méme les résultats relatifs aux coefficients ¢, .
Quant & la détermination de M(r) en fonction de M(r), elle se fera comme la
majoration de n(r).

[42] ¢ (x, ¥) élant la fonclion considérée au numéro 36, nous appellerons fonctions
a correspondance réguliére dordre zéro celles pour lesquelles le rapport

log M(r) - ou ogM(r)
2 (n(r), 1) [ 2 (L), 1)

reste compris entre des limites finies (positives). Pour de telles fonctions, z(x, y)
vérifiant les conditions (\), on a:

. " n(x)
g M(r) ~ —dr.
log M(r) -/U. - dx

Cherchons d’abord les condilions imposées & log M(r). Nous ferons le calcul
pour une fonction de la premiére classe. Nous aurons
n(ryL ., r
log M(r) ~ p () = h(r) . 72—,
OD (’) pl( ) ( ) m [n(’,) log "_]

=~p

A<h(r)<B

(p=o pour la premiére catégorie, etc.). En posant
log,r=\,, pa(r)=e,  [V(\)], [e_.(y)=1og ]
on voit que l'on a
V) og VI, =A(N) . VI(X,). X, log \, A—:<Th(\)<<B +¢.

c'est-d-dire que V(x) satisfait aux conditions

f—: 1+
log J;’) B _logV(x") logx™\ 3
\Jog = fog V() < <lug x) . T >r>7,(e).
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que jappellerai conditions de M. Boutroux('). On en déduira (comme pour les
fonctions & croissance rationnelle) une propri¢té des nombres dérivés. On a dés lors
le résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

_ 1 n 1
m o = lim — =1 A<,
e T _M(r) A NG B @As=n

n=—=

;f r . N r

p1n ~p—1'n

est ‘que log M(r) soit asymptoliquement égal a e,.[V(log, ], V(x) verifiant les
conditions de M. Boulroux écrites ci-dessus.

Il reste & montrer que la condition est suffisante. Nous allons commencer par
montrer que celte condition entraine I'égalité (12). D'une facon générale, si 'on a

log M(r) <(1 + ¢)e,_,[V (log, M)],
Ie théoréme de M. Jensen nous donne :

[V (og r]4d,le, (V)]
k ’Lp—a n

n< (1 + g) o=

’

log,r ...log .. r . .
logr—logr,=klogr,.« = b"—'lf——Tb” ’\v" , V,=V(log,1
ep—i( n) b Og n

n*

/
On tire de 1a (en supposant ——(Ui’d’) <h<r),
De2'n
14:
ey [V dog, M) e, (V) (x + k) e
ct par conséquent :
1
. r) 4. eV (dog, ) I Fomi
(ho)  n<(1+¢) ( Yu's ’[ "\ " ! ‘], H,(r)= b "o
~p+1'on -
o, A
(1) On voit en effet que lorsque lo;i\ ("_r) reste borné, il existe des nombres A et By tels que
L
V(o) AR
L Vir)
b,

sont des fonctions croissantes, ce sont les conditions utilisées par M. Boutronx dans sa theése.
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H,(r,) est égal & un pour la premiére catégorie, inférieur ou égal a e pour les

catégories de rang supérieur & 2, et au nombre obtenu en remplagant a, par — pour

l
la seconde. Nous déduirons de I'inégalité (40) que

r [w n(.r) <Iz()) Y [e \ (og, r)%],

p—:—:r

nous aurons donc
S e =1+ e,V g, )
A ;

si m, est la borne supérieure de |4(x)| pour x>r, ona

e, [V(og, ] >e, [V(og,r) |: \/'f h:| R A Vi .

log,r...log, , r
=TT Y oo VO
e, (V) ...logV

d’oti :
[]. n‘(px) doe = ( K (")) [ep—a (\- Ung ’J)) € (Vdogl’r'))] ’

Or, la propriété des nombres dérivés de la fonction V(x) nous montre encore
que le crochet du seccond membre de I'égalité précédente peut s’écrire sous la forme

(
~p-1

[l )i

@ nax)x’

»(x) étant continu et compris entre A(1—:) et B(r +¢); donc, nous aurons,
d’apres le raisonnement fait plusieurs fois ci-dessus,

0 dyfe(Vdog, M) Al — ) <h(PN<B(1 + <),
nr) LT

p1

nry=

ce qui démontre la proposition énoncée. On aura un résultat analogue pour la
seconde classe.

(43] Les conditions que I'on peut obtenir pour n(r) seront moins satisfaisantes.
En procédant comme pour les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement
réguli¢re, nous trouvons qu’il est nécessaire que 1'on ait

n IOg r,= h“ —t [ (]00' r, ] ?

I
n A
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V(x) satisfaisant aux conditions de M. Boutroux; mais cette égalité n’entraine plus

n(rd, .

log M(r)=h(r ) £, [n(r) 100 r ]

A—:<h(N<B+e,
mais seulement cette égalité avec

A B

E h"(") (I - S) < h(l‘) < X hn(v')(l + 5) .

Nous aurons donc seulement le résultat :
La condition nécessaire el suffisante pour qu'une fonction soit & correspondance

réguliére d’ordre zéro, en ce sens que le rapport (premiére classe)

n(r)d,..r
log M(r): T fn(r) log 7]

reste supérieur a un nombre positif, est que Uon ait
n log rn — h(”) ep——a [V (logp ru)] i C‘1, < h(n) < Bil ’

V(x) satisfaisant aux conditions de M. Boutroux :
1

1 .
IOg x' B_1 IOg V(a:’) ]og x' I . .
<10ga:> <logV(x)<< ) ’ o >r>x; A <.

logx

On peut mettre la condition sous la forme, plus simple pour une vérification
pratique :

[Iogp (n'logr,A,) long Y ~ log, (n'log r,B,) 782
log (nlogr,B,) long a log,(nlogr,.A,) )

Je ferai une remarque sur la forme donnée en dernier lieu a la condition. Consi-
dérons la.double inégalité

An(r)log r<fr n—(?dx<Bn(r)logr. B,
A
en posant
logr=\X\, n(r)=>N(\);

la méthode précédente nous donne

2y

1
X'\ B NN X\T v -
() (_\‘> SN < <T> ’ VX A<k<B.

)
d’ol lon tire
1
A/NYETY XYY B /NNT !
] - b St — (=
(%) (5 <ka)<A(.
Fac. de T., 3¢ S., V. 26
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condition moins précise que la précédente. Si B=1, celte derniére condition ne-

peut étre remplacée par une autre de la méme forme et plus avantageuse, mais si
B<C1 etsil'on pose

f * N@) dr = h(O)XN(X),

on aura
xh(x) < x—X[1 —A(X)], x>\,
d’ou
v N v
) dix . 1—h(X
/T\Jd)xacg a:—X[CllJ-C—Iz(X)]+ Bz’ A>X 1—(13)’
X X1—-11(_\)

i—B

et par conséquent

N(Y) \' 1—B 5 B _
Ny = [T\" 1 — A(N) AX)’

cette inégalité, qui ne nous donnerait rien de plus que (=), améliore la premiére
partiede (8); on aura

.

1
N(X') X1 —B\F
N(X) = (T\‘_J — A) '

mais, méme dans ces conditions, (%) donnera un résultat moins précis que ().

[44] Lorsque les conditions du numéro 43 sont vérifiées, on a
(41) log M(r) = h(r)e,_,[V, (log, )],

V,(X) satisfaisant aux conditions de M. Boutroux et A(r) restant fini, positif; or, la
fonction étant & correspondance réguliére d'ordre zéro, les conditions du numéro 42
doivent se trouver réalisées; on voit méme que la fonction log, M(r) considérée
comme fonction de log, r doit satisfaire 4 des conditions de M. Boutrouy, ce qui
impose des conditions & la fonction inconnue A(r). On se rendra compte, au moyen
du calcul fait au numéro 42, que T'égalité (41) donnée a priori entraine bien la cor-
respondance régulitre, de sorte qu'une égalité de la forme (41) impose & A(r) des
conditions telles que leg, M(r) vérifie des conditions de M. Boutroux.
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[45] On peut évidemment, pour étudier une fonction quelconque, la comparer a
une fonction & correspondance réguliére d’ordre zéro : la majoration de nir), par
exemple, se fera par la méthode de M. Boutroux (Thése, p. 13). Il est clair que I'on
obtiendra ainsi des résultats meilleurs, pour les fonctions voisines des fonctions a
correspondance réguliére d’ordre zéro, que par la comparaison aux fonctions a cor-
respondance parfaitement réguliére; mais pour les fonctions dont la distribution des
zéros est trés irréguliere comparativement a celle des fonctions & correspondance
régulicre d’ordre zéro, les résultats obtenus par les deux méthodes donneront une
approximation a peu prés semblable. 11 est d’ailleurs évident que si I'on a, par

exemple,

1 <logM(L)<[ +e,
A log M(r)

M(r) étant le maximum du module d’une fonction a correspondance d’ordre zéro

parfaitement réguliére, I'étude de la relation entre n(r) et r se fera d’une facon plus

précise que dans le cas général des fonctions.a correspondance réguliére ().
Supposons, par exemple, que I'on ait

log M(r) = h(r) (log r)*, Ah(H<<B, k>1;

nous aurons
r
f nf)' dx = h,(r) (log r), A— A (r)<<B;
0
d’ot
n(r) < (1 + kBu*" (log 1),
n(r) > (1 — kB (log )",

ol v est la plus grande et o' la plus petite racine de I'équation

(k — nNa* — ka** 4 % =o.

11 semble difficile de reconnailre si ces conditions nécessaires sont suflisantes,

sauf le cas ot lim A =0DB, ou l'on retombe sur le cas de la correspondance d’ordre

(') Il ne me semble pas inutile d’insister sur ce fait bien évident, que la classe des fonctions
a correspondance réguliére d’ordre zéro est heaucoup plus générale que la classe des fonctions
considérdes ici : c’est cetle propriété qui fait leur intérét. Clest a ce point de vue, semble-t-il,
que 'on doit se placer dans ce genre de questions, par exemple dans la comparaison des résul-
tats de M. Denjoy et de M. Blumenthal (Voir BLuseNinar, Principes de la thévrie des fonc-
tions d'ordre infini, pp. 83, 88). 1l est clair que les méthodes de M. Blumenthal duivent s’ap-
pliquer directement dans des cas beaucoup plus généraux que celles de M. Denjoy; il reste a

Vi)'t ¢r)

savoir si les fonctions e sont aussi ou moins géncra'es que les fonctions r
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zéro parfaitement réguliére. Le calcul fait ci-dessus dans un cas particulier, pour
simplifier, a d’ailleurs une portée tout a fait générale.
Enfin, on voit que, pour une fonction & correspondance réguliére d’ordre zéro,
ona
n(r)y = h{r)e¥®, X=logr,
Y'(X) tendant vers zéro, il existe donc un exposant ¢(x) dont la dérivée Z'(X) tend
vers zCéro et tel que

n(r)y > kr:n, k>o;

d’ou il suit que la condition (19) est vérifiée ainsi que ses conséquences.

[46] On peut évidemment essayer de poursuivre cette étude de la correspondance
entre log M(r) et n(r) ou Tu(r). Nous dirons que la correspondance entre log M(r)
el 'YL.(r) est réguliére d’ordre moins un lorsqu’on a

1—e

G0(r) " log r<<log M(r) < (1 + £)Tb(r)log r, r>=r,(s),

quelque i)elit que soit =. Nous nous bornons & des fonctions d’ordre fini ou nul, de

sorte que la deuxiéme partie de I'inégalité est vérifiée; la premicre partie impose a

log M(r) la condition

log M(r) ~ U(X), \ =log r;

la fonction '
1 1

\ B 5[0}

élant déeroissante, quelque petit que soit =, pour X >X(¢). On verra facilement

que c’est 1a une condition suffisante, d’oti il résultera, comme plus haut, que la
fonction

) 1 . I .
(logr) [log M(r)]

clle-méme est décroissante pour log r>>log (ro(z)). Mais on peut donner & cette con-
dition une forme beaucoup plus large; posons

log M(rr) =X [V(X)]Hn : X —=logr;

on voit que V(X) devra vérifier la condition

1 1 1 1
ol et B B vt B N'>X>\(9)-
.\[ Voo ] \[ [V«xv]‘““’] Zr=N
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Cette condition est suffisante, car on aura
) \’ et
[ " \ -\F o ;
) <g— VN

or,

Ve

ORI

\! Ve

log—A—

A V(X)‘“H ’

v <

donc en prenant, par exemple,

on aura bien

No(r) < V' T = (bg M(r))““* .

log r

Ce calcul montre, de plus, que I'hypotheése
I I N L (v R et

ou z est arbitrairement petit, ett entrainé la conclusion; or, la condition (a) nous
donne

Clog M(r) =1V (X)),
A SVAN Y ! - C (4
o vsve vexliirs | AN,

ce qui montre que la condition (8) est bien nécessaire; en revenant i la variable r,
la condition (B) s’écrit
T(r) = V(N),
1
P R . Ryt
Ty ST = R, ()

T(x) est donc une fonction {ype de M. Blumenthal, adjointe & Uinfiniment pelit «
(x est défini en fonction de r par r— ro(z)). Dot le résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d’ordre nul ou d’ordre
fini soit & correspondance réguliére d’ordre moins un, c’est-a-dire pour que les inéga-
lités écriles plus haut aient lieu, est que

log M(rr)=1log r [T(r)]iﬂ“"

’

R
/

{—: loo
n,,;[T <"—_—I_—.__\3] p, lim %{l—u =1,
: View!) p=w logn,

ou que
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T(x) étant une fonction type de M. Blumenthal et les égalité et inégalilés écrites étant
réciproques. Pour I'ordre infini, ce sont encore des conditions suffisantes.
La classe des fonctions ainsi obtenues est plus générale que la classe des fonctions
pour lesquelles
log M(r)=1log r. eY logn (1+),

la fonction Y(X) satisfaisant & la condition que XeY(X) est asymptotiquement égal au

maximum du module d’une fonction d’ordre nul & correspondance réguliére d’ordre
zéro; car dans ces conditions, et pour la premiére classe,

Y(EX Y(X), eY(X .

A Y k fini;

<

condition qui n'est pas réalisée nécessairement par les fonctions T(eX). On aura un

résultat analogue pour la seconde classe.

[47] La correspondance réguli¢re d’ordre moins un entre log M(r) et n(r) ne
peut plus s'étudier aussi facilement, sauf lorsque les conditions (16) sont vérifices,
cas dans lequel les résultats précédents s’appliqueront aprés le changement de '11.(r)

" l 4 I3 ’
en n(r) et \/]c"[ en —. Dans le cas géndral, le second terme figurant dans les éga-
. s

n

lités (13) et (15) peut élre aussi important que le premier, et par suite les arguments
des zéros interviennent. Mais, méme en élargissant la définition et en disant, par
exemple, qu’il y aura correspondance réguliére d’ordre moins un entre n(r) et

log M(r) lorsque, quels que soient les arguments des zéros, on a
n(r) =~ log r <log M(r) < h(r)n(r) log r,

la question se résout mal. On voit, en effet, que 'on devra avoir

/ " @ dx < h,n(r) log r, r / ' ng(c? dx < h,n(r) log r;
0 0

xr

la premicre inégalité ne donne rien; la seconde donne bien une double inégalité :

ﬂ")<f" ——n(f)dx<hgwl°gr’
v & r

"
mais la limite supéricure est trop éloignée de la limite inférieure pour que I'on
puisse obtenir un résullat simple, et si 'on ne fait pas 'hypothése %, <1 les condi-
tions obtenues pour n(x) non seulement ne sont pas suffisantes, mais n’entrainent

méme pas la convergence de U'intégrale.
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VI. — QUELQUES EXEMPLES.

[48] Je considérerai d’abord des fonctions définies par des équations fonction-
nelles se rattachant a celles éludiées par H. Poincaré dans son mémoire Sur une
clusse nouvelle de (ranscendantes uniformes (J. de Math., 18go, p. 313). Je me bor-
nerai & des équations de la forme

S(@)=R[f(2), 2], la| > 1,

R{x, y) étant une fraction rationnelle en x et y. Je chercherai des solutions holc-
morphes et différentes de zéro pour z=o0. On voit que la fonction

(@) =/(=)— f(0)

doil satisfaire au systéme de Poincaré

g(az) =ag,(2),
3,(a2) = R[e(2) + f(0), 4,(2)] — /(0).

F(s) = (a — ) [% f©).0—s |
G )

dont le déterminant est

par suite. si 'on a

c,= R(c,, 0), - e T (i=r,3,..),

il existe une solution méromorphe de I'équation considérée prenant la valeur ¢, pour
—o0. Si R(x. y) est un polynome, la solution est entic¢re; c’est ce cas que je consi
dérerai le premier. On a

(42) J@) =P @O + ... +P),

les P,(z) sont des polynomes et il y a en général p solutions entiéres. Soit
P()=6,2"+ ..., b, =B, la| =A:

si M(r) est le maximum du module d’une solulion, nous avons

M(ar) = (B + ) r'[M{r)]".
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Supposons d’abord p>1. On a

pt , 2
MA ) = [(B + ) r?) =1 [M(r)]PA" =12

1 1

i— {——

P_n 7. pr—! pn
=| Moot + 7T A T |
et par suite
Lp

(2) R r
M(r) = [Kr,M(r,)] \7o , R<r,<AR. r

0 P. n entier.

On a donc une fonction d’ordre fini, d’ordre L—i, trés réguliére; on a

2
log M(r) =[1 + &(r)] h (log r)rLs,

h(x) étant une fonction périodique, de période log A, dont les variations dépendent
des coefficients des polynomes P(z). ’
Soit maintenant p=1. On a encore

M(Ar) = (B +»)r"M(r) = Br'M(r) (r + @) ,

d’ou
n(n—1) (L7)2—(Lry)2
q

B Lr—L7r,
M(A"r) = h(n) (Br" M(r)A" ™ = = h(r)M(r,) <VI> e T

r

"'):Kﬂ’ R<I'Q<AR;
ou encore enfin
q log B log»
H(logr) =——— (log )24 ——logr———
.\[(I’) — h(r)e e2loga logA 2

H(x) étant périodique et de période log A. On voit que I'on a une fonction de premiére
classe et seconde catégorie, satisfaisant aux conditions (16) et & correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére. On pourra, pour obtenir les coefficients de la
série de Taylor et les modules des zéros, faire un calcul analogue & celui du-tiu-
méro 32. Mais on peut aussi remarquer qu’'il existe des cercles sur lesquels |f(z)|
reste supérieur & [M(r)]'—, il en résulte qu’il existe une suite de nombres r,, r,, ...,

r A, tels que

S(@)=[1+1)]P(2)/(2), 2| =r;;

R,
ey Py,

/(2) a donc g zéros entre les cercles de rayons r, et r,_ . A Iextérieur des cercles
décrits des zéros a, comme centres avec un rayon |a,|™* I'égalité précédente a encore
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lieu, ce qui montre que =, étant un des ¢ zéros compris entre R et AR, I'un des
q 0 q
. . - I3 .
q zéros compris entre les cercles RA" et RA" ™' sera 2 A" <1 +§—> ; les zéros tendent

a se disposer sur ¢ spirales logarithmiques. En particulier, si ¢ =1 el si les coefli-
cients de P (z) et de P (2) sont réels ainsi que a, tous les zéros sont réels & partir
d’un certain rang.

(49] Considérons maintenant I'équation plus générale
(43) S(@)=P2)f(a"'2) + ... + P,_(2)f(2) + P, (2),
qui est elle-méme un cas particulier de I’équation
J@)=R[/(@), ... f(2). 2],

Rz, x,,...,z,.x,,,) étant une fraction rationnelle. Les conditions qui expriment
que le développement en série d’une solution est possible sont des conditions suffi-
santes pour que cette solution existe, car la résolution de I'équation se raméne a la
résolution d’'un systéme d’équations de Poincaré. Pour 1'équation (43), on aura les
conditions

S)=¢;;  ¢[P0)+ Do)+ ... +P,_(0) —1]+ P(0)=0;
Jj=p—1
a’? — Z P(o)a" M =to, i=1,2,..

J=0

il y aura en général une solution entiére. Dans le cas particulier ot le degré de P (z2)
surpasse celui des autres polynomes P(z) (i=1, 2, ..., p—1), l'expression trouvée
ci-dessus pour M(r) est encore valable, ainsi que les résultats relatifs a la disposition
des zéros. Mais dans les cas généraux les valeurs particulieres des coefficients et les
degrés des polynomes P,(z) interviennent; on a bien encore

M(r) < ebdogr),

mais il semble difficile de trouver une limite inférieure pour M(r).

[50] Je considérerai encore I'équation
b () f@az) + Py fiz) — P(s)=o,

qui admet une solution méromorphe sous certaines conditions; si ,, x,. ..., », sont
les zéros de P (2) et si 'on pose

Fac. de T., 3¢ S., V. 27
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on aura comme solution de I'équation écrite

g(z) 9

EANEC)
II’L —, a )
1 |<7-,; )

92(2)=
g(2) élant une fonction entiére vérifiant I'équation
P (0)g(az) + Py(2)g(2) + P,(2) . 7.(z) = 0,
ce qui montre que g(z) est une fonction d’ordre nul pour laquelle
)[(l) < eK(logr)’;

en décomposant ¢(z) en éléments simples, on aura

i=p n=oo0
\

=2 |0 A (2 e, a2

!  7(wa)

i=n n=n;
Or, nous trouvons

Py(xa)
n—+1 Pl(aia") -

i . i
A:1+1_—-A

aAioH—i C(al a")q ’

q ¢tant Uexcés du degré de P> sur celui de P,; on en tirera bien simplement, en
supposant le degré de P,(z) au moins égal & un. que ¢g(z) est une fonction & corres-

pondance réguliére d’ordre zéro pour laquelle
log M(r) = h(r) (log r)*.

On voit, de plus, que lorsque ¢ est négatif ou nul, on aura sur une infinité de
cercles de rayons R, AR, ..., A"R, ... :

@) — () =00 E)

T z

’

d’ou il suit que f, est un polynome.

[51] Jindiquerai encore rapidement quelques fonctions de premiére classe satis-
faisant & des relations fonctionnelles simples. La fonction

Fe o= ][ <;_i> la] > 1
a

veérifie I'équation

2 () =1 —%>%(:)?(—Z)v

dont la résolution générale est alors ramenée  celle de I'équation

(44)

2 =3()3(—2).
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La seule solution méromorphe de (44) est évidemment

q=k
re==r [ o=z,
q=—Ah'

ou p, ¢, m, sont des entiers. Mais on peut chercher les solutions uniformes de (44)
n’admettant pas le cercle z=—=1 comme ligne singuliére. Si a est un pole (ou zéro)
d’une telle solution, «*" sera aussi péle, ainsi que l'un des 2% points a* . il sera
donc nécessaire de choisir les points a*" de facon & ce que leur seul point limite
soit le point z=1. Le cas |a|=1 nous redonne y(z): si |a|==1, nous supposerons
a choisi (parmi les points a*"") de telle facon que chaque point @™ ait pour argu-
ment le quotient par 2#' de I'argument de a qui est compris entre o et 2x. Dés lors
la fonction quasi-entiére

_nV

G(z, @) = ¥(z, a). H (""z_—1>

jouera dans le cas |a] > 1 le rdle de fonction élémentaire, la fonction

uG(z, a)
GG, b)) la|>1, [b]>1,

vérifiant (44). Pour |a|<C 1, on prendra

G(z,a)——F( >1[ (‘":_“!)

Les fonctions vérifiant (44) ayant entre les cercles z=R, z=R*(R==1) autant
de zéros que de pdles, on voit quelle sera la forme générale des solutlions de (44)
admettant pour points essentiels, soit les points 1, oo, soit 1 et o, soit o, 1, co. La
fonction G(z, a) se comporte pour les grandes valeurs de z comme la fonction F(z, a);

1 \ . . -
pour z=1 + — et pour u trés grand, elle est asymplote & la fonction ((a —1)z, 2)
u

(la| << 2), 4(z, b) ¢tant la fonction considérée au numéro do.
La fonction

d G(z, @)
Hiz.a,0) =2 [log(—j—%—b—’)

vérifie I'équation
(43) 23(3°) = 5(2) + 3(— ),

mais les solutions uniformes de cette équation, avant pour seuls points essenticels

1 et oo, sont plus générales qu'une somme de fonctions 1z, a,b): si z(2) est une
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telle solution de (45) ayant pour poles entre z=XK et z=K* (K >1) les points ¢,

(poles simples) avec résidus A;, la somme Ez ;l—‘ est nulle; donc si I'on pose

t

.. . G a
K a)== G(z, @)’

la fonction

0(2) = 5() — N1 M K(z, a)

vérifie (45) et n’a plus de poéles (sauf peut-étre |z]=1 et z=-cc), elle est finie pour
z=-oo d’apreés (45); on aura

q=k B
S
g=nr'

Si 'on met ¢(z) sous la forme du quotient de deux fonctions quasi-entiéres, le
dénominateur sera connu et le numérateur sera une fonction réguliére dans le voi-
sinage de ses points essentiels; on aura donc pour z trés grand

log M(rr) = h(r) log r log, r,
et pour z=1 41, ju|="1U":
u
log M(U) = k(U) (log U)™.

On généralisera aisément les résultats, en partant de la fonction

Iz, 8t a) = l_I <1——:\—"> la] > 1, s >t.
o (7)

n=y



DEUXIEME PARTIE.

Sur quelques propriétés des fonctions d’ordre fini.

I. — DfverLorpEMENT DE TavLorR. — ThfEOREME DE M. Wiuax.

[62] Les différentes d3finitions de la correspondance réguliére d’ordre zéro
entre J0(r) et log M(r) s’étendent immeédiatement au cas de I'ordre fini. Pour que
I'on ait I'égalité

) - log r
log M(r) ~ b (r) oo i(;«)'
PR

c’est-a-dire pour que la correspondance d’ordre zéro soit parfaitement régulicre, il
faut que log M(r) soit une fonction de r & croissance rationuelle, et il suffit que
log M(7) soit asymptotiquement égale & une fonction a dérivabililé rationnelle. Cette
condition n’implique d’ailleurs pas que l'ordre est fini, puisque I'on a seulement

log M(r) = eflegn)! ")

et si I'ordre est fini, log M(r) peut, pour certaines valeurs de r, étre comparable au
logarithme du maximum du module d’une fonction d’ordre nul de seconde classe

et premiére catégorie; c’est ce qui aura lien, par exemple, si I'on a:

14 sin(log,») + ——
log M(r)~r 7 Tloear, p=h.

Supposons les conditions de la correspondance d’ordre zéro parfaitement régu-
licre réalisées, on a

e . g'(x).xlog _
(46) log M(r) ~ rt”, lim ‘—(—J-—(M—Ex =o, lim g(x)=h;:
& =00 RN/

r=o0
nous avons

T ~ gty ¥,

d’on :

G, G, . ‘7
n =t e )
—-~:(t_’”)€"
e b
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Or, si 'on consideére 1'égalité
. e(a)
y=gx)x,
on en peut tirer

m(y)’ w(y): (Ix),

x = [ye(y)]

O

et w(x) vérifie la condition :
xw'(x).logxr o
o(@)

lim
XL'=00

Nous avons ainsi le résultat que I'égalité (46) enlraine pour les coefficients c, les

conditions :

n—— - .t "N 1—w(n’)
(Viel<[=52] T w=nesa

np n o ) ]—ewp . n,.,

p=o0 n,,

Réciproquement. les conditions

n
(i<
n
p r r ! —_— . Il .
( \/lCan>np o1(1'p), n,=n,(1—z,), lim -?'—,
p=oc0 I
14
ol lu fonclion v, (x) est conlinue, dérivable (& droite ou & gauche), el vérifie les
conditions
!
. . w/(x).xlogx
lim o,(x)>o, lim @, (@) . wlog =o0
. r=o0 o, ()

entrainent la correspondance d'ordre zéro parfaitement réguliére et donnent :

]‘h(") w, () 1
s y=x"'", w, () =—.

log M(r) ~
g ee,(r) e.(y)

I

Nous aurons ainsi trés simplement des fonctions & correspondance d’ordre zéro
parfaitement réguli¢re et a croissance irréguliére: par exemple, si I'on a

—1

? .
‘—, (1 + sin dog, n)] +

. i
Vie =@ +)n? logzn

on a
¢

'.
tsindlog, 1+ —— | 14+
log M(r) — y& LFsmtossrs oo,

’

la fonction est d’ordre ¢, et pour certaines valeurs de r on a :

h

log M(r) < rlocar”
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Dans le cas particulier ot () reste supérieur a un nombre positif fixe, les
formules écrites ci-dessus se simplifient par suite du fait que 'on aura

nrm(n'):l_wum_(l L )[llw(’?) —uw(n)
e - YT B e ’

on a un résultat analogue en supposant o,(.r) borné supérieurement. Enfin, si z(r)

(ou m,(x)) a une limite ;(i pour w,(.r)\), on peut remplacer g(x) et z (xr) par
e /

el w(x) et o (x) par

O | =

dans les formules, sauf dans les exposants.

Pour qu’il y ait correspondance réguliére d’ordre zéro entre log M(r) et 11.(r), on
doit avoir
log r

log M(r) = h(r)0(r) W ,
o TUU7

L : . log, M(r) oy .
si I'on ajoute en plus I'hypothése que oz reste supérieur a un nombre positif
f=X1
fixe pour r > r,, I'équation précédente se réduit a
log M(r) = h(r) Tu(r),

ct par suite, M(r) est une fonclion de ¢" satisfaisant a des conditions de M. Boutroux ;
il existe deux nombres A et B (A>B>o0) tels que :

r'\B _log M(r) < AN P
: <l_> <10g M(r) <1> ’ >
Réciproquement, il suffit que

1 /r\B _logM{r) . /r'\A
E(T) <iog nu-)<(*<7>

pour que la correspondance précédente ait lieu; on en déduit

|Vl

" ! —h(n,) nP*i D
|en,| > Cin’” v, —n—< ,

P

f(x) étant une fonction telle que :
x8—4 décroit, xhe)—B croit, B>o.
Ces inégalités entrainent la correspondance régulicre d’ordre zéro et donnent
log M(r) = h(r)V(r); Yy =xh), r=V(¥):

fonction dont les irrégularités peuvent étre moins lentes que celles des fonclions a
correspondance d’ordre zéro parfailement réguliére.
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[53] La comparaison d'une fonction d’ordre fini quelconque donnée par sa série
de Taylor & une fonction & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére se
fait par le procédé indiqué au numéro 3¢ pour les fonctions d’ordre nul. 1l existe
des fonctions ¢,(x) pour lesquelles on a

,
v ag (e . x).xlogx
née.uu(e )’ lim Px( ) g —o,
s fu (‘:C)
I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n. Au numéro 3g la détermination

pratique de telles fonctions repose sur 'emploi de la suite G,. mais on peut procéder

n*
directement a partir de |c,| ou v,: c’est ce que je ferai ici en me bornant, pour
simplifier, a la recherche de fonctions ¢ (x) restant pour x>>x, supérieures ou
égales & un nombre positif. Tout revient alors & trouver une fonction «(x) bornée

supérieurement et telle que

\/[c"| < n—oln), lim o'(x)xlogx, lim o(x)=

X =00

O | o~

== o00
¢ ¢tant Pordre. Si I'on pose

_ logv,
"~ logn’

o n

on a a construire une courbe passant par une infinité de points A, (x,=n, y,=s,),

laissant les autres points au-dessus d’elle, ayant une ordonnée aussi grande que
. . . ’o. N r . 1 l ’ ’ ;
possible <mals inféricure a un nombre fixe supéricur a —> et dont I'ordonnée y(.r)
¢

vérifie la condition : lim y'(x), xlogx=o0.

L=00
On voit qu’il suffit de considérer les courbes C, définies par les équations

y"(I):yn+0($")—0(l’), xé—xn’
yn(x):yu_{_e(x) —'0(.13'"), (ngn,

6(x) ¢tant une fonction monotone, indéfiniment croissante, pour laquelle on a

lim 6'(x).clog e = o,

=00

par exemple 6(x)=1log, . La courbe I' dont I'ordonnée est en chaque point x le
plus petit des nombres y,(x) sera la courbe cherchée si son ordonnée reste finic,
sinon on prendra la courbe formée par des arcs de I" dont I'ordonnée est inférieure
N N .
a A <A > —)‘ et par des segments de la droite y—=A.

hd

[1 est bien évident que l'on pourrait faive en sorte que w(x) ait pour limite ¢,
mais on aura une meilleure limitation de log M(r) en ne s’astreignant pas a cette
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«

condition. Ceci posé, si I'on désigne par x#@) la fonction inverse de xv', on a
d’apreés les inégalités du numéro 33 :

— loe M(r
Lim log M(r) —
e 1A

ez, ()

Ce résultat montre que, pour loule fonclion d’ordre fini ¢, on peut trouver des

2]

Jonctions ¢(x) satisfaisant aux condilions
T . N - ,
lim —= =1, lim ¢(x)=h>o, lim xp'(x)logr =o0
x=o0 P _— ’ r=o0

&£ = 00

(¢'(x) désignant la dérivée ou la dérivée a droite ou & gauche pour certaines valeurs
de x) et telles que

(47) lim log M(r) =1

r—=oo rer) ’

malgré I'indétermination qui régne sur la définition de la fonction ¢(x), je dirai
qu'une telle fonction est un ordre précisé. En particulier, il existe des ordres précisés
ayant pour limite (pour & =e0) l'ordre g. On voit que les fonctions & correspon-
dance d’ordre zéro parfaitement réguliére pour lesquelles p(x) reste supérieur & un
nombre positif pour « >, sont des fonclions réguliéres relativement & l'ordre pré-
cisé. Un calcul immeédiat, ou les formules obtenues plus haut. montre que pour une
JSonction d’'ordre précisé :(x) on a

VITECRES] L

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n, et w(x) étant défini par les
égalilés

I
(X)) = —, yWe(y) = .

[54] Jappliquerai la notion d’ordre précisé¢ a la démonstration du théoréme de
M. Wiman sous sa forme la plus précise, forme qui a élé obtenue par M. Lindelof
dans le cas particulier ou 'on a :

log, r . log, r

1) .
" logr 7 T log r ok

jindiquerai plus loin comment la démonstration de M. Lindelof peut étre complétée,
mais je vais d’abord établir la proposition par la méthode méme de M. Wiman (2).

(") Voir LixpeLor, Sur un théoréme de M. Hadamard... (Rendiconti di Palermo, t. XXV,
1908); la forme du résullat a été prévue par M. Littlewood, Proceedings of the London Mathe-
maticul Soclety, vol. 6 (2¢ série), p. 18¢.

(?) Voir Winax, Sur une extension d’un théoréme de M. Hadamard (Arkiv for Mate-
matik, ...; B. 2, no 14.

lac. de T., 3¢ S., V., 28
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I

2

Le théoréme en vue est le suivant : pour toule fonclion d'ordre fini ¢ inférieur a
il existe une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croissants, sur lesquels on a
log [/(2)] > [cos =z — <(r)] re,
¢ () etant un ordre précisé.

Il suffit de démontrer la proportion lorsque les zéros sont en ligne droite, par
exemple ont tous leur argument égal a . Soit alors

- —_ o p
g(") ==X n< (cn > O)
une telle fonction, nous avons, pour une infinité de valeurs de r,

g(r) > ett—n ),

d’ot1, pour une infinité de valeurs de n,

n/— . no(n)"—ew®
\/Cn > (I - :’n) [ e ] .

Nous considérons la fonction auxiliaire

1

1 s
o —_ =] —_ i io . I -
D ()= / g(xu ’*')e—“du_.—'[ glxu® e kye—ueeizdy, —-;—<g <‘; k>p:
<0 :

la convergence et I'égalité des deux intégrales résultant du fait que & est supérieur

1
A p, e, par suile, g(xu¥) une fonction de u d’ordre inférieur & un. ®(x) est une
fonction entiére, et 'on a :

1 o0
© - 3 n
(I)(x) :.[ {](.L'll K )e “du = ,}.J C"“ <T + I) w";
0
donc, si I'on pose
P (x) = 2d,x",

on a pour une infinité de valeurs de n :

i
ny— “no —on) [~ g i
Vi, > o= [ e (e ]

P (x) a ses coeflicients réels, et par suile est maximum (pour

x| =c*) lorsque x
. - , . I .
est réel el positif, ce que nous supposerons désormais. Prenons k< —, ce qui est
2
¢videmment possible, et o = k=, I'égalité de définition de & (x) nous donnera :

! 1

D :/ (/{—J:u’_‘) e—“t‘“":e""f-‘- du < / * [g(— a:ur)] e—cos (kz) dy .
v v
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Cette inégalité va nous montrer que ’hypothése
g—nlse”, >,

ne peut avoir lieu pour une valeur de 7, inférieure a cos=zg, ce qui démontrera notre
théoréme. Notre hypothése nous donne

< Db r,

"

lg(— 1)

avec

ex

n s(n — w()
VDn:(1+7lu)<nU( )> ’ n>no’

et nous aurons :

n

n
oo — o0 —
d(x) << [ (ED,z"uk)evertksidu = XD, ([ uk g—ucosks du) x"

n
1

\ _r_
=D, I (—Z— + 1) (coskz) * ",

® (x) est donc majorée par une fonction qui est bien visiblement a correspon-
dance d’ordre zéro parfaitement réguliére, on en déduit pour les coefficients de & (x)
les inégalités

i i

Via, <+, 1 (+ ) |7 eostn T

1

N\ —uln) L X
=<x+sn><iwe(—m) . [I(/if*‘)]"(cosk:) w5,

inégalités qui ne peuvent étre compatibles avec celles déja obtenues que si, pour une
infinité de n, on a
1

(coslm)—7(1 +z,)

~ w(n)

1 <A

ou
1

"> (1 —z¢,)(cos /i:)m > (1 —z¢,)cos (k=) n>n, (k).

Comme £ peut étre choisi aussi voisin de ; que Y'on veut, & la condition que le
nombre n, précédent soit assez grand, on voit que la proposition en vue est établie.
On peut remarquer que pour toutes les fonctions f(z) dont les zéros ont les mémes
modules, la fonction ¢(z) sera 1a méme, de sorte que le théoréme de M. Wiman

A H 4 H . 12 . . r
sera verifié, pour ces fonctions, simultanénient sur une infinité de cercles.
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[55] Nous allons étendre la proposition aux fonctions d’ordre inférieur & un :

\

pour toule fonction dordre ¢ inférieur & un et d’ordre précisé ¢(x), il existe une infi-
nité de cercles de rayons indéfiniment croissants, sur lesquels on a :

log | f(2)] > [cos =g — =(r)] retn).

Ici encore. puisque le minimum du module pour |z] =1 est diminué, et Iordre
précis¢ augmenté lorsque, sans changer les modules, on rend les arguments tous
¢gauy, il suffit de démontrer la proposition dans ce cas particulier. Soit donc

g(:)=ZX¢,z"

une fonction dont tous les zéros ont pour argument =, et dont 'ordre précisé est £(r),
on a

lim log_g(l_) =1
r==00 ren)

et une démonstration analogue a celle du numéro 54 montrera que. pour une infi-
nité de valeurs indéfiniment croissantes de r, on a :

7'0' E: —z ]'%(7')
zin) > oL G
Ceci ¢lant le produit,

9(2)9(—2)

. .y , . pr_s I . .
est une fonction enticre en 2* d’ordre inférieur & —, le maximum du module a lieu
2

pour :=-ir et le minimum pour = r; ce maximum vérifie pour une infinité
de valeurs de ir Uinégalité :

Rl
e

7/
log M(r) > 2 cos (\— o) [0 — ()] et
2

donc l'ordre élant

[CH i ¢)

. on aura, d’apres le théoréme de M. Wiman,

log (9(0) X [g(—)]) > 3 cost (T3 ) [ — (o,

inégalité valable pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de » el qui
nous donne, eu ¢gard a la limitation supérieure de g(r),
log |g(— r)| > (2 cos® < 9\) — 1) [t—z(")]rem,

2/

in¢galité qui démontre la proposition en vue.
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[86] Le théoréme de M. Jensen montre que, sur les cercles ou le théoréme de
M. Wiman a lieu, on a
1+ e(r)
r r Cos (71 .
— <M(")<<——2—> o n=n(r);
n

Pyl rr,...r,

la démonstration du numéro 54 semble d’ailleurs indiquer que, dans le troisiéme

13
h

membre, doit étre remplacé par

e
“
v

, mais la méthode employée ne peut
co :

w

&
donmner une démonstration exacte. 11 résultera des formules que 1'on établira plus

loin que, pour les valeurs de ¢ supérieures a la racine de I'équation
tg s = wex,

. . 1 . . !

qui est comprise entre o et —, et jusqu'a 5 <1, on peut remplacer ——— par la
2 cos (wg)

e

valeur -; mais sans qu’il soit certain que, sur les cercles correspondants, on

sin (wp)
a le théoréeme de M. Wiman.

[67] Soit maintenant f(z) une fonction d’ordre ¢, soit & le plus petit entier sup¢-
rieur & 2g, on voit que la fonction G(u) définie par 1égalité

G =f@)f(zw) ... f(zo"™), o'=1,

, o pr s I . .
est d’ordre inférieur & —. Il existe donc une suite de cercles

N

RY, R, ..., R", ... (lim R" = o)

sur lesquels le théoréme de M. Wiman s’applique & toules les fonctions ayant les
mémes modules de zéros que G(u). Soit toujours 7, le module du n®* zéro de f(2),
r* sera le module du ni*m zéro de G(u); considérons la fonction

oo
. u\
H(i) — ,
e H( _11 <1—{ o
"./
1

1nous aurons
log |G(=")| = A(R,)H(+ R"), lz| =R,

et, par suite. sur le cercle |z| =R, exisle un ensemble d’arcs ayant une longuecur

o 2%
totale au moins égale a —]— et sur lesquels on a :
)

log /()] = MR)YH(+ R, |z = R,.

Or, d’apreés le numéro 36, nous avons :

0 r
H(R") = . (R)A(R,), u ) = /
: 0

nf.r .
)4 =n log r—log(r,r,...r,).
x
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Ainsi, nous avons le résultat suivant, généralisation du théoréme de M. Wiman .
Pour toute fonction d'ordre fini ¢, il exisle une infinité de cercles de rayons R,
(lim R = oo), tels que sur chacun d’eux on a linégaiilé

$==oc0

log | f(z)] > hu,(R), -l =R,, h>o

s

sur des arcs dont la longueur totale est au moins

>3

, h étant le plus petit entier supé-
rieur a 2s.
Dans le cas de I'ordre non entier, on peut montrer que

Nous avons en effet, comme il est bien connu, p étant le genre,

n=n (Ry) n=—oco
~ P\f O R
b, (R) <logM(R) <A, Y S+ A, Ny e
n=1 " n=nR)41 "

et tout revient & montrer que les deux ¥ sont inféricurs & ~(R)p,(R,) ou encore a
h(R,)H(R". Or, nous avons

n=n(Ry) li==co
) R\ 7 ~ R \ %=
» p(R) + B — B, __s> :
HR) > p,(R) + B, O <,) +5 ¥ (3
n=1t n=nRy)+1

B, et B, étant positifs et fixes, 1, et <, pris arbitrairement entre o et 1. £in prenant

-—B T_—])j'—l
TR ),

on voit que la propriété est établie (dans le cas p=o0, on a une modification insi-
gnifiante).

I1 semble bien probable que le nombre & doit pouvoir étre remplacé par 2p + «.

II. — FoxcTIONS D'ORDRE NON ENTIER DONNEES PAR LEURS ZEROS.
CORRESPONDANCE REGULIERE D ORDRE ZERO.

58] Nous supposerons essentiellement dans ce paragraphe que l'ordre n’est pas
: g q
cntier. Si p est le genre, on a

o
R Pis) ~/ <
)=e E(—.p).
1) 1[e(s P)
1
ol P(2) est un polynéme de degré p au plus et ou I'on pose :

Ece, p) = (1 — JJ)CI 2
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L’étude de la fonction E(x, p) a été faite d’une facon trés compléte par M. Denjoy
(Thése, chap. 1), ce sont ses résultats que nous emploierons. Nous désignerons

par """ le maximum de la fonction |E(x, p)] pour |x|=u. On a tout d’abord
m,(u) < A:ws, PX~=<p+1

pour p>1, et le nombre A. est plus petit que un pour p 1, nous supposerons
que cette condition est réalisée, en faisant, s’il y a lieu, le changement de z en 2z*
ou 2% On a également :

m,(u) > Bpu", u>1;
my(u) > B, u", u <<t

B, et B, ., sont des nombres positifs dépendant de p. Nous avons donc, en désignant
par &, tout nombre positif et fini :

n
ret

loa\l(;)<hr"+h2‘ ,,,+h2‘],p,, P,
n+1 :

landis que nous savons qu'il existe des fonctions dont le module du ni¢me zéro est r,
et telles que, pour

n

logM(l')>h‘2;<;—;> th, Z( > v

n+1

Ceci élant, nous dirons qu'il y a correspondunce réguliere d'ordre zéro entre
log M(r) el n(r), lorsque pour toules les fonctions entitres donl les zéros ont les
mémes modules que ceux de la fonction considérée, on a :

(48) log M(r)=h(r) n(r).

D’aprés ce qui précéde, pour que I'égalité précédente ait lieu, quels que soient
les arguments des zéros, il est nécessaire que l'on ait, pour r >r,,

r’ < D,n(ry;

(49) rP 2 n=n(r;
ity
w
(50) ,.p~121p_l<1) nry, n=nir.
i

n+1
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Nous considérons les inégalités (49) et (50). qui ont été résolues par M. Denjoy
par l'application d’une théorie générale(?); mais nous les résoudrons bien facile-
ment, puisque chacune d’elles est en réalité une double inégalité ou se ramene a
une double inégalité. Les recherches de ce genre déja faites plus haut nous aver-
tissent que nous ne pouvons espérer obtenir des conditions nécessaires et suffisantes
pour que les inégalités (49) et (50) soient vérifiées avec une valeur déterminée de
D, et D,; mais ces nombres étant complétement inconnus dans le probléme actuel,
une solution aussi exacte nous serait inutile.

Considérons d’abord V'inégalité (49); si nous désignons par r(x) une fonction
qui, pour x compris entre n et n + 1 est égale a r,, I'inégalité (49) donne

z  dx x
0 <D, + ()] /=,
-/r:, (rex))” ' (r(x))
et réciproquement celle inégalité entraine non pas (49), mais 1'inégalité obtenue en
remplacant dans (49) D, par D, + <. Comme notre fonction r(x) doit étre croissante,

I'inégalité précédente nous donne

1
(r(x'))” ’

inégalité différentielle de la forme qui a été considérée si souvent ci-dessus. On a
immeédialement

(1— 9al'(@) <U@ <O, + 9aU'@). U@ =

1—e
/&' o, U(x") x' \1+:
&) " <we<(Z)
et enfin :
n' r o \E1
(49') ——>K,(¢) . o>
n r,
D
_ D
{ — D,—1 R — t
K,=D E,=p -

() Voir A. Dexsoy, Sur Uintégration de certaines inéquations jfonctionnelles (Comptes
rendus, 13 avril 1gog). M. Denjoy trouve des condilions nécessaires et suffisantes pour que ses
inéquations soient vérifiées, mais en donnant au mot solution une signification toute particu-
liere; il a exposé sa méthode, dans le cas particulier considéré ici, dans un cours professé au
Collége de France (2¢ semestre 1913).
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reste fini. Pour traiter 'inégalité (50), nous la mettrons sous une forme qui mette
en évidence une double inégalité; nous emploierons, comme au numéro 14, I'identité

o0

v ‘ d
rPﬂZE%:—”(")%-(p—%—l)r""’.[ n(ac) p"i’

n+1

qui est valable, puisque par hypotheése I'ordre ¢ est inférieur 3 p + 1. L'inégalité (50)

s’'éerit alors
() </ n (x) dx D D, + 1 n(r)

P+ or <P i
d’ot

_ U (x)a: - n(x)

<Ux)<— + L U@). Ule) = —53.
ce qui donnera
(p+1) —— D
n'h(n) AT ,
et enfin
(p+1)

=y : n’ '~Il, T r
(5o") 7{<(l+D“)<T> D+l, n>n>n,.

Cette condition nécessaire est suffisanle pour qu’on ait une inégalité de la forme
(50) ot D, sera remplacé par un nombre plus grand. Pour que les conditions (4¢’) et
(bo') soient compatibles, il faut que

Ea(p+l)D+I

et nous aurons comme condition nécessaire qu’il existe des nombres « et 3 positifs
{2+ B <C1) et des nombres A et B {inis tels que l'on ait :

- 1 roo\PtB n' r o \p+i—a
(1) LA Y ——,") :
B ]‘Il ) Il I n
Ces conditions entrainent bien visiblement

fog M(r) < h(rynir);

nous avons vu d’autre part qu’elles entrainent

w, (r) = '/‘I‘ ﬁi) dic > h(ryn(r),
) 1

Fue. de 7., 3¢ S., V. 29
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ct, par suite. elles sont suffisantes pour que 1'égalité (48) ail lieu. Donc, pour que la
correspondance entre log M(r) et n(r) soit réguliére d’ordre zéro, c’est-a-dire pour que
légalité (48) ait lieu, Ul faut et il suffit que les condilions (31) solent réalisées.

Lorsque les conditions de la correspondance réguliére d’ordre zéro sont réalisées,
on voit que l'on a

= . /T log M(r) <r' pHi—= .
(52) E()—) <1—_og)1(r)<‘\‘ I,> , r>r;

réciproquement ces inégalités entrainent la correspondance réguliére d’ordre zéro,
comme on le verra par l'application du théoréme de M. Jensen et par la méthode de
M. Borel (voir la thése de M. Boutroux). Les conditions (1) et (52) sont plus larges
que celles que jai appelées conditions de M. Boutroux. On sait que lorsque les con-

ditions (31) et (32) sont réalisées il exisle des nombres «,, 2,, 2, %,, %,, a,, tels que

7\ %1 h(’l')n,, RN .
‘ n AR T T ‘ ) ;
\",,> < h(n)n < <;-"> ’ Py < h(n) <a, n>n

/N7 log M(r") P\ %o
)< (

log M(r) _ /' .
log M(r) r) re>r

il serait intéressant de savoir si %, ct 2, sont nécessairement supérieurs a p et =, et 2,
inférieurs & p 4 1; c’est dans le cas seulement ol la questlion se résoudra par la
négative que 'on pourra assurer ue les fonctions a correspondance réguliére d’ordre
zéro sont plus générales que les fonctions auxquelles la méthode de M. Boutroux
s'applique indirectement pour donner 'approximation de 1'égalité (48).

On voit immédiatement que lorsque la correspondance d’ordre zéro entre
log M(r) et n(r) est réguliére, il en est de méme de la correspondance entre log M(r)
et ‘IL(rm, on en déduira les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent
satisfaire les nombres ¢, pour que I'on ait I'égalité (48): ces conditions réalisées,
on aura :

G,

o opn —
r,=h,e* =h,R,.

[59] Nous chercherons maintenant a obtenir pour log M(r) une limite supéricure
aussi précise que possible, en ce sens qu’elle soit atteinte lorsque les modules des

zéros satisfont & certaines conditions de régularité(?), et lorsque les arguments des

('} Jentends par conditions de régularité des conditions (ui, non seulement ne limitent pas
la croissance, mais qui permettent la comparaison (& 1 + ¢ preés) d’une fonction n(x) quelconque
a une fonction n(ry réguliére, en ce sens que

nla)
lim =1,

r=0 p(r)

les conditions de M. Lindelof ne sont pas des conditions de régularité.
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zéros sont convenablement choisis (pour chaque valeur de r). Il n’est plus possible
de déterminer d’une facon rigoureuse ce que doivent étre les conditions de régularité

comme le calcul que nous avons a faire comporte 'approximalion d’intégrales de

la forme
o dx r dx .
[ n(‘r).rpri»i’ [ n(w)wp-,_;: l=1.2,...;

nous prendrons des conditions permettant le calcul asymptotique de ces intégrales.
Nous appellerons exposant de convergence précisé de la suite des zéros toute fonction
¢(x) satisfaisant aux conditions

lim g(x) =5, e(x)>p+ =, x>o,
lim g'(x) . ¢ log x = o,

-

et telle que

)
n < n>n,

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n. Si I'on désigne par yu@) la
fonction inverse de a¢(®), on aura : .

1 I )
r,z2ne,  n>ng m< w(n) << P xlgn o' (x)xlog x =o.

Ceci posé, nous avons

log M(r) < Z m, <é> + Ar?, R, = netv,
' i

puisque la fonction E(x, p) étant analytique, on a:

L’inégalilé écrite pour log M(r) est remplacée par une égalité si, pour la valeur

de r considérée, les arguments des zéros rendent précisément toutes les quantités
/ 4

El—, p>
\a

n

maxima. Nous ferons le calcul du second membre de notre inégalité en

supposant p>1, pour p==o la majoration de M(r) résultera des calculs du
paragraphe Iil. D’aprés M. Denjoy, on a :

. o i ] =
. m,(u) :/ l‘”M dv, U:M, 0<h<
0 sin § sin pb = Tp+a

t u u? o
u>1+ -, mp(u):u—;—_+___+_+L¢u._1)=—— du.
2 p N A I —u



22/ G. VALIRON.

Définissons le nombre n par les inégalités

r
Bu é

1 <Bn—‘-i;
1+ - '
p

nous aurons
(-] n (==}
R > ) 1( : ) : ( . >
E m |— )= m, | — )+ E m_ | — )
P P p
< Ri Ri Ri
1 i n+1i

2, l, 1 - 1
my(w)=m,(u), u<sr1 +;, m,(u) =m,(w), u=1 +1—).

Soit k(p) un nombre fixe, qui sera choisi plus loin, et qui ne dépend que de p,

el posons :

,
R, < — <Ry, R, < rk(p) < Ryry s
h(p) Srkp) <R

n ==

On peut choisir r assez grand pour que dans tout I'intervalle R.s, Rar on ait

1
R,=[1+ )", nw<ign”;

c'est ce qui résulte immédiatement des propriétés de la fonction p(x). L’inégalité

m,(u) < A.us, p<<<p+1, A. <B,

montre que les quatre sommes

nl . n!

N ./ S ./ T
X () Xm (=)
1 ! . q l;(T)

oo oo .

Q) o r O\ a r
Zmp (E‘)’ Zmn< T )
n"44 n"41 Lm

sont inférieures & 'expression

B, p

= (k(p))

re(r),

C3

B, étant un nombre fixe (< 2), quel que soit p. Enfin, les égalités définissant m(u)
donnent

m, (u(t + 9)) = (1 + hpe)m(u),
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de sorle que, quels que soient p et k(p), on a. pour r>r0(p. k(p)),

e} m (=]
N T " B
Emp <L> = (I + *t;(l‘)) 32 mp<—7> + Z mf)(—é—) 2-{- h,(r)= p et
R, L /) 2 (k(p))”
{ 1 i;(r) m+4-1 .o(7)
{
avec
2 r A :
men) < — < (m + 1)en, Jh(M)] < 2.

1+ =
p

Dans chacun des deux X, chaque terme est avec re) dans un rapport qui tend

, I
vers zéro avec -;‘—; donc :

o\ e(7)
1
= ‘+;> )
r : 3 o(r
Em; <.__1 >:/ . m, <—T )da:—i—s(r i
— no —
1

ie(?') x?(r)

a

) . 1
— g 3'/0- thh_ m;_‘} (7) dt 4 &(r) ﬁ , e, =po(1).

De méme

p+1
° / 1 )
2 TN e —(eat1) Y
Z m, ('T)“' 2[ e b m;(t)dt+;(l)s.
w41 Lp_(t—)_

¢i comme on peut prendre k(p) de fagon que soit aussi petit que nous le

p
ak(p)*

o
voulons, nous aurons (E m, <l_{-> étant évidemment supérieur & hre(), h>o>
i

log M(") <[1 + ¢(M] (K, 4 K,)r«,

avece

P p+i
»

p+1 ~
oy I . ¢
K’ = p!l‘l ! m; <T> dt, lx, =,/u t?:‘“ I)l:([)([f, . :t';(l)
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[60] Le calcul de K, + K, se raméne au calcul d’une seule intégrale. En intégrant
par parties, on a

P

) oo ‘D41 I—H'_‘ t?t“"P’—l
K= (p ) mp(p )—f—[ dt,

\P+1I \p 11—

ptl
>+f » lp‘“smpedl sin(p—}—l)f):t’ o<h<— .
0

l\',:—/ p >hm;<p+l - , : sh=
: p sin § sin pf p+1

\p+1

1 ) 1
et comme m? E—-):m’ <] + ), on aura
PA\p "\ p

K, +K,=1(pp(r) + L(ps (1),

1,(p, ¢,) étant lintégrale qui figure dans K, et qui peut étre considérée comme
connue, par exemple, en développant en série

. p ¢1—P 1 N . N p
I’([)’ri)_—\])—l—l) F‘_pk<l‘Fa P> e p+l’p+[>’

F(x, & v. x) élant la fonction hypergéométrique, et I,(p, ¢,) étant lintégrale qui
figure dans K,. D’'ou le résultat :

Si ¢(x) est un exposant précisé de la suite des zéros, on a Uinégalité

(53) log M(r) < [1 + (M| L, (P, (1) + L(p. £(7) ],
le premier membre de lincgalité (33) pouvant atleindre la valeur du second
(2 1 — (r) prés) pour une suite indéfiniment croissante de valeurs de r, si les argu-

ments des zéros sont convenablement choisis. Le théoréme de M. Jensen donne
d’autre part, dans tous les cas,

(34) log M(r") >[1 — ()]

pour une infinité de valeurs de r, inégalité qui peut étre précisée lorsque l'on a,
. sir,) . o ’ s

quel que soit n>n,, n>(—z¢)r, ", mais qui, en général, est tout ce que I'on

peut obtenir. Nous allons comparer les inégalités (33) et (54) pour les grandes va-

leurs de p. Le calcul de I!(p, ;(;’)) est bien facile pour p—=1, p=2; ona

22_?1

l:(l‘ .:;):

P2
e . N . T i - ) 3
24—z, \)/ 33—z, \2/ a2’ 2 7 a2 16

(2, ¢ J:___l._ .‘/3\‘4_h L /ﬁ\'\a_hy/ 1 3—p, d—q, 9>.
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mais le calcul est plus compliqué pour p=>>2 et est inutile pour notre objet. Consi-

dérons d’abord I,(p,¢,), dont la valeur se calcule explicitement pour ¢ =p +i;
. 2
on a
1 - — h
I, (p,p +;> =2L(Vp+Vp+1)=Lp+aLa +4—;p—)-

Dans le cas général, on a

P+ >h—p Z |: ——p+q< i >q]
.
=<1_ﬂpﬂ> Efl—_p"L E‘\ pij;+q<pir>q];

nous allons calculer I'erreur commise en remplacant dans chaque terme de cette

ll(p’ tc;)

derniére série 5, —p par o. Les termes correspondant & q>\/E; sont multipliés
h(p).

par 1+ —==; orilya \/Lp autres terfnes dont la valeur est inférieure & un; on
Lp

aura donc :

_1 1 < p \q J—

= Lp — h( Lp,

}“_I&—Pﬁ-q p+1/ P MV

¢t par suite
1 ) —
L(p: ) = —— +1p — hip) Vip.
"1

Considérons a présent L(p,¢,); ona

1+— :
—,, Sin ph sin f =
I(p.o)zf ppe 2RPC lt, (prub_, 0<H<——.
A o sin § sin po - Tp+1
sin po . L = . o .
- croil lorsque 8 décroit de & o, son maximum est p, il résulte de 1a que
sin 1
Vi
P, sinpY
L(p, 9J=[ 1 ' dt + h(p) VLp.
\ Vip tieure & % =
La valeur de 6 correspondant a {=1— est supérieure a ; soit
p 2p + 1 P+ /\
cette valeur, on aura :
]‘-
— cos m —
\/LP = . = p+k
I — —— == CO0s l_——sm)+,_ P
P PR PV gin n —

1)—;—/{
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ce qui montre que

k= h(p) L=

Vip
VLp

et que par suile, lorsque ¢ varie de o & 1 — *——, 6 est égal & = <1 _ .
p p+1

VLp

Or, nous avons

]
2 COS <p+l>05in——
2 2

t—1

sin pb =

’

d’ou
1_\11'-1":1) 0o coSs <p+£> ] .
W)= | ———— Ja+rmVip

COS —
2

VLn

:[I+M]f ' tp hd‘+h(p)V1p

On développera en série sous le signe / et on intégrera; la séric obtenue sera
analogue a celle correspondant & I,(p, ¢,) et on aura

L(p. ) S+ Lp+h(p) )Vip, |h(p)| < h(p).

_P+

Nous obtenons donc finalement

, _
1.(p. L(p.o)=12Lp + + h Lp.
{p-p)+ (P p)=alp + o (p)VLp

On trouve ainsi que, pour les grandes valeurs de p et en supposant que

I
p——=<p()<p+1——=,

VLp Vip
on aura

log M(r)<< (2Lp + h(p) VLp) ", r>r(p),

résultat tout a fait analogue i celui obtenu par M. Denjoy pour les produits cano-
niques d’ordre infini a croissance réguliere moyenne. (La formule d’approximation
de m(u) ulilisée en général donne, pour coefficient de 7™, p au lieu de 2Lp.)

. 1 . .
On peut également remarquer que m},(; + —) restant fini, quel que soit p, le
p

rapport de K, a K, tend vers un lorsque p devient trés grand ; et les approximations
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faites pour le calcul approché de I, montrent qu’il en est de méme pour le rapport
des deux sommes

i=E(r?7) i=c0
-
N m (D b) m (I
~ P\R)/’ =~ "\R)J’
i=1 ! i=Erd )11 :

de sorte que les fonctions d'ordre fini trés grand présentent les caractéres des pro-
duits canoniques d’ordre infini de M. Denjoy ().

[64] Je n’insisterai pas sur 'application des résultats précédents aux réciproques,
ni sur les cas de régularité relativement & 'exposant précisé. Je me bornerai a si-

gnaler le réle considérable du facteur " el des arguments des zéros. Supposons
que l'on ait

log M(r)= h(r)r*", lim §'(x)=5, lim z4/(x) log 2 =0;

X=00 =00

si la fonction p(x) reste supérieure & p +a(p<p<p-1), nous obtenons des
résultats trés précis sur les modules des zéros. On a

n(r)y=~h(r) rt

mais lorsque s(x) a une limite inférieure (pour x=o0), inférieure ou égale a p,
nous obtenons encore une limite supérieure pour n(r), mais pas de limite inférieure.
Or, si I'on part du développement de Taylor de la fonction, le second cas apparait
comme aussi « régulier » que le premier, et la théorie des fonctions correspondantes
présente toutes les difficultés que 'on rencontre pour les fonctions d’ordre entier.

(1) Dans le cas de la régularité moyenne, M. Denjoy trouve que I'on a
log M(r) << 2Lp.n.[t 4 ()],

p étant une fonclion croissanle de r, mais qui est définie & partir de n(r) de la méme fagon que
le nombre fini p qui figure dans nos formules; on peut prendre par exemple

dlogn
p—E<dlogr>’

logn
p=E (log r‘) :

et, dans certains cas plus réguliers,

Fac. de T., 3¢ S., V. 30
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III. — LES FONCTIONS ORIENTEES.

[62] Jappellerai avec M. Leau(!) fonctions entiéres orientées les fonctions d’ordre
non cnlier dont les arguments des zéros ont une limite, que I'on peut supposer égale
a 7. L’étude de telles fonctions est intéressante au point de vue de la théorie générale
parce qu’clle montre d’une facon trés nette les difficultés qui se présentent dans la
recherche des zéros d’une fonction entiére donnée par une valeur approchée de
log M(r), méme lorsque cette valeur approchée est trés précise, et méme lorsqu’on
connait une ligne sur laquelle le maximum a lieu. Jai indiqué ailleurs(?) une
expression asymptotique du logarithme de telles fonctions lorsque I'on a

r, = nem, lim o(x) =

a=oc0

, lim o'(x).x logax = o,

X==00

O | -

j’¢tendrai rapidement le résultat au cas o 'on a seulement

lim o(r) =

J=o00

: m(x)<;, > o0; lim o'(x).a.logx =o.
P+

X=00

O | -

Je poserai
n(") =n ("u é r < "u—t—i)‘ ’

et désignerai par n, un nombre qui sera déterminé ultérieurement. Je décompose la

fonction f(z) en un produit de quatre facteurs correspondant respectivement : le
premier P, au produit du facteur exponentiel par les n, premiers facteurs primaires,
le second P, au produit des facteurs primaires dont lindice est compris entre n,
et n, le quatritme P, au produit des facteurs correspondant aux zéros d’indice
supérieur & n, le troisiéme P, au produit des deux facteurs restants. On a

P . .
P,=M" (M restant fini quel que soit n,),
puis
~+o0 n—1
!
\ , I )
) — J— q-+1 q
log P, = A\, A = L [p—— 1) ;:7} a; ] ,
- no
n—l1
\ ; i
A, =m—n,—1)logr — }_‘ loga, + (n —n,—1)iv, z=rels.
no

(1) Voir L. Leat, Etade sur les fonctions entiéres orientées (Annales de I’Ecole Normale,
1Gob).

(*) Voir Vavmox, Expression asymplolique de certaines fonctions entiéres (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 1g12).
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Pour calculer A, on doit calculer d'abord
n—1 6 kA

1 +7,(n,.n 2
S‘,J:__"_"?(“_)xnxrq | — —4 ?', o6 <1,
ded b q n q

noy 14+ =

&

ou l'on écrit p, au lieu de ¢(r) et x#2) étant toujours la fonction inverse de xvi).
Cette égalité s'obtient en transformant en intégrale. Etant donné =, on peut prendre

n
n, et - assez grands pour que
0

I’rlq(no’ n)l < <.

On a donc
n—1
1+ 5)nrf
¢
Z re<< 7
ng 1+ —
-
P
ct par suite la série
© n—1
\) LA\ P
A qpq | 4
—, ne
converge, nous prendrons Q de fagon que
o
~ I
> — <

el nous aurons :

Q n—i
i 1
Aa = Z |:(_ 1)4'— F 2 aiq—] + nnn’ IT’AI < ¢

- N ng -
Q n—i1 o0 ‘
' —— \ \ N - nr

=Y |orm S ] X e —— |Fan nl<oe

— no 0+1 ql:l + ;—:‘ 29

Nous prendrons n, assez grand pour que

2
I<I\2~e"\‘1h—-ll<s. q < Q:

i n j

e — 1t <, i>n,:
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nous aurons

n—1i

? [0 L o |= > [t 2, ol <3

»yq
9" L4

Q
1)t e—izg
= nE (e +7n In] <3<

2D ]

q+1 —isq
A, =n Z (e +%'n, [4] << h(n)z.
—p qlil + ,._

On trouvera de méme

A,: — + isn + 4'n,
> — 1)%eieq
logP,=n Z e +1"n,
L) L=

d’oti, aprés quelques calculs :

eize(r)
loganv,lu)—nr)[ A, @], —

sin ""(I )]

a
IN
-S
I

B

Il suit de 1a que, a Uextérieur de cercles décrits des zéros a, comme centres avec
un rayon égal a r*, k élant fixe et positif, on a I'égalité

T omein)
55 o — pre(r) —_— P ) —_n ~.
(O‘)> lob f(Z) re [Sin [7:.:‘ (,,)] + f“(l", ?):l ’ [ é CP é

En prenant / assez grand, les cercles d’exclusion sont tous extérieurs les uns aux

. _ , I
autres; la notation 7(r, 5) signifie que le nombre 5 tendant vers zéro avec > est
fonction de g.

(63] L'égalité (55) donne, dans le cas ol p(r) est inférieur & un, la limitation
de log M(r) pour les fonctions d’exposant ¢(r). On a

log M(r) <<[1 + =(r)] m re(r,

résultat qui se raccorde avec celui obtenu pour les fonctions d’ordre nul de seconde
classe.
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On peut également, au moyen de cette égalité, compléter le raisonnement employé
par M. Lindelof dans son Mémoire des Rendiconti di Palermo cité plus haut. Etant

donnée une fonction re, ¢(r) étant un ordre précisé, nous formerons la fonction
V(x) du numeéro 5 du Mémoire de M. Lindelsf en prenant

’
—
i~

- "«m:HE(“%P)? LU Gl
s i
et
V@) =1log4(Vz),  (Vr>o):

comme dans l'application de M. Lindelof ;(r)>-l—, on a p=r1, et les conditions
2

imposées a4 V(x) sont bien vérifiées si on a soin de prendre pour ¢(r) un ordre
ayant pour limite ¢

D'une facon générale, si s est compris entre p et p + , la fonction V(x) répond

aux conditions de M. Lindelof; dans les autres cas, il sera blen aisé encore de former
une telle fonction en employant une transformation autre que (oc, \/Jc) Il en résulte

notamment que les résultats de MM. Lindelof et Phragmeén (Acta Mathemalica,
t. XXXI) s’appliquent & toutes les fonctions d’ordre fini.

[64] Nous allons tirer de I'égalité (55) des résultats relatifs aux zéros des fonc-
tions f(z) + a, résultats qui pourront prendre une forme intéressante ¢tant donnée
I'irrégularité possible de la fonction. Nous appliquerons d’abord le théoréme de
M. Jensen. Je m’appuierai sur la proposition suivante, qui est un cas particulier du

théoréme de M. Hadamard sur le minimum du module, et qui s’obtient par la
méthode d’exclusion de M. Boutroux :

Pour une fonction entiére d’'ordre p non enlier el dordre précisé ¢(r), on peul
toujours trouver enire des cercles de rayons R, R(1 + «) des cercles sur lesquels on a
U'inégalité :

I 8
log | f2)] > — k() [log - + h,(r)] re
(on suppose naturellement que ¢(xx) a été choisi de fagon & rester supeneur ap+ a).
Cette proposition rappelée, on voit que L'on a, quel que soit r,

= COS 2:(r)
sin =z (r)

log |f(z) + a| = [1 + =(r)]

dans les intervalles

397 — 2+ 5, g ()< — 5 ag — =

)
IA
-8
I
+
2
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D’autre part, on a
log [/(z) + a| =[1 + =(r)] log |a]

dans les intervalles

“~

= ) , 3
2q':+;+s,<~1;u')<zq: 5 T —%

B
IA
-e
IA

-
e

Dans les inégalités écrites pour ¢z (1), ¢, est une quantité fonction de r et qui
tend vers zéro avec la fonction #(r, ») de l'égalité (55). Les inlervalles restants ont
une longueur totale inférieure & 3z : d’aprés le théoréme de M. Hadamard rappelé
ci-dessus, on peut choisir r (enlre Ret R(1 + s,)) de fagon que dans ces intervalles

log |/1z) + a| = — h(r) (log ) r<", | (r)] < A(r)-

Le nombre r étant ainsi choisi, on a

Petr)

e(r) [sin [=e(r)]|

>

(IZp e o g1 + aldp=[1 0] (p + [sin [se (]

reir)

1 I 2=
F(")ZP‘F;.- ;[ log [f(z) + a|dy=[1 + «(r)](p + ')ml

ces égalilés ont licu pour des valeurs de r dont le rapport est 1 4 ¢,(rr); elles ont
par suite lieu quel que soit r; de plus, les fonctions

retr) re)

«(p + [sin [=g(r)]] I Gk (p+ l)m '

sont toules deux des fonctions de r & dérivabilité rationnelle ou, plus exactement, si
on désigne la premiére par r«), la deuxiéme par re0, ¢ (x) et p(x) vérifient la
condition

. y ' ) (Y'(x+ 0))
lim y'(x).xloge=o y(x) =" .
Tim ¥( ) g <.< ) 1y (@ — o)
Par suile, si Ion désigne par ¢ (1) la fonction qui est égale a ¢ (r) lorsque
1 N . . i - .
s p+ 3 et a ¢,(r) dans le cas contraire, ¢ (x) vérifie encore la condition précé-

dente; et puisque l'on a

f P = 1l s,
Y]

¢
x
on aura, d’apreés la propositior générale du numéro 26,

n(r) ~ ¢ (x)xsa's,
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Donc, si nous appelons n(x{a) le nombre des zéros de f{z) + a dont le module
est inférieur & a, on a

(36) nkrla) :_—_:[1 + -r‘(r)] _&-I_O_U_)_. ey,

[sin (=2 (1),

en désignant par 2(r) la fonction qui est égale a ‘sin (:;(l'))l lorsque :(r) est

. . 4 \ I’ p : N ’
inférieur ou égal a p + — et a un dans le cas contraire. On peut d’ailleurs résoudre
par rapport a r'égalite (;)6) on aura, w(x) étant la fonction considérée au numéro 62
et r (a) désignant le module du n*™ zéro de f(z) + q,

o= r"‘)[l w&) ]um—u )74 (0) [L—Jr”-%]’

2,(n) étant égal a |sin

o 2
lorsque w(n) est supérieur a . et & un dans le cas
2p

o(n
contraire.

[63] On peut obtenir des renseignements assez précis sur la position des zéros

D’apres I'égalité (55), les zéros se trouvent ou bien dans le voisinage de la demi-droite

d’argument =, ou bien dans le voisinage des courbes, ou arcs de courbes I

ayant
g ¢
pour équation

i J=pHaosiodnzp+s
ge(r) ==+ ¢m,

- q 2, o0, 1
(J'ZP st e(m<p+ s

ou des courbes ou arcs symétriques des premiers par rapport & owx. Considérons

d’abord un arc I') ne coupant pas ox’ ct faisons-le tourner de + : et de —z: les
zéros de f(z) + a voisins de I', sont, & partir d'une certaine valeur de leur module,

compris entre ces deux courbes I'y—., ['g+.; et le nombre de ceux de ces zéros dont

le module est compris entre r,(s) (nombre a partir duquel les zéros sont tous entre

I'gy—:. et T'y4.) et r est égal au quotient par 2% de la variation de I'argument de

a . .
I +J7,——) le long du contour formé par les deux arcs de courbes I'y—., I'y—. compris
(-

entre les cercles [z|=r(s) et |z|=r et les arcs de ces cercles compris entre les

deux courbes. Le long des deux arcs de I'y. et 'y, la variation d’argument est :
re’r

[t +(r)] m— [v = 7ir)] "
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Considérons les deux arcs de cercles; nous appliquerons le résultat suivant, dont
la démonstration est tout analogue & celle du théoréme de M. Hadamard sur le
minimum (dans le cas le plus général) :

Si l'on «

e(rn)

¢
fl:(l + “'in)"n 4

¢(x) étant un exposant précisé, la variation de l'argument de f(z), lorsque U'arqument
de z varie de = (le module de z restant fixe), est :

\/_a h(r)rem,

11 résulte de cette proposition que le nombre des zéros de f(z) 4 a situés dans
notre contour est
rer)

[+ =

On a ainsi les résultats suivants :

M T A Q 4 o
e lm‘; c(N=e<<p+ . Les ap courbes I', donnent 2p files de zéros contenant
r==
pelr)

chacune [1 + ()] zéros dont le module est inférieur a r, et il y a’

2. [sinzg(r)]’
re”) autres zéros contenus pour r>>r,(a) dans les cercles décrils des z¢ros a, de f(z)
comme centres avec le rayon [r,(0)]™";
: L ‘hes " . Zén
2° lim ¢(r)>p +;. Les 2(p + 1) courbes T', donnent 2(p + 1) files de zéros
r=—co

re()

contenant chacune [1 4 +(1)] zéros, et, pour r>r(«), il n'y a pas

2 |sin=wg(r)|
J’autres zéros que ceux correspondants & ces files.

30 lim p(r) < ! +p, e>p+ —;. I1 y a encore 2p courbes I', qui ne coupent
-_— 2

pas ox, donnant encore 2p files de zéros. Les deux autres courbes I',. symétriques
par rapport & ox, le coupent en une infinité de points et les portions & conserver
situées au-dessus de ox et les portions symétriques. En

1

sont les portions de I',.
supprimant les portions de ox comprises entre ces arcs de courbes I, et en faisant
tourner la figure de —-:z, l'aire balayée renfermera tous les zéros de module supé-
rieur a r(z) et qui sont voisins de cette portion du plan. Le nombre de ceux dont le
module est inférieur a r est

)

\Sin (':;:(I‘))I

ces zéros se répartissant asymptotiquement de la méme fagon sur les portions

[t + %(M)]

symétriques de courbes T' .
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[66] On étendra facilement une partie de ces résultats au cas ou, les zéros étant
encore orientés, on a seulement

rn == (I + Tm) nm\") N

L’égalité (53) aura encore lieu, sauf dans un angle formeé par le prolongement
des demi-droites ¢ = <(r).

[67] Les résultats obtenus ci-dessus montrent qu’étant donné le maximum du
module d’une fonction entiére, méme par une formule trés précise, par exemple -

M) = V() + h(r),

ou h(r) est fini, mais inconnu, on ne sait rien de plus sur les zéros que lorsqu’on fait
la seule hypothése de la correspondance réguliére d’ordre zéro; il en est encore de
méme si U'on connait en plus une courbe sur laquelle le maximum a lieu (dans le cas
ot dans les exemples précédents on a ,=o0, p pair et a>0, le maximum a lieu
sur ox).

Pour obtenir des résultats plus précis, il importe donc de faire une hypothése
sur les arguments des zéros. Nous allons démontrer la réciproque de 1'égalité (35) :

Si Uon sait que les argumenls des zéros d’'une fonction entiére d’ordre ¢ non entier
ont une limite, = par exemple, et si l'on a de plus

7) | log /()= (— (1 + 5],

p élant le genre el p(x) une fonction satisfaisant aux condilions

lim g(r)y=¢; lim ¢(x) >p+2, a>o; lim ¢'(x) . ¢ log x =0,
= = =0

le nombre des zéros sera donné par I'égalité

58) ntry = 1wy O e

1’égalité (58) entraine d’ailleurs (n° 66) I'égalité (37) et méme I'égalité

log |f(3)|=(—1)" [ e, 0], — a4z

IA

y<m—z¢.

[68] Nous commencerons par établir la proposition suivante :

Etant donné un produit canonique de genre p el d'ordre non entier, dont les zéros
ont pour orientalion =, on a

B9) log'firy =1+ (— 1)”./‘(m

TR LA e |

niryr’ . ; ‘ :
- de—+h ()P hory <hr).

Fac. de T., 3¢ S., V. 31
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Supposons d’abord que les zéros aient tous pour argument %, et soit

—rtaleg<w—u;

on a
log /()= 3} B(— =, p).
N i
or,
F( z B z . E z ri ° LA
2 ,.‘»P)—l (-,—,i’P)—(l—I) (_I'ij’p)+ r,—_,(_l) m"(w)dﬂc-

Nous aurons donc :

. N - s
log /(z) = lim [iE(— P+ =1 T @t dﬂ ’

D1

(60)  log f(z) = (— 1Y [ " (@)

En particulier, on aura

59 ’ WP " 4
log f(reis) = (—1)? / n(ax) ! 5 I: LT eis(ll+i):| dx :
0

P a4 x + rei

or, pour r>r,(z); la quantité entre crochets dans l'intégrale précédente est de la
forme 14 h(r)«(r) avec |r(r)|<Ce; on aura donc :

tog [ /(e = | 1+ () [reerm. r>ne.

Ceci posé, supposons que les zéros aient des arguments dont la limite est =.
Etant donné le nombre =, les arguments g, sont compris entre =—:z et =4z A
pattir d’une certaine valeur de n, n (). Nous pouvons supposer que cetle circons-

tance se produit quel que soit n,, & condition de multiplier la fonction par un pro-
duit de facteurs de la forme

E.(~_z_, 1,)
r; .
_ =1, 2, .., ns).
E(= ))
G

Le logarithme du module de ce produit a, pour z=r, une valeur absolue infé-
vicure 4

nyle) p+_i

h(r) 2 - = h(r) rete, r>r,(z).
1

P —
‘l‘r_.)

4

3
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Considérons alors le produit canonique dont les zéros ont des arguments compris
entre = —:¢ et = 4 =; on sait (Denjoy) que |E(x. p)| a pour [x|=wu un maximum
ou un minimum pour x=— u, suivant que p est pair ou impair; on aura par suite

_r < r < _r p pair,
(= ) S IS )l i

et I'égalité (539) sera démontrée.

(69] L'égalité (60) donne immeédiatement 'expression du maximum du modufe
des fonctions de genre zéro; elle montre en particulier que log M(r) peut étre une
expression asymptotique simple de r dans des cas plus généraux que ceux considérés
jusquici (n(x) ~ 2**)); par exemple si 'on a

[4 .
n=r,(sin log r,+A), ¢ fixe,

on trouvera

log M(r) = [1 + =(F)] =17 [

A i sin (=g)sh[= sin log 1] — cos (=g)sh(= cos log r)]
sin mp ' sin® (=g) + sh*= ’
mais on n'aura pas

n(r)=

sin (z¢)

log M(r)=(1+¢)

Les problémes de correspondance que 'on pourrait se poser relativement aux
fonctions orientées (méme en supposant les zéros alignés) se rameénent & des résolu-
tions d’équations intégrales singuliéres. Notamment la détermination des zéros
d’une fonction de genre zéro dont les zéros onl pour argument = se raméne A Ia

o dx i
_/(; ?(w)m—f%(')»

¢(c) étant la fonction inconnue et ¢(r) une fonction conlinue. Dans l'intégrale, la

résolution de I'équation

limite zéro peut étre remplacée par x,==o0: on aura alors une équation singuliére
dont la nature de la solution dépend évidemment du second membre; si &(r) est une
fonction log M(r). «(x) est discontinu.

[70] Revenons & la démonstration de l’égalil’é (58). Les égalités (57) et (3g) nous
donnent I'égalité

: o rP‘ ¢ )
(61) f n(x) ———— du ~ i,
0

xP e +r)
qui nous servira de point de départ. Multiplions les deux membres de I'égalilé par
r?, ¢ étant un nombre dont la valeur sera détermincée plus tard. On a

o pP e o)
62) f n(e) ——————dr~r"" ",
( 0 ) o N+ )
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Posons
gt
F('l‘ —_—
(1) e
on peut éerire
mp -q-4 1

F(r)= P 7 — ppP ™ . )PP r\P g
()= T (T ()

d’ou
PPE() P
WT———I.Z ...(p+q+l)m,

ce qui montre que les dérivées F"(r) sont croissantes pour i= (o), 1, 2, ... p+q,
puis alternativement décroissantes et croissantes; donc l'intégrale

[ ” n(x) ZE’? dx

est croissante, ainsi que ses p + ¢ premiéres dérivées, et les dérivées suivantes sont
alternativement croissantes et décroissantes. Dans ces conditions, eu égard aux pro-
priétés de s(x), nous pouvons dériver I'égalité (62) p + ¢ fois. Nous obtiendrons :

) F(prql(,.) o—p
_/(; n(x) “g—cm—‘ltl‘*(([*—PJ~--(P.—P+1)"' , e =p(r).

Les deux membres ont des dérivées décroissantes, mais on verra encore bien
simplement dans ce cas particulier que I'on pourra encore dériver asymptotiquement
cette égalité, ainsi que celles que I'on obtiendra ensuite. Nous dériverons encore
p 4+ q + 2 fois, et, en remplacant ensuite F®?+~*+2(r) par sa valeur, nous avons

o xt (@+¢)...(¢,—q—2p—1) 2, —9—2p—2
[ n(x) CESSEEEaE dx (— )P (ag + 2p + 2)! ! '

Le quotient des deux membres de cetle égalité est de la forme 14, (r), =,(r) ten-
dant vers zéro avec —, mais d’autant moins vite que ¢ est plus grand. En utilisant
r

I'¢galité

(?"1+(1) (Pi+q_l)"'(pl—~(1—2])— I) . (Pa—p) (Pl_P+')-“(?.+Q)

(— )P " % 1.a...(2p+2q+2) 1.2...(p+¢q)
% (p+1—p,)...(2p+q+1—0) I % 1.2...(p4+9q)
1.2...(p+q) prq+r1 " (p+q+2)...(2p+29+2)

et la définition de la fonction I'(x), on voit que le coefficient de r* """ dans
notre ¢galité asymptotique est

1 I % 1.2...(p+¢q)
Fe =P T(1—G,—p) ~ +q+2) . (op+29+2)

(1 + (@],
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d’ot il résulte enfin :

o x? __sinm(p,—p) ) 1.2...(p+q)
(63) '[n(:v)(x“fq«.pﬂdx - ,..p..q+,[l+r.(q)](p+q+2)m(2p+2q+2).

La fonction n(x) est croissante; nous aurons

q .

oo g oo
n(t)fb(t) = n(¥) [ ﬁ dx <‘/0‘ n(w) ‘@T""B.m dx,

avec
i=1 ;
. 1 q i tl*l
(= 2 aptag+asptag+r T aptgita (E4 )
i=q41

En prenant r==Fkt (k fini), I'égalité (63) montre que, quelque petit que soit 2,
on peut trouver une valeur {(z, ¢) telle que, pour :>>1{(e. q), on ait

. (kt)
) ) sin =[p(kt) — p] (k)" 1 +<(q) 1.2...q
t 3 ,
) <(r+e) w AP (kY (ap4-g+2)...(2p+2g-+2)
ou l'on a
(k) = ! ! T

ap+aq 42 (1 k)T

I q 1 1

+ ap+aqt22p+oqgt1 Taptqgta (1 k)P

En utilisant encore une fois les propriétés de ¢(x), on aura

k)™ = 1" (), [n] <e,
d’ot enfin

in 7(z(t) — p) K&

n(t) < (1 + 2¢) > X 7(bq), L),

avec

i=q
T 1 +1(q) 2(zp+q+2)<2p+q+3>~--(2p+q+2+i> 1

7(Lq) ¢ (I N %>2P+4+2 1.2...10 (1K)

i=0

Nous supposerons k>>1. Dans notre £, nous avons les ¢+ 1 premiers termes
du développement en série de

I \—@+e+?) 1\2p+a+2
I —— = - N
< L +/c> (' + k)
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la somme des termes manquants est inférieure au produit du dernier terme par
’ - 14k

LU
q

et comme les formules d’approximation de la fonction ['(xx) ‘montrent que le coeffi-
cient de ce dernier terme est égal &

e

X H(g) X 4" X ¢*, -

les termes manquants ont une somme inférieure a

h \? 3 o
h(f1)<r+,‘,>q.._..

la somme totale étant indiquée ci-dessus. Il en résulte que

et =1 +a(g),
et nous avons l'inégalité

sin = [6(®) —p)

w

(64) _ - @) <[r+:(@) —

[74] Le résultat complet découle presque immédiatement de cette inégalité.
I’égalité (61) nous donne ' -

,p(r) kv ritde f" rfide
P —en) < ) st e Sy

D1
n n(x) r’ dx

i e+ 1) (W =>k),

en posant - .

n‘(a:.): (1 + s‘(x)) sin =((x) — p) .

—
"

Or, on a, soit en utilisant le résultat obtenu pour les fonctions orientées, soit par
un calcul direct dans lequel on remplacera ¢(x) par ¢(r) (en utilisant les propriétés

de ¢(x)),
' ¢(r)—p—1
S gy = (s

et nous obtiendrons 'inégalité suivante (en supposant k et &' finis) :

" . Kooodt ,
r¥ ‘(1 + a(l‘)) < n(k'r) [ TG TE) + [1+ s,(r)]re( ‘

- 1IN ~( — 1 z(r)
— [y —=z,(r)] sin = (¢(r) —p) ,.w)/‘ p-t. dt .
& AN )

™
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n(k'r) > [t — <,(r)]

Slg ‘:(;Er) "'P) )-.?").A(k', k'){

"~

avec

) &' olr)
7 dt
f P-4 EA‘(",) o
Al Ky = e Pyt 2

B dt ’
./k TR

Enfin, en posant kr—ua, et en prenant A'=/Fk+¢ et r assez grand pour que:
s‘(r‘)<\/s, on aura

Al 1)y =k"*"[ 1 — h(r) \/_J

et finalement

n(x) >[1 —e(x)] s—m—_(c—ix)-:p—) xo@)

i

ce qui, comparé & I'inégalité (64), démontre la proposition en vue.

IV. — APPLICATIONS A LA FONCTION DE RIEMANN.

[72] Je vais appliquer les résultats et méthodes précédentes & la fonction 2(¢) de
Riemann

2 -——1. —_ -—% N _‘E_ “ :—l— ]
20 =256 — 07 1<2>\.<s), s=1 i,

fonction entiére de ¢; d’ordre un, et paire en ¢. Nous poserons

l=res=ux + iy, —n<e

I

+ =,

. 1 Y
$=—-—y+ i,
2

les propriétés de I(s) montrent que les zéros de Z(f) sont dans (ou sur) la bande

t:il , nous pourrons donc appliquer a la fonction E(\/E) (\/2 = \/Fei_’;), dont
2 .
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les zéros ont pour orientation zéro, les résultats du paragraphe précédent. 11 suffit de
connaitre log |Z(#)| pour t.—:re—ig.' On a(!)
log s :logr+i<g+'——'>+0<;>.
2 .
log(s—1)=1logr 41 (m + 5) + O (%) ,
log =

s

-5 1 . .

log= 2 = (-— — rsing 4 ir cos ?>.
2 2

et, en supposant y < o :
s 1/, 1 irels 1 ireis 1 s
WW— )= =+ - P — — - ) — —_— -y =)
log | <2> log \/ 2 —{-gv(zrez 2>log< " +l|> 2 44— <2>

et nous obtenons pour y< o, r>z2:

. . sing . Ising _ . rcosp [ rcosg Tioer 1
(65) Iog[;([)[:-——;—;logl#— " log (27e)— " arc tg K—————l . +41007+A+()<;>,

A:log\_/;—glogz—%i-*-bglE(s)l .

LT
i
Pour {,=re 2, nousavons

rlogr

log [2(t)] = [1 + ()]

nous poserons

:(Vz) =40,

. I ’
la fonction ¢ (z), d’ordre —, a ses zéros entre (ou sur) les branches de la courbe ayant
' 2

en coordonnées polaires g, § I'équation psin*—=1, en posant z=g¢e®, ona:
2

log 4 (—¢) ~

’

Velogs
4

(1) Jécris immédiatement les formules complétes qui serviront plus loin, mais il est clair
que pour lapplication actuelle il suffirait d’employer des formules beaucoup moins précises.
J'emploierai dans ce paragraphe la notation O(.r) de M. Landau.
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donc, d’aprés 'égalité (58),
Ve logs

et, par suite, le nombre n(f) des zéros de Z(f) dont la partie réelle est positive et le
module (ou la partie réelle) est inférieure a ¢ est

(66) )= (1 + n(0) 2L

[73] Je montrerai maintenant que I'application du théoréme de M. Jensen et du
théoréme général de M. Hadamard sur le minimum du module donne presque immé-
diatement un résultat beaucoup plus précis. La fonction 2({) étant paire, on a :

" n(x) J— ! /0 L(ppic
/; p d.zr_m [ log |Z(reis)|ds .

o . 3
Considérons la droite y = — 3 elle coupe le cercle de rayon r en deux points

ayant pour arguments

3
go_-_—_-———{—O( > G, = T G,k

ar
nous calculerons d’abord

F(r):é‘/?o log |Z(reis)| dy;

91

on a

I«(p):érlog (%é) + 210gr+B+0(logl)

. \
1 %0 . r ) rcosyg

+—f log[g_(s)ld'{,——/ cosg X arctg [ ———— | do,
T 2T Sy ' ! ‘

——rsing
2

avec
3log 2 1
B_log\/2~—-—g—_-,
4 8
On trouve
%0 I cos 3= I o hu rir 4+ uw)—u
f cosg . arctg 0 d@:—.__+0(_; ——r/ . +u) du
2 ! 1 . ! ar \ " y (I+lf) .1 R
——7rsing . e (1 +u)—aru
2 h)
1
uo*—’——r‘ﬁ—o - ) ll,:-:
3= S A
=——42+01 =4,
ar NG

Fuc. de T., 3¢ S., V. 3,
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et il vient :

67

= are

X r r
Foy =0 [
=) +

7 O (logr %o

Llog r + B, + _(70_0_'24_;/ log [¢(s)] d=,
— 3loga 5

B, =lo 27 — 2 —-.

,=logy/» 3

[74] Nous ferons une premiére application de ce calcul: ¢(s) restant compris
entre deux nombres finis non nuls pour ¥y <— =, nous obtenons :

r o\
;;log <_2?e_’) 4+ O dogr)+ A(r).

A(r) ::2—1‘_.[_—?o log |3 (rei<)

Or, f(z) étant une fonction entiére d’ordre ¢ et dont p(x) est un exposant précisé,

dy.

I'extérieur de cercles décrits de chaque zéro a, comme centre avec un rayon égal
ar~—+ ona:

|f(2)] > e—ttrr*iogr,

Dans le cas actuel, on voit que I'on aura pour une valeur au moins de r comprise
centre ret r+41

log |%(f)| > — h(r)r(logr),
et par suile :

A(r)=0 ((log r)’).
Nous arrivons donc a I'égalité

©8) S = s () 0 (tes ) 0,

valable pour une valeur au moins de r comprise entre r et r + 1, donc pour toule

valeur de r. Nous employons la méthode utilisée plus haut pour déduire de (68) une
valeur approchée de n(x). Nous avons

r’ dx LV x O (log* 1
f n(ac)—T::-/; (;10g———+ ’(‘,_‘”r—))a’x,

27e

de sorte que n(x) traverse une fois la valeur (ou plus exactement l'intervalle)

x @ 0 ((log r)*)
—log — + x ———+
am ©Coazme r—r

(') Ici encore on voit que, pour arriver a cette égalité, il eut suffi de faire les calculs avec
“approximation O ((log r?)).
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dans l'intervalle r, r'; pour obtenir le meilleur résultat on doit prendre

r=r+ y/; (log r)g,
et I'on aura :

(69) n(r) = -—log( ) + 0 (\/r(logr).

[75] On voit bien dans quelle voie on peut préciser, si possible, le résultat que
nous venons d’obtenir, si I'on veut se conformer aux méthodes de la théorie des
fonctions entiéres, c’est-a-dire raisonner sur [2(f)|. Il faut préciser la valeur de A(r),
c’est-a-dire préciser le théoréme de M. Hadamard sur le minimum du module, en
tenant compte du fait que les zéros sont entre les droites y==1, et en s'appuyant
sur les résultats acquis. On peut écrire :

re’s
A(r)=— logl (reftso)| + / ( )
supposons que l'on ait trouvé que le rapport
(re)
— 3, < v<—g,
;(1.61?0) A t T

reste compris entre e~ et e*®", on aura, eu égard aux valeurs de g, ct Z({), et a
Iégalité (67) :

G ) = 2D D,

27 7

+ =(r).

r r 7 fo
Fi(r):;log <;T—e-g> +§Iog r+;l:f log |{(s)| dv + B,,

B :log\/2—:_310g2_i
P 8 16°

Supposons de plus que dans 1'égalité (70) en ait. pour r >R,
log r < B(r) < rh», O(logry<<k logr,

ce qui esl bien légitime; et supposons que I'égalité (50) ait lieu pour une infinité de
valeurs de r telles qu’il y ait une au moins de ces valeurs dans tout intervalle
R'. R + k, (R’ > R); dans ces conditions, on aura en dérivant(?) :

(71) n(r)=rF/(r) + »VkBr)logr, o7y,

B(R)
> e, o2
’=R+\/ ‘Tog R’

I, et I, étant des nombres fixes indépendants de B(r).

(') Ln tenant compte de la valeur de +¥, () qui sera dounée au numéro 76.



248 G. VALIRON.

Nous allons calculer B(r), nous désignerons par N(r,k,) le nombre des zéros

compris entre et r 4+ k,, et par N(k,) le plus grand de ces nombres lorsque r varie

.

de /— a rk . Nous passerons par I'intermédiaire de la fonction ¢(z) et désignerons
1)

par ¢, le module de son n¥e zéro; nous emploierons aussi le fait qu’elle est d’ordre
mfeneur a un. On aura

]‘ +lt1r'n -
F<LI(+hhe). o

]

nous ferons le calcul pour certaines valeurs de r comprises entre R, et R, + k,=R,;

done, pour p compris entre o, et o) =g, + ki + 2k, \/91’; nous tragons entre les
cercles ¢ et ¢

1+ uN(k,) cercles (n.>>4) dont les rayons sont en progression arithmé-
tique et appliquons le procédé d’exclusion de M. Boutroux; nous prenons ¢ dans

)
une couronne non exclue, telle que

’
1

A, n
p—~e. pr—0
,

" 4 " 4

[ U Pr—F4

. ’ . W . . . N
soient supérieurs a v ce qui est possible. On aura dés lors :

ko + k. s, (leg+2log u) N(k
Hi <l + ‘En + '7;L><e s+2log ) N g)
. :‘——A

¢ Seise”, Pe)

Pour les valeurs de ¢, comprises entre ¢ : \/Ic5 et ¢, nous grouperons les termes

correspondants & ¢, <o, <o, =¢,., + 2 ]fg\/P',m + k;; nous aurons :

) /tp+/\4> ke, \NE2D gy N ()
i 4 ¢ < <1+ ) <er,
11 < 2 2h) < 1]

? <5 <5
T =0i=2

Vihs

=

y ssults : N 2 o < o\ Je -
On aura un résultat analogue pour les termes correspondants a »"1<:“i<i‘\/"s’

enfin
k p + k. 2 ¢ > ( ) 1%
i I + 3 1 ( < e “,
[+ (1+hethey o,
eize \//‘"5
et résultat analogue pour le produit des termes restants. Finalement on a
(72) 2B<r) < (lin + 2 lOg 1‘1‘) N(,fz)’

et en particulier, en supposant que v. est indépendant de r,
(73) B(r) <<k, N(k,),

¢galité valable pour une valeur de r au moins dans tout intervalle de longueur k,, et
pour r > R.
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[76] C’est de la formule (73) que nous partirons. Nous pourrions utiliser les

résultats déja obtenus (égalités (66) et (69) pour avoir une limite supérieure de

N(k,), mais il suffit d’utiliser les formules les plus générales de la théorie des
fonctions entiéres; on a

n(ry<<k, rlogr, r>R;
d’ott unc premiére limitation de B(r),
B(r)<<B/(r)=k, rlogr,
ce qui donne dans (72)
n(ry=rF.(r)+7 \/’13 b, " log 1,
r>R+vVkk,R=R,,
résultat déja plus précis que celui donné par (66) et (69). Nous allons faire une suite

d’approximalions. Il est nécessaire d’utiliser la valeur de F,(r); on a, daprés
I'expression de F (r) :

; .-
rF(r) = —log — + é + C(r) + B,,

C =R /“o C:E:‘; edy + 0 (—r’;> =0(1).

Nous pouvons donc, de I'expression trouvée pour n(r), déduire une meilleure
limitation de N(k,), et ainsi de suite. D'une fagon générale, nous déduirons de

n(r)=rF!(r) + n\V/k,B,(r) log r, r>R,, o<l |1 <
les nouvelles inégalités
N(k,) < k,,\/k,B,(r)log r,
B(,) < Bz—ﬂ(’) _Itu Yag \/k <l>100’ ’

n(ry=rF/(r) 4+ \/liaBi,, (" logr, r>R,., =R, + \//{‘ B,(R) ;
= log R,

en supposant que B(r) est supérieur ou égal 4 logr. Or, on a:

—i

B,(r) = k2, k%, k, log r[k, ki k7sk: r (log r)™']

44 17 '3 167744 717

R, <R+ iVkR

»

11 suffit, deés lors, de prendre i=2E(log, r) pour voir que
(74) B(r)<(1 4+ &)kI K3k, logr, r>R,,
et

3 A —L rr_:_ i : 3
(79) n(r) _2:10,3 o O(logr).
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On vetrouve donc le résultat obtenu par M. von Mangoldt, résultat qu'on aurail
obtenu plus rapidement en emplovant I'égalité

n(r+1)— n@)=0 (log r),

qui donnait de suite pour B(r) I'inégalité (74). Mais j’ai préféré employer la méthode
d’approximations successives ou j’ai simplement utilisé¢ la valeur de F/(r). On voit
que V'ordre de I'approximation est I'ordre de F;(r), c’est 1a un résultat général.

[77) Vindiquerai rapidement quelques conséquences des formules écrites ci-
dessus(1). Si 'on divise les deux membres de I'égalité (75) par r et que l'on intégre
de o & r, on ne retrouve pas l'égalité (70) dans laquelle B(r) est remplacé par sa
valeur (74), mais seulement (68). L’égalité (70) avec la valeur de B(r) donnée par (74)
renferme donc plus de choses que I'égalité de M. von Mangoldt. Elle renseigne sur
T'oscillation possible de n(x). En écrivant

*'n (L) o fr' . 0 (lOg ’.I)>
[ — de= A (1‘,(36') + ) dx,

on voil que, dans un intervalle r, r + log r, on a une fots au moins l'égalilé
x &
n(x) =—log — + 0(1).
(z) = ——log — + O(1)

L’égalit¢ (70) n’a pas lieu pour toute valeur de r, mals si dans la méthode
d’exclusion de M. Boutroux on prend pour

v. une fonction croissante de r, on
obtiendra (avec (75))

/’" n(x) de = F,(r) + log ».0 (log r)’
0 £ r
égalité valable pour des valeurs de r dont la différence est 0(—l

): on aura donc,
)
quel que soit r,

r n(x) . £ log u. .
/ Zul":.lbc:F,\_r)—i—O(L‘|logr—k—oglj—O(log ry.
1} L N A r

¢

ce qui conduit & prendre w=0(r) et donne le résultat : n(x) étant le nombre des
zéros de Z(1) donl le module esl inférieur ¢ x et la parlie réelle positive, on a

() O ((log r)?
f M de = F’(,.) + (_]g_ll R
0 a *

I,(r) ¢tant la fonction dérivable figurant dans l'égalité (70).

(') Pour les renseignements biblicgrapliques se reporter au livre de M. Landau ou & PEn-
cyclopédie.
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[78] On voit facilement que, lorsque g varie de ¢, & —z . le logarithme du
module des facteurs qui figurent dans 2({) et autres que I(s), ne varie que d'une
constante; on a donc

<

CeBir) = I L
I —+4 treiso
2

et comme le dénominateur du membre intermédiaire est égal & O(1), on voit que,

L eBnC,

entre r et r 4 1, il existe une infinité de cercles sur lesquels on a :

| S
-+ zre'?)
2

C’est d’ailleprs sur cette inégalité que repose toute la démonstration, et si on
I'obtenait d’une facon simple, 'égalité (73) en résulterait de suite.

>".-k’ k>0! ?u<?<—?0’

En modifiant un peu la démonstration du numéro 75, on voit que Uon aura le

résultat suivant : Entre < el © + 1 il exisle une wnfinité de valeurs de < pour lesquelles
on a:

K =13G+ i[> +F, 0S5t
V. — LEs CHEMINS DE DETERMINATION DE f(Z).

[79] Lorsque z s’éloigne indéfiniment sur un chemin L, f(z) reste en général
indéterminé, c’est-a-dire que, suivant la terminologie de M. Zoretti, le domaine
d’indélermination suivant le chemin L. ne se réduit pas en général a un point. Mais
il existe des chemins L sur lesquels f(z) lend vers une limite finie ou infinie;

Jappellerai ces chemins chemins de délermination. Pour les fonctions d’ordre infe-
. T . , . . .. .. .
rieur a —, sur tout chemin de détermination la limite est co. Si un chemin L est un
2

chemin de détermination a, les points du plan pour lesquels |f(z) —a| << forment
des aires dont I'une comprend l'arc de L qui s'éloigne indéfiniment; elle est limitée
par une courbe continue C, que jappellerai ligne de module . En donnant a =
toutes les valeurs (positives) entre O et :, on obtient un ensemble de lignes C. qui
ne recouvre pas nécessairement toute la portion du plan située du méme coté de
C., que l'arc infini de L. Toute ligne L' qui coupe toutes les lignes de module = <z,
est un chemin de détermination a, et toute ligne L' de déterminalion a qui est
contigué a la ligne primitive L, en ce sens que par une déformation continue on
peut I'amener a coincider avec L sans qu'elle cesse & aucun moment d’étre une ligne
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de détermination a, jouit de cette propriété. Je dirai avec M. Boutroux que I'ensemble
des chemins contigus de détermination a constitue une langue de détermination a;
une langue est plus ou moins compliquée. suivant que les courbes C. ne recouvrent
pas ou recouvrent tout le plan intérieur (du coté de L) a C,,. Dans le second cas,
toutes les trajectoires orthogonales des lignes C. sont des chemins de détermina-
tion a: c’est ce qui a lieu lorsque a est valeur exceptionnelle du sens de M. Picard.
La classification des langues a été faite par M. Boutroux(?) et je ne m’y arréterai pas,
mon but étant beaucoup plus modeste. Jindiquerai, en utilisant la propriété fonda-

mentale des fonclions d’ordre inférieur & —, quelques propriétés de largeur des
2
langues.

. . y . o cqr . 3
[80] Soit 2 un nombre inférieur & —, et considérons les fonctions enli¢res ¢(z)
2

dont le module du n*=¢ zéro est

N

les propriétés des fonctions orientées montrent que, & 'extérieur des cercles dcécrits

de chaque zéro @, comme centre avec un rayon égal & n* (k> o), on a
R n(r, )r®
lg(a)|=e , .

h(r, ¢) étant une quantité qui resle comprise entre deux nombres posilifs fixes,
d’ailleurs faciles a calculer. Nous obtenons ainsi une fonction qui dans tout le plan,
le voisinage des zéros exceplé, se comporte comme le maximum du medule d'une
exponentielle.

Je dirai qu’une ligne L qui s’éloigne indéfiniment est simple, lorsqu’elle ne coupe
‘qu’une seule fois tout cercle |z]==1r et que, sion la fait tourner d'un angle : autour
de l'origine, la distance d’un point [z] de L & la courbe obtenue (du c6té de laire qui
a é1¢ balayée dans la rotation) reste supdérieure & r~*. Soit un domaine D balayé par
une courbe simple L lorsqu’on la fait tourner d’un angle E([ﬂ > i) , soient L et L,

v
les courbes qui le limitent. Si 4 est un nombre inféricur a #, il existe une fonc-

tion z(z) monogene, réguliére, non nulle dans le domaine et telle que

|o(2)] = etrart, lz|=r,

(') Yoir Bourroux, Sur U’indétermination d'une fonction uniforme dans le voisinage d’une
singularité transcendante (Annales de Ecole Normale, 1908, p. 317). J'ai appelé lignes de
module constant ce que M. Boutroux appelle lignes frontiéres; il est clair que les mots langue
et langueltte signifient un ensemble de chenins et non pas un domaine; un chemin est dans
les languettes qui bordent ia langue de détermination a lorsqu'il reste compris entre C. et C.'.
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pour tous les points et le contour de D. Soit, en effet, 2, un nombre compris entre

. . . /1 1 ot A
5 et ~; faisons tourner L, et L, respectivement d'un angle = <?——> vers l'exté-

i1 i

rieur du domaine D, soient L, et L, les courbes obtenues. Posons

u= :?g, 5
lorsque z décrit le domaine D. I'une des déterminations de u décrit un domaine d
compris entre deux courbes / [,, qui sont des courbes simples, et lorsque = décrit
le domaine D’ formé par I'extension de D jusqu'a L',, L',, u décrit un domaine o’
constitué par toul le plan ot est marquée une coupure /', (ligne médiane de / 1).
Soit g(u) la fonction considérée ci-dessus, dont les zéros sont sur I, et pour laquelle

/
‘

x=—, dans tout le domaine d on a
2A 1
1

9g
hyfu| “h

lg(w)| = e ,
et par suite, z étant fonction uniforme de u lorsque u décrit d, on a

¢(2) = g(u).

[84] On peut, au moyen de cette fonction g(z). détendre les théorémes de
MM. Lindelof et Phragmen au cas de contours limités par des lignes simples. Les
résultats que I'on obtiendra ainsi sont trés proches des résultals généraux, mais la
restriclion imposée aux chemins simples est encore trés génante; on ne pourra ob-
tenir que des cas d’exclusion. Elant donnée une langue infinic (langue infinie simple
ou multiple de M. Boutroux) et £ un nombre fixe posiiif, marquons sur chaque
cercle [z|=1r l'arc le plus petil qui est traversé par tous les chemins de la langue
sur lesquels f(z)>7*, |z|=r. Jappellerai le domaine formé par ces arcs la partic
principale de la langue. On aura la proposition suivante :

Si dans une langue infinie on a .
77 f@<er?,

a parlie principale de la lang Sire ermde enlre deux chemins simple
l "lie cipuale de la langue ne peul élre enfermde entre deux chemin nples

Juisanl un angle '_;_\ . 3 élunt posilif quelconque.
3
(N}

Car il existe dans le domaine considéré une fonction z(z) ne sannulant pas et

telle que

et il suffira d’appliquer & la fonclion ‘%’ le théoréme général de MM. Lin-

Fac. de T., 3 S., V., 33
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delof et Phragmeén. en prenant w(x) = (?(93))"’, pour voir que I'on arriverait & une
contradiction. Il suffit d’ailleurs que I'inégalité (77) ait lieu sur une infinité de cercles
de rayons indéfiniment croissants pour que la propriété ait lieu. En particulier, si
I'on a

log, M(r) 1

lim
logr 2

=00

’

il ne peut exister de chemins simples sur lesquels | f(z)] < r'.

On voit ainsi qu’il existe certainement une relation entre la facon dont |f(z)]
croit dans une langue et la largeur de cette langue (infinie). Il est d’ailleurs ais¢ de
se convaincre qu'’il existe effectivement des langues infinies (contigués a des langues
finies) dans lesquelles f(z) croit d’une facon différente de M(r). Soit la fonction

la fonction
F(z2)=E,(z) + 9",
\ . . pr . T . . . A
ou k est un entier inférieur & — (2<C1), aura des langues infinies ou [k(z)| croit
e

comme e, conligués a des langues nulles.

[82] Jutiliserai encore les fonctions g(z) & I'extension de théorémes de M. Lin-

delof sur les chemins de détermination finie. Nous aurons la proposition suivante :

Soil f(z) une fonction d'ordre ¢ et D un domaine obtenu en faisant lourner d’un

angle égul d ;_\, 2>o0, une courbe G partant de Uorigine el tel que, en chaque
)

<
v

point = du conlour du domaine, on puisse tracer un cercle exlérieur au domaine tan-
gent au conlour et de rayon 2, r (2,>>o0).

Soient C, et C, deux chemins s'éloignant indéfiniment dans le domaine D et sur les-

ds . L . ;
quels, s élant U'arc, ar reste compris entre deux nombres positifs fixes, si C, et G

2

sonl des chemins sur lesquels f(2) lend vers une limile, ces limiles sonl les mémes.

Je remarquerai d’abord que, sous la seule condition que C soit un chemin simple,
et sans hypothéses sur C, et C,, le fait que sur C, et C, f(z) est fini entraine cette con-
clusion pour tout chemin de D compris entre C, et C,. Ceci dit, supposons que f(2)
tende vers a sur C,, vers b sur C,: nous montrererons que a — b est nul.
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Soit 2 un nombre positif plus grand que un, lorsque le point z décrit le domaine D

le point u=- décrit un domaine d de la méme espéce; je désignerai par s (u) la
1
fonction construite pour le domaine d comme il a été indiqué au numéro 8o, mais

en prenant ici n,= 1; la nouvelle hypothése faite sur C montre alors que I'on a

e+

w| o

lp ()] = etlnl *, o< A< h<B,

o< D < |s(w)] <E,

les nombres A, B.E, D, U, dépendant de 2

lul 2 T,
lul =T,

Zete,,

mais étant indépendants de z. On
a de plus, ¢ étant évidemment supérieur ou égal & a-
lim ¢'(u) =o
u=0
3
) iy
9" ()] < |uj*eivl

k>o;
enfin, nous pouvons prendre

z(0)=1.

Ceci posé, tracons un cercle de rayon r,coupant C,en A, C,en A,, et un cercle
derayon R>>r, coupantces courbesen A, et B,, si I'on considére le contour I" formé

’
par les deux arcs de cercles ainsi déterminés et les ares de C,, C,, et que 'on désigne
par = un nombre supérieur & r, U'intégrale

f(z)L%)z £,
e

prise le long de I" est nulle, et par suile f(z) élant d’ordre ¢, on a. eu égard aux pro-
priéiés de g (u) et o'(u) :

fO—25 ") w e o R VA iy O ()
LTy AT AT

Quelque grand que soit r,, on peut prendre x de facon que l'intégrale intermé-
diaire soit inférieure en module & un nombre donn¢ z, il suffit que

M > iz, K fini.
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D’autre part, en prenant r, assez grand, on aura

[D=a+1) surC,  |aG)]|<:
fB)=0b+7() surC: [5G <

m

el par suite :

el S e e 25
Ja — b < =( 5>5 __°___2_ a 222.
L |<<e(r + ('+(E’/‘:: <z<—;_>> a'*‘(é; <5<§—>> o)

La quantité entre crochets reste finie d’aprés les hypothéses faites sur les che-
mins C, et G,, de sorte que la propriété est élablie. On pourrait remplacer les conditions
imposées & C, et C, par d’autres plus compliquées et un peu moins restrictives, mais
il semble impossible de se passer, dans la méthode exposée ci-dessus, d’hypothéses
sur la sinuosité des chemins. J'indiquerai encore que, dans la démonstration, le fait
que f(z) est born¢ entre C, et C, n’intervient pas, ce qui permet d’élargir encore un
peu les conditions imposées a C, et C,(*). Enfin, on verra en employant le principe
général de MM. Lindelof, Phragmen, que, sur tout chemin s’éloignant indéfiniment
entre G, et C,, la fonction f(z) tend vers la méme limite que sur G, et C, (2).

[83] Je terminerai en donnant des exemples de singularités pouvant se produire
dans la disposition des langues et qui montrent les difficultés qui se présentent. Con-
sidérons d’abord I'exemple donné par M. Hurwitz

s@ = [ e,

sur tout chemin s’éloignant indéfiniment dans 'angle — Zéwéz et méme sur les
cOlés f(z) tend vers L la dérivée de f(z) est indéterminée pour ?:ii; et
2

(') En faisant usage de la propriété de f{z) d’étre borné entre C, et C,, on pourrait employer,
!

. . . 1 . -
au lieu de la fonction <, une expression de la forme ———, 1 étant convenablement choisi.
¢ £
?

Y
(2) M. Lindelof démontre des propriétés du genre des précédentes dans son Mémoire Sur
certaines inégalités dans la théorie des fonctions monogénes, elc. (Acta Societatis Scien-
tiarum Fennicae, t. XXXV, no 7). M. Denjoy a énoncé dans les Comptes rendus, 8 juillet 1907,
des propositions beaucoup plus générales que les précédentes, sans aucune restriction sur la
nature des chemins C, et C,; mais sa note semble contenir des inexactitudes (passage de
I’énoncé no 1 du théoréme 1l au théoréme I).
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lorsqu’on s’éloigne indéfiniment sur une ligne de module constant de f'(z), f(z) tend

V=

vers sa limite *— . Il n’y a donc pas identité entre les langues d’une fonction et de sa
2
dérivée (voir Boutroux, pp. 362, 36g).
De méme la considération de la fonction

montre qu’il peut exister des langues (de détermination un dans ce cas) qui ne sont
contigués & aucune autre. Ce fait tient sans doute a ce que la fonction est d’ordre
infini, mais rien ne prouve que des circonstances analogues ne se présentent pas
dans le cas de l'ordre fini.

Recrirrcarion. — Au numéro 4 jai dit que la fonction V(X)=log M(r)

(X =1log r) a une dérivée croissante continue, en réalilé on peut seulement assurer

que V(X) a une dérivée a droite et & gauche qui est croissante; on devra considérer

d log M(r)
dlogr

numeéro 4 la démonstralion devra étre légérement modifiée, puisque V'(X) n’est pas

partout comme élant la dérivée ou la dérivée & droite ou & gauche. Au

cerlainement continue; dans les énoncés des conditions nécessaires que doit vérifier
log M(r) pour que la correspondance d’ordre zéro soit parfailement réguliére, on
devra remplacer dérivabilité rationnelle par croissance rationnelle. Lorsque les coefli-
cients sont réels, V/(X) est continue, de sorte que la remarque qui lermine le
numeéro 4 est toujours valable.

—— ANV NV A



