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SUR LES TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS

DE

LA FORMULE DE STOKES

Psr M. A. BUHL.

SIKCOND MEMOIRE.

Ce Mémoire, le quatriénme ici publié sur la formule de Stokes, est si manifeste-
ment la suite du précédent que, cette fois, je n’ai pas cru devoir changer de titre.

Jessaie toujours d’examiner si les immenses avantages dont la Physique math¢-
matique a bénéficié, de par I'emploi des formules de Stokes et de Green, ne pour-
raient pas étre transportés dans des domaines plus particulierement analytiques ou
géométriques.

Les résultats que j'ai obtenus jusqu’ici me semblent au moins encourageants ct
le parallélisme cherché est aussi naturel que possible.

On sait que les formules de Stokes et de Green ne jouent nullenient un réle indis-
pensable en Physique mathématique. Les équations fondamentales de cette science
ont d’abord ¢été formées sans elles; elles n’ont apporté qu'aprés coup la simplicité,
la symétrie et surtout 'uniformité dans les raisonnements. Si mes recherches pou-
vaient donner, si peu que ce soit, une impression analogue je serais amplement
satisfait.

On trouvera, dans ce nouveau travail, des sujets plutdt disparates, déja traités de
différentes manicres par divers géométres, et cependant tous rattachés a des exten-
sions de la formule de Stokes. Bien que, dans ces conditions, la nouveauté des
résultats ne soit pas la chose essentielle, je pense cependant que quelques-uns
d’entre eux ont peut-étre un certain degré d’originalité. Je citerai particuliérement :

Fac. de T., 3¢ S., V. 4t



314 A. BUHL.

1" Les remarques sur la formule de Riemann (n° 3) conduisant & la construction

d’intégrales doubles
f/ 9., Yo Py q) (4 tydae dy

invariantes quand la cloison S a toujours méme conlour, avec mémes plans tangents
le long de ce contour, et quand p.(ox, v. p, ¢) est la partie réelle (ou imaginaire) d'une
fonction de deux variables complexes &+ iy, ¢+ ip.

2* L’étude (n™ 8 el suivants) des relations intégrales

// O dody :/ Pder + Qdy + Rdz + Sdp + T dy
I H

qui, d'abord données avec des fonctions &, P, Q, R, 8. T de x,y. 2, p, ¢. ne peuvent
exister sur une surface (laquelle surface dépend d'une équation de Monge-Ampeére
quelconque) sans donner lieu a des relations analogues, mais d’une construction plus
générale pouvant nolamment s'effectuer a laide de fonctions arbitraires. Ainsi, sur

une surface développable ot p est fonctlion de ¢. on a

0= f pdy

el ceci entraine

S @ =, g ydmdy = f G0, —pbde + v (pdg — gdp).

& étant fonction arbitraire de x el y.

3> Les expressions de la courbure géodésique, de la torsion géodésique, de la
courbure normale de contours fermés au moyen d’intégrales doubles attachées aux
surfaces cloisonnant ces contours (n°* 3r et suivants). Pcur la courbure géodésique
il 0’y a 1a que la formule d’Ossian Bonnet, mais, pour la torsion géodésique et la
courbure normale, les résultals analogues semblent d’une forme nouvelle.

4° L’emploi général de déterminants symboliques pour la construction de toutes
les formules de Stokes généralisées. )

Les résultats les plus saillants relatifs a ces différents points ont donné lieu & des
Noles aux Comptes rendus de I Académie des Sciences, Notes présentées les a février,

6 avril, 11 mai et 29 juin 1914; leur role est précisé au cours du Mémoire.




PRELIMINAIRES.

[1] La premicre partie de mon précédent Mémoire était principalement consacrée
a une formule comparable a la formule de Stokes ordinaire, -mais s’appliquant spé-
cialement & des cloisons passant par un contour donné v et langenles enire elles au
contour. Je vais d’abord redémontrer cette formule, ce qui n’é¢tonnera probablement
personne, ¢tant données les trés nombreuses démonstrations qui ont été pu‘bliées
pour la formule de Stokes proprement dite.

De plus, je tiens encore & revenir sur un point sur lequel jai déja grandement
insisté. Toutes les transformations ct extensions, originales ou non, que j'ai déja
examinées ne me semblent étre que des transformations et des combinaisons répé-

tées de I'égalité

(1) ffd}(d\’:fxfzv,
A G

laquelle exprime de deux maniéres I'aire plane A de contour C. Et, comme il n'y a
guére la qu’'une identité ou 'un des principes fondamentaux du Calcul intégral, ou
congoit I'extréme variété des questions qu’on pourra toujours arriver i rattacher aux
présentes considérations.

Pour l'instant, considérons une surface. d’équation z=f(x, y), en chaque point
de laquelle on aura des valeurs bien déterminées pour x, y, z, p, ¢. Les formules

(2) N =X(,y,z.p.q), Y=Y(r,y,2.09)

définissent une transformation & deux variables permettant de passer de l'aire plane A
A une cloison [' située sur la surface précédente, et inversement. En vertu de
I'équation de cette surface, il n’y a en effet que deux variables, x et y, dans les
seconds membres des formules (2). Si 'on veut effectuer le changement de variables
dans lintégrale double de (1), il faut y remplacer dXdY par le produit de dody et
du déterminant

N, Xp = N+ Ns X, +X.¢ + X, s + X ¢

(3 . . . . . : N
: Y, Y p Y, r+ Y s Y, - Y.¢+ Y, s+ Yt
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Or celui-ci peut aussi bien s’éerire

7 § O —I o 1 s 0O —1 0o
s 0O o0 —I s 1 o o —1
—p—q 1 o o —p —q 1 o o

YO, Y, Y, Y, P Q R S T
si I'on pose
Y S Y S Y S Y Y
Y ) — g S —= ”:A- .
) I XM;, Q X‘\y, R '\Dz’ S xDp’ 1 \N/

Dans ces conditions, I'égalité (1) devient :

] S (o) —1 o
s ! o o -1
(D) f / TPty — / P+ Qdy + Rds + Sdp + Tdg.
N T T T T i
PO R S T

(est bien la formule (D) de mon précédent Mémoire; je compte encore la prendre
pour base a peu prés unique de tout ce qui suit.

On pourrail objecter, il est vrai, que la présente démonstration suppose &
P,Q, R, S, T les formes parliculi¢res (4), mais il est bien ais¢ d’élablir la généralité

absolue. Pour Y =ux, Pestqueclconquect Q. R, S, T sontnulles; pour Y=y, Qest

quelconque et P, R, S, T sont nulles; etc. On a ainsi cinq formules (D) dont I'addi-
tion donne une nouvelle formule (D) ot P, Q, R, S, T sont des fonctions tout & fait
quelconques.

Ceci fait encore concevoir que le pseudo-déterminant du cinqui¢me ordre qui
figure dans le premicer membre de (D) a non seulement un intérét résultant de sa
symétrie, mais encore un intérét des plus utilitaires. De tels déterminants ne diffe-
rent jamais que par la derniere ligne et, par suite, leur addition se réduit a celle des
dernicres lignes.

Aucun procéd¢ aussi immédial n’apparait si on laisse les déterminants sous la
forme (3).

C’est encore la, dailleurs, un avantage bien connu pour la formule de Stokes
ordinaire, formule qui peut se démontrer comme la précédente (Cf. Sur la formule
de Stokes dans Uhyperespace, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1911).

Enfin il est a peine utile de dire que, par fonctions P,Q, R, S, T quelconques,
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j'entends des fonctions qui, sur toutes les cloisons I" possibles, ne peuvent avoir de
singularités analogues 4 celles qui mettraient en défaut la formule de Stokes ordi-
naire.

[2] La formule (D) peut évidemment s’éerire aussi

s &t o o —1

/f p ¢ —t o o dJ:(l_v:/de+Qdy+Ra’:+Sdp+qu.
O P P R TP :

car cela revient & interverlir les deux premicres lignes du déterminant et & changer
le signe de la troisiéeme. Nous retrouverons naturellement celte forme a l'aide des
généralités exposées dans la troisiéme partie du présent travail; elle est encore un
peu plus symétrique que la précédente. Dans la suite, les deux formes seront em-
ployées, ne serait-ce que pour étre plus facilement d’accord avec la forme (D) seule
ulilisée dans le Mémoire précédent.

[3] Remarquons que, pour développer praliquement le pseudo-déterminant A
qui figure dans (D), on a

A=K(@rt—s)+Ar + Bs+ Ct+ D,

si I'on pose :

T,—S,=Kk,
q(R,—S8,) +Q,—8, =1\,
(E) ¢—pR,—8)+qR,—T)+Q,—T, —(P,—5,)=8,
—pR,—T)— (P, —T)=C,
\ —pR,—0Q)—qP,.—R,) +Q,— l’y: D.

Si R=o0 etsi P,Q.S, T ne conliennent pas explicilement =, lu formule (D) se
réduit a

r s —i1 o
s o —
(D, ff D ) ) o |dxdy :fl’d.r-{—Qdy—{—Sdp—i—qu.
e dy p :
P Q S T
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(’est ce que 'on voit immédiatement en observant que l'opérateur \L annule,

U

dans J, toutes les expressions auxquelles il s’applique; il joue ainsi le rdle d’un
terme nul. Alors les formules (E) se réduisent a

) I T,—8,=K,
Q,—S, =1\,

(E,) {Q,—T,—(P,—8)=B,
T,—P,=C,
Q,—P,=D.

Ce cas est imporlant en pratique; il existe nolamment, sur les surfaces :=/f(ax, y),
beaucoup d’expressions, telles que la courbure ou la torsion géodésiques des lignes y
tracées, qu'on exprime ¢lémentairement en x,y, p,¢ sans intervention explicite

de z.

[4] L’égalité (D,) est encore un cas parliculier de la formule

dx,  dx,
—1 o
e, o,
dr, o, 0 —»
(D’) v/._/b< D.I,“ D‘T’ d.l?‘d.l":[ 1)4 ll;l,“ + P’d.’l)’ + Pad‘ra + P.d&)‘
DI B B, i
dr,  dx, M, o,
})l l)! PS 1)6

ou I est, dans I'espace a quatre dimensions, un contour fermé par lequel passe la

cloison a deux dimensions S ayant pour équations

:Ca - ?(wa’ JI’), ms — 4’ (xl' xl)'

Jai démontré (D,) dans mon Mémoire Sur la formule de Stokes dans Uhyperespuce
publié ici-méme en 1g11.

I1 est clair que si x, et &, deviennent & el y et que si x, et x, deviennent p el ¢,
hypothése qui particularise x, et a,, la formule (D,) donne (D).

Le lecteur voit, sans doute, de lui-méme, I'extréme généralité de toutes ces consi-
dérations. La formule (D), qui fait connaitre une intégrale double invariante pour
toutes les cloisons ayant méme contour et mémes plans tangents le long de ce con-
tour, c’est-a-dire une intégrale analogue a la courbure d’'une cloison d’étendue finie,
permet de pénétrer dans la théorie des surfaces; c’est plus particuliérement la for-
mule (D,) qui, dans la seconde partie du présent Mémoire, permettra de développer

cette idée.
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D’autre part la formule (D,), tout a fait analogue & (D,), conduit au théoréme de
Poincaré qui, pour les fonctions de deux variables complexes, généralise le théoréme
de Cauchy. Jai encore démontr¢ cette assertion dans mon Mémoire Sur la formule
de Stokes dans U'hyperespace, mentionné tout a I'heure.

En somme, la méme formule, convenablement interprétée, conduit a la théorie
des surfaces ou a celle des fonctions analytiques de deux variables.

[B] Remarque sur la formule de Riemann. — Dans le Mémoire que je viens de

citer, j’ai démontré que le théoréme de Poincaré revenait & la formule de Riemann

(N M |
f.[\ o >d“d”—.[ Mdu + Ndv

¢tendue, sans changement d’aspect, au cas o

u=ux, +tx,, V=X, + L,

alors S désigne une variété & deux dimensions déformable dans I'espace & quatre
mais passant toujours par un contour ¥ qui est invariable. Celle variété S est définie
analytiquement par quatre équations qui expriment x,, x,, x,, x, en fonction de deux
paramétres ou, si 'on veut, par

xile’ J)’:l‘,, wx—?(xﬂmz)’ 117‘-—_—-\{)(:1)’,.’5!).

Or l'analogie, signalée au paragraphe précédent, entre les formules (D,) et (D,),
porte & attribuer & la formule de Riemann une signification qui serait a4 la précé-
dente ce que (D,) est & (D,). On doit pouvoir, dans la formule de Riemann, poser

u=ux +1y, v=g¢g +Ip,

p el ¢ désignant, comme dans (D,), z, et z,. Alors X est un contour fermé ordinaire
dans U'espace & trois dimensions, comme y dans (D,), et les cloisons S deviennent des
cloisons qui passeﬁt par X en ayant toutes mémes p ct ¢ le long de ce contour.

Yoyons, d’une maniére précise, ce que devient la formule de Riemann dans de
telles conditions.

D’abord dudv s’y remplace par le produit de dxdy et du déterminant

I i

SHir t4is

=r+1

et, par suite, la formule devient :

oN MY v . o .
f[ <E—— bv)“+t)d‘cd~v:_/:Ahld<r+’3’)+xd(q+tp).
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Or M et N étant fonctions de u et v, il en est de méme de N, — M,, facteur qui,
en fin de compte, prendra la forme

w2, Yo o q) + v(x, Y, Py Q).

Or si, dans la formule précédente, on sépare les termes réels des termes purement
imaginaires, on aboutit au théoréme suivant :
L’intégrale de surface, étendue & une cloison S,

/_/ w.(z, Y, poq) (r + Hdady,
>

si p(x.y,p, q) représente la partie réelle (ou le coeflicient de ¢ dans la partie pure-
ment imaginaire) d'une fonction des deux variables complexes x + iy et q + ip, est
une intégrale invariante powr toules les déformations de la cloison S qui en conservent
le contour et les plans tangents le long de ce contour. On sait d’ailleurs, par ce qui
précéde, exprimer cette intégrale double par une intégrale de ligne relative au con-
tour en question.

N’oublions pas que ce théoréme ne consiste, au fond, qu’en la petite formule de
Riemann convenablement interprétée; nous le retrouverons, au cours de ce Mémoire,
par une voie différente (n° 26).

[6] Le premier membre de (D) étant de la forme
¥ f/ (K(rt —s*) + Ar + Bs + C¢ + D] dxdy,
A

on peut partir d'une telle intégrale, ot le; coefficients K, A, B, C, D sont des fonc-
tions de «, y, z, p, ¢, et chercher & quelles conditions elle peut se réduire au second
membre de (D) et ne dépendre ainsi que des valeurs de wx, y, z, p, ¢ sur le contour y
de I'.

Ces conditions, si I'on pose

d

A . d d
X()Z-DJT TP Y() =

Sy T4z

s’expriment par les cinq relations

X*(A) + XY(B) 4+ Y¥(C) + D, — X(D,) — Y(D,) =o,
X*(K) + X(B, — C,) + Y(C,) + 2C,— D, =o,
J,) | — XY(K) + X(3,) + Y(C,) + B,— D, =o,
\’3(1\) + \(Bp —_ ‘\q) -+ X« :\p) - 2_\:_ — Dpp=O9
d

L op

pp_o'

O e .
X(K) + _\J Y(K)+ K, + qu—;\qq—c
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que jai données dans mon précédent Mémoire en ignorant qu’elles avaient ddéja
été formées par M. E. Goursat, non a propos des points de départ ci-dessus, maix
dans des recherches sur le « probléme de Backlund » (Sur quelques transformations
des équations aux dérivées partielles du second ordre, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 19o2. — Sur certaines extensions de la formule de Stokes,
Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 5 janvier 1914). Je reviendrai plus loin
sur la nature de cette coincidence (n° 20).

(.\l:B-—f;\qtlp—prdq,
(N:D—XfA(lp——Y/C(lq,

j'ai observé que le systéme (J,) s’écrivait plus simplement :

Mais, en posant

(H)

XYOD) 4 N, — X(N,) — Y(N,)=o,
\*(K) 4+ X(M,) — N, =o,
J) —\Y(K) +M,— N, =o.
Y{(K) + Y(M,) — N, =o.

N

p

o R .
X(I\) —+ D_(I—\(I\> + I\; =+ )lpt[ = 0.
C’est surtout cette derniére forme qui interviendra dans ce qui suit.

[7] Le systéme (J) a, sur (J,), Pavantage de pouvoir étre vérifié beaucoup plus
facilement par des expressions M et N dépendant de deux fonctions arbitraires.
Supposons d’abord K nul. Alors (J) se réduit a

XYM + N, —X(N)—Y(\)=o,
X(M,) —N,,=o,
) { M,—N, =o,
YOM,)— N, =o,
M, —o.
On trouve sans peine que ce systéme est satisfait par
\ M=, (.Y, 25, p) + 4,00, ¥, 2, 4),

N =Yig) + N,

®)

¢ ne conlenant pas ¢ et - ne contenant pas p, ce qui est d’ailleurs indiqué par la
notation.

Fac. de T., 3¢ S., V.
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Si maintenant on revient au systéme (J), contenant K, il est ais¢ d’y satisfaire
avec les formules (5) convenablement complétées. On a définitivement :

\;\l:;p-}—#q— / X(K)t[q—/Y(K)dp——f/l{;dpdq,

(6) '
? N = Y(2) + X(¢) — XY ffkdpd(/-

I1 est entendu qu’on n'introduit pas, dans le calcul des intégrales, de termes pure-
ment additifs provenant des intégrations indéfinies; les termes arbitraires sont déja
représentés, dans M et N, par les expressions en » et .

On peut facilement vérifier le systéme (J) en y portant les valeurs (6). Pour la
commodité de ce calcul, il est bon de rappeler les identités

Y=Y\,

d L o 0 N > L 0

dq N o p oy




PREMIERE PARTIE.

Forme intégrale des équations de Monge-Ampére (1).

[8] Toute équation de Monge-Ampére
(1) Kirt—s)+A\r+Bs+Cl+D=o

* peut étre mise sous la forme intégrale
(2) ff O dedy :f Pdr 4+ Qdy + Rdz + Sdp + Tdy,
r 7 .

~ désignunt un contour fermé quelconque (racé sur une surface intégrale el y enfer-
mant une aire I’ simplemeht connexe. ©,P, Q, R, S, T sont des foncltionsde x,y, z, p, |.

Avant de passer 4 la démonstration de ce théoréme, je désire faire quelques
remarques qui le montreront sous son véritable aspect et feront pressentir de nom-
breuses applications. Tout d’abord, la réciprogue du théoréme est évidente. En d’au-
tres termes, si 'on se donne une équation (2) et si 'on cherche des surfaces sur les-
quelles elle peut étre réalisée, on ne peut trouver que les surfaces intégrales d'une
. certaine équation de Monge-Ampére du type (1). En effet, d’aprés la formule de
Stokes généralisée (D), I'équation (2) peut s’écrire

f[(.\—(-))dacdy:o,

A désignant le pseudo-déterminant qui figure dans (D). Et ceci doit avoir lieu pour
n’importe quelle cloison I" arbitrairement délimitée sur la surface cherchée. On doit
donc avoir

) A —0O=o,
ce qui est bien une équation de Monge-Ampére.

Les plus simples de ces ¢quations proviennent de problémes qui se traduisent

immédiatement par une équation (2) et, a ce point de vue, I'¢quation intégrale pré-

(1) Sur les extensions de la formule de Stokes, les équations de Monge-Ampere et les
Sonetions analytiques de deu.r variables (Comptes rendus, 2 février 1914).
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céde logiquement I'équation différentielle. Ainsi. sur les surfaces développables,
p est, par définition, fonction de ¢; donc

0= f[)dq.

o~

Dans mon précédent Mémoire jai donné plusicurs exemples analogues (n* 14,
15, 16) que I'on peut rattacher au probléme de Biiclklund, tel que le pose M. Goursat
(Sur quelques (ransformations elc., loc. cil.. p. 3o1). Ce probléme revient & chercher
des surfaces sur lesquelles on ail

) 0:/1)'(1.1:' + q'dy',

', v, p', ¢ étant des fonctions imposées a 'avance de «,y, 2, p, ¢. Naturellement,
en ¢erivant

o ' du’ d' dc!
¢ ek o ks LY
dr' = de 4 — dy + d: + dp + —dy.
- o dy N op dq o
)
( o= e W Y Y, Y,
oy — — «r — (Y + - oz —+ ap + o
- dx oy oz op ! ] {

on aura une ¢quation (2) avec O = o, c’est-d-dire, d’aprés (3), une équalion A=o.

[9] Y a-t-il des problémes de géomélric se traduisant immédiatemen! par unc
¢qualion (2) ot ® ne serait pas nul? lls semblent plus malaisés & découvrir que les

précédents, & moins qu’on ne cherche tout expreés des surfaces sur lesquelles Vinté-

grale double
/ f Odrdy,
i

a significalion gétométrique remarquable, doive s'exprimer par Uintégrale de ligne
(6) / Pda + Qdy + Rdz 4+ Sdp + Tdy

donndée & avance. On aurait ainsi des surfaces, non dépourvues d’intérél, donnant
des cloisons " auxquelles on pourrait attacher des aires, des volumes, elc., qu’'on
exprimerait finalement par de simples intégrales de lignes étendues au contour v
de I

Ainsi, pour 6 =1, on a les surfaces. d’équation aux dérivées partielles A =1,
sur lesquelles I'intégrale (6), prise le long d'un contour fermé -+, exprime laire con-
tenue dans la projection de ~ sur le plan O.ry.

Pour © =1=:. on a les surfaces A==z sur lesquelles U'intégrale (6), étendue & un
contour y. exprime le volume cylindrique contenu entre 1" et la projection de cetle
cloison sur Oxy. Pour © =\/1 + p* + ¢*, on a les surfaces A=\/1 + p* + ¢* sur
lesquelles l'intégrale (6) exprime l'aire de la cloison I" comprise dans le contour ~.
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On pourrait trouver bien des exemples analogues qui se rattacheraient plutot aux
recherches développées dans -mon Mémoire Sur les applications géomélriques de la
JSformule de Stokes publié ici-méme cn 1gro.

Quant a la méthode ginérale de mise en équation dont je viens e donner une
idée, il me semble qu’on ne peul mieux la comparer qu’a celle qui tire les ¢quations
de la Physique mathématique des formules de Stokes ou de Green; pour transporter
celte méthode en Géométrie, il fallail d’abord écrive une formule de Stokes conve-
nable qui est la formule (D).

[40] Passons maintenant & une vévitable démonstration du théoréme énoncé en
téte du paragraphe antéprécédent.

Rappelons d’abord qu’on doit avoir les conditions (J,) pour que I'équation de
Monge-Ampere (1) prenne la forme M=o, c'esl-a-dire la forme (2) avec ® =o.
Plus généralement, on peut écrire ces conditions (J)) aprés avoir mullipli¢ I'équa-
tion (1) par un facteur p.(x, v, 2, p, ¢); on a ainsi le sysléme

» N NGB 2Dy,
U X(Aw) -+ NY(Bp) 4 V(G 4 222 ADw) Do)

oz op dy !
D(Bp)  A(Cy)” MGy d(Cu)  F(Dp
N*(Kp) + XL (: 2 _ (\C‘)) Y (\C'J) + 2 (Co) (D;J)ZO.
dy op 7] oz g
. , S S () 0(Cp) By *(Dw)
K c—XY(Kp) + X — : = L=
(K) AY(Kp) + N7 = op + oz p oy
i JoMBp)  d(Ap) (Ap) d(Ap)  *(Dyp)
| Y (Ky) + \[ » g + X » + 2 P ER— =o,

MKp) | ¥Buw)  PAp)  ¥(Cp)
oz + 0pbq~ R p* =0

d NI
7 \(]\'_1.)’ + ] Y(Kp) +

M. Goursat, sans ccrire explicilement ce systéme, 'a cependant considéré au
méme titre que (J,) (loc. cil., pp. 3to-312);: U'éminent géometre a désigndé par 7. le
facteur que j’ai ensuite appelé w pour rappeler son analogic avec un multiplicateur
jacobien.

Naturellement (K) peut s’écrire sous la forme [Cf. forme (J), n° 6]

COXYOU $ N, — XY, — YO =o,
X*(K:J.) -+ \()Iq) _— qu = o0,
d) ) —X\'(K:/.)+1\1z—quzo.
YiKw) +Y(M)—N, =o,
d L d i
|y YR+ V(Kp) + (Kp, + M, = o,

V¢
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a condition de poser cette fois :

\)I:By.— f (A, dp — / (Co,dq.
N =Dy—x f (Au)dp— Y f (Cu)dg .

Essayons d’attribuer & ces expressions M et N les formes

(7)

()I::{ap+'f«,,——/X(K;J,)dq—fY(K;J,')dp—ff(Ky.);(lpdq,
(N:Y(?)—i—X(va)—.\Yf/(Ky)clpdq,

d’aprés lesquelles elles satisfairaient sirement a (J) (n° 7). L’égalité des deux formes
de M est toujours possible, car, en la dérivant par rapporl a p et ¢, on voit que ce
n’est autre chose que la cinquiéme équation (K) a laquelle on peut justement salis-

faire par une solution u. a déterminer. Quant a ’égalité des N,

(9)  Dum= Y(e) + \(4) + X / (Andp + Y f (Cp)dg — XY / / (Ku)dpdy,

il est clair qu’elle ne peut avoir lieu en général, puisque u n’est plus arbitraire et
que D a une expression donnée complétement indépendante du second membre de

®)

I'égalité.
Mais si 'on prend pour D précisément la valeur D, que donne (g), on a

f/ u[K(rt — s*) + Ar + Bs -+ Ct + D,] dxdy
A

:/l’dx + Qdy + Rdz + Sdp 4 Tdyg

puisqu’alors les conditions (J) sont satisfaites.
D’autre part, sur les surfaces intégrales de I'équation (1), on a identiquement :

/f;;.[l\'(/'t—-s’) 4+ Ar+ Bs+ Ct+ D] =o.
g

Par soustraction de ces deux derniéres égalités, on obtient enfin :
(10) f/ (D, —D) f.lJ:zIy:/ Pdx + Qdy + Rdz + Sdp + Tdy.
I ”

C’est bien la forme intégrale (2) dont il fallait démontrer I'existence. On a :

(11) 0 = u(D,—D).
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[44] Reste maintenant & écrire pratiquement la formule (10). c’est-a-dire & détar-
miner encore P, ), R, S, T. Tout d’abord on peut prendre R=o0, car R non nul
rentre dans P et () en remplacant d= par pdx + gdy. Ensuite, d’apreés des généra-
lités exposées dans mon précédent Mémoire et relatives au développement du pseudo-
déterminant A, on doit avoir :

T, — 8, = Ky,
|, (
‘ ) —P = B{J. + Y(T) — \(8).
(|g) . _ Pq——:CfL—X(T),
( X(Q) — Y(P) = D .,

— Y() + \X(1) + X f Apdp + Y f Copely — XY / f Ku.dpdy.
La premiére, la seconde et la guatriéme équalion de ce systéme sont vérifiées par
s—=—' [ Kud T=- [ Kud
S= gf pdy, __2f wdp,
(13) P:-—@—/Cp,(lq +-K—Xff Ku.dpdyg,
2
0= '++fAy.(lp—éY/pr.(lpdq.

Reste & voir si ces expressions de P, Q, S, T peuvent vérifier la troisiéme et la
cinquiéme équation (12).
En portant dans la troisiéme, on a

Q,—P =1, + / (A dp — 2 X / Kydp — - f f (Kp), dp dy
+ 'lbp—i—f((jp.)p(/q—-1Xfl\'y.(lq——lf'/.(.l\';).);dpdq
2 2

— H;JA + l Y f K;L(/[) “+ l \ / K:J.l,lﬁ[,
2 2
ou bien

(14) Xfl&;;.dq%—\v /K;u[p—}—f‘/.(l\'p,);dpdq
+Bp,—/(.\p.)qdp—f(C;J.)pdq='§q+?p.

En dérivant par rapport a p et ¢, on reconnait la cinquiéme équation (K) que 'on
s’est précis¢ment arrangé a vérifier par un choix convenable de u.: mais notre der-
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niére équation doit aussi étre vérifice sans dérivations. C'est donc ici qu’il faudra
choisir convenablement les fonctions ¥ et 4.
Enfin on vérifie immédiatement que les expressions (13) de P et Q satisfont iden-

tiquement a la cinquiéme équation (12).

[12] En résumé. pour mettre l'équation de Monge-Ampere
(1) K(rt —s*) +Ar+Bs+Ct +D=o

sous la forme intégrale

(2) ff @dx:ly:/ Pdx + Qdy + Rdz + Sdp + Tdyq.
r i

on prendra d'abord une solution v. de l'équation

> N N ¥By)  F(Aw) ¥ (Cp)
(K T (K —_ e — ——— =0,

; 5 i ; ‘ 2 ol(x 1
puis on délerminera des expressions D (x,y,z,p, ¢q). 3(& Y, 2 p) t(x,y, 2, q) lelles

que lon ait

q,p+-pq:X/Kp.dq+Ypr.(.lp+ff(Kp.):dpd(/+Bp.—f(Ay.)qtlp—f(()y,)pdq,
p.D,:Y(q;)—{—X(']J)—f—X/;\p.(.lp -}—Y/‘C;J.d(/——.\Yfny.dpdq.

On aura alors :
® = uD,—D),

l):—-'{,-——/ﬂ(:y.d([+';—X//K(J.(lp(lq,
Q= ~L+f_»\p,dp—-in/l\'lu.dpdq,
h ' 2
R =o, S:—l/‘}{;ulq, 'l‘:l/I\';.-.dp.
2 2

On voit que la transformation exige surtout la recherche d’une solution v de
I'équation (x); ensuite il n’y a plus que des quadratures, sans termes additifs rap-
pelons-le (n° 7).

Or la solution p. de (x) peut avoir des degrés de généralité fort divers; elle peut
ne rien contenir d’arbitraire tout comne elle peut contenir des constantes et méme
des fonctions arbitraires: dans ces conditions. il y a une infinité d équations inlé-
grales (2) correspondant & une seule équation de Monge-Ampére ( 1).
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[43] On peut encore présenler ces résullals de la maniére suivante :

Cherchons d’abord a déduire de la formule (D) une formule (2) qui aurait lieu
identiquement sur toutes les cloisons I" de méme contour . Alors le premier
membre de (2) serait une intégrale (F) ot 'on chercherait & donner 4 la fonction D,
de x, v, z, p,q, la forme la plus générale qui soit compatible avec K, A, B. C nuls.
Le systéme (J,) indique alors que D doit satisfaire aux équations

\(‘Dp)+\'(Dq)—D;=0, D —o, D —o, D,_=—o.

q9q pq pp
D’apreés les trois derniéres, D ne contlient p et ¢ qu’au premier degré : si I'on pose
D=—aup—8qg+v,

la premiére se réduit a

2, + 8, +v.,=o0
et la formule espérée n’est alors autre chose que la formule de Stokes ordinaire.

En dehors de ce cas tout a fait banal, { n'y « point de formule (2) relative & des
cloisons 1" tout a fait quelconques et limitées seulement ¢ un contour commun v.

A elle seule, celte conslatation suflirait a ce que I'on se demande si, a défaut de
ces cloisons quelcongues, on n'en pourrail trouver d’autres satisfaisant a-de certaines
conditions. On serait alors tout naturellement conduit aux cloisons prises sur les
surfaces intégrales d’une équation de Monge-Ampére aussi générale que possible.

Si I'on prend une cloison de cette seconde nature, méme bien déterminée, 'arbi-
traire qui a ainsi disparu est remplacé par un arbilraire de nature différente : la for-
mule (2) peut contenir des ¢léments arbitraires, notamment les fonctions dont il a
été question a la fin du paragraphe précédent. D’ailleurs les exemples des numéros
suivants vont rapidement éclaircir tout ceci.

Le probléme de Biacklund, comme il a déja été dit au numéro 8, correspond au
cas particulier o ® =o: il ne peut donner une équation de Monge-Ampére aussi
générale que possible. Ce probléme peul élre traité directement, sans recourir & une
équation intégrale telle que (2), car il suffit alors d’exprimer que

Pdr + Qdy + Rdz + Sdp + Tdy
est une différentielle exacte sur des surfaces a déterminer: c’est ainsi que procéde
M. Goursat. Mais pour retrouver, par une voie analogue. I'équation générale de
Monge-Ampcére, I'équation (2) est peut-étre indispensable: quoi qu’il en soit. son
role est bien simple et bien nalurel, puisque la formule de Stokes généralisée (1))
transforme immédiatement (2)en A — ¢ —=o.
Fuc. de T., 3¢ S., V. 43
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[14] Ces derniéres réflexions en contiennent certainement encore d’autres comme
cas particuliers.

Ainsi M. O. Bolza (Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 63¢9) en ¢tudiant les
cloisons, de contour commun v, minimant l'intégrale

I= /f./.(-’—'» Yo zopoq)daedy
A

cherche s'il 'y a pas des formes de f pour lesquelles ces cloisons I seraient indé-
terminces.

II montre que cela arrive quand J est I'intégrale double de la formule de Stokes
ordinaire.

On cherche alors & ne pas teniv compte de I'¢quation de Lagrange (cas particulier
d'une équation de Monge-Amipére) & laquelle d’ordinaire satisfont les surfaces
extrémales.

Au début du numéro précédent, nous avons de méme relrouvé la formule de
Stokes en cherchant si (2) élait possible sans qu'on ail & lenir compte de (1).

Enfin, dans mon précédent Mémoire (n 24), j'ai déterminé les intégrales

(19) ./‘./~ K(/-[ — ,5-'2) ([_‘l,'([y

les plus générales qui restent invariantes pour toutes les cloisons 1" ayanl méme
contour ct mémes plans tangents le long de celui-ci. 11 faut alors chercher la fonc-
tion K(x,y,z.p, ¢) qui satisfait au systéme (J,) quand A, B, C. D sont nuls, ques-
lion toul & fait réciproque de celle résolue au début du numéro 13. La conclusion est
d’ailleurs la méme au fond puisque, comme nous l'avons vu, l'intégrale (15) se
déduit, par la transformation de Legendre, de I'intégrale double qui figure dans la
formule de Stokes.

[45] On pourrait encore donner des formes d’apparence plus générale au théo-
réme du paragraphe 8. Soit (1L le premier membre d’une équation de Monge-Ampére
absolument quelconque.

Les surfaces sur lesquelles on a partoul

(16) / / Ao dy = / Pdr 4+ Qdy + Rds + Sdp + Tdy
I v

sonl surfuces intégrales de Uéqualion de Monge-Ampére AL —A=o0.
Le raisonnement ne consiste encore qu’i appliquer la formule (D) au second
membre de la relation intégrale donnée.

Ainsi les surfaces sur lesquelles loute cloison 1" a une courbure (totale ou

moyenne) exprimable par une intégrale de ligne de forme donnée et analogue au
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second membre de (16) sont des surfaces intégrales d'une certaine équation de
Monge-Ampére. Quand on aura form¢ cette derniere ¢quation on pourra former, par
le théoréme du paragraphe 8 et par la voie indiquée au paragraphe 12, une équation
intégrale du type (2) plus générale que celle d’oti 'on est parti et qui aura aussi bien
lieu sur les surfaces considérées.

Formes intégrales de quelques équations classiques.

[46] Surfuces développables. — Soit & chercher 1'équation intégrale (2) qui cor-
responde au cas ot (1) se réduit a I'équation des surfaces développables rt — s*=o.
On a:

K=, A=—o, B=o, (i=—o, D—=o.

I équation (2) se réduit a

. AR d du,
(17) W X(;J.)+:\Z\(z;4)+3?: 0.

Je prends pour solution, trés particuliere mais permettant des calculs explicites,
(18) p="D0(x.y) + W, (p, q)-
Alors, des équations qui doivent déterminer ¢, ¥, D,, on lirc aisément :

2'.',,:: ﬁ‘by,

2"!' :qz(bx’
20 = 2p.D, :peibyy — apq ‘I’Iy +q'D,,.
On a ensuite :

2P=—p*P, +pgb,, 2Q=¢d,—pgD,,
2S_—____(I(I)_1]fp' g'l‘:p(l)—}-w‘q.

L’équation intégrale cherchée est donc, en remplacant pda + ¢dy par dz,
(19) f / (p*D,, —2pqg b, + ¢ b, )dedy
A ! 1
— / (qb,—p ‘I)y) dz + D (pdq — qdp) + ‘l’qdq — 4 'pdp.

On vérifie facilement que la formule (D), appliquée au second membre de cetle
égalité, permet de remplacer I'intégrale de ligne par

/ [ (20D + W, )(rl—s*) + p'D,, —2pqb,, + ¢ b, Jdrdy.

Alors I'équation (19) se réduit bien & rt —§*=o.
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L’équation (19). si I'on remplace &> et U" par des constantes, prend I'une des trois
formes équivalentes :

= /pth—q:lp. o:fpr.lq. o:/qup.

C’est 1a I'expression du fait élémentaire d'apreés lequel p est fonction de ¢ sur une
surface développable. On voit qu'il ¥ a, sur la surface, des relations intégrales. telles
que (19), qui sont d'un aspect beaucoup plus général; il n’est méme pas certain que
ce soient les plus générales parce que nous avons pris pour solution de (17) une
expression (18) qui, malgré les deux fonctions arbitraires qu’elle contient, n’est pas
la plus générale. On pourrait encore donneér des formules bien autrement indéter-
minées que (1¢9) en sc fondant, par exemple. sur I'existence, pour I'équation (17), de

solutions de la forme -

DCryy, ) W (pop) Q@ —pr—qy).

175

solutions qui, trés probablement, ne sont pas encore les plus générale

Pour U'instant je ne m’y arréte point.

[47] Surfuces applicables sur une surface donnée. — Aprés les surfaces dévelop-
pables, applicables sur le plan, considérons les surfaces applicables sur une surface
quelconque z= f(x, y).

Dans les Lecons sur la Théorie des surfaces, de M. G. Darboux (t. LI, p. 262),
nous trouvons, pour ¢quation aux dérivées partielles de ces surfaces, une équation

de Monge-Ampére (1) ayant pour cocflicients :

K=—0+/1+/3).
A=/, i +4qf),
B=—af (pf, +4f),
C= [f. pfc+4af).
D=4 — L) D"+ ¢ —1).

Ici Iéquation (2) est fort compliquée, mais elle est cependant immédiatement
salisfaite si 'on prend pour p. une fonction de 2 et y seulement. Alors, si 'on pose,
pour simplifier I'écriture,

sy =1+ 1+ /17,
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les formules du paragraphe 12 donnent :

3 :1)2[?‘./;/‘];”4 - :"‘i:y - (:}\:)y] *
- qg[y‘f.rftf - i}'.cr - (:Ji:)x] ’

dy

,. d
\ 1)" uf/w)f\ o — 202, —:J-y.sﬂ

‘ d N
3D, = + 21 DTHI’JWW Jf/n>+hm 2 |

D
/ +(12L (uf, [, — 205, ),)—r—‘—()fuf“)il

2P =—p*[uf,[,, — ve, — )] — v/ Py + €F,) — Pa(p2),,
Q=" [ Sor— v, — 2)] + 0, (P + 204f,) + PaCo2),-
R=o, 2S=quz, 2T =—puy;:.

On simplific facilement 'expression Pde + Qdy. en y remplacant nolamment
pdx + qdy pav dz. L’équation inlégrale cherchée est alors (1) :

R
f[ p (’f Sy + Jf S 25 ‘qy—p.yp)] drdy
IR . o >
+ 2 f[P(I gﬁ S S + E(:}(/If”) + S}D—y(y":)] drdy

I N
+ f [ q | = S o e — 202, — p,0) + 3y ( vf_z,fn):l dedy

b3 [ f wlhdu— S 0+ 0 — vy

= f [p(ve), — qup)ld= + pe(qdp —pdg)

+ / WS = CS DSy e+ d0) 204 Sy Sy by — S e ) £ 2f o (D e — G, dY))-

Uniquement pour m’assurer que cette formule ne contenait point de fautes de
calcul, jai vérifi¢ que la formule (D) transformait le sccond membre en I'intégrale
double

ff 2u.[K(rt — 8*) + Ar + Bs + Ct + D,]dxdy
r

ot K,A,B,C,D, ont les valeurs indiquées dans le présent paragraphe; quant au
premier membre, il est
/f 2u.(D, — Djduxdy,
A

(') Sur la forme intégrale des équations de Monge-Ampére (Comptes rendus, 6 avril 1914).
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et, de I'égalité de ces deux intégrales doubles, on déduit bien I'équation aux dérivées
partielles primitive.

Iéquation intégrale obtenue est surtout intéressante, dans le cas présent, a cause
de la fonction arbitraire p.(x, ¥) qu’elle contient, wmais il ne faut pas perdre de vue
que u. n'est ainsi qu'une solution trés particuliére de I'équation (z); si 'on pouvait
obtenir d’autres solutions de cette ¢quation, on aboulirait vraisemblablement a
d’autres formes de I'équation intégrale, formes dont la recherche semble pratique-
ment inextricable. Toutefois on peut aussi se demander si certaines solutions de (%),
plus compliquées que ., ne donneraient pas, par contre, une équation intégrale plus
simple que la précédente.

Pour celte dernitre, une vérification partielle est encore possible en revenant aux
surfaces développables, c¢’est-a-dire applicables sur un plan quelconque correspon-
dant & f=ax + by + ¢; alors ¢ =1 + «* + {’. L’équation doit ¢tre indépendante
de @ et b et, en fail, elle se réduit & (19) ot b=yp, ¥'=o.

(48] Surfaces extrémales cloisonnant un contowr. — Les counsidérations de ce
Mémoire pourraient étre, de diverses maniéres, rattachiées au Calcul des variations.
On sait notamment que si l'on cherche des surfaces 1", cloisonnant un contour

donné v ct rendant minimum l'intégrale

J :fff(?’«" ¥, 2 poq)dedy,
A

ces surfaces doivent satisfaire & I’équation aux dérivées partielles
J J
d J .

oh o=

dx dy
“écrit ¢
St F 2S5y + Sogt + N + YY) —fo=o.
C’est I'équation de Lagrange (O. Bolza. Vorlesungen iiber Variationsrechnuny,
S. 656).

Si on veut la mettre sous forme intégrale, on voit que I'équation (x) est

qui, convenablement développée, s

D-z
p g

. * > .
(20) El-z (jpp ij) + V): (qu :}> =2 (./pq :J')

et qu’elle est satisfaite par une fonction p.(x.y, z) ne contenant ni p ni ¢,
Alors on peut prendre 3 =o0, Y=o0. On a ensuile
pD, = X(y p) - Y(';J.‘f,,).
2D = uX\(f) + 0 X(f) — uf.,
O =/,X0) + [0+ far
b= —uf, Q=uf,,

I
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et I'équalion intégrale est :

(21) /-/1 NG + LY + Soo)dedy :/ w(fdy—f,dr).

On voil que les surfuces extrémales I, qui rendent minimum Uintégrale J, onl
ausst la propriété de rendre exprimables, par une intégrale de ligne allachée au con-
lour ~, une infinité d'intégrales doubles altachées awr mémes extrémales. Mais il faul
reconnaitre que cette infinité d’intégrales doubles n'est que fort imparfaitement
représentée par le premier membre de (21): cette derniére équation a été construile,
en effet, en partant d'une solution excessivement particuliére de (20). 11 resterait &
trouver pour u. des expressions beaucoup plus générales par rapport a p el ¢: mais
ceci ne semble pas possible si 'on ne consent pas a particulariser la fonction f.
[exisience implicile de relations intégrales, analogues & (21), mais beaucoup plus
giéncérales, garde, malgré tout, un cerlain intérét.

Le premier membre de (21) peut, dans certains cas,
prenant Tintégrale double J, dont la valeur minimum
intégrale simple.

¢lre considére comme com-

est alors exprimée par une

Ceci arrive si J esl homogeéne en 2, p, ¢ ct si T'on prend p.=—=z; alors le crochet
de la formule (21) est

1)-/." + q./)r, + zj.:.:’”./ M

m ¢tant Pordre d’homogeéndéité. On obtient finalement :

ml :f:(fpdy—fqu).
1

On pourrait, plus généralement, chercher les formes de f pour lesquelles J el le
premier membre de (21) coincident identiquement; la question dépend de I'équation
aux dérivées particlles du premier ordre

L AN 4 o,
‘\(P‘)_«\]—)_{_‘(:L)T\; —#—;),—D?“_/,

& laquelle il semble qu’on puisse trouver des solutions intéressantes bien qu'il faille
encore regretter le manque de généralité de p.. Pour Iinstant, je n’insiste pas surce
point qui pourrait faire ouvrir une trop longue parenthése et nécessiterait une ¢tude
spéciale dans le domaine du Calcul des variations.

[19] Surfuces minimu. — Nous avons déja remarqué plus haut que I'indétermi-
nalion formelle de nos équations intégrales permettait a certaines surfaces d’avoir a
la fois une équation (2) avec &) ==o0 el unec aulre avec () 5=o. Les surfaces dévelop-

pables en ont fait foi. Les surfaces minima permettent de revoir la méme chose de
maniére trés simple.
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Dans le cas des surfaces minima, la fonction f du paragraphe précédent est

\/1 +p*+ ¢ sioa, 8. sont les cosinus direcleurs de la normale, la formule (21)

ff [2X(p) + 2Y()] (lxtly:f u(zdy — &dx).
v i

Si u. se réduit & une simple constaute, le premier membre est nul et I'on retrouve

s’écrit alors :

Bdx est différentielle exacte sur les sur-

le résultat classique d’aprés lequel zdy
faces en question, résultat qui est généralisé par la présente formule.
Si 'on prend u. successivement égal & x, y, z, on a notamment les relations :

f/ a.«l.uly:/m(zdy—{ﬁd.lc).
T ot

//(&(‘lxdy:fy(zrly—{idx).
r 1

—_ /‘/tls—k//*(cl.rdy:/:(xdy-—{dd;c).
- r I v

Iune quelconque des trois pourrait servir de définition aux surfaces minima.

[20] Sur le probléme et sur cerlains types de transformations de Bdcklund. —
Les travaux classiques relatifs & ces sujets et dus & Bicklund méme sont réexposés
dans leurs traits essentiels par M. Darboux (Surfaces, t. 111, livre VII, chap. xu
et xur) et par M. Goursat (Equalions aux dérivées partielles du second ordre, t. 11,
chap. 1x). Les développements plus modernes sont surtout dus & M. J. Clairin qui,
en 19o2, publia unc importante theése Sur les transformations de Béicklund (Annales
de I'Ecole Normale) et n’a cessé depuis d'y ajouter de nouveaux Mémoires. En 1902
également et peu aprés la These de M. Clairin, M. Goursat publia un travail Sur
quelques transformations des équations aux dérivées partielles du second ordre (Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse) qui contenait déja des résultats publiés dans
mon précédent Mémoire et au sujet desquels I'éminent géométre a élevé une récla-
mation de priorité (Comptes rendus, d janvier 1914).

M. Goursat, partant du systéme (), ¢écrit plus loin (n° 22), reprend le probléme
de Bdcklund qui consiste & rechercher & quelles surfaces I" doit appartenir I'élément
x, ¥, 2, p, ¢ pour que U'élément 2',y', 2', p', ¢’ appartienne a des surfaces correspon-
dantes 1.

L’équation de ce probléme est

(22) fp’(l.l;’ + ¢'dy'=o;

c’est une ¢quation de Monge-Ampére, somme de deux ¢qualions dont chacune, con-



TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS DE LA FORMULE DE STOKES. 337

sideérde isolément, aurait une intégrale intermédiaire (1): cette équation est aussi
générale que

(23) f Pdr + Qdy + Rd:z + Sdp + Tdg—=o

mais point davantage. Les conditions pour qu'une équation de Monge-Ampére se
rameéne a P'une des deux formes précédentes sont donc les mémes; elles forment le
systéme (J,) déja décrit par M. Goursat sous une forme un peu différente mais équi-
valente.

Les surfaces [ peuvent exister sans étre, comme I°, surfaces intégrales d’unc
équation aux dérivées partielles du second ordre; il y a transformation de Béicklund
quand cela arrive tout de méme. M. Goursat considére la réduction d’une équa-
tion (23) a la forme canonique (22) avec génération d’une transformation de Bick-
lund, ‘question difficile qu’il méne vraisemblablement aussi loin qu’elle peut I'étre.

Je n’ai rien & ajouler d’essentiel a ces sujets ardus; je me borne & montrer que 1a,
comme en beaucoup d’autres poinls dorigines fort diverses, la formule (D) pcut
jouer un role symétrique et intéressant: pour cela jai réexposé la question d’une
maniére parliculicrement favorable, mais qui n’est pas la plus générale, ne serait-ce
que parce que je ne puis considérer,  I'aide de (D). que des transformations entre
¢qualions de Monge-Ampeére (2).

[21] Soient deux surfaces, I' formée d’éléments &, y, z, p, ¢ et I formée d'élé-
ments x', ¥, 2, p',¢’. On a évidemment,

‘sur r, sur [V,
(=) 0= f pdr + qdy (2,) 0= f p'dx’ + ¢'dy’
. ]
ou, ce qui est la méme identité, ou, ce qui est la méme identité,
®) dq . 0
el Dx - ‘\y * (:’;) D.‘L" - ’)yl .

(!) Tout premier membre d’équation de Monge-Ampére peut étre considéré comme la somme
de deux premiers membres d’équations & intégrale intermédiaire ef de termes du premier ordre.
La chose ressort clairement du Mémoire de M. Goursat et peut d’ailleurs étre vue de plusicurs
maniéres; ici elle se rattache intimement au théoréme du no 8 qui met Uéquation générale (2)
sous la forme A — © — o alors que A = o provient toujours, si I'on veut, d’un certain probléme
de Biicklund. Mais cette décomposition de I'équation de Monge-Ampére, sous la forme diffé-
renlielle, n'est pas cependant complétement équivalente a 'obtention de la forme intégrale (2)
parce que cette derniére dépend d'éléments arbitraires qui peuvent ne plus laisser de traces
dapns P'équation A — 8 = 0. Ainsi I'équation (19) des surfaces developpables dépend formelle-
menl de la fonction arbitraire ®(.r, y); par application de la formule (D) on retrouve, comme
je I'ai montré ensuite, I'équation 1t — s* =0 qui n'a plus rien d’arbitraire.

(2) Dans Uordre d’idées opposé, il faut signaler une récente Note de M. Clairin (Comples
rendus, 3o mars 1914) ou sount formées d’une maniére trés simple des transformations de
Bicklund entre équations du second ordre autres que des équations de Monge-Ampére.
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La premicre idée des transformations de Bécklund semble pouvoir se ramener a

une interversion parfaitement symétrique de ces notations, interversion qui conduit

a se demander si 'on peut avoir,

sur I,

) o:fp’dJ:’-&— q'dy
ou

G N7 '

o ' W

La question a un sens, au moins dans le cas particulier

sur I,
(+,) o:/ pde + qdy

ou

~

2
~

=

»
~
8
~

=<

ou x,y.p,q, &, ¥, p.q

sont liés par quatre relations ou ne figurent explicitement ni z ni z". Commengons

par la. Dailleurs nous retrouverons ce cas primilif aux paragraphes 28 et 4q9.

Exprimons, en effet, ./, 4", p’, ¢’ a aide
de v, y,p,q.

L’équation (y,) devient, parla formule (D),
ane éyuation de Monge-Ampére relative a I

Quant & (3,), elle exprime que dy” a, dans
dp’, le méme coefficient que d.x’ dans dy’.

Si donc on exprime maintenant ., y, p, ¢
en x',y’,p'yq’, si Pon calcule, par diffé-
rentiation,

dr, dv, rdx+ sdy, sdx+ (dy

en fonctions linéaires de du’, dy’, dp’, dq’,
si l'on résout ce systéme par rapport a
due,dy, dp’,dq’, et si Pon écrit que dy’
dans dp’ a méme coefticient que v’ dans
dq’, on a I’équation

r S I 0] r S 1 O
s t o 1 s L o 1
B = 0.
pp, (IP' J;p, ypr pq, ([q, “‘Cq’ 3'1'

Pr dy Ty Yol 1Py Uy Ty Yy

On peut exprimer les deux derniéres lignes
des déterminants en xr,y,p,q et lon a
ainsi une équation de Monge-Ampére qui
n’est autre que (v,), puisque on a déduit (z,)
de (3,) qui doit exprimer la méme chose
que (y,)-

Enfin .r, y,p, q sont engagés seuls dans
{z,)et ', ", p’s q’ seuls dans (v,); les quatre
équations qui unissent ., y,p,q, 2",y ,p’,q’
constituent une transformation de Biicklund
entre (7,) et (¢,) ou, ce qui revient au méme,
entre (v,) et (v,).

(

Exprimons, en effet, &, y,p,q & l'aide
de &',y p’sq’-

L’équation (y,) devient, par la formule (D),
une équation de Monge-Ampére relative a I'.

Quant & (3,), elle exprime que dy a, dans
dp, le méme coefficient que da dans dg.

Sidonc on exprime maintenant .z’ ', p’, 4’
en a,y,p,q, silon calcule, par differen-
tiation,

dx', dy', r'dx'4s'dy’. s'dx'+tdy
en fonctions linéaires de dw, dy, dp, dq,
si 'on résout ce systéme par rapport a
dx’, dy’, dp, dg, et si lon écrit que dy
dans dp a méme coefficient que dr dans
dq, on a I’équation

ros 1 o r s 1 o
R A A T s U o 1
i!) i r + == 0'

! !
Py d, LTp Y
’ 1 ! r
1)1‘ (lfm.ty.l'

' 4 J '
Pg dqg %Y,
’ ’ N !
p.'/ q!l :L?l y’l

On peut exprimer les deux derniéres lignes
des. déterminants en .r’, y’, p’, ¢’ et 'on a
ainsi une équation de Monge-Ampére qui
n’est autre que (v,), puisque 'on a déduit (e,)
de (3,) qui doit exprimer la méme chnse
que (1,).

Enfin 27, y’, p’, ¢’ sont engagés seuls dans
(2,) et o, y, p, ¢ seuls_dans (y,); les quatre
équations qui unissent x,y,p,q, ',y ,p’sq’
conslituent une transformation de Biicklund
entre (y,) et (g,) ou, ce qui revient au méme,
entre (v,) et (y,).
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Les transformations de Backlund ainsi définies, bien qu’extrémement particu-
liéres, offrent cependant un premier exemple que M. Clairin donne, au paragraphe 6
de sa Theése, comme rentrant évidemment dans les transformations générales qu’il
désigne par (B)).

Ce qu’il importe de remarquer, dans ce premier cas, c'est que les équations de
Monge-Ampére liées par la transformation de Biacklund sont, a volonté, (v,) et (+,)
ou bien (z,) et (¢,), si bien qu'on peut tenter de fonder des généralisations sur des
extensions du systéme (v) ou sur des extensions du systéme (z). Nous reviendrons sur

cette idée dans la troisieéme partie de ce travail.

[22] Essayons maintenant de conserver autant que possible le point de vue pré-
cédent. mais dans des cas plus généraux. Plagons-nous tout de suite au point de vue
adopté par M. Goursat dans son Mémoire précité. Soient les quatre relations :

(x) ((&'=a'(x, ¥, 5P, q), Y =y(x,y,zp,q),

T
p=p(ey.p.q, 9 =q@.y,zp.q)-

Rien n'empéche d’écrire (v,) en développanl dx' et dy’' comme il est indiqué ici &

la fin du paragraphe 8. Transformant celte relation intégrale (vy,) par la formule (D).

on a l'ordinaire équation de Monge-Ampére

s [4 o o —I
r s o —1 o
p q —1 o o
r
o d N d d d
dxr dy 0z op oq
\.L" Ny! Np! Ny Nyt ! Np! Nv! Nop! N+
¢ N ) 0L N oL QY ) 0L QY ’ , QY
— +q = —+q¢d = p—+4qd= -— — p—+q¢g =
Pa™lw Pytiyy Putiy Py 9y P9y
ou bien :
s ¢ o 0o — 1 s L o) o — 1
r s o —1 o 7 s o —1 o
]) ([ — 1 (6] o] p (/ — I (o) (8]
. ’
(1) N N d d AT (e ol d d d y | =o
Mo )y 2z p N . dy 2z p M
Jo’ - dx' o dx' del M dy' v dY dyt Y
p —_— p’_ 1)'_ I~__ I_ (I . '____ ('-:— ('_L. '_t-
dx A e P op b Yy T ! ) 1371 p 9 dq
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Quant au raisonnement qui avait donné (z,), il est encore applicable et donne

cette fois (Cf. G. Darboux, Surfaces, t. 11L. p. 440; E. Goursat, loc. cil., p. 318.)

o 1
r' s 1 o r s' 1 o
(z2) EL)_ dq Q' LA 74 x'. dy | =o,
op p op p g N ] /]
() X X)) Y(p) Y(g) Y@) YQO)

X et Y désignant toujours les opérateurs dont la signification a été rappelée au para-
graphe 6.

C’est seulement maintenant qu’apparait une différence essentielle entre ces con-
sidérations et celles du numéro précédent. Dans () les deux derniéres lignes des
déterminants sont composées de fonctions de x, y. z, p, q, si bien que les coefficients
de l'dquation ne sont plus forcément exprimables & l'aide des quatre fonctions
x',y, p', ¢ imposées par le systéme (3). Mais si cela arrive tout de méme, I'équa-
tion (z) définit des surfaces 1V, correspondant par la transformation (<) aux sur-
faces 1" définies par I'équation (y,).

On voit que la forme symbolique donnée par la formule (D) & (y,) est assez remar-
quable; elle évite, sinon en fait du moins en pensée, de charger le raisonnement de

développements encombrants; les valeurs esthétiques de (v,) et de (s,) me semblent
d’ailleurs égales.

(23] Exemple. — Je prends un exemple qui rentrerait facilement dans ceux que
donne M. Goursat (loc. cil., n> 3 et 14).

Cherchons des transformations (5) de la forme

=wx, Y=y, p=pEyup, ¢=¢xyzq9.

Les équations (v)) et (z,) sont

s t 0 o —1}
! s o —1 o
p ¢ —t o o
Y a2 o | "
e dy % dp Yy
P ¢ o o o
Py ' o 1 s’ ! o 1
r s' t o r s i1 o
op' o + dg' =o,
p e o o ¥ o o
Xp) X(¢) 1+ o Y(p') Y(¢') o 1
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ou bien :
p' Dq'\ o 7 Dq'> rpt o dp
<Dp VAR (E“’a: (by T"a:)’
ap'XgN . N \I74 g dp! N
(=)= (Grre38) =57 Gy o)
q Y ZNIAY [\ & ay [

La premiére de ces deux ¢quations ne conlient que x, v,z, p, ¢, s: la seconde ne
doit conlenir que x',¥'. 2, p',q',s" el, par suile, dans cetle équation, le rapport du
second membre & la parentheése contenue dans le premier doit pouvoir s’exprimer
rien qu'avec x',y', p', ¢'. au moyen des équations de la transformation données au
au débul du paragraphe. La réalisation générale de cette condition est encore d'une
étude fort difficile; bornons-nous & examiner le cas ou les équations de la transfor-
mation seraient linéaires et homogeénes en z,p, q. cest-d-dire auraient la forme
(a, b, a,  désignant des fonctions de x et y seulement)

(=) ' =ux, Y=y, p'=uap + bz, ¢ =29+ Bz.
La condition en queslion s'écrit alors

w0 a W N b ket
a(4gs+eqs+p8) = (p 5 42 i 4 ) =)@ Hb2) + kixg+52).

Q

h et Ik ne devant dépendre aussi que de x et y. On la scinde en les trois suivantes :

da dz D 1 b ' ‘
af — ayz ha(a — =), as-— ab=ka(a —a), tl:\;—— 2 D—y-:(a-—-x)(hb—}—kﬁ);

portant, dans la derniére, A et & tirés des deux premiéres, il reste une seule condition
qui, comme le remarque M. Goursat, a la forme trés simple

d /b ) /8
dy (E)‘ 2z <Z>

Y

Si 5 désigne une fonction-arbitraire de x et y, on peut donc prendre

? ; 2

> ==

-

b—a

v'w
1

<

~|

et les ¢équations de la transformalion de Backlund sont définitivement :

Q hE?
) =z, y=y, p’=a<p+\iz>» q'=z<q+ y>

~

L dz  da /Dx dy
| =( e (T o) 0t
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dans la seconde, les traits surmontant les coefficients indiquent qu’il faut y rem-
placer & et y par 2’ et ¥’ conformément aux deux premiéres équations de la trans-

formation.

[24] Venons maintenant & une question fort intéressante. Des équations (z,) on

peut tirer

! 6z ! z

a % %

Z représentant, bien entendu, z(x',y'), ce qui est la méme chose que z(x,y) en
vertu des deux premiéres équations. Il faut donc bien se garder de confondre z et 2'.

Or les ¢équalions (z,) liant x,y,p, ¢ et &', ¥y, p'. ¢, on peul se demander si la
seconde équation (e) ne pourrait pas provenir tout simplement de (y,) tout comme
dans le cas dégénéré du paragraphe 21. Il en est bien ainsi.

Tout d’abord I'équation de Monge-Ampére qui exprime (v,) sous la forme diffé-
rentielle est tout & fait analogue & (y]); on la déduirait de (v,) en désaccentuant toules
les lettres accentuées et en accentuant toutes les autres. Puis, en tenant compte des

formes (z,) de x,y, z, p, g, on aurait :

s’ t' o —I
r s —1 o
2 y 2 |=o
\ ’ \ ! ! \ !
or oy ap oq
p q 0 o

Développant, il vient :

| S SN 1 da Ibu,+ (b(s Q08 +<§$> b>
—— )= ¢ —— — l—t——= “ip—1(=-)¢q.
<u a) o’ dx a Dyp dx . dy 1> 2 )P (a 1

On peut observer maintenant que les deux derniéres formules (z;) donnent p et ¢

ou p et g, car c'est la méme chose d’aprés les deux premiéres. Dans ces conditions,

I'¢quation précédente devient :

<l 1) , Iz 1 da L /8 o b n 6 , b ,
—_—_—— = —— — — — S|l === —_ —_— | — .
a a ' dx a dy b.xz dy a aa)? az)?

r

Pour que ce soit une véritable équation aux dérivées partielles de 2', il ne reste

qu’a la débarrasser de =. Or ceci exige :
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C’est bien la méme condition que celle trouvée par la méthode du paragraphe
précédent. Si I'on reprend

Al AR
(4] o
[):a—‘, .3::1,—',
o dy

3

on relrouve immédiatement la seconde équation (e).

[25] A la méthode qui vient d’étre exposée correspondent donc des équations de
Monge-Ampere liées par transformation de Bicklund ct déduites toutes deux, par la
formule de Stokes généralisée (D). d’équalions intégrales telles que (y,) et (v,): ceci
dans des cas plus généraux que le cas véritablement trop particulier du paragraphe 21.

Ces cas cux-mémes ne seront jamais que trés spéciaux par rapport au probléme
général, mais ils méritaient ¢videmment d’étre signalés dans un Mémoire consacré
aux applications de la formule (D): j’enlrevois d’autres développements & leur égard,

mais je ne puis m’arréter plus sur ce sujel que sur tous les autres que je me borne a
rattacher a (D).

[26] Le systéme (K) el les fonclions de deux variables complexes. — Reprenons le
systeme (K) qui, il @ une solution v.(x,y, z, p, ), permet de mettre I'équation de
Monge-Ampére (1) sous la forme (2) avec © = o. Malgré les propriétés déja données
par M. Goursat et moi, I'étude de ce systéme me semble bien peu avancée; peut-étre
deviendra-t-il, dans I'avenir, I'un des systémes les plus remarquables de I'Analyse.

I1 posséde la propriété fort remarquable de conlenir comme cas particulier le
systéme de quatre équations auquel satisfait la partie réelle (ou la partie purement
imaginaire) d’une fonction de deux variables complexes :

u=ux+ 1y, v=gq+1p.

Par suite, on pourra peut-étre lui élendre certains progres, faits ou a faire, par la
théorie des fonctions analyliques de deux variables.

Cherchons, en effet, s'il peut cxister un multiplicateur p. pour I'équation de
Laplace
r+it=o.

Pour A==1, C=1, B=o0, D=o0. k=no0, lesystéme (K) se réduit &

\'(w) + Yi(p) = o,

VAT Jdu. Qu.
[ ay e
(&) *v(55) 2=

q p oz
. + My o
N )
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En ajoutant la seconde et la quatrieme équation. on voit que u_=o, c'est-a-dire
que u. ne peut contenir explicitement z. Dans ces conditions, il reste :

A) A} A) )
2t T drdp vy
2 4] 2, !'
. D[J‘__O O DIJ.__O
drdg - dyp. ’ 20q p

C’est bien 1a le systéme, qu’on trouvera dans le Traité d"Analyse de M. E. Picard
(t. 1L, seconde édition, p. 256), vérifié¢ par la partie réelle d'une fonction des variables
uetov.

Observons que, pour le moment, ceci n'est pas encourageant quant a I'¢lude
directe et profonde du systéme (K), puisqu’il contient comme cas trés particulier
un aulre systéme dont I'¢tude directe n’a pas semblé jusqu’ici trés abordable, ce que
remarque encore M. Ewmile Picard (loc. cit., p. 257).

Quoi qu’il en soit, le résultat précédent peut se traduire de plusieurs manicres
intéressantes. Tout d’abord il entraine que, si p. est partie réelle d’'une fonction de

u et v, I'intégrale
ff p(e.y, p, (8 + Hdxdy
;

doit s’exprimer par une intégrale de ligne en «, y, p, ¢ uniquement relative au con-
tour de I'. On a donc la une intégrale double invariante pour toutes les déformations
de la cloison I" qui en conservent le contour et les plans tangents le long de celui-ci.
On retrouve ainsi une proposition déja signalée dans les préliminaires du présent
Mémoire et déduite d’une transformation de la petite formule de Riemann.

Plus symétriquement, si l'on pose

S, v) = d(x, ¥, q.p) + i¥(x,y,q.p)

ona:

( — ff :{:” (r 4+ OHdedy = /‘I‘(l.]: — Wdy,
N P S

(// ‘I’lll)‘ (r+ Hdedy = / Wdr 4 Pdy.

A r—1, -

(24)

Ce ne sont la que des cas particuliers. a formation immédiate, de la formule (D,);
les coefficients de (r + ¢) ¢erits I'un sous 'autre sont des expressions identiquement
égales.

On retrouve ainsi que, sur les surfaces harmoniques r +— { = o, les expressions

D de — dy, Wde — Ddy



TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS DE LA FORMULE DE STOKES. 345

sont des différenlielles exactes, tout comme sur le plan simple quand la fonction f ne
dépend que de u=ux + iy. Dailleurs il est trés simple de vérifier que I'on a

YD o L A

2y T dx

s - ’

dy dx

f contenani une ou deux variables complexes; dans ce dernier cas, la premiére rela-
tion s’écrit
Ll e — W W e
¢, + Dt + P s =—¥, —Ws—W¥r,
ce qui est vérifié, puisque ¢, =— ¥ _etque &, =W, avec r=—1{. Il v’y a donc
plus 14 que des résultats trés élémentaires; U'intérét est plutdt du coté des intégrales
doubles précédentes & cause de leur invariance quant aux déformations de I' déja

mentionnées.

[27] 11 y a, comme le remarque encore M. Emile Picard, une trés grande diffé-
rence entre les fonclions @ et I, suivant qu’elles proviennent d’une fonction d’une
seule variable complexe ou d'une fonction de deux variables; dans le premier cas,
clles sont solutions de I'unique équation de Laplace; dans le second cas, elles sont
solutions d’un systéme de quatre ¢quations. Cette différence, profonde en effet, dis-
parait de facon curieuse si I'on se propose de considérer & et W non plus comme des
solutions, mais comme des mulliplicateurs p.. Alors peu importe que P et ¥ pro-
viennenl d’une fonctlion d'une ou de deux variables complexes; ce sont toujours des
multiplicateurs p. pour 'unique équation de Laplace r +t¢—o.

[28] Voici encore une maniére de présenter les mémes choses. Si I'on pose

.’L”:a}, y':y,

(= , .
q' =o(x,y,4.p), p'=%¥(x,y9.p),

on définit ainsi une transformation qui laisse invariante I'équation de Laplace, c’est-
a-dire qui change r+{=—o en r+t=o.

s

En effet, I'équation r' + t'=o0, pouvant s’écrire

' g’ AL dd
.:p_+ q, —= 0 ou < ‘

dx! dy dx dy

entraine r 4+ t=o, comme on I'a vu a la fin du numéro 26. Et réciproquenient.

On peut dire que les formules (z') définissent une transformation de Backlund
changeant 1'équation de Laplace en elle-méme ou, si I'on veut, changeant une sur-
face harmonique en une autre surface harmonique. Il s’agit, bien entendu, d’'une
transformation dégénérée, c’est-a-dire du type étudié en premier lieu au numéro 21.
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Alors la formule (v,) est
o :/ U'dr + ddy;

elle ne peut avoir lieu identiquement que sur les surfaces d’¢quation r 4 {=o, ceci
d’aprés la seconde des formules (24). Quant a 'équation associce (z,), on la développe
facilement et, en tenant compte des relations

TS o W - .
1[)1_ ly’ (])y_ L[I, Il)q__\lp’ ll)p___.llq'

on voit qu'elle se réduit & ' +t'=o.

[29] Solutions dérivant de solutions de (J), (J,), (K). — Reprenons, par exemple,
le systéme (J,) et supposons que I'on en connaisse une solution, c’est-d-dire un sys-
teme de fonctions K, A, B, G, D y satisfaisant. Quelque particuliéres que soient ces
fonctions, on pourra, en général, s’en servir pour former d'autres solutions pouvant
dépendre de constanles et méme de fonctions arbilraires, cela au moyen de considé-
ralions empruntées & la théorie générale des groupes et qu’il est fort simple de rap-
peler ici en quelques mots.

Le systéme (J,) est construit linéairement a aide des seuls opérateurs
A N N d
S ER TR N

|~

_ N
(25) ;

~

P g

qui définissent les transformations infinitésimales d’un groupe en x,y, 2, p, ¢. Les
opérateurs

d 2 N
, . , D_]) + wg; , ﬁ + ¥

| &

(26). ——

[

z

sont permutables avec chacun des précédents et définissent ce que Lie appelle le

groupe réciproque du premier. Plus généralement, les e désignant des constantes,
e} e} o)
I'opérateur

E N d d + N 2 N N
L) = ¢, — e, — e,—+e | —+x— e\l —+Yy—
'D.:;+ ‘Dy+ ‘dz ‘(Dp+ Dz> + ’(Dq+‘ Dz>

est permultable avee tous ceux qui entrent dans la construction de (J,). Si donc on
I'applique aux premiers membres de ce systéme, on change la solution

K. A, B, c, D
en une aulre solution
E(K). 2(A), E(B). EC). E(D)
ou, par réitération, en
E™(K), E" ). E"B). E"(C), E"{D)
ou encore, le systéme étant linéaire. en
Sor SEPOXER SRR NER
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Or ce sont la les développements symboliques bien connus qui indiquent que
on a soumis les fonctions K, A, B, C,D aux transformations finies du groupe
ayant E pour transformation infinitésimale générale. Ces transformations finies con-

sistent & remplacer .z, y, z, p, ¢ respectivement par
L+a, y+b, zHaxr+iy+y, pt+a, g+,

a, b, 1, 8, v désignant cinq constantes arbitraires.

Imaginons maintenant le systeme (J,) écrit avec des fonctions K, A, B, C, D ainsi
transformées et dépendant, par suite, des cinq quantités a, b, =, &, . On peut mul-
tiplier toutes les équations de (J,) par une fonction arbitraire Q(a, b, «, 8, v) et par
les éléments da, db, dx, d @, d~. Intégrant alors entre des limites constantes mais

arbitraires, on s’éléve & un systéme de solutions qui dépend de la fonction arbi-
traire Q).

Ce qu'il y a de remarquable dans les systées de solutions ainsi construits, c'esl
qu’ils naissenl uniquement d’une solution particuliére de (J,), sans inlervention de
proprié¢tés caractéristiques de ce systéme (J,); les transformations invoquées s’appli-
queraienl lout aussi bien & tout systéme d’équations construit linéairement avec les

mémes opérateurs que ccux qui interviennent dans la construction de (J,).

[30] Les propriétés des groupes invoquées ici le sont & propos de groupes si
- simples qu’on peut apercevoir les résultats sans passer par les méthodes générales.
Indiquons toutefois que la construction du groupe réciproque d’un groupe donné
par ses transformations infinitésimales est traitée dans la Theorie der Transforma-
tionsgruppen de Sophus Lie (t. I, p. 378).
Le procédé méthodique consisterait ici a intégrer le systéme complet

ooy R o vy Y

e TP T TP Ty Tty e T
o 2 N 2 A Qf
j -—o, _‘/-+.L,:0, T —
oz oz op op g o

auquel on trouve aisément les intégrales
c—x, y—y, —=I—=@p—ple—G—q¢)y. p—p. 9—4"

Egalanl celles-ci & des constantes, on trouve les transformations finies donndes
au paragraphe précédent et on en conclut immédiatement les transformations infi-

nitésimales correspondantes.
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Pour plus de détails, je me permets de renvoyer & mon Mémoire Sur les équations
linéaires aux dérivées partielles et la théorie des groupes continus (Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 5° série, t. X, 1904), dans lequel j'ai étudié 1'extension
de solutions d’équations aux dérivées partielles par des procédés du genre précédent.
Le systéme (J,), qui n’est certainement pas créé exprés pour faire valoir le procédé.
s'ajoute aux cas ol celui-ci s’applique avec quelque intérét. A propos de ces cas, on
pourra aussi se reporter aux derniéres pages du Mémoire Sur les applications géom¢-
triques de la formule de Stoles publié dans le présent Recueil en 1gro.



DEUXIEME PARTIE.

La formule d’Ossian Bonnet et ses analogues.

[34] Dans mon précédent Mémoire, jai déja remarqué que si Uon définissait la
courbure d’une portion de surface, ou cloison I' d'élendue finie, par une intégrale
double ¢tendue a 1" et devant rester constante lorsque la cloison se déforme en con-
servant le méme contour y et les mémes plans tangents le long de celui-ci, les for-
mules que 'on peut obtenir pour la représentation de cette courbure devaient natu-
rellement rentrer dans (D). ‘

A ce propos, j'ai déja donné la suite d’¢galités

ds . v A
(1) /f—:f)‘d.arc langL:f{),d.ﬂlCtallgfzfvd.al~clallg_
A 1 v H A 1 P

qui porte le numéro 3o dans le travail précité. kn un point quelconque de I', ¢, et ¢,
sont les rayons de courbure principaux, alors que %, u, v sont les cosinus directeurs
de la normale.

Jai indiqué que cette formule (1) ne pouvait guére étre considérée comme dis-
tincte de celle d’Ossian Bonnet; mais jai renvoyé a plus tard le fait de tirer cette
dernicre de (D). C’est sur ce point que je reviens maintenant.

De plus, aprés avoir tiré de (D) la formule de Bonnet ot inlervient la courbure
géodésique, je montrerai que la méthode peut donner des formules du méme type,
mais relatives & la forsion géodésique et & la courbure normale.

Toutefois, avant d’abandonner (1), remarquons que cette formule contient comme
cas particulicr une formule de quadrature relative aux aires sphériques. Soit la sphére
de ravon a ayant son cenlre & I'origine. Au point M(x,y,z), ou M(9, r, z) en coor-
données semi-polaires, les cosinus directeurs de la normale sont

et, comme g, =z =a, on tire de (1, pour l'aire 7 d’une cloison sphérique I',

xr
5= uf zd . arc tang —.
v ¥
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C’est ce qu’il est aisé de vérifier. On a directement

c:aff%drde:uff—i——de:—af\/a’—r’de:——af:de,
ro-< r \/a’—r* 1 Y

ce qui coincide bien avec la formule précédente. D’ailleurs I'égalité (1) se vérifie

encore immédiatement dans le cas des surfaces développables.

[32] Courbure géodésique. — Rappelons briévement I'une des définitions. Soit M
un point d’'une courbe MK tracée sur une surface, courbe dont le plan osculateur
en M est Q. En M, soient MT (cosinus directeurs =, 8, +) la tangente a la courbe K
et U le plan tangent & la surface. MN(%, p., v) est rayon de courbure pour la section
normale TMY, C est centre de courbure en M pour la courbe KM et le plan CNM,
normal & MT, nous donne GM(y, 7, ), droite sur laquelle G, obtenu par prolon-
gement de NC, est dit centre de courbure géodésique en M pour KM. Sil'on pro-
jette la courbe KM en LM sur le plan tangent U, le théoréme de Meusnier, appliqué
au cylindre projetant, nous montre que GM ou g, est rayon de courbure en M pour
la courbe plane LM. )

L

N

Soit R le rayon de courbure MC(/, %', +'). Si f est I'angle CMN, ona :
R:;Usinf), Sinf):z'?+{$'z+-‘;'v!¢.
D’aprés les formules de Frenet

’
dx o ds 4 dvy ¥

&R ds RS ds R
on peut encore écrire
sin 0
R

ds = zdu + yd5 + Vdy
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ou
d P d d d d d nds
(2) as dx ds dy Y B — u v hdy —vdx 1*"',
% * 8 Y
Aoy

Soit maintenant z=f(x,y) l'équation de la surface considérée. Quant a la

courbe MK nous la supposons définie par sa projection F(x, y)=o sur le plan Oxy.
On a alors

dz=pdx + qdy, F,dx + ¥, dy=o,

dx . dy dz ds ds

I e L T W

Par suite,

dx ¥, Ay _E, L4z q¥.—p¥,

=TT PTG A

Comme, d’autre part,

1 . - s
Cv= si ::\/l—i—p‘—}-q”,
on a maintenant «, 8, v, &, », v en fonction de x et y et I'on peut exprimer, a l'aide
de ces deux variables, I'un des (rois derniers membres du systéme (2). Aprés des
réductions trés simples, il vient finalement :

: ds : SR AR T R : S :
(3) ;—:Ai [(t+p* 4+ @) (¥ dF, — ¥ dF ) + (pF, + ¢¥ ) (F,dp — ¥, dq)].

%}

vg

(&7

(Vest 1a unc expression

Pde + Qdy + Sdp + Tdy

si I'on pose :

y oy

8w - 8 e -
( b= (L, —F,1).  Q=—r (L8, —F,F,),
@

F . . . F., . 5
( 8= (pF. +4F), I=— G5k, +qF).

[33] Formule d'Ossian Bonnel. — Supposons mainlenant que la courbe KM soit

un contour fermé v, pour lequel on cherche & évaluer la courbure géodésique totale
T ds

) / :

g
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Cette intégrale consltitue un certain second membre pour la formule (D) ou, plus
simplement, pour (D,), puisque P, Q, S, T ne contiennent pas explicitement = et que
R est nul. Transformons le dit second membre en l'intégrale double relative a la
cloison I'. En mettant les expressions (4) dans les formules (E,) (n° 3), on obtient
facilement K, A, B, C,D. On ad’abord :

T8 -

» g ’
NS N ) 3T 2 ap
p -y p W N A A

On pourrait énoncer ces résultats d’'une maniére parfaitement symétrique en con-

sidérant les deux dernicres lignes du pseudo-déterminant de la formule (D,), soit

N J N N

o dy p )
P Q S T

et en disant que tous les mineurs du second ordre contenus dans ce tableau sont nuls,
sauf T,—S,. La formule d’Ossian Bonnet n’est autre chose que (D,) dans les pré-
sentes conditions. Comme on a, d’apres (E,),

K=—27°, A=o, B=o, C=o, D=—o,

la dite formule est

6) fd(o—fis—:/frl&;asdxdy:/f dc’
Y v Py r ¢ r Py P

dw ¢tant une différentielle exacte en x, y, z, p, ¢ qui, si U'intégrale (5) est singulicre,

doit étre choisie de telle sorte que le premier membre de (6) ne soit pas singulier,
car alors 'emploi de (D) serait critiquable. Or il arrive précisément ici que (5) est
une intégrale singuliére; si le contour vy vient tout entier dans le plan Oxy, elle

devient
ds
[—:/dz:'z:,
Seoof b

2 étant 'angle de la tangente au contour avec une direction fixe telle que Ox. Kt
celte intégrale de contour fermé, portant sur une différentielle exacte dx et qui
cependant n’est pas nulle, est bien singuliére. 1l faut donc que dw devienne d= quand
la cloison I' devient plane et, par suite, dw est, & une différenlielle exacte non singu-
liére pres, 'angle élémentaire dont tourne la tangente MT dans le cas du contour +
quelconque. La formule d’Ossian Bonnet est définitivement retrouvée.

Il est & peine besoin de rappeler que la dite formule a ¢té réétablie et réétudice

avec de grands développements par M. G. Darboux (Surfaces, t. 11, livre VI, ch. vI).
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La démonstration de M. Darboux provient d’une combinaizon de la formule de
Riemann avec I'une des formules de la théorie du triédre mobile: la formule de Rie-
mann est plus simple que (D), mais la théorie du triédre mobile exige, en revanche,
des développements qui lui sont propres. Toutefois cette comparaison n’est point ici
I'objet essentiel: la présente démonstration est surtout construite pour montrer
qu’elle peut donner des formules analogues a celle de Bonnet, mais relatives a la

torsion géodésique et a la courbure normale.

[34] Torsion géodésique. — Reprenons la figure et toutes les notations du para-
graphe 32.

Sur la courbe MK considérons un point M', infiniment voisin de M, et la nor-
male a la surface en M'. Cette normale fait avec le plan TMN un angle d=, dit angle
de torsion géodésique de MM' (G. Demartres, Cours de Géométrie infinitésimale, p. 261).

Ona:
sinds, = g(n 4 dr) 4 7(o 4 dp) + 1 (v + dv),
dzy=gdn + ydu + 1 dv,
x5y
4 vdu  ydn— ad. wo— bdh
(l'-y—"—'- di du dv| =" dy - vy _ v dr 1(1;:x(lg 5
: I o v
Noooww
dl:-%[(r +q7)dp—pqdq]. dp= [pqdp—(r +pi)dy], 'v—-——<pdp+«1d(/ .

Avec les valeurs de a, 8, v, déja calculées au paragraphe 32, on a définitivement :

) de — O+ OF, —pgFJdp + [(x + p)F, —pgF,]dg
! v A

Or, c’est encore 1a une expression
Pdx + Qdy 4+ Sdp + Tdq,

avec P—=o, Q=o,

3 I 2\ 10 =~ N
®) S =1ml(t +¢)¥F. —pgF,]. I'= 5 (v + p)F, — pgF,].

[85] Remarquons tout de suite que I'on a :

2T AN

»
hh} F ¥ . a3 F FF
E y 11_1441:1‘1‘1/)' ‘\\v Yy -ﬂl l‘y!l)
oT F . Y T F, ... .
= (FE,—F,F ). = = (FF,—FF,).

Fac. de T., 3¢ S., V. 46
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Ces dérivées ne sont pas difficiles a calculer, le calcul des trois derniéres se cal-
quant aisément sur celui de la premiére; si, de plus. on remarque que les numéra-
teurs des résultats sont finalement indépendants de p et ¢, on arrive méme au bul,
de maniére presque immédiate, en annulant habilement p et ¢ au cours des déri-

vations.
D’ailleurs, si I'on pose ®*=F3: + I, et
- F-" Rg— P‘!/
Sa T

ce qui fait que 3 et J sont des cosinus directeurs pour la normale au contour plan

F=o, on peut encore écrire plus simplement :

8 _(«I)\’ A S __/«]»)3 E
o \A/) W y  \a/)
N 'l)>"D; N AN
D.L_<A Qe Dw_\A> dy

[36] Formule analogue ¢ celle de Bonnel, mais concernant la torsion géodésique (*).

— Reprenons le contour fermé v et cherchons & en évaluer la torsion géodésique

/ d o
T

au moyen d'une intégrale double étendue & la cloison I' limitée par v.

Nous avons 14 une intégrale simple analogue & (5) et transformable de la méme
maniére. Les formules (E,) donnent, en s’appuyant sur les résultats du paragraphe
précédent, K=o, D=0 el

A (DY S (Y l___‘_> (;:<‘i’>’3£,
A Y - A o oy A ox

tolale

Dans ces conditions, (D,) peut s’écrire :
r s —1 o

(o] —I

‘I’>3d d f1
—_— J = Uz, .
o o (A Y 1 ’

-
l =

lr:/v:

(9) f [

[

Y

&

~
[N

°o |

Q

Telle est, pour la torsion géodésique d’'un contour fermé, la formule que I'on
doit considérer comme absolument analogue a (6); non seulement les deux formules
proviennent de (D,), mais elles en proviennent a I'aide de raisonnements identiques.

() Sarlctorsion géodésique des contours fermés (Comptes rendus, 11 mai 1914).



TRANSFORMATIONS ET EXTENSIONS DE LA FORMULE DE STOKES. 355

[37] La formule (g) est susceptible d’étre mise d'accord avec des résultatsconnus
et trés simples qui en fourniront des vérifications particlles.
Reprenons d’abord I'expression (7) de d=z,. En I'égalant a zéro, on a I'équation

[(t +¢)F, —pgF,| (rdx + sdy) + [(1 + p)F, — pgF,] (sdx + tdy) = o

)

. dy . ) . . . .

ui, si 'on remplace — —% par ——, devient I'équation différentielle de la projec-

q p ¥ P I q pProj
Y :

tion, sur le plan Oxy, des lignes de courbure de la surface :=f(x, y).

l_r on a I'équation aux dérivées
;

. . dy
Si, au contraire, on y remplace T P —
x
y

partielles
(r0) rF [ +¢)F,—pgF )+ s[(4p)F,—(+¢)F]+ ¥, [pg¥,—(+p)F,]=0

qui est celle des surfaces dont les lignes de courbure d’un systéme se projettent,
sur Oxy, suivant la famille de courbes F(x, y) =const".

Supposons maintenant que les lignes de courbure de ce systéme soient fermées
ct cloisonnées par les surfaces sur lesquelles clles sonl tracées, c’est-a-dire réductibles
a un point, sur ces surfaces, par déformation continue. Comme d=, est nul en chaque
point de telles lignes, il en est de méme du second membre de la formule (g) e,
d’apres le premier, les surfaces considérées doivent satisfaire non seulement a 1'équa-
tion aux dérivées partielles (10), mais aussi a4 celle que I'on obtient en annulant le
pseudo-déterminant du premier membre de (g). Cette nouvelle équation aux dérivées

partielle est

(11)  rE,(F,F, —F,F, )+ s(F2F,, — ¥*F, ) + (F (F,F,, — F,F ) =o.

Yy xy Ly y
Dans le cas de lignes de courbure situées sur la famille de cylindres
I =a* + y*=consl",
les équations (10) et (11) deviennent respectivement :
(r2) ry[(rv + ¢z —pgy] + s +p)y —( +¢)@] + le[pge— (1 + Pyl = o,
(12,) ry(r—1t) —(z*—y)s=o.

Les surfaces de révolution z=g(u), si u=x"+y’, poss¢dent des paralléles qui
sont lignes de courbure a la fois fermées et situées sur la famille de cylindres
«* + y*=const:. Par suite, la fonction g(u) doit vérifier les deux équations aux
dérivées partielles (12,) et (12,). C'est bien ce qui a lieu.

L’équation (11), considérée seule, définit des surfaces sur lesquelles des contours
fermés, se projetant sur la famille de courbes fermées F(x, v)=const®, ont une tor-

sion géodésique totale nulle, sans que cette torsion soit forcément nulle en chaque

point comme il arrive le long des lignes de courbure.
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Ces considérations peuvent étre rapprochées dautres déja développées par
M. G. Darboux a propos de la courbure géodésique. Des polvgones géodésiques ou
des lignes géodésiques fermées ont, en chaque point, une courbure géodésique nulle;
d’autres contours fermés peuvent avoir une courbure géodésique {ntale nulle sans
qu’elle soit nulle en chaque point (Cf. G. Darboux, ._\'uiy'uces, t. 111, p. 138).

On peut encore se demander si 'intégrale double de la formule (g) ne doit pas
étre nulle pour une cloison sphérique de contour + quelconque, car ce contour quel-
conque est ligne de courbure sur la sphére et, par suite, d=, est nul en tous scs
points. Or celte derniére vérification ne semble pas avoir lieu, mais il n’y a 13 nulle
contradiction. Les calculs faits avec I'expression (7) de dz, supposent évidemment
qu’elle contienne F, et F, comme il est indiqué. C’est justement ce qui n’a pas lieu
dans le cas de la sphére ou il faudrait commencer par écrire un dr, identiquement
nul sans intervention de F,, F ; c’est d’ailleurs la le raisonnement ¢élémentaire qui

serl & prouver que tous les points de la sphére sont des ombilics.

[38] Courbure normale. — Toujours avec la méme figure, nous avons le théoréme
de Meusnier
MC=MNcos 0 ou R=R, cosh.

L'expression

ds __cosh
R, TR

s
est, en M, langle ¢lémentaire de courbure normale. On établit facilement la formule
d’ailleurs bien connue (Ii. Picard, Traité d’Analyse, 2° édition, t. I, p. 406)

ds _ adp + ¢ (lq
RVt r g

On a donc encore

ls
i‘ =Pdx + Qdy + Sdp + Tdy
avec P=o0, Q=0 el
. I F
13 S=———, T — =
(1) A2 A3

Remarquons toul de suite que

M
Vet LS LAY
- ! I L FF H A 8 ) ( 2
=suF b —F, _,y)[(l—f—q)l*,——pql‘yj. IR 3(l~yl~ —F.F,) [(t+¢")F,—pg¥,],
= (FF, )[(14p") F,—pgF,] A L Fr _FF YF —pgF
2 r ry xl v -3T< ¥y xy x yy) [(I+1)) y—pq I]’
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Ces expressions sont susceptibles d’étre simplifiées si P'on se reporte aux expres-

sions obtenues pour les courbure et torsion géodésiques élémentaires. Posons

()
f_s =P dr + Q‘(ly +Sdp + T dy,
va
d=, = S,dp + T, dg,
d
_ﬁs_ = S,dp + T, dq,

P.Q,.8,, T, désignant les expressions (4), S, et T, les expressions (8), S, et T, les
expressions (13).

Posons encore :

o= L L(p¥, +qF)
W=—=rr = ——(pt,_ +ql)).
S, I, A i v
On a alors :
2T S Q
p oy P
AN 28
= —PS.. =08,
Dx 1 2 (\’V ‘Qibi
3T . T
=T, =—0,T
Dx 1 E ] DV X1 2

[89] Formule analogue a celle de Bonnet, mais concernant la courbure normale (*).
— Reprenons le contour ferm¢ y et cherchons & en évaluer la courbure normale
totale
ds
Y Rn
au moyen d'une intégrale double ¢lendue & la cloison I limilée par v.
Nous avons cncore la une intégrale analogue & (5) et transformable de la méme
maniére au moyen de la formule (D). Les formules (k) donnent ici
K==, A=Q.;S,, B=Q,T,—P,S,. C=—DPT,. D=o
en profitant, bien entendu, des résultats du paragraphe précédent. Alors la for-

mule (D,) devient :
ds - rt— s . - . .
F=./ / Q——5—drdy + ff [Q,8,r + (Q,T,—P8S)s — P T,{]dedy.
n r ° r )

(') Sur la courbure normale des contours fermés (Comptes rendus, 29 juin 1914).
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On peut la rendre encore plus symétrique en introduisant, dans la premiére inté-
grale double, les éléments de la courbure superficielle totale ainsi que cela est fait
dans la formule (6) d’Ossian Bonnet; quant au crochet de la seconde intégrale
double, il s’exprime par un déterminant qu’il vaudrait peut-étre mieux ne pas écrire
s'il s’agissait d'un calcul pratique de I'intégrale, mais qui conserve une forme mani-
festement héritée de (D,) et d’'une symétrie fort remarquable.

Finalement on peut écrire :

r.s —1 o
( Qds s L o —i

(14) /i[i———/f ‘ —// dxdy.
H Rn NS r P‘ Q‘ o o
o o S, T,

Telle est, pour la courbure normale d’un contour formé, la formule que I'on
doit considérer comme absolument analogue a (6) et a (g9). La formule (6) ¢tait
bien connue mais (9) et (14) révélent des invariants intégraux superficiels compa-
rables & l'invariant de Gauss et dont 'expression, par une intégrale de contour, est

tout aussi simple.
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Roles respectifs de diverses extensions.

[40] La formule de Stokes ordinaire, développée sous la forme habituelle, sug-

gtre immédiatement la formule plus générale

n n n
N . 1 N PA XN d(x,. )
1 Z }\‘(lxi—;/'[ Zu- Zs (D:cx e ,>—d(fu 2) dadv
1 1 1

’

a laquelle M. V. Vollerra a donné une nouvelle importance en l'étendant au cas
d'une infinité de variables (Sociélé mathématique de France, séance du 14 février igr1,
Legons sur les fonctions de lignes, p. 44). M. Volterra considére d’ailleurs le secours
qu’une telle formule peut apporter dans I'étude des équations aux dérivées partielles
du premier ordre, notamment quant aux théories de Lie et Mayer ainsi qu’a leurs
extensions.

Je me place ici & un point de vue différent; j'étudie les extensions de la formule
de Stokes en partanl toujours el uniquement de Videntité (2) ci-dessous.

On oblient alors des formules qui peuvent étre utilisées dans I'étude d’équations
aux dérivées partielles d’ordre quelconque et qui, d’ailleurs, sont manifestement
appropriées a des sujels tels que ceux déja traités.

De plus, l'extension de la formule précédente semble malaisée pour les variétés
4 k dimensions dans lespace a n dimensions. Au contraire, I'identité (2) s’étend
immédiatement dans tous les espaces et s’y laisse toujours transformer par des rai-

sonnements analogues au suivant. A ce sujet on se reportera au paragraphe 52.

[44] Pour fixer les idées. prenons d’abord la cloison d’équations suivantes.
laquelle a deux dimensions dans I'espace a six :

(1) r=x, y=y. 5,=I(x,¥), ,=zlx.y)., z;==z(0,¥), z=z(xr.y).
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Partons foujours de l'identité

(2) f/:,_lxa'\':'[x(n'

et de la transformation

N=NX\(x,y.2,2,.2,2,), Y=Y(x. ¥ 2.2.2,2)
qui fait correspondre I'aire A du plan YOX A une certaine cloison I', de contour v,
située sur la variété précédente. L'intégrale double de (2) se transforme en une autre

qui contient le produit de dxdy et du déterminant

X A2z, aXd:, aNdz, N2z, AN Nz, Nz, Xz, X2
2w e T w Taow T anow My Tazay ondy 37,0y 03,2)
RN ROUNE) EEIE) SR ORI JR) ECUNEL 5 D) £ D) 07
dr  dz,dx  z,dx dz,dx 0z, 0x dy T dz,dy 2z, dy 2z, dy 0z, 9y
Or, celui-ci peul s’écrire
iz, 2
hio? Bt o fo) o —1
dxr dy
dz, 0z,
=, o —1 O
dx dy
dz, oz
—32 e () e | o] O
dx dy
z, g,
— — — 0o o
dxr )
XX X X X N
dr dy  dz, 2z, z, 02,
Y Y Y Y oY Y
dx dy dz, dz, dz, 2z,
el les deux derniéres lignes peuvent étre remplacées par
N N 2 P d N
ey dz, ez, iz, 0z,
D
I (\) Rl Rz B:l Bt
si I'on pose :
Y Y CY )Y dY Y
P=X—, Q=X1, R=x2 pg_x R,=X—, R=X
o dy ! ozt T Tz, 2z, oz,
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L’égalité (2) est donc transformée en la formule

/de + Qdy 4+ R dz, + R,dz, + R,dz, + R dz,

dz A3
(8 [V
— = o o o —1
dx dy
N> \z
oo ¢
2 = o o —1 o
dxr dy
S dz, Xz
) —2 2 o —1 o o
— dx ’)./ dxdy.
r
dz, oz,
— < —1 o o o
dxr Q)
Q N J d d d
de dy  dz, 7z, Qz, oz,
l\ l) Q l{l 'RQ Rﬁ RI

Tous les raisonnements sont les mémes qu’au paragraphe 1. On prouverait
notamment de la méme maniére que P, Q, R, R,. R, R, peuvent chacune étre consi-

dérées comme fonctions quelconques de a,y, z,. z,, 2., z,.

[42] 11 est facile de retrouver dans (S,).des formules plus simples. Ainsi, si
z,=o, la cloison I' n'est plus que dans l'espace & cinq dimensions et a pour

équations :
(3) L=x, y’:y’ zl::i(x’y)’ Zazzz(w’y)’ 23=Zz(x’y>'

La formule (S,) correspondante est

: dex + Qdy + R,dz, + R,dz, + R, dz,
T

dz, 2z
bk Bt SRS o —1
dxr )
dz, 0z
\—! '?—, o —1 [¢]
2 AR/
(8, | !
= dz, 2z dx d
f[ S 6 o y
dxr 0
h o d Q d
dar dy 2z, oz, 2z,
D
I Q R, R, R,

ce qu’il edt été inutile d’écrire en détail si nous n’allions retrouver, pour cette for-
mule, un sens des plus tangibles dans I'espace a trois dimensions. Supposons que z,
se réduise a I'ordonnée z=z(x, y) d’une surface ordinaire et que z,=p, z,=g4.

Fac. de T., 3¢ S., V. 47
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Alors (S,) peut s’écrire :

s { o o —I
1 $ o —I o
(D) fP(lx+Q(ly+R(l:+Stll)+’l‘dq:// pog =t 0 0 .
x O N T T T S
P Q R S T

Ce n’est autre chose que la formule (D) avec une insignifiante transposition dans
le pseudo-déterminant. Elle a d'ailleurs ¢té déja écerite sous cette forme au para-

graphe 2.

[43] Soit maintenant la variété

{h) =, y=y, =z(r,v), ,=z,(x,y)

dz, a2 i
D’; 3—1 o —1
(8,) f P + Qdy + R,dz, + R,dz,—— / f dx dy dady.
! I B S S
dxr dy SZ 2z,
P Q R R,

C'est la formule (D,) rappelée ici au paragraphe 4 et déji élablie dans un précé-
dent Mémoire. Comme je I'ai déjd remarqué, clle peut servir de base au théoréme
de Cauchy-Poincaré dans la théorie des fonctions de deux variables complexes et elle
a aussi un sens géométrique dans Tespace A trois dimensions si, dans les for-
mules (4), on suppose z,=p, z,==q; on retrouve alors la formule (D,) sur laquelle
roule toute la seconde partic du présent travail.

Enfin si, dans les formules (4), on fait z,=o, laformule correspondante (8,) est

p g —1 '
T . ¢ A D
(8) f P + Qdy + Rz =— /f R _\.. drdy.
i N oo dy Az
PoQ R

C'est la formule de Stokes ordinaire. En supposant encore z nul, on retrouve la
petite formule de Riemann qui peut alors élre désignée par (S)).
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(44 Formule générale (8,). — Le raisonnement fait pour ¢tablir (S)) a évidem-

ment un caractére général qui permet d’écrire la formule

iz, 2z,
o —1
e dy
/ 2z oz :
3 S IR \ | . . 1 1 — )
@S,) [ (] dr + Qdy + >_‘ Ri<l-,.> = j—_/[ = Yy 1 o dxdy.
N N ¢
e dy 2z oz,
P Q R! Ru

1

Celle-ci est relative & une cloison I', a deux dimensions, représentée, dans I'es-
pace & n + 2 dimensions, par les équations
L=ux, Y=y, L, =z(x.y), RPN z,=2z,(x, y).
Dans le second membre de la formule, il faut prendre :

le signe 4+ pour n= 34, ..., hm — 1, 4m,

— pour n=r1, 2, y e Chm4 1, hmo 4 2.

|45] Cloisons de Uespace ordinaire en conlact du second ordre lout le long de leur
contour. — La formule (8,) gagne en importance du fait de pouvoir s’interpréter
dans des espaces ayant moins de n + 2 dimensions et méme dans l'espace ordi-
naire. Construisons-la d’abord pour n=—==6, puis faisons
5, =z, z,=—p, z,=¢q, =, z,=s, Zﬁzt,
z désignant Pordonnée z(x. y) d’une surface ordinaire el p, ¢, r, s, t les dérivées par-
tielles habituelles. On a ainsi la formule

" f Pdz 4+ Qdy + Rdz + Sdp + Tdg + Udr + Vds + Wt

t, ty 0 (o} o o o —I1
s, S, o o o o —I [}
r, r, o o o —I o o
(D") . s t o o —i o o o
=~/./ r s o —1 o o o o | dxdy
p g —1 o o o o o
Q N d d J Q Q N
N N Y M W w W
P Q R h | U \Y W
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qui semble étre d'un grand intérét. P,Q,R,S, T, U, V, W sont des fonctions dont
chacune contient x, y, 2, p, q. 1, s, t et cependant le second membre de la formule,
d’aprés le premier, ne dépend que des valeurs de ces six derniéres quantités sur le
contour v des cloisons I'. Dans ces conditions, si les cloisons I' ont toutes mémes
valeurs de x.y.z, p, q, 7, 8,1 sur leur contour - (ce qu'on peut exprimer en disant
qu'elles ont un contact du second ordre tout le long de v). elles peuvent étre défor-
mées par ailleurs de maniére quelconque et (D') est analogue, pour ces cloisons, & la
formule de Stokes ordinaire ou a la formule (D) pour le cas ou le contact se réduirait

au premier ordre.

D’ailleurs il est fort aisé de retrouver (D) dans (D'). Si (D') ne doit plus dépendre
de r, s, t sur vy, il faut, dans le premier membre de la formule, supposer P, Q, R, S, T

indépendants de r,s, ¢t et U, V, W nuls. Dans le second membre, les opérateurs
AN
. . . . \

YUY agissant sur des termes qui ne contiennent plus r, s, {, jouent le v6le de
or o Jds

facteurs nuls ct, par suite, dans le pseudo-déterminant, les trois derniers termes des
deux dernitres lignes sont & remplacer par des zéros. Dans ces conditions, on voil
immdédiatement que (D) se réduit & (D). Et, comme (D) se réduit a la formule de
Stokes ordinaire lorsqu'on abandonne toule condition de conlacl au contour pour
les cloisons I', on a bien ainsi un ensemble de trois formules unies par une intime

analogie.

La formule (D') est celle dont jai signalé Iexislence au paragraphe 11 de mon

précédent Mémoire, mais sans entrer dans aucun détail de construction effective.

On voit maintenant comment la chose pourrait étre indéfiniment généralisée
pour des cloisons avant, le long d'un contour commun, un contact d’ordre quel-

conqgue.

(48] Cloisons de Uespace a qualre dimensions en contact du premier ordre toul le
long de leur contour. — On peul, pour ces cloisons, écrire encore une nouvelle va-

riante de la formule (8,). Supposons les dites cloisons représentées par les formules

3
tq
LR}

' < Z,=Pp, I, =q, . e =P, Z,=4(,;

de plus, r,s. ¢ désignant, comme a l'ordinaire, les dérivées partielles de p et ¢,
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désignons par r,, s, t, les dérivées correspondantes de p,.q,. On a la formule

f Pdz + Qdv + Rd: 4+ Sdp + Tdg + R,dz, + S,dp, + T,dq.

S, t, o o o o o —I
r, s, o o o o —1 o©
P, 4, o o o —1 o o
(b" s t 0 o —1 o o o
:—f[ r s o —I1 o o o o |dzdy.
p q —1 o o o o o
Q N N N N Q Q
[y p g 2y, Y,
P Q R S T R, S, T,

Ainsi écrite en détail, on peut immédiatemeng y reconnaitre des formules plus
simples.

Supposons d’abord que la cloison I' ne sorte point de I'espace & trois dimensions,
ce qu'on peut exprimer par z,=o et ce qui entraine la nullité de p,,q,. r,.s,. ¢,.
Alors (D") se réduit a (D); on aurait un résullat analogue en partant de z —o.

Prenons ensuite le cas ou les cloisons I' sont toujours dans l'espace & quatre
dimensions, mais passent par v sans aucune condilion de contact le long de ce con-

tour. Alors S, T, S,, T, doivent étre considérés comme nulset P, Q, R, R, ne doivent

1
1 teni 1 1iti 1 érat —-D _D —D ——D t
plus contenir , P, 4, dans ces conditions, les opérateurs , , son
P Po i ’ ap g ap, dq

1
a considérer aussi comme des facteurs nuls et la formule se réduit a (S)).

[&7] Généralisalions diverses de Uéquation de Monge-Ampeére. — On peut, au
moven des exlensions précédentes de la formule de Stokes, reconstruire, de manicére
particulicrement élégante, des équations ou systémes d’équations déja proposces
sous des formes diverses comme extensions de I'équation de Monge-Ampére.

Si jégale & z¢éro le pscudo-délerminant qui figure dans la formule de Stokes ordi-

naire (8,), j’ai une équation en p ct ¢, linéaire, sur toute surface intégrale de laquelle
jai

/l’(lx + Qdy + Rd:=o0.

Toule équation linéaire et du premier ordre, multipliée au besoin par un mulli-

plicateur jacobien u. rentre dans ce type. L'extension & n variables est aussi bien
connue.
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Si jégale & zéro le pseudo-déterminant de la formule (D). j’ai une équation de

Monge- Ampére sur toute surface intégrale de laquelle j’ai

fl’d.r + Qdy + Rdz + Sdp + Tdg = o.

Cette fois. je sais que, méme avec introduction d'un multiplicaleur généralizé u.,
cette équation de Monge-Ampére n'a pas des coefficienis absolument géncéraux,
mais elle n'en donne pas moins 'idée immédiate d’une équation récrite de maniére
analogue avec des coefficients quelconqucs et pour laquelle, de plus, I'équation inté-
grale qui préceéde se conservera a condition de remplacer le zéro du second membre

par une expression de la forme

// O(x, v, 2, p,q)dxdy.
A

Prenons maintenant la formule (D'). Son pseudo-déterminant. égalé a zéro. donne

une équation du troisi¢me ordre sur toute surface intégrale de laquelle

.

/ Pde + Qdy + Rdz + Sdp + Tdq + Udr + Vds + Wdt = o.
i

Une telle équation du troisicme ordre o les coefficients seraient remplacés par
des fonctions quelconques de x,y, z, p, ¢, 1, s, { peut étre considérée comme l'ana-
logue des équations de Monge-Ampeére dans le monde des équations du troisicme
ordre. Comment la généralisation des coeflicients modifie-t-clle la derniére équation
intégrale? Voild une question fort intéressante, mais plus difficile que la question
analogue résolue pour le second ordre. Je me bornerai & faire remarquer que 1’équa-

tion intégrale

f Pdr 4 Qdy 4+ Rdz 4+ Sdp + Tdg + Udr + Vds + Wdl

:// O(x,y. :.)). ¢, r, 8, Odxdy
g

correspond stirement & une ¢quation aux dérivées partielles du troisiéme ordre ren-
trant dans le type géncral que je viens de définir. Ceci est absolument immédiat en

vertu de la formule (D), I'équation aux dérivées partielles en question ¢tant
A+ 6O,y pog,res, ) =o,

si A" désigne le pseudo-déterminant qui figure dans (D).

On pourrait évidemment continuer dans cette voie pour obtenir des équations
d’ordre quelconque analogues & I'équation de Monge-Ampére. Le procédé, s'il équi-
vaut a d’autres, au fond, a peut-¢tre quelque avantage, dans la forme, a cause de la
maniére immeédiate dont on ¢léeve Vordre des équations dés que l'on a saisi la struc-

ture géncrale du pseudo-déterminant figurant dans la formule de Stokes (8).
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[48] Il y a des remarques encore complétement analogues a faire quant aux sys-
temes d’équations.

En égalant & zéro le pseudo-déterminant de la formule (D") on définit une équa-
tion a deux fonctions inconnues z(x.y) et zix,¥), ce qui correspond a des variétés
intégrales avant deux dimensions dans I'espace a quatre. Sur de telles variétés, le
premier membre de (D) est identiquement nul. Si I'on considére a la fois deux telles
¢quations aux fonctions inconnues z et z,, on peut naturellement proposer de consi-
dérer un tel systéme comme généralisant I'équation de Monge-Ampére & une seule
fonction inconnue. Mais il n’est pas évident que les deux équations ainsi assemblées
seront loujours compatibles et I'étude d'une lelle compatibilité rentrerait vraisem-
blablement dans bien d’autres travaux, notamment dans ceux de M. Ch. Riquier sur

les systémes généraux d’équations aux dérivées partielles.

|49] Généralisations diverses des lransformations de Beéicklund. — Nous restons
toujours dans le cas d’¢quations ou de systémes d’équations & deux variables x et v;
en d’aulres termes, toutes les variétés a étudier n’ont toujours que deux dimensions,
mais elles doivent pouvoir étre dans l'espace & n + 2 dimensions. On pourrait pré-
senter ce qui suit avec des notations générales pour n quelconque, mais, vu la com-
plication du sujet, je préfére m’en tenir d’abord au cas de I'espace & quatre dimen-
sions. On concevra ensuite, au moins théoriquement, la possibilité d’une nouvelle
oxtension.

Soient donc deux variétés ' et 1Y,

I' formée d’éléments &, y, =, p, ¢, =Py g, I" formée d’éléments ', o', ', p' 'y ' s gy
et ayant pour éjquations et avant pour ¢quations
~ o~ . -~ e~ . , ~I__‘~l,’ N 1 ~/__~I’ ’ '
c=2z(r,y), =z,(r.y. =z YY), s =z(r,Y).
Naturellement, on a sur I’ i Naturellement, on a sur T’

(2,) VA f[)r,l.l_' + qdy (2,) 2 -// pde + g dy'

+ 7, //),lIJ,‘ +q,dy=o0, - }~;f])"tl.:" +gldv' =0,

les 7. étant quatre constantes quelconques. La généralisation a considérer consiste a

se demander si I'on peut avoir,

sur | sur [,

SO /‘p'(l‘l:'%— gy’ v /1;:[.:: - qdy
+ )~;fl)."-[-7~"' + 4y =o. -7, /‘p,tlw +q,dy=0.
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La question a un sens si l'on établit six relations

o, (X, ¥, 0, 4P 45 2, Y ph g plg) =0
(i=1,2,3,4,5,6)

dans lesquelles, tout d’abord, z, z,, 2’, z| ne figurent pas explicitement.

En tirant de ces relations

x'y ..., ¢, en fonction de x, ..., ¢,, I'équa- x, ..., q, en fonction de &/, ..., ¢, I'équa-
tion (y,) devient, en vertu de (D"), une équa- tion (y,) devient, en vertu de (D"), une équa-
tion aux dérivées partielles & deux fonctions tion aux dérivées partielles a deux fonctions
inconnues < et £,. inconnues £’ et <.

I1 est clair qu'on ¢tablit ainsi entre ces équations un mode de correspondance qui
généralise celui du paragraphe 21; c'est méme pour étre plus clair & présent que
j'ai développé ce paragraphe 21 avec des détails peu utiles en eux-mémes. Il faudrait
maintenant chercher & introduire z, z,, 2/, z; dans les relations g=o0; ce serait la
véritable difficulté de la question.

Il est bien intéressant aussi de se demander si celle-ci peut étre rendue indépen-

dante des 7, en d’autres termes si 'on peut avoir,

sur I, . sur I,

'\o_— /p’d.‘c’ + ¢'dy’, (o—— /pdw + ¢dy,

1 7 ’

o= /p,'dJJ' + q/dy'. ( o= /piclw + g, dy.
1 7!

Alors, de par la formule (D"), on a, dans chaque colonne, un systéme de deux
équations aux dérivées partielles & deux fonctions inconnues z et z,. Mais le fait
d’avoir, dans chaque syst¢me, autant d’inconnues que d'équations ne prouve pas
forcément I'existence de ces fonctions inconnues. Ici s'introduirait donc une question
de compatibilité analogue & celle signalée au paragraphe précédent.

Enfin on pourrait proposer, dans I'espace ordinaire et & propos de surfaces ordi-
naires, des problémes tout a fait analogues.

Soient deux surfaces ordinaires I'(x, y. z, p, ¢, r,s,8) et I'(«’, ¥, =, p', ¢, 1, s, ).

Peut-on avoir sur I'

"Aj/p'd.r’ + q'dy' + ‘/.2"/‘7"11.1:' + s'dy + }\:,’/s’dw’—f-l’dy'
H i v

et sur |’

-

‘/\_/' pde + gdy + ).,'/

rdr + sdy + ).,/sd;c + tdy?
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L.a question aurait au moins un sens si l'on d¢lablissait sept relations entre
x,v.p.q, .8t et &, viop,q.r, s . Cela permetlrait de donner, & I'expression
relative a I', la forme du premicr membre de la formule (D’) et la surface I" satis-
fairait & une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre du type obtenu en
égalant & zéro le pseudo-déterminant du second membre de (D'). 11 en serait de
méme pour I et les deux équations aux dérivées partielles seraient bien associées
comme le sont deux équations de Monge-Ampére liées par transformation de
Backlund.

Pour l'instant je me borne & signaler ces questions, mais en faisant remarquer
que derriére le point de vue, d’abord si particulier. du paragraphe 21 semblent se
dessiner des généralisations extrémement étendues ef de nalures fort diverses. Plus
¢tudiées, elles offriraient certainement de forts beaux champs d’application pour les
exlensions de la formule de Stokes, car, sans la symétrie et le symbolisme de celle-ci,

on serait conduit a ¢erire des formules d’une apparence inextricable.

_[B0] Bien que ces exlensions des transformations de Backlund ne soient que
grossiérement ébauchées, on peut se demander cependant si de tels projets n’ont
pas déja élé examinés sous des formes plus ou moins analogues. A cet égard, il
semble qu’on doive altacher une trés grande importance a une Note de M. P.-E. Gau,
Sur les transformations les plus générales des équations aux dérivées partielles du
second ordre (Comptes rendus, 13 janvier 1913). M. Gau définit ces transformations
en écrivant a priori des systémes d’équations tels que le systéme g, =o du para-
graphe 49. Il les compare lui-méme aux transformations de Bicklund, mais en

insistant sur leur caractére plus général.

[B1] Aulres extensions. — La formule (S,) ne s’applique évidemment qu'aux
variétés I' & deux dimensions. Quelles seraient les formules analogues pour les va-
riétés a i dimensions dans l'espace a n dimensions? A cette question, je crois avoir

donné un important commencement de réponse dans mon précédent Mémoire en y

écrivant la formule (L) du paragraphe 27. Alors k=23 et n=/4. Dans le cas général,
la formule semble toujours susceptible d’étre construite a I'aide d’un pseudo-déter-
minant comparable & celui qui figure dans (8,), mais il ¥ a alors k premicres
colonnes formées de dérivées partielles ordinaires et & dernicres lignes dans les-
quelles s’é¢tagent des symboles de dérivations partielles, comme dans la formule (L)
citée, ou des lignes de fonctions arbitraires, comme dans la formule (M) écrite plus
loin.

Raisonnant sur de telles formules comme sur (S,) on obtiendrait des résullats
relatifs aux ¢équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque et a un nombre
quelconque de variables: sur les variétés intégrales on connailrait des expressions
généralisant les différentielles exactes précédemment ¢tudices, ete. Ceci se rattache-

Fac. de T., 3= S., V. 48
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rait & des travaux dus & Henri Poincaré et qui, pour lui, relevaient surtout de la
théorie des invariants intégraux. Ce point de vue doit naturellement étre conservé
pour toutes ces intégrales multiples qui restent invariantes quant aux déformations
des champs d’intégration: j'espere seulement apporter, dans leur construction, une

modeste contribution d’élégance et de symétrie.

[B2] Sur la formule (L) du précédent Mémoire. — Cetle formule a été obtenue en

partant de l'identité

(3) ff_\dwz:f/ AN dY dZ.
8 v

relative & un volume v enfermé dans une surface fermée s. On considérait ensuite

la transformation

N=X(x, ¥ 3, u), Y=Y(r, v,z u. Z=17(x,v.z,u)

qui permel de passer de Vespace ordinaire & une variété en @, y, z, u n'ayant que
trois dimensions dans Tespace & quatre. Le changement de variables s’effectue
dans () au moyen de raisonnements et de calculs sur lesquels il n’y a nullement

licu de revenir et I'on obtient alors la nouvelle égalité

A F F F oA P dF F
Qe dy i u o dy oz du
3G G G G N d 2 2
f /‘ dr dy 2z u dxdy /‘ f /‘ e oy 2z | dedydz
SloaY Ay Ly x| (D) VY Yy Ly _ay| oF
\ \— \X— X— AN N X N 3/
N dy oz u 0 dy oz u at
WY/ hY/ NN/ Y/ WY/ M
o dy Az N o Qy oz u

La variété V, i trois dimensions, est déformable dans I'espace & quatre en pas-
sant loujours par la variété ¥ qui n'a que deux dimensions et est invariable.
X a pour équalions

F(r, v, z,u)=o, G(x,y,z,u) =o0

et I'=o, considérée seule, est I'équation de V. On a en outre :

Dans mon précédent Mémoire j’ai commencé par montrer que les derniéres lignes
des déterminants de (6) pouvaient étre remplacées par des fonctions P, Q, R, S quel-

conques.
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C’est dans ce sens qu’il est possible d’aller plus loin.

Tout d’abord, devant les dérivées partielles de Z, je puis écrire des facteurs U
analogues aux \ de la troisiéme ligne; c’est remplacer, dans la formule (6), la fonc-
tion arbitraire X par UX. Ensuite je puis donner, & la fonction arbitraire Y, succes-
sivement les valeurs &, ¥, 2, u d’ot quatre formules que j'écrirai avec quatre valeurs
différentes de X, soient X, Y, Z, U; leur addition me donnera une formule analogue
4 (6), mais ou les troisiémes lignes des délerminants seront remplacées par

X, Y, Z U

Par un raisonnement complétement analogue, on arrive & remplacer les qua-

triémes lignes par

P, Q, R,
ct I'on obtient finalement :
A A F dF F F
deo dy : o T 2 u
‘ 3G G G G | drdy 3 )X dedvdz
D f[ dr dy &z dul| (P) _f/f dr dy 2 du b
X Y Z U X Y Z U|
P Q R S P Q R S

Dans la formule (L) du précédent Mémoire, les troisiémes lignes des déterminants
étaient

d :
N — X
2’ dy

2z u

on peut dire que ces opérateurs définissent., dans I'espace a quatre dimensions, un
vecteur symboligue remplacé maintenant, dans le méme espace, par le vecteur
ordinaire

X.Y, Z, U.

La notion de tels vecteurs symboliques, ainsi que leurs relations avec les vecteurs
ordinaires dans un espace a quatre dimensions qui peut ¢tre 'univers espace-tenmps
de Minkowski, ont été ¢tudiés, au moyen du calcul vectoriel et & un point de
vue plus spécialement physique. par divers savants ¢trangers, notamment par
M. A. Sommerfeld. On trouvera, & ce sujet, un exposé¢ bref et clair, ainsi que de
nombreuses références dans 'admtrable ouvrage du professeur M. Laue (de Zurich),
Das Relativitdts prinzip (Braunschweig, 1913, un vol. de xr-272 pages; voir particu-
lierement pp. 84-87).
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(63" Le théoréme de Poynting. — Considérons la formule (M) dans le cas ol la
variété ¥ vient toute entiére dans I'espace & trois dimensions, sans qu’il en soit de
méme de son contenu V;: c’esl exactement comme si le contour d’une cloison ordi-
naire devenait plan, mais sans qu’il en soit de méme de la cloison.

Dans (M) il n’y a qu’a faire I'=u et la formule devient :

G G G Q N Q
dxr Ay 0| gredy dr dy 2
/ f X Y 7 T — f / f X Y .| dedydz.
M - 4 ¢ v P 4
P Q R | P Q R
Alors X est une surface fermée ordinaire d’équation G(i, v, z) =o; en vertu de
GG GG
I A R P
— pdrdy = ads, —qdxdy ="5dz, drdy =xds,
on peul éerire définitivement
p by
R o dy M2
7 : . ds = / / . .. |dxedyds,
2 f f N Yz / A v oz ]
P Q R P Q R

a, b, v ¢élant les cosinus directeurs de la normale en I'élément ds de la surface
fermée X. X, Y, Z, P, Q. R restent, bien enlendu, des fonctions de «, y, z, u.

Or, dans Uintégrale double, on reconnait immdédiatement le flux, au travers de %,
du vecteur radiant de Poynting (Cf. II. Bouasse, Cours de Physique, tome V, p. 8).

D’ailleurs le pseudo-déterminant qui figure dans I'intégrale triple de (7) donne

ML P Q R X Y Z
Wy oz N ’
A NN o )
N Y Z |= — | — — !
dr dy Az oy 2
P Q R X Y Z P Q R

et, si I'on a recours aux équations fondamentales de I'électroptique,

R ) XX R 2Q
Ny T T T e

KX 2 P DR
M e w YN T e T %

KR Y M 2 ap

AT dy M Ty
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le pseudo-déterminant en question devient

/. P ) MR X Y )Z
I‘(P v TRy TRy ,’“‘(‘x wt Yy +Z_<\t_>

d’ou
2 i'i e
Q
a/f N Y z d—:\_t//[[K(1)=+Q*+R')+;J.(X’+Y*+Z*)]dxdyd:.
z ¢ 3
P Q R

C’est le théoreme de Poynting lui-méme (Cf. H. Bouasse, loc. cit.). Dans un ordre
d’idées analogue et en utilisant plus particuliérement les invariants intégraux au
sens d'Henri Poincaré, MM. Th. De Donder et O. De Ketelaere ont publié une trés

importante Note dans les Comptes rendus du 6 juillet 1g914.

[54] On pourrait faire, & propos de ces résultats, des remarques complétement

analogues a celles faites aux paragraphes 28 et 29 du précédent Mémoire.
Ainsi la formule (7), si X, Y, Z, P, Q, R ne contiennent que x, y, z, mais non u,

n’cst autre chose que la formule de Green ordinaire que 1'on retrouve en posant

H=QX—PY.

F=RY—QZ, G=PZ —RYX,

D’autre part, si I'on considére le second membre de la formule (M), on a une

intégrale triple invariante pour les déformations de V qui conservent la variété
limite ; cette intégrale triple doit alors étre assujettie & la condition de Poincaré
qui, en l'occurrence, s’éeril :

0 Q >
dr dy
N >
-~ = 0
dr dy 0z du
X Y Z U
P Q R S

Or, en développant le premier membre de celte égalité, on voit sans peine qu'il
est identiquement nul; il n’y a méme point besoin de développer, un tel détermi-
nant symbolique étant nul, a cause de la similitude de ses deux premiéres lignes,

tout comme un déterminant ordinaire.



374 A. BUHL.

On pourrait évidemment généraliser la formule (M) et ses conséquences dans
les hyperespaces & plus de quatre dimensions conformément & ce qui a été dit au
paragraphe 51. '

Ici j’attache surtout de 'importance au point de départ signalé tout au début du
Mémoire, point de départ qui consiste a tout tirer d’identités telles que (2) ou (3); le

lecteur attentif remarquera que je ne m’en suis jamais éloigné beaucoup.

NOTE.

Ce Mémoire, terminé en juillet 1914, a eu son impression retardée de plus d’un
semestre par la guerre qui a éclaté au début d’aotit. Pendant ce temps j’ai accumulé
de nouveaux résultats qui me permettent d’annoncer la publication d’un travail
faisant suite & celui-ci et qui aura plus particuliérement trait aux fonctions de plu-
sieurs variables complexes; une Note préliminaire Sur Uintervention des formules de
Riemann, Stokes, Green dans les exiensions du théoréme d’Abel a été insérée aux

Comples rendus de I' Académie des Sciences (28 décembre 1914).

»*
»* K

Qu’il me soit permis d’ajouter encore quelques mots qui se rapportent i la guerre
d’une maniére particuliérement étroite et douloureuse. Mon sympathique collégue,
M. Jean Crarrin, professeur a la Faculté des Sciences de Lille, dont il a été question
dans les pages précédenles, aurait été blessé au combat et serait alors tombé au
pouvoir de I'ennemi. Les derniéres nouvelles manquent de précision. Souhaitons
d’en recevoir d’autres, de moins en moins alarmantes, pour voir promptement
revenir sur le terrain scientifique 1'un de ceux qui pouvaient croire ce terrain défen-
dable par la seule puissance de la pensée et qui cependant durent recourir aux armes
pour maintenir I'ensemble du glorieux patrimoine de la France.

Le méme espoir est exprimé par M. L. Ma~ciy, professeur au Museum d’Histoire

naturelle, a qui je dois, en derniére heure, une confirmation de ces lignes.

A. B.

Toulouse, le 12 février 1915.
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