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SCR LE

CHANGEMENT I'ORIENTATION D'UN OBSTACLE

DANS UN COURANT FLUIDE
ET SUR QUELQUES QUESTIONS CONNEXES

Par M. Henmi VILLAT,
Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Montpellier.

Lorsqu’on ¢tudie, par la méthode Helmholtz-Levi-Civita, le mouvement dans un
fluide, d'un solide dont le profil présente un angle sur sa surface antérieure, il
arrive généralement que le probléme se révéle comme impossible : sauf dans un cas
particulier, pour une valeur spéciale de I'inclinaison du solide sur le courant, la
solution forniée par le procédé classique ne correspond pas effectivement au solide
donné. C’est & propos de la difficulté considérable résultant de cette circonstance,
que M. M. Brillouin écrivait récemment : « Pour un solide constitué par exemple
par un di¢dre, ou par deux plans l'un derriére I'autre, la position méme du pro-
bléme est si difficile, qu'on peut se demander si le mouvement permanent de
Helmbholtz est toujours possible. » (Comptes rendus, t. CLIII, p. 43, 1g11.)

Cest & la solution de cette difficulté qu’est consacrée la premiére partie du
présent Mémoire, dont quelques résultats ont été résumés dans une Note présenlée
a I'Académie des Sciences (Comples rendus, t. CLIV, p. 1693, juin 1912). Nous mon-
trons, en considérant le cas typique du di¢dre, que pour un tel solide, et dont on
fait varier U'inclinaison sur le courant, un mouvement permanent acceptable existe
toujours, a condition de supposer I'existence de plages de fluide en repos, en cer-
taines régions déterminées. Le probléme se présente de deux facons tout a fait dis-
tinctes, suivant que I'angle aigu du diédre est dirigé vers le courant ou non.

Si le solide se présente au courant pointe en avant. le fluide mort (indépendam-
ment de celui qui constitue le sillage arrieére) se place nécessairement en avant de
I'obstacle, le long d'une portion d’une seule des deux lames, & partir de aréte con-
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mune. Si le solide se présente pointe en arricre, jai déja établi dans un Mémoire
antéricur (Annales de T'Ecole Normale supérieure, 1914) qu’on pouvait toujours
trouver plusieurs solutions du probléme: pour celle de ces solutions, que la dis-
cussion montre comme la plus naturelle a adopter. une plage de fluide mort vient
se placer dans le creux de I'obstacle. baignant, en avant de celui-ci. une portion de
chacune des deux lames.

Dans tous les cas, un examen minutieux est nécessaire pour établir que les solu-
tions dont il s’agit existent effectivement et sont valables.

Des résullats obtenus, on peut déduire la facon dont le problene de la résistance
peut étre posé el résolu, pour un obslacle présentant un angle & sa paroi, lorsqu’on
fait varier U'inclinaison de cet obstacle sur le courant de toules les fagcons possibles.
C’est & cet objet qu'est consacrée la fin du chapitre 1.

Au chapitre 11, nous avons examindé le probléme, intimement rattaché an pre-
cédent. du mouvement d'un fluide contenant deux obstacles 'un derriere 'autre, le
second ¢lant de dimensions suffisantes pour empicler sur le sillage du premier sup-
pos¢ d’abord seul. Une modification convenable des calculs antéricurs donne la
solution de ce probléme.

Une application essentielle de cette derniére question est indiquée ensuite. On
sait que les théories de Helmholtz ont toujours conduit jusqu’ici & Pexistence d’un
sillage ¢tendu indéfiniment derriere les solides en mouvement. Celte extension a
Vinfini peut-clle étre évitée, ou bien est-elle une nécessité in¢luctable dans le cas des
fluides parfails? Comme a déja montré M. M. Brillouin (Annales de Chimie el de
Physique, p. 130, 1911), cette circonstance est inévitable au moins pour les fluides
indéfinis. Nous montrons au chapitre I, que la méme conclusion doit subsister
méme si le fluide est limité, soit par des parois solides fixes, soit par des surfaces de
glissement. Le sillage ouverl est donc une conséquence inévitable des équations de
I'hydrodynamique des fluides parfaits.



CHAPITRE PREMIER.

[1] Lorsqu’on étudie les courants fluides & deux dimensions, par la méthode des
mouvements glissants, on sait que, si 'on place un obstacle dans un courant inflé-
fini, ce courant se divise pour entourer I'obstacle, en formant un sillage a T'arriére.
Si la face antérieure de I'obstacle esl une courbe dont la tangente varie d’une facon
continue, le point morl. ou la vitesse est nulle et ott le courant se divise avant d’en-
tourer le solide, est (sauf le cas des obstacles symétriques) un point dont la position
peut étre quelconque sur la courbe; cette position dépend & la fois de la forme et de
I'orientation de I'obstacle. )

Si, au contraire, la courbe obstacle présente en avant un point anguleux O, ot la
langente passe brusquement d’une position a une aulre.. les choses se passent toul
autrement. Deux cas principalement sont a considérer, suivant que le profil présente
en O un angle saillant ou un angle rentrant du coté du courant.

S'il s'agit d’un angle rentrant, il résulte des considérations développées dans
mon Mdémoire inséré aux Annales de I'Ecole Normale (Sur la délermination des pro-
blémes d’hydrodynamique relatifs & la résistance des fluides, 1g14), qu'on pourra
généralement trouver plusicurs mouvements correspondants, ¢galement acceplables
a priori, el pour lesquels toutes les conditions physiques imposées par la question
seront remplies. Dans un cas et un seul, pour une orientation treés particulicre de
I'obstacle, le point mort coincide (pour une des solutions susditcs) avec le point
anguleux O; dans tous les aulres cas, il occupe une position, variable avec U'incli-
naison, sur I'une des deux portions de la face antéricure.

[2] Nous nous occuperons ici du cas ou il s’agit d’'un angle saillant : la présence
de cetle particularité¢ entraine, comme nous allons le voir, I'exislence d’une région
de fluide mort en avant de 'obstacle, dans des conditions qui vont étre précisces: cl,
contrairement a ce qui se passe pour I'angle rentrant, la solution que nous allons
édifier est probablement lu seule possible (en restant bien entendu dans le domaine
de I'Hydrodynamique théorique). Nous allons ¢tudier complétement 'exemple e
plus caractéristique, ot I'obstacle est formé de deux lames rectilignes AB et AC. Le
cas ot AB et AC seraient deux ares de courbe continus non rectilignes, conduit a des
conclusions exactement analogues, légitimées par ce qui va suivre.

Nous appellerons = — 3 et — 2 — 2 les angles que fout respectivement avec le
courant général (parallele a 'axe Oux de la figure) les lames AC et AB. Ces angles

sont par hypotheése, le premier positif, le second négatif, et tous deux en valeur
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absolue, moindres que . De plus, la condition que I'angle BAC présente sa poinle

du coté du courant, entraine visiblement
(1) x <l
’ 2

Dans ces conditions, si 'on cherche a mettre le probléme en équations, en appli-
quant intégralement la méthode exposée par M. T. Levi-Civita dans son Mémoire
fondamental (Scie e leggi di resistenza, Circolo di Palermo, 1go7), c’est-a-dire en
placant le poinl mort en A, on constate a posteriori que le rapport des deux lon-

gueurs AB et AC est déterminé d’une maniére unique. Il en résulte de suite que le

. \ . L AB
point mort ne peut étre placé en O que pour une valeur particuli¢re du rapport KGR

si les inclinaisons 2 —32 et — 2 — 2 sont données, ou bien encore pour des valeurs
particuli¢res des inclinaisons, si les longueurs AB et AC sont données. Cest dans
cetle derniere hypothese que nous nous placerons par la suile; les données de la
question sont considérées comme ¢lant : les longueurs AB el AC, el l'angle 2 des
deux lames; l'angle 2, qui définit la position précise des deux lames, est au contraire
variable.

A part une valeur exceptionnelle de £, il est donc impossible de faire coincider le
point mort avec le point A. Si alors, on cherche a former une solution du probléme,
toujours sclon les principes du Mémoire de M. Levi-Civita, en plagant le point mort
sur AB par exemple, el en supposant que le courant, aprés s’étre divisé en O, suive’
le long de I'obstacle les chemins OB et OAC (ce dernier mixtiligne), on est conduit
(cf. mon Mémoire cité plus haut, 1™ Partie) a ce résultat que la vitesse dans le fluide

est donnée par la relation

(2) V=¢"
avec
. I— e m— 22 L—e—in
(3) ceo—log| 2 . log | = -
: : — e!%o ™ - — e

Il en résulle que, au voisinage de J==e’1, ce qui correspond au voisinage du
point saillant A, la vitesse, a cause de l'inégalité (1), est infiniment grande positive,
et, par suite, la pression aux mémes points est infiniment grande négative. Ceci, du
point de vue physique, n'a aucun sens, et la solution est par conséquent illusoire et

a rejeter.

[3] Mais nous allons montrer qu'on peut trouver une solulion acceptable, en
modifiant convenablement les principes d’Helmholtz et en faisant les hypothéses
suivantes, que le résultat justifiera. En admettant, par exemple, que le point mort O
soit situé¢ sur AB, la ligne de couranl qui se divise en O, suivra, d’'un coOté, le seg-

ment OB et ira former la ligne de jet », qui limite inférieurement le sillage arriére:
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de T'autre coté, elle suivra d’abord le segment OA, s’en détachera tangentiellement
cn A pour isoler le long du segment AD de la lame AC, une plage de fluide mort, et
viendra se raccorder en D avec AC, pour suivre le segment DC et la ligne de glis-
sement 7, limitant supérieurement le sillage. Le long des lignes de glissement 7,
el %,, ainsi que le long de la ligne 7 qui limite le fluide mort de la région avant, on
sait que les équations de I'’hydrodynamique exigent que la vitesse soit constante;
nous désignerons par 1 la vitesse a I'infini du fluide: ce sera aussi par suite la vitesse
le long de 7, et J,: la vitesse le long de 7. sera désignée par v,. Il est impossible
que I'on ait v, =1, car, ainsi que I'a montré M. M. Brillouin (.Annales de Chimie et
de Physique, 1911, p. 150), la nécessité géométrique d’une inflexion sur la ligne x
entrainerait alors que la vitesse devienne en quelque endroit supérieure & un, et que,
par suite, la pression correspondante puisse devenir négative. Pour la méme raison,

il est nécessaire que v, soit moindre (ue 1: nous poscrons, pour abréger I'écriture,
(4) a = — log,v,,

et a désignera une quantité essentiellement positive.

11 est alors aisé de se rendre comple, en appliquant des procédés tout a fait sem-
blables & ccux que j'ai exposés dans mon Mémoire déja cité (chap. ), que la solu-
tion du probléme ainsi posé s’oblient, si elle existe, comme il suit :

Le point z du plan z=ux + iy dans lequel se fait le mouvement, se place au

moyen d’une variable auxiliaire Z, par I'intermédiaire de la relation

L) e /'~ [0} s
! ’ ’
.9"’\.—-‘logl—+——m3|w,m3 — 9 kj]w,ma ; p' —_—'.\‘"——'—.—(,)3)—9 Ii

20, . YU AT 21 - 21
(5) dz— "eiuZ) {_ - - + -
i 2 oy log 7 K l \) ry ! 9 ’/ », v N ~
p  —logl——— o000, | —P -l pl—S,———0o, | —9p-
NE 21 e N N Y °/ {
'rACH .o \ w, . N dZ
X p(—=logZ + -+ —ow, ) —p(2logZ —— —u -,
BN 20 :, iz © 210 IV
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<

dans laquelle pu désigne la fonction elliptique de Weierstrass, et dans laquelle
QZ)=0 +iT désigne la fonction de Z (régulicre et uniforme dans la demi-

couronne circulaire qu’indique la figure) écrite ci-dessous :

3 l‘IOD'Z Dy s |, (u> y
= = v
(6) QZ)y=ilog \ + < ,,u) )lo L+ = —x—

(m'l — —8,lw, o, >

(873

g, 2.

La vitesse dans le fluide, au point z, est V=e¢"; clle fait avec Ox l'angle ):

pression correspondante est donnée par
T 7N
(D) p=p,+ 01—V,

ou p, dési‘gne la pression du fluide & Uinfini (celle-ci est quelconque positive).
I’existence de la fonction Q(Z) exige (cf. H. Villat, loc. cit., 2° Partie, p. 470)

que, entre les constantes «,3, 0, w,. a, s, v, on ait la relation

0,
(8) r—ax—S§, +a—=o0.
iw,
La condition énoncée plus haut, que le courant fluide & Iinfini soit paralléle

4 Ox, fournit de plus l’('*quation

o/
Q

Ly _«1‘(—,—‘—‘+L\+7¢_1_

s((.) + ‘, s
\ 2 = °/ < G N/ ®

(9 ilog
° = /N e, 20,/

Dans toutes ces ¢quations, la détermination de log Z est celle qui est réelle pour

7 réel positif: la détermination de

/m' 1007—-—)8 )

\
= -~ 0/}

log \ v ™~
e W, N\
s(2logZ + 2, )
') /
\l,. ~ J/

est celle qui est égale & = pour Z=1, et dont la variation est suivie par continuité.
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[4] 1l est maintenant indispensable : 1° de reconnaitre si la solution ainsi édifiée
est acceptable, c’est-a-dire si I'état des vitesses est possible physiquement (ou bien
si les vitesses ne dépassent pas la valeur 1) et si I'allure des lignes de glissement
fournit bien un domaine d’un seul tenant pour le liquide en mouvement, ainsi que
I'indique la figure 1; 2° de démontrer si 'on peut ou non s’arranger pour que les
points ADC soient alignés, comme 'exige la méme figure 1.

Pour ce qui concerne les lignes de glissement 7, et %,, elles doivent rester cons-
tamment convexes vers le liquide en mouvement, et il n’y a pas pour elles d’autres
conditions, puisque les limites de variations de I'angle © sur ces lignes sont, par
construction, z—3 et zéro pour 7 : z¢tro et —z —2 pour 7,. Par un calcul iden-
tique & celui qu’on trouvera dans mon Mémoire cité. p. 473 et suiv., on lrouve
que la condition précédente s’exprime par 'unique incgalité
(10) —-m";x%s —}—Zri‘ﬁl‘so—u\ﬁo.

0 —_

~ ~

Si I'on envisage ensuile la ligne 7, on voil qu'il sera nécessaire, pour donner &
cette ligne I'allure nécessitée par sa situation en avant de la lame AB, que l'angle ©
que fait la tangente au courant le long de 7, avec 'axe Oz, soit d’abord décroissant,
puis croissant, quand on parcourt cetle ligne du point A au point D, c’est-a-dire
lorsque le point Z=—¢ (g >>0) décritle segment —1, —g¢q, de l'axe rcel, ¢ décrois-
sant de 1 & ¢. Or, on a sans difficulté, en faisant dans Q(Z), logZ=1log ¢ + i=, et
en prenant la partie réelle du résultat :

w (0]
1 1
6, | —logsg——s
1 <lTC g - o>
wl wi
K (r- log ¢ + ?S°>

c., dO . .
La dérivée i a le signe de la fonction

v

\ 9-
(0] Q) (O] (0] 21, W
o 1 1.0 o 1 - 1 o
, ‘..(-—log.c—_bu:—=.<:10g.~+—_ 3 + s, —a,
LT ™ 7 (A _ ~

laquelle varie constamiment dans le méme sens dans lintervalle considéré. Pour
do

uc — soil d’abord négatif pour s=g¢, puis positif pour =1, aprés un secul
Ll' tel D Dy

s

;

(11) O()="1log

changement de signe, il esl nécessaire et suffisant par suite que l'on ait les deux
in¢galités

EUN 20,0,
(12) —20,,—8, + ——8,—a<o
el
(13 LW 20,0,
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On verra facilement que ces deux conditions sont compatibles et qu’elles enlrai-
nent l'inégalité (10).

Mais cela ne suffit peut-étre pas a assurer la validité de la ligne de jet % : il faut
encore étre sir que le minimum de O le long de 5. ne descend pas au-dessous d’une
certaine limite, de facon que le dessin correspondant, soit effectivement celui de la
figure 3, et non celui de la figure 4, pour laquelle la ligne 7 se recouperait elle-méme
et serait par suite d rejeter. Or, je vais faire voir qu’il résulte des conditions déja
écrites, que le minimum de @ ne peut pas descendre au-dessous de la valeur —»—2,
de sorte que la figure 5 indique le cas de figure-limite et que le recoupement est
impossible.

Fic. 3. Fia. 4. Fia. 5.

On a en effet, par I'équation (11).

(J)‘ R (_l)‘ .
s, <—log‘.——_—so

w 7

O+a+s=ilog
o, =2 log ¢ + D )
“\i= e iR
puis I'inégalité (12) permet d’écrire, puisque log ¢ est négatif :

271, a 20 ”
<_L’2 ’So ——:> lOg p>T‘10g‘S X Ca

D’ou

SR

() O4+z24+3>ilog __&so—{—,—,:ll(;).
( =

%) = T
| 1
—log s + so>

-
]

-
S

!

aQ

1

1

l

[O) w
1 ( 1Og.: —;so>
y ~ 20 "
og ¢
(.)
\

s
i~

. . dH . . .
On voit sans peine que T est toujours positif dans l'intervalle ¢. 1, de valeurs
e

de . La valeur initiale de H(;) est d’ailleurs

, o, >
3 w,— —§
1 3 = [ 2(1) ®
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c’est-a-dire

. LT, W 20, [0}
Il(q):—_gl-l?__lso_'TJ:ﬁ?‘

s, — ==1I(s,).

Je dis que cette quantité, minimum de I, est elle-méme positive. On a

dl 20, (u,s K > - :I
ds, in “’s”(: o T ) T |

. - 20, 20
expression qui varie entre — (w,e, + ;) el — (w,e, + 7,); ces deux valeurs sont
(A (A

essentiellement négatives, comme on le verra un peu plus loin (cf. n° 10), I(s,) est
donc décroissant, depuis = jusqu’a la valeur finale
. 20, .,
(R)=— 2im,0, — == Lo, + 7.
El commnie on a
:2("‘4 - :((“)4 + (')2> T e T Ny Ny = iy
il vient
I(z) = 2i(n, 0, — 7,0,) + ==0.
D’ou il résulte que I(s,) resle toujours positif, et qu'il en est de méme de H(z),

ce ue nous voulions faire voir.

[5] Voyons maintenant si les vitesses sont acceplables. 11 suffit de le vérifier sur
les frontiéres de la demi-couronne du plan Z (cf. . Villat, Sur la validité des solu-
tions de certains problémes d'hydrodynamique, Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 1914). Et comme les valeurs de la vitesse sont connues déja sur les lignes
de glissement, il suffit de considérer les vitesses sur les parois solides, c’est-a-dirce
pour les points Z des deux demi-circonférences |Z| =¢q et |Z

Pour Z=¢"(0o<Cs<=), le coefficient de i dans € (Z) est

=I.

w
s s —s,)
. © 21, v, ay
T,(s) = log +< e, — )
-w‘(s+.s‘) = =
u-—': 0

v

il est discontinu, et égal & — oo, pour s=s,. Ses deux premiéres dérivées sont

dT o, [ . v LW, 21,0 a
ds’ ::’[,‘:’(s—so)— ,?‘(s + 30)] +#‘so — =
et
T 0’ o, © .
e —L(s—s)—p—(s+s,) |,
ds, :.[v:( N vr_(+o)]
dont la seconde est toujours négative dans 'intervalle envisagé. -l—' est d’ailleurs
ds

égal, pour s=o, a

Fac. de T'., 3¢ S., V. Ho
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et, pour s==, a

20 w L 2,0, a
—— TS T/ 9% .

i~ W i

La derniére de ces valeurs est positive, d’aprés la condition (13); quant & la pre
miére, elle est certainement négative, d’aprés les relations

, 0,
p s,
o, LW, . (b)' . W, 1 =
Z‘s—'so_‘-—"o_? _Su+wa P S <o,
= = N ™ 2w,
p‘:So-—L”

jointes a I'inégalité (12). :

De tout ceci résulte que la fonction T,(s) est constamment décroissante dans
Iintervalle O, s,, et constamment croissante dans lintervalle s, =; comme elle est
égale & O, —eo, —a, pour s=o, s, =, respeclivement, on en conclut immédiale-
ment que T, resle conslamment négatif ou nul dans Tintervalle O, =, ¢t que la
vitesse du fluide le long de la lame AB est toujours au plus égale a T'unité. Celte
vilesse va méme en croissant d’une facon continue, de la valeur zéro & la valeur e,
le long de la portion OA de la lame; et de la valeur zéro & la valeur 1 le long de la
portion OB.

Enfin, en ce qui concerne la paroi DC. qui correspond 4 Z=g¢.¢c"(0<s<=),
on constate sans difficulté que la vitesse y reste constamment inférieure & 1, et

qu’elle va en croissant constamment le long de DC, depuis ™ jusqu’a 1.

6] Récapitulant les résultats déja obtenus, nous voyons qu’il nous faut, pour

arriver & une solution acceplable de notre probléme, satisfaire & loutes les conditions
suivarntes :

(15) e 2 <=, x— 2 >o0, o< ax<
: 2
5 2wy )
(16) o<~ —, a o, o<s, < =:
l
®,
(17) T—21—§, +a—=0;
l(l)l
e w \
slo 4 ——= ,
. ? 3 21 ~ o/ (27‘“0)' / 0, N N
(18) ilog + s, —a (—,——WL.—— +m—a2—Z=0;
oy w, g > \ = lw, 320,
Slw, + — — 8
e = .
L, © 210, w
(19) — e L s, s g o0;
152 Yo —_ 0
20 . W 2T, ®»
(20) —am, L =, + s, —a>o.
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A ces conditions, il reste & joindre celle qui doil exprimer I'alignement des trois
points A, D, C. On l'obtiendra évidemment en écrivant que la projection tctale de
la ligne de glissement 7 sur un axe perpendiculaire & DC est nulle. En désignant par
dl I'élément d’arc de cette ligne, et en se rappelant que la lame DC fait avec O.r

I'angle = — 2, on arrive ainsi & la relation cherchée, sous la forme
(a1) /sin((?)—z+3)d1:o.
s

11 est facile d’expliciter complétement cette équation, en notant que 2 correspond
A Z=—¢(g<<Teg<<T1), puis que l'on a
dl = |dz|,

d’oti I'on tire, sur 7, d’aprés (9) :

=

o, ~ N\ e o, Y S
Wy a (p< logr—2i+m‘ wa)_”_~ .”<T-S°——T—w3>_971
= » v N ~ T
" —logs——+o,—w |—p-+ D T ) —p X
( p g. 2 +Ui (3) p l P< n So T W, ” T

\ I

. ( <(-)l v > <(.)‘ v ?dp
A(p iﬁlog‘c—{-zi-{-w’ (v)3 p Elogr-——n—»i+u)‘—(y)3>§?.

Quant a I'angle O, il est alors donné par la relation (11), dans laquelle on sait

que le logarithme du quotient des fonctions s, a pour détermination celle qui est
nulle pour ¢ =1.

Ceci posé, si I'on suppose écrites encore les deux égalités exprimant que les lon-
gueurs AB et AC sont données, on aura en tout cinq égalités (outre un certain
nombre d’inégalités) entre les cing constantes w,. w,, y. s, ¢; quant a « et 2, ce sont
des données de la question : elles précisent I'orientation donnée des deux lames.

La position et la grandeur des lames étant données, pour montrer si le probléme
est possible comme on vient de le poser, il suffit de faire voir si les conditions
ci-dessus énoncées sont compatibles par rapport aux cinq inconnues mises en évi-
dence, et si toutes les inégalités voulues sont salisfaites en méme temps. Pour faire
cette vérification, nous remplacerons la donnée des deux longueurs AB et AC, par
celle des deux demi-périodes w, et w,; les longueurs AB et AC seront ensuite déter-
minées a posleriori sans qu’aucune difficulté puisse s’introduire en cet endroit, car
il est facile de voir que ces longueurs seront données par des intégrales ou I'¢lément
différentiel est essentiellement positif.
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[7] 11 suffit donc de porter pour I'instant l'attention sur les inconnues v, s,. «.
Pour la commodité, nous poserons :

(22) —s§,=u,
3 a

2 —=9.
( ) 20,

1.’ ¢galité (17) et les deux inégalités (19) et (20) deviennent :

. i /=
(2/1) ”:——(—ll+2l—1¢>;
2w, \ O,
- w T“
(29) »+,u——u>o,
0)‘
~ w” TH
(26) » +,u——u<o.
(O]
1

Employons une représentation géométrique dans le plan uOv; les deux derniéres

inégalités expriment que, si 'on construit dans ce plan, les deux courbes

1y

» —=—nu+—"u
! H (1)‘
ct
T,
o, =—{ut—"u,
(u)i
on doit avoir
(27) v, <o <v,.

Or, les courbes en question sont faciles a tracer. La variable u doit varier seule-
ment entre O et »,; on constate sans peine que dans cet intervalle », croit cons-
tamment de O & + oo, la dérivée ¢tant elle-méme croissante & partir de la valeur
positive e, + —* (cf. Tannery et Molk, Fonctions ellipliques, XXX, 1). En ce qui con-

3]

1
on a immédiatement

(l”,__ (“ Fo) T,
(lu —P (-)2 +:

cerne v

9

Cette expression varie, en décroissant, depuis

I _l__:r_'L

= (u)’
jusqu’a
v,
eu + A \

(u‘
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c’est-a-dire (Tannery et Molk, XXX, 2, 3) de

o0

‘_‘2 N A qi n—i

20);2 _"' (I _*_ qen—l)i

o
0y

=~ 0  4q )
20): d (l _ ([2"—1)2'
1

2N—1

v, part donc de zéro en croissant, puis décroit jusqu’a la valeur
- :2"‘1 + =7+ — :(U)l + (')e) =0
évidemment nulle. On peut donc tracer les deux courbes indiquées sur la figure.

/

®)
1
»
/
/A
" .
e
M ©®,)
—2
o~ , u
Fig. 6.

La courbe ®, est d’ailleurs loute entiére au-dessus de la courbe v, a cause des
relations

—9 :"ll—tn:—l— (e’w_,b?')p“ 0.
2 (pu—e)(pu—e,)

1 2 <3 1

[8] Cela étant, donnons-nous pour le moment une valeur de n (c’est-a-dire de s,)
entre les limites O et o, et vovons & quoi est assujettie la position du point M de
coordonnées (u, o) sur la droite d’abscisse u. Ce point M devra étre situé sur le seg-

ment M, M, de la figure, mais il ne saurait v étre pris quelconque. Il faut en effet
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: , : iz -
tout d’abord que la droite 3, menée par M, et de pente ——— ait pour ordonnée a
20, 0
1 3

Iorigine une valeur négative — (22— =), & cause de 1'¢quation (24). Or, la droite

2y

paralléle & A, mencée par M,, a cerlainement une ordonnée positive. Car si I'on place
le point M en M, . cela revient, en se reportant aux calculs antérieurs, & faire en sorte
que angle © sur la ligne 7., angle donné par la formule (11) en fonction de ;. soit
décroissant lorsque ¢ croit. Comme les valeurs extrémes de cet angle sont x — 2 et
=—x—2, on voit que cela exige

2% — 7w >0,

ce qui légitime évidemment I'assertion susdile. Ce cas ne saurait donc convenir au
probléme actuel.

Au contraire, la droite parallele & A menée par M, a unc ordonnée & T'origine
stirement négative; car si 'on place le point M en M,, cela revient dans les calculs
rappelés il y a un instant & faire en sorte que I'angle © le long de 7 soit constamment
croissant, et par suite le sens de I'inégalité précédenle esl renversé, ce qui corres-
pond par suite a

2% — 7w < 0.

Si donc on ménc par le point O une paralléle a A, cetle paralléle rencontrera le
segment M, M, en un point M_, et seul le segment M, M, donnera des positions accep-
tables pour le point M.

Or, pour M placé en M,, nous venons de le voir, I'angle © relatif & & croit a partir
de «—3; cela correspond & une niise en place des ¢éléments du mouvement, telle

que l'indique la figure 7 :

C
D,/
/,i,
A
- [4]
B"‘~ .....
Fig. 7

La lame DC prolongée ne rencontre certainement pas la lame AB, puisque la
ligne de jet AD est convexe vers le liquide en mouvement, d’aprés les calculs du
paragraphe /: ajoutons ici, a titre d’indication secondaire, que le rayon de courbure
de % est infini au point D de raccordement avec DC. (Cela résulte d’un calcul sem-
blable & celui qu'on trouvera dans le Mémoire cité, Annales de I'Ecole N. S., 1914.)
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Si, au contraire. nous placons M en M,, la disposition correspondante sera telle
que l'on ait 22 — = =o0: et comme l'angle des deux lames AB et DC est 2a, cela veut

dire que ces deux lames seront alors paralleles, et 'on aura la disposition de la
figure 8 :

C..--
D»
AL
IR 0
B S
Fis. 8

La tangente & la ligne AD, d'apres les calculs antérieurs, fait cn effet avec Ox un
angle. d'abord décroissant, puis croissant.

Ceci posé, observons que si nous faisons décrire au point M, d’une facon con-
tinue, le segment M, M, c’est-a-dire que, u restant fixe, si nous faisons varier ¢ dans
les limites correspondantes, toutes choses étant égales d’ailleurs, nous aurons alors
dans le plan du mouvement une configuration variable, dont la variation sera con-
tinue, ainsi qu’il résulte facilement du caractére des équations utilisées dans la
théorie précédente, ct les configurations initiale et finale répondront aux dessins
tracés ci-dessus. Il est donc clair que dans la déformation continue qui fait passer
d’une configuration & l'autre, il y a une situation inlermédiaire pour laquelle la

lame DC prolongée ira passer par le point A. Pour ce cas intermédiaire, I'inté-
grale (21) sera nulle.

[9] De lava résulter I'existence de la solution annoncée antérieurement. Donnons-
nous en cffet des valeurs de n et de v entre les limites respectives requises; d'apres
ce qui vient d’étre dit, il existera une valeur de v correspondante pour laquelle la
configuration répondra bien a la figure primitive 1; cette valeur de » pourra toujours
d’ailleurs étre calculée avec approximation qu’on voudra, par des calculs longs a la
vérité, mais sans difficultés spéciales. Cela déterminera, dans la figure 6, un point M,
de coordonnées u, v, par lequel nous meénerons une paralléle a la droite A: cette
paralléle rencontrera 'axe Oy en un point dont 'ordonnée, négative d’apres ce qui
précede, nous fournira la valeur correspondante de x.

Remarquons maintenant que, dans les calculs jusqu'ici cffectués, 2 n'intervient
nulle part explicitement, car, d’apres 'expression (11) de 'angle (), 2 s'élimine dans

la quantitt & —=z +— 2. 1l reste alors, en profitant de I'équation (18), & calculer la
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~

valeur de 2. valeur dont tout ce qui précéde est rest¢ indépendant. Or, on peut
vérifier, et cela résulte d’ailleurs des calculs de mon Mémoire cité plus haut (n° I). que
la quantité

i log

24,0, N(_os Y
+ So—a [ ——=+ -1,
- / to, 20,

2

ar \
(o B
2

Sy . , . 20 .
considérée comme fonction de vy, décroit, lorsque y varie entre O et —=, depuis la
i.

valeur 22 — = jusqu’a la valeur —=. De sorte que, si v est donné, la valeur tirée de

I'équation (18), pour 3, satisfera aux deux inégalités
q ) I g
—r<la+—n<l2xs—=x, ou bien — a2,

c'est-d-dire justement aux inégalités voulues pour que 3 soit acceptable, d’aprés la

théorie précédente.

[40] 1l reste toutefois une difficulté en suspens; nous avons admis implicitement,
il y a un instant, que la valeur trouvée pour x, par la construction de la droite
paralléle & A dont il a été uestion, était stiirement acceplable. I1 en est effectivement
bien ainsi, comme nous allons le faire voir. Cette valeur est déja, nous le savons,

P
v

inféricure & —; il faut encore (et il suffit) qu’elle soit posilive. Comme il est évident
2

que la valeur de =z correspondant & un point M de la figure 6 diminue quand le
point M décrit le segment M, M, & partir de M,, il suffira de montrer que la valeur
de o qui correspond & la position M, est positive pour qu’il en soit sdrement de
méme de celle qui nous occupe. Or, dans ce cas particulicr, on a en méme temps les

deux équations

ws
T—22—8§, +a+—=o0,
l(!)‘

) 27, ©
i ]
—a20,f,—s + —s,—a=o,

i~ i~

desquelles nous tirons sans difficulté, en utilisant la condition connue

iw

'Ij(:)—'f‘s())’: ’

1773

2
la relation suivante :

28 W, T, w
(28) r=—lu 4 24—
l 12 2
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On a, par suite,

dr o, wt )+'/,3
dw g Pt e+

et la variation de x en fonction de u, dans l'intervalle O, »,, en résulte aisément : la
roex . . . . W, Ny O, My
dérivée varie en effet, toujours en décroissant, de —*e, + = a e, + . Or, ces
{ i i i
deux valeurs sont négatives. Pour nous en assurer, faisons la transformation
’ . ' .
(29) 0, =—lu,, w, = lw,
et posons

—rw'y iwy

—_——

(30) ¢ =ce W s <.

On tire aisément des formules d’homogénéité les relations

e,——e,, e,—=—e,, e,——e,,
(31) 1, = (i, |w, 0) = i{(i,|w, ;) = i{(o,|o,0) =i,
L e oo oy 5 o) = i2(—t o) =

ou l'accent désigne les quantités relatives aux fonctions elliptiques de demi-périodes

. da
o, et »,. Les valeurs limites de in prendront alors la forme
‘ .

N ' ’ '
—w,8,—1, et —w, e, —1,

ou bien (cf. Tannery et Molk, XXX, 1, 2)

:2 ; [‘ql 2n—1

R,

et

oo
2 ren

= 1 hq
2(1)1[ [;+ Z (l + qmn)l_ '
1

dont le signe est évident.

Ceci posé¢, la valeur de 2 pour u=—o est visiblement ; pour u=uw,, sa valcur
finale est
= Wy | T,W =

" , s [ 13 Wy
T, T o= ——— +—— 4+ —,
l L 2 l . 2 2

c'est-a-dire zéro. Il en résulte donc bien que x, tiré de 'équation (28), est toujours
positif, ce qu’il fallait démontrer.
‘ac. de T., 3¢ S., V. 51
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Le méme fait pouvait du reste se prévoir sur la figure 6. sur laquelle on se rend
compte que toute parallele & A menée par un point M, se trouve située au-dessus de
la droite de méme direction passant au point de coordonncées o, et zéro. Or, cette
derniére droite a pour équation

i=
9:(11———(0‘) -
20, 0,
TR Lo
et son ordonnc¢e a l'origine est — —. Si l'on égale cetle expression a — (22— %),
20, 20,

on voit que la valeur de » correspondante est nulle. Les valeurs de =, correspondant
aux droites issues des points M,, sont donc nécessairement positives.

Finalement, donc, il résulte de tout ceci qu’il existe bien une solution, et accep-
table, du probléme tel que nous Pavions posé. la configuration correspondante

étant celle quiindique la figure 1.

[44] 11 est maintenant facile de déduire de nos résultats la maniére dont il faut
concevoir la solution du probléme de la résistance pour un obstacle donné, dont le
contour présente un point anguleux, et dont I'orientation est variable sur le courant
fluide.

Prenons 'obstacle tyvpe formé des deux lames AB et AC, et placons-le d’abord, la
pointe en avant dans le courant, dans lorientation qui convient au probléeme de
T. Levi-Civita, c’est-a-dire telle que le poinl mort sur la face antérieure de I'obstacle
coincide avec le point A. (Cetle orientation dépend du rapport des longueurs des
deux lames.) Parlant de cetle position initiale (fig. g), faisons tourner d’une fagon
continue I'obstacle autour du point A par exemple, dans le sens des aiguilles d'unc

montre.

Fis. g. : 116, 1o.

Une plage de fluide mort viendra prendre naissance (fig. 10) au voisinage du
point A, le long de AD, et se développera de plus en plus & mesure que nous ferons
tourner I'obstacle, la portion DC de la seconde lame, léchée par le courant, devenant
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de plus en plus faible. jusqu'au moment (fig. 11) ot la lame AC viendra disparaitre
toute entiére dans le sillage de la lame AB. L’inclinaison limite correspondante sera
tres facile a déterminer, théoriquement au moins, avec l'approximation qu’on
voudra : il suffira par exemple de tracer, pour la lame AB supposée seule, et dans
différentes orientations, la solution du probléme classique de lord Rayleigh et
T. Levi-Civita, et, sur les dessins obtenus, de placer la lame AC qui compléte notre
obslacle actuel. On déterminera ainsi, d’abord par titonnements et ensuite en inter-
calant autant de figures qu’on voudra pour les orientations intermeédiaires, la valeur
de Torientation pour laquelle I'extrémité de AC tombe exactement au bord du sillage

supéricur produit par la lame AB supposée seule (fig. 11).

Fic. 11. Fic. 12

A parlir de cette orientation, la lame AC reste dans le sillage de AB (fig. 12). Ni
I'on continue a faire tourner 'obstacle, il arrive un moment ott AC viendra empiéler
cette fois sur le bord inférieur du silli\gc (fig. 13). A partir de ce moment, par suile,
la solution devra changer de caractére; les choses se passeront comme Uindique la

figure 14, le creux limité par ABDA étant occupé par du fluide mort; Uétude de

Fia. 14

cette configuration est enlicrement analogue a celle de la figure 1, qui a ¢té exposée
ci-dessus: nous laissons au lecteur le soin de s’assurer qu’'on obtient la solution
correspondante par des moyens tout semblables aux précédents, avec des modifica-
tions peu profondes.

L'inclinaison croissant encore, le point D s’avance du coté de A et la plage ABD

diminue d’'imporlance: en mdéme temps, le point mort O savance vers le point B
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jusqu'au moment ol il quittera la face AB de la premiere lame pour venir se placer
sur le c6té opposé de la méme lame. (Nous laissons provisoirement de cOté le passage
du point O d’un c6té & l'autre de AB.)

Le point O étant situé sur la seconde face de'AB. la configuration correspondante
sera celle de la figure 15, pour laquelle les calculs ont été explicités dans mon
Mémoire déja cité, inséré aux Annales de I'Ecole Normale (1914). Nous avons vu alors
dans cette ¢tude qu’il existait plusieurs solutions distinctes correspondant a ce cas de
figure, et qu’on pouvait en édifier en admelttant ou non la présence de la plage de
fluide mort le long de EAD. Les considéralions qui précédent permetlent de penser
que la présence du fluide mort n’est nullement invraisemblable; il est au contraire
naturel que, dans la déformation continue du mouvement par suite de la rolation
de T'obstacle, cette plage morte provienne de celle indiquée dans la figure 14. ou elle
exisle nécessairement. La solulion, explicitement développée en Pendroil rappeld.
pour laquelle la ligne de jet ED part de I avec un rayon de courbure infini, est eclle

dont I'existence parait la plus probable.

La rotation de l'obstacle continuant ensuite, le point O s’avancera de B vers A, et
il finira par atteindre ce point, la plage morte venant s’y confondre (fig. 16) pour une
valeur de linclinaison qu’on peut facilement calculer 4 Pavance. en appliquant les
formules de M. T. Levi-Civitd & 'obstacle formé de deux lames formant un angle se '
présentant au courant pointe en arriére (le point morl étant au sommet de l'angle
dans les formules en question).

A partir de ce moment, si l'on fait continuer la rotation, le point mort O passe
sur la lame AC, et I'on obtiendra des phénoménes analogues aux précédents, mais se
présenlant dans l'ordre contraire jusqu’a ce qu’on soit revenu & la position initiale
primitivement choisie.
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[12] Nous devons maintenant dire un mot d’une difficulté spéciale qui se pré-
sente pour le passage de la configuration 14 a la configuration 13, au moment ou le
point O se rapproche du point B. La solution cesse en effet d’étre acceptable avant
qu’on soit parvenu au point B. 1l est facile de s’en rendre compte en considérant par
exemple le cas de la figure 15.

Reportons-nous aux calculs du Mémoire indiqué; Uhypothése limite OB=o
exige, avec les notations employées en cet endroit. que I'on ait s,=o: il en résulte

que les points M et P de la figure sont confondus avec l'origine, et par suite qu'on

a 2=—; les dcux lames sont donc en prolongement I'une de I'autre; on a ensuite
2

A

(¢quation 8) « = o, et I'équation (9) donne alors 2 =—; par conséquent, la lame
2

BAC est dans le sens du courant, le fluide s’écoule uniformément parallélement a la
lame, sans que la présence de celle-ci modifie en quoi que ce soit le mouvement.
Les calculs en question ne conduisent donc pas, dans le cas limite, & une configu-

ration qui réponde a la figure 15.

Fia. 17. Fig. 18.

Il est facile de comprendre d’ou provient cette difficulté : elle est causée par le
fait que nous supposons la lame AB sans épaisseur, ce qui, du point de vue phy-
sique, n’a aucun sens. En pralique. cette lame a nécessairement une épaisseur, et si
pelite que soil celle-ci, cela modific les calculs dés que le point O est voisin de B
(mais d’ailleurs seulement dans ce cas); si, par exemple, on place la lame supposée
seule parallélement au courant, le front BB’ de celle-ci, si petit soit-il, suffit pour
engendrer un sillage dans lequel la lame enli¢re se trouve enveloppée. Si I'on met
en ¢qualion le probléme actuel, en tenant compte du profil BB', on constate, par
des procédés analogues a ceux qui ont été exposés, que le point O se déplace en
suivant le profil BB’ pour passer d’une face & I'autre de lalame ABB'A’, ce qui permet

a jonction des cas représentés par les figures 14 et 15.



CHAPITRE 1I.

(43] Dans ce chapitre, nous allons exposer, comme se rattachant directerient,
pour ce qui concerne la méthode suivie, aux problémes dont il a été question précé-
demment, un probléme dont I'importance et la difficulté spéciales ont été mises en
¢vidence par M. M. Brillouin, dans une Note des Comptes rendus (Surfaces de ylis-
sement; généralisalion de la théorie &' llelmhollz. C. R.. t. CLIIL, 191, p. 43).

Il s’agit du mouvement d’un courant fluide rencontrant un obstacle derricre
lequel il s’en trouve un second. Le probléme pos¢ par M. M. Brillouin concerne
deux lames rectilignes placées I'une derri¢re V'autre; nous envisagerons plus généra-
lement deux diédres placés I'un derriére I'autre, el nous expliciterons rapidement la
solution de ce cas. Si les deux obslacles avaient des formes quelconques donnces.
non formées de segments reclilignes, la solution s’¢difierait exaclement de méme,
en utilisant les procédés que j'ai décrits dans une Note des Comptes rendus, t. CLII,
1911, p. 1081. Nous supposerons les solides symélriques par rapport a une paralléle
au couranl général, et nous supposerons ¢galement, bien entendu, que l'obstacle
arriére soit d’'une envergure suffisante pour ne pas se trouver noyé dans le sillage
de l'obstacle avant; la construclion classique de la solution correspondant & un seul
obstacle permet de s’assurer sans la moindre difficulté, s’il en est ainsi.

Avec les notations déja usilées pour cel ordre de sujels, nous poscrons f=—¢ + .
5 et @ étant le polentiel et la fonction de courant dans le plan z=ux + iy, du mou-
vement; nous choisirons Y=o le long de la ligne de courant OABCD et nous
modifierons le potentiel . comme nous en avons toujours le droit, par I'addition
d’une constante telle que, en désignant par ¢, 3, 5, les valeurs de ¢ qui corres-
pondent respectivement aux points B, C, D, on ait la relation

(32) 4+ 9+ ¢, =o0.

k
Ceci posé, faisons abstraction de la moitié inférieure du fluide, au-dessous de

I'axe Ox, ce que nous réalisons en supposant existence, le long de OA, d’une paroi
solide fictive s’étendant jusqu’a linfini en amont. Puis utilisons les principes clas-
siques, pour faire correspondre conformément le domaine du plan f, répondant au
domaine fluide envisagé, a l'aire d'une demi-couronne circulaire. Laissant au lecteur

le soin de vérifier les détails du calcul, j'énonce immdédiatement les résultats :
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’

Les trois nombres caractéristiques, ¢, e,, e,, racines de la dérivée 9’ de la fonc-

tion elliptique p(n|, w,, w,), (Jo,, »,), étant respectivement égaux a z,, z,, %,, en posant

—inw'y
wo
33 . Wy o
(99) g=e¢ °*
la relation
r
4 Wy ., ror
(34) /=y (T— log Zjw, w\
™ Vi

fait correspondre les plans f et Z comme il suit :

paroi O\ : =1, 7=c", o< s<Ts,:
paroi AB : id. id. s, <s<w:
ligne de jet BC : — 1 <Z<—q:
paroi CD : 7=y, Z—=q.e", o<ls<=:
ligne de jel DE : q<ZL<r.
J
B "
T 0 x
A (AB) eiOa
LN (CD),
B ) (xDA)
(BC) (DE)
\’\Ig’_ 14 49 0 q 1t X
Fra. 19. Fra. 20

Le long de la ligne de jet DE, la vitesse du courant doit étre la vitesse & l'infini.
que nous supposerons ¢gale a un; le long de BC, la vitesse doit étre conslante et

inférieure & un: comme au paragraphe 3, nous poserons
a=—log, v,

en désignant par v, la vitesse en question (a est donc positif).

Dans ces conditions, en appelant 0 =0 + T, une certaine fonction de Z, celle
qui joue le role analogue a la fonction Q du chapitre I, réguliére dans le domaine
considéré, la liaison des plans = et Z sera réalisée par la relation

df  _iw T —ie

35 —_——=e =
(99) d: € ¢
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Maintenant, en appelant z et & les angles (entre O et =) que font AB et CD
avec Ox, on devra déterminer la fonction Q(Z) par les conditions

O=o pour Z=c¢", 0 <<s<s,:
=2 » » s, <s<w;
=5 » L=yqy.e", o<ls<7:
T=o » g<ZLZ<r1;

T=—a » —1<Z<—yq.

[14] 11 résulte immédiatement des résullats de mon Mémoire Sur la résolution
de cerlaines équations intégrales... (Acta Mathematica, 1913). qu’une Lelle fonction
Q(Z) existe sous la condition

W

(36) (m—s8)2 = ({5 —a = >1: , en posant

lw‘

et les calculs développés dans mon Mémoire Sur la délerminalion des problémes
d’hydrodynamique..., déja cité au n° I, permettent d’ailleurs de prévoir, sans effectuer
de nouveaux calculs, que la fonction en question sera de la forme

w (O
s <—i logZ —— s |0, m3>
- .

v "

(37) Q(Z)=-2log

n

+ A, logZ + B,
w W

g <-L—‘ logZ + — s,|w,w,
T =

A, et B, désignant deux constantes. d’ailleurs réelles, et les conventions relatives i la
détermination des logarithmes étant ici les mémes qu’au n° 3. Or est ainsi conduit,
sans difficulté, aprés des calculs que je ne reproduis pas, & I'expression suivante
de Q :

P

i~ W

w [0}
] c<—i—_'logZ——_iS°> 1 /22m,0,8
(38)  Q@)=-log ~= "L (R log 2 + 5.

s<—?_‘—logl +%su> ®

Si maintenant on cherche 4 exprimer que la solution correspondante est valable
el générale, on est conduit, par des calculs extrémement semblables & ceux du cha-
pitre I*", a constater qu’il en est effectivement ainsi, moyennant les seules conditions
restrictives :

230, , ©

(39) - 5,—! Sn +

227, 0,

s,—a<o,

—=
~

220 [O) 2970, ®
(_/‘0) _ T —‘S° + [T’}
~

(94
— - —— §,—a<]o.
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Comme au n" 4, on constatera que I'angle O, le long de BC. ne descend pas
au-dessous de la valeur zéro, et, par suite, le dessin correspond bien A la figure 21 et
non & la figure 22, la ligne BC ne pouvant se recouper elle-méme. ni venir couper

l'axe AA'.

/D
B.--.

Fig. 22.

Fig. 21.

On a ainsi comme paramétres les quantités o,, w,. a, s,, soumises aux condi-

tions (36), (39), (40), jointes a

(41) o< s, < =, ao,
(42) o< a< =, o< B < =.

Une seule d’entre elles, I'équation (36), est une relation d’égalité. Il reste donc
finalement trois parameétres indépendants, lesquels seront déterminés par les condi-
tions de la figure 19, c’est-d-dire, par exemple, par la donnée des longueurs AB,
AA, A'D.

Pour édifier la solution, il est manifestement préférable de laisser indépendants
les trois parameétres en question et de déterminer a posteriori les longueurs énoncées
il y a un instant; aucune difficulté ne peut s’introduire dans le calcul de ces lon-

I3

gueurs, calcul qui se réduit & celui d’intégrales définies & éléments positifs.

[48] On voit alors trés aisément dans quelles limites le probléme sera possible,
le systéme de conditions actuel étant tout semblable au systéme (15-20) du chapilre

précédent. En posant, comme ci-dessus,

(43) —s,=u, — =9,

® iy
“p,=—¢u+—Lu,
% o,
= ) i,
-9, = —¢u+ —u,
pA w‘
nous devrons avoir :
(44) o, < v<]v,.

Fuce. de T., 30 S., V. 52



boo H. VILLAT.
L’ équation (36), devenue
I / a

(43) b= (Eugs—a).
/

20, \ o,

exprimera, d’autre parl, que la droite menée par le point de coordonnées u, v,

parallélement & la direction de pente

. sur la figure 23, a pour ordonnée i

20, W,
, .. U8 —a)
Vorigine ———.
2
3
v
M
By ,//
t(f-a) /’/ - -T, A
20, A P 1
L7 " et
0 Wy n
Fig. 23.

Par suite, si « et 3 sont donnés, on apercoit quelle est la région, telle que u,p,
ou w4, suivant les cas, ot Pon devra placer le point M(u, 9) pour que le probléme
puisse &tre résolu, sachant déji que ce point doit nécessairement étre situé dans I'aire
comprise entre les deux courbes v, et v, de tout a I'heure, et I'asymptote verti-
cale u=uo,.

Si l'on préfere, se donnant arbitrairement le point M dans l'aire en question, et
se donnant également la valeur de I'angle x, la construction de la droite A de la
figure 23 fera connaitre a posteriori la valeur de I'angle 8; celte derniére, pour étre
valable, devra étre comprise entre zéro et =; la condition %>>o n’introduit aucunc
restriction, car toute paralléle & A menée par un point del'aire en question, se trouve
placée au-aessus de la droite 3,, & laquelle on constate de suite qu’il correspond

b1

a fB=o. La condition 8< =, au contraire, limite en hauteur la position du
point M.
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[16] Si pour fixer les idées, on se place dans le cas du probléme de M. M. Bril-
louin, pour lequel les lames sont paralléles et normales au courant, ou dans le cas
plus général ou elles sont simplement paralléles, on devra faire 3—=2x. Dans ces
conditions, la droite A devra passer par le point O. Dans tout I'intervalle Ow,, de
valeurs de u, les points de cette droite A, tomberont tous dans l'aire indiquée, et le
probléme sera toujours possible, en prenant le point M sur cette droite : en effet, les

coefficients angulaires des tangentes OT, et OT, aux deux courbes 9, et 9,, sont res-

. %/, %/, \ . C

pectivement — k— +e ) et —(— + e,}, et I'on a les inégalités :
~ w,

T\,

(3> > 1E )

W, 20,0, T\W,

a

Ces inégalilés résultent au fond, implicitement, des raisonnements du n° 8 et du
fait que le point M, de la figure 6 tombe toujours entre M, et M, comme on I'a
démontré en cet endroit. On peut d’ailleurs les vérifier ici directement de la facon

. . . T e o
suivante : observons qu’a cause de la relation «,0, —qw,=—, déja utilisée, ces
2
inégalités peuvent s’éerire :

(47) e, + >0,
w3

(48) e, +—> <o.
0)3

Puis passons des demi-périodes v, et w, aux demi-périodes w, et w, définies
par (29); les conditions a vérifier deviendront (cf. n° 10)

4

' T,
e, + — <o,

wi

et

L,
e, + —>o,
©,

ce qui est certainement vrai, puisqu’on a

=)
’ 2 ren—y
el Ty — " Aq
3 + r T 2 ren—i4\s
o, 207 (r—yqg )
1
et
=)
’ 2 ran—1
R O Aq
2 (‘)’I 2(1)’12 /~ (l + (IVIH—!)I
i



CHAPITRE 1I11.

[47] Par unc application presque immédiate de ce qui précede, nous allons
obienir un important résultat relativement a une propriété générale concernant les
mouvements glissants des fluides. On sait que, dans la considération de tels mouve-
ments, les sillages que T'on est amené a admeltre & arriére des obstacles solides
sont ouverls & I'arriére et s’¢tendent indéfiniment dans la direction aval. Celte pro-
priété est-elle absolument inhérente & la théorie méme ou bien ne pourrait-on pas
g’en aftfranchir? Pour ce qui concerne le cas du fluide indéfini, M. M. Brillouin, dans
son Mémoire du Journal de Chimie el Physique (1g11), a montré que I'hypothése en

queslion ¢tait inéluctable. Mais il est permis de se demander si, pour un fluide

BN

limité, des mouvements tels que U'indique la figure 24 ne.seraient pas possibles : le
long des lignes de jet 7, et 7, qui limitent le fluide, la vitesse serait constante ct
égale A la vitesse & Uinfini; le long des lignes 7,, A/, qui limitent le sillage arriére,

la vitesse v, serait également constante. 11 faudrait que on ait v, <1 si I'on voulait

,'/( ““~-
L B___‘
1‘
@
&
A -
Fig. 25.

que le mouvemnent soit général et corresponde & une pression quelconque & linfini;
mais nous allons voir dans un moment que, méme dans I'hypothése v, > 1, la confi-
guration que nous cherchons a réaliser est impossible. Nous écrirons, comme anlé-
rieurement, — log,», =a, sans rien supposer « priori sur a.



SUR LE CHANGEMENT D ORIENTATION D’UN OBSTACLE, ETC. ho3

Si le mouvement tel qu’on l'a figuré était possible, il le serait notamment dans
le cas ou il existe un axe de symétrie paralléle au courant a I'infini. Par ’adjonction
de deux parois fictives rectilignes, y. et ©3,, on pourra dans ce cas ne considérer que
la moiti¢ du fluide en mouvement. Posant alors, en gardant toutes les notations

usitées plus haut,
K}
(49) J=—"log (F—F,) +i%,

désignant la valeur de la fonction de courant (supposée nulle sur ABC) sur la

-C=

v

ligne 7,. Si I, et I, sont les valeurs de I' qui correspondent aux points B et C, on
pourra loujours, en profitant du fait que le potentiel 3 n'est défini qu'a une cons-

tante pres, s’arranger pour avoir
, Ko+ F, 4+ F,=o.

Posant ensuite

=

(50) F=wp <(—03- log ZI(»),’(-)Q)

avec e, =VF,, e;=1VF,, e;=1VF,, on est ramené, dans le plan Z, au méme domaine

que dans le chapitre II, et la fonction Q(Z) qu’il s’agit d’y déterminer est la méme
que dans ce méme chapitre, dans le cas d'un obstacle AB rectiligne, & condition de
supposer dans les formules anlérieures % ==o.

Je dis maintenant que le probléme ainsi posé est impossible.

En effet, tout d’abord la condition d’existence (36) pour la fonction Q(Z) devient

ici, avec les notations déja employées,

1) 0=

puis I'allure de la ligne de jet %, qui doit nécessairement posséder un point d'in-

{lexion, exige encore les deux inégalités

(5a) P> 0, = (—Lu 4+ L),
~ W,

(53) »<b‘:3(— 41 -{—iu).
~ [O)

1

Par suite, sur la figure du plan nOv, le point M(u, v) doit nécessairement étre
placé entre les deux courbes o, et v, ce qui entraine v => o, et par suite exige que «
soit lui-méme positif. Dans ces conditions. la relation (51), pour laquelle u est infé-
rieur & v, et = positif, est visiblement impossible, ce qui légitime notre assertion.
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D’ailleurs, dans les mémes conditions, il est facile de faire voir que les inéga-
lités (52) et (33) entrainent

xw, n,
—_—— u+—:—u—m|§)<0.

<3
™

Lo, ., J.'Q’
—— < +r—u—o9<o,

= =
et ces inégalités elles-mémes permettent de conclure, comme on s’en assurera sans
peine, que l'angle avec AC, de la tangente & la ligne %, varie toujours dans le méme
sens, ce qui est visiblement incompatible avec les hypothéses : la vitesse du courant
étant en effet la méme a l'infini en amont et en aval, la largeur asymptotique & droite
et & gauche, du fluide en mouvement au-dessus de AC, est la méme, ce qui exige
que %, posséde au moins deux points d’inflexion.

L’existence d’un sillage fermé a I'arriére de l'obstacle est donc impossible dans
ces conditions; on démontrerait le méme fait, dans le cas ou le fluide est limité par
des parois solides au lieu des lignes de glissement %, et %,; je laisse de coté la
démonstration de ce fait, démonstration analogue & la précédente, mais beaucoup

plus simple, et que le lecteur rétablira sans peine sil le désire.



