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SUR LE

CHANGEMENT D’ORIENTATION D’UN OBSTACLE

DANS UN COURAIT FLUIDE

ET SUR QUELQUES QUESTIONS CONNEXES

PAR M. HENRI VILLAT,

Maître de Conférences a la Faculté des Sciences de Montpellier.

Lorsqu’on étudie, par la méthode Helmholtz-Levi-Cività, le mouvement dans un
fluide, d’un solide dont le profil présente un angle sur sa surface antérieure, il

arrive généralement que le problème se révèle comme il11possible : sauf dans un cas

particulier, pour une valeur spéciale de l’inclinaison du solide sur le courant, la

solution formée par le procédé classique ne correspond pas effectivement au solide
donné. C’est à propos de la difficulté considérable résultant de cette circonstance,

que lI. NI. Brillouin écrivait récemment : « Pour un solide constitué par exemple
par un dièdre, ou par deux plans l’un derrière l’autre, la position même du pro-
blème est si difficile, qu’on peut se demander si le mouvement permanent de

Helmholtz est toujours possible. » (Comptes rendus, t. CLIII, p. I9I l.)
C’est o la solution de cette difficulté qu’est consacrée la première partie du

présent Mémoire, dont quelques résultats ont été résumés dans une lote présentée
à l’Académie des Sciences (Comptes rendus, t. GLI‘’, p. juin 1912). 
trons, en considérant le cas typique du dièdre, que pour un tel solide, et dont on

fait varier l’inclinaison sur le courant, un mouvement i permanent acceptable existe

toujours, il condition de supposer l’existence de plages de fluide en repos, en cer-
taines régions déterminées. Le problème se présente de deux façons tout à fait dis-

tinctes, suivant que l’angle aigu du dièdre est dirigé vers le courant ou non.
Si le solide se présente au courant pointe en ayant. le fluide mort (indépendam-

ment de celui qui constitue le sillage arrière; se place nécessairement en avant de
l’obstacle, le long d’une portion d’une seule des deux lames, à partir de l’arête com-
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mune. Si le solide sc présente pointe en arrière, j’ai déjà établi dans un Mémoire
antérieur supérieure, I9I4) qu’on pouvait toujours
trouver plusieurs solutions du problème: pour celle de ces solutions, que la dis-
cussion montre comme la plus naturelle à adopter. une plage de fluide mort vient i
se placer dans le creux de 1’>1>stacle, baignant, en avant de celui-ci, une portion de
chacune des deux lames.

Dans tous les cas, un examen minutieux est nécessaire pour établir que lcs sulu-

tions dont t il s’agit existent effectivement et sont valables.
Des résultats obtenus, on peut déduire la façon dont le problème de la résistance

peut être pose et résolu, pour un obstacle présentant un angle à sa paroi, lorsqu’on
fait varier l’inclinaison de cet obstacle sur le courant de toutes les façons possibles.

il cet objet qu’est consacrée la fin du chapitre I~’~.

Au chapitre 1(, nous avons examine le problème, intimement rattache au pré-
cèdent. du mouvement d’un fluide contenant deux obstacles l’un derrière l’autre, le

second étant de dimensions suffisantes pour empiéter sur le sillage du premier sup-
posa d’abord seul. Une modification convenable des calculs antérieurs donne la

solution de ce problème.
Une application essentielle de cette dernière question est indiquée ensuite. On

sait que lc’s théories de Helmholtz ont toujours conduit jusqu’ici a l’existence d’un

sillage étendu indéfiniment derrière les solides en mouvement. Cette extension al

l’infini peut-elle être évitée, ou bien est-elle une nécessité inéluctable dans le cas des
fluides parfaits? Comme l’a déjà montré M. Brillouin (Annales de Chimie et de

p. I9I I), cette circonstance est inévitable au moins pour les fluides

indéfinis. montrons au chapitre III, que la même conclusion doit subsister

même si le fluide est limité, soit par des parois solides fixes, soit par des surfaces de

glissement. Le sillage ouvert est donc une conséquence inévitable des équations de

l’hydrodynamique des fluides parfaits.
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[1~ lorsqu’on étudie les courants fluides à deux dimensions, par la méthode des
mouvements glissants, on sait que, si l’on place un obstacle dans un courant indé-
fini, ce courant se divise pour entourer l’obstacle, en formant un sillage à l’arrière.
Si la face antérieure de l’obstacle est une courbe dont la tangente varie d’une façon
continue, le point mort, où la vitesse est nulle et où le courant se divise avant d’en-
tourer le solide, est (sauf le cas des obstacles symétriques) un point dont la position
peut être quelconque sur la courbe: cette position dépend à la fois de la forme et de
l’orientation de l’obstacle.

Si, au contraire, la courbe obstacle présente en avant un point anguleux 0, où la

tangente passe brusquement d’une position ~l une autre, les choses se passent tout i

autrement. Deux cas principalement sont li considérer, suivant que le profil présente
en O un angle saillant ou u ii a n g l ; rentrant du côté du courant.

S’il s’agit d’un angle rentrant, il résulte des considérations développées dans
mon Mémoire inséré aux Annales de Normale (Sur la détermination des I)1’fl-
blèmes d’hydrodynamique relatifs ù la résistance des qu’on pourra
généralement trouver plusieurs mouvements correspondants, également acceptables
Ct Ct pour lesquels toutes les conditions physiques imposées par la question
seront remplies. Dans un cas et un seul, pour une orientation très particulière de
l’obstacle, le point mort coïncide (pour une des solutions susdites) avec le point
anguleux 0; dans tous les autres cas, il occupe une position, variable avec l’incli-
naison, sur l’une des deux portions de la face antérieure.

[2] Xous nous occuperons ici du cas où il s’agit d’un angle saillant : la présence
de cette particularité entraîne, comme nous allons le voir, l’existence d’une région
de fluide mort eit avant de dans des conditions qui vont ètre précisées; et ,

contrairement à ce qui se passe pour l’angle rentrant, la solution que nous alluns
édifier est probablement la seule possible (en restant lien entendu dans le domaine
de l’Hydrodynamique théorique,). Nous allons étudier complètement l’exemple le

plus caractéristique, où l’obstacle est formé de deux lames rectilignes AB et _1C; . Le

cas où A13 et seraient deux arcs de courbe continus non rectilignes, conduit ~l des

conclusions exactement analogues, légitimées par ce qui va suivre.

appellerons x - % et - x - ~ les angles que font respectivement avec le
courant général (parallèle il l’axe de la figure) les lames _1C et :113. Ces angles
sont par hypothèse, le premier positif, le second négatif, et tous deux en valeur



absolue, moindres que ;.. De plus, la condition que l’angle BAC présente sa pointe
du côte du courant, entraîne visiblement

Dans ces conditions, si l’on cherche â mettre le problème en équations, en appli-
quant intégralement la méthode exposée par 1I. ’l’. Levi-Cività dans son Mémoire

fondamental 1 (Scie e leggi di resistenza, Circolo fli 1 Palermo, Içto;), elI 1

plaçant le point mort en A, on constate a posteriori que le rapport des deux lon-

gueurs AB et est déterminé d’une manière unique. Il en résulte de suite que le

point mort ne peut être placé en (3 que pour une valeur particulière du rapport AB AC,
si les inclinaisons J -% et -x-è sont données, ou bien encore pour des valeurs

particulières des inclinaisons, si les longueurs AB et ~C sont données. C’est dans

cette dernière hypothèse que nous nous placerons par la suite; les données de la

question sont considérées comme étant : les longueurs et A.C, et l’angle 2x des
deux lames: l’angle 0. qui dénnit la position précise des deux laines, est au contraire
variable.

_1 part une valeur exceptionnelle de o, il est donc impossible de faire coïncider le

point mort avec le point :1. Si alors, on cherche à former une solution du problème,
toujours selon les principes du Mémoire de lI. en plaçant le point mort
sur :113 par exemple, et en supposant que le courant, après s’être divisé en 0, suive
le long de l’obstacle les chemins ()B et O:~C (ce dernier mixtiligne), on est conduit i

(cf. mon Mémoire cité plus haut, 1 re Partie) à ce résultat que la vitesse dans le fluide

est donnée par la relation

avec

Il en résulte jiie, au voisinage de ~ = e’~~ , ce qui correspond au voisinage du

point saillant A, la vitesse, a cause de l’inégalité (1), est infiniluent grande positive,
et, par suite, la pression aux mêmes points est infiniment grande négative. Ceci, du

point de vue physique, n’a aucun sens, et la solution est par conséquent illusoire et
a rejeter.

[3] Mais nous allons montrer qu’on peut trouver une solution acceptable, en
modifiant convenablement les principes d’Helmholtz et en faisant les hypothèses
suivantes, que le résultat justifiera. En admettant, par exemple, que le point mort 0
soit situé sur la ligne de courant qui se divise en 0, suivra, d’un côté, le seg-

ment OB et ira former la ligne de jet 03BB2 qui limite intérieurement le sillage arrière :



de l’autre côté, elle suivra d’abord le segment s’en détachera tangentiellement
en ,~ pour isoler le long du segment AD de la lame A.C, une plage de fluide mort, et
viendra se raccorder en D avec A.C, pour suivre le segment DC et la ligne de glis-
sement 03BB1 limitant supérieurement le sillage. Le long des lignes de glissement î,i
et ainsi que le long de la ligne i, qui limite le fluide mort de la région avant, on
sait que les équations de exigent que la vitesse soit constante;
nous désignerons par 1 la vitesse à l’infini du fluide: ce sera aussi par suite la vitesse

le long de i.l et î,~; la vitesse le long de i, sera désignée par Il est impossible
que l’on ait v1 = I, car, ainsi que l’a montré lI. NI. Brillouin (Annales de Chimie et

de Physique, I9II, p. i5o), la nécessité géométrique d’une inflexion sur la ligne t,

entraînerait alors que la vitesse devienne en quelque endroit supérieure à un, et que,
par suite, la pression correspondante puisse devenir négative. Pour la même raison,
il est nécessaire que z.1 soit moindre que I ; nous poserons, pour abréger 

et a désignera une quantité essentiellement positive.

FiG. ï.

Il est alors aisé de se rendre compte, en appliquant des procédés tout a fait sem-

blables il ceux que j’ai exposés dans mon Mémoire déjà cité (chap. Il), que la solu-
tion du problème ainsi posé s’obtient, si elle existe, comme il suit :

Le point z du dans lequel se fait le mouvement, se place au

moyen d’une variable auxiliaire Z, par l’intermédiaire de la relation



dans laquelle v u désigne la fonction elliptique de Weierstrass, et dans laquelle
03A9(Z) = 0398 + iT désigne la fonction de Z (régulière et uniforme dans la demi-

couronne circulaire qu’indique la figure) écrite ci-dessous :

2~

La vitesse dans le fluide, au point z, est ~r=é’~; elle fait avec l’angle (-) : la

pression correspondante est donnée par

désigne la pression du fluide à l’infini (celle-ci est quelconque positive).
L’existence de la fonction O (Z) exige (cf. H. Villat, loc. cit. , 2e Partie, p. 

que, entre les constantes x, ~~, ~~~,, ~33, cr, so, y, on ait la relation

La condition énoncée plus haut, que le courant fluide il l’infini soit parallèle
à fournit de plus l’équation

Dans toutes ces équations, la détermination de log Z est celle qui est réelle pour
Z réel positif : la détermination de

est celle qui est égale à i;: pour Z = i, et dont la variation est suivie par continuité.



[4] Il est maintenant indispensable : 10 de reconnaître si la solution ainsi édifiée

est acceptable, c’est-à-dire si l’état des vitesses est possible physiquement (ou bien
si les vitesses ne dépassent pas la valeur 1 ~ et si l’allure des lignes de glissement
fournit bien un domaine d’un seul tenant pour le liquide en mouvement, ainsi que
l’indique la figure I ; 2° de démontrer si l’on peut ou non s’arranger pour que les

points ADC soient alignés, comme l’exige la même figure 1.
Pour ce qui concerne les lignes de glissement i,i et i,:, elles doivent rester cons-

tamment convexes vers le liquide en mouvement, et il n’y a pas pour elles d’autres

conditions, puisque les limites de variations de sur ces lignes sont, par
construction, 03B1 -03B4 et zéro pour I,i ; lët’0 et - ^I. -~ pour I,;. un calcul iden-

tique à celui qu’on trouvera dans 1110n Mémoire cité. p. 473 et suiv., on trouve

que la condition précédente s’exprime par l’unique inégalité

Si l’on envisage ensuite la ligne i.. on voit qu’il sera nécessaire, pour donner à
cette ligne l’allure nécessitée par sa situation en ayant de la lame que l’angle 8

que fait la tangente au courant le long de Il, avec l’axe soit d’abord décroissant,

puis croissant, quand on parcourt cette ligne du point a au point D, 
lorsque le point i Z=-03C1(03C1>o) décrit le segment -1, -q, de l’axe réel, , décrois-
sant de 1 à q., Or, on a sans diiliculté, en faisant dans Q (Z), log Z =lab c~ ~--1;., et

en prenant la partie réelle du résultat :

La dérivée - 7? 2014 a te signe de la fonction

laquelle varie constamment dans te même sens dans l’intervalle considère, Pour

que 2014 soit négatif pour c=y, puis positif pour ?==i, après un seul
"?

changement de signe, il est nécessaire et suffisant par suite que l’on ait les deux

inégalités



On verra facilement que ces deux conditions son compatibles et qu’elles entraî-
nent l’inégalité (10).

Mais cela ne suffit peut-être pas à assurer la validité de la ligne de jet î, : il faut

encore être sûr que le minimum de e le long de i, ne descend pas au-dessous d’une

certaine limite, de façon que le dessin correspondant, soit effectivement celui de la

figure 3, et non celui de la figure 4, pour laquelle la ligne 1, se recouperait elle-même
et serait par suite a rejeter. Or, je vais faire voir qu’il résulte des conditions déjà
écrites, que le minimum de i-) ne peut pas descendre au-dessous de la valeur -~-~,
de sorte que la figure 5 indique le cas de figure-limite et que le recoupement est

impossible.

Fie. 3. Fie. 4. Fie. 5.

On a en effet, par l’équation (I 1),

puis l’inégalité (12)’permet d’écrire, puisque logp est négatif :

D’où

On voit sans peine que 20142014 est toujours positif dans l’intervalle ~, i, de valeurs
Mp

de ?. La valeur initiale de H(?) est d’ailleurs



i re

Je dis que cette quantité, minimum de H, est elle-même positive. On a

expression qui entre 203C91 (03C93e2 + ~3) et 203C91 (03C93e3 + ~3); ces deux valeurs sont
I’,~ 

- 

l ~,

essentiellement négatives, comme on le verra un peu plus loin (cf. n° lo), est

donc décroissant, depuis - jusqu’à la valeur finale

EL comme on a

il vient

D’où il résulte que I(sJ reste toujours positif, et qu’il eu est de même de H(~),
ce que nous voulions faire voir.

[5] Voyons maintenant si les vitesses sont acceptables. Il suffit de le vérifier sur

les frontières de la demi-couronne du plan Z (cf. II. Yillat, lcc validité des solu-

tions de certains problèmes d’hydrodynamique, Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 1914). Et comme les valeurs de la vitesse sont connues déjà sur les lignes
de glissement, il suffit de considérer les vitesses sur les parois solides, c’est-à-dire

pour les points Z des deux demi-circonférences |Z| = q et |Z| = r. .
Pour Z = e‘~’ (o C s [ ~), le coefficient de dans « (Z) est

il est discontinu, et égal à pour s = so. Ses deux premières dérivées sont

et

dont la seconde est toujours négative dans l’intervalle ew isagé. dT1 ds est d’ailleurs

égal , pour s = o, à



et, pour s = 03C0, à

La dernière de ces valeurs est positive, d’après la condition (;~3); quant à la pre
mière, elle est certainement négative, d’après les relations

jointes à l’inégalité ,

De tout ceci résulte que la fonction est constamment décroissante dans

l’intervalle 0, so, et constamment croissante dans l’intervalle so, -; comme elle est

égale il 0, pour s=o, ;,, on en conclut immédiate-

ment que reste constamment négatif ou nul dans l’intervalle 0. ?:, et que la

vitesse du fluide le long de la lame est toujours au plus égale à Cette

vitesse va même en croissant d’une façon continue, de la valeur zéro à la valeur 

le long de la portion 0:-B de la lame ; et de la valeur zéro u la valeur 1 le long de la

portion OB.
Enfin, en ce qui 1 concerne la paroi DC. qui correspond à 

on constate sans difficulté que la vitesse v reste constamment inférieure à 1. et

qu’elle va en croissant constamment le long de DC, depuis jusqu’à I .

[6] Récapitulant les résultats déjà obtenus, nous voyons qu’il nous faut, pour
arriver à une solution acceptable de notre problème, satisfaire à toutes les conditions
suivantes :



A ces conditions, il reste à joindre celle qui doit exprimer l’alignement des trois

points A. D, C. On l’obtiendra évidemment en écrivant que la projection tctale de
la ligne de glissement /. sur un axe perpendiculaire à DC est nulle. En désignant par
dl l’élément d’arc de cette ligne, et en se rappelant que la lame DC fait avec Ox

l’angle x - ~, on arrive ainsi à la relation cherchée, sous la forme

Il est facile d’expliciter complètement cette équation, en notant que î, correspond
a Z = - ~ (q C ~ C i), puis que l’on a

c(’on tire, sur i,, d’après (5) :

Quant à l’angle 0, il est alors donné par la relation (~ 1), dans laquelle on sait

que le logarithme du quotient des fonctions c, a pour détermination celle qui est
nulle pour ~ -1.

Ceci posé, si l’on suppose écrites encore les deux égalités exprimant que les lon-

gueurs AB et AC sont données, on aura en tout cinq égalités (outre un certain
nombre d’inégalités) entre les cinq constantes w,, wa, ; , so, a ; quant à a, ce sont

des données de la question : elles précisent l’orientation donnée des deux lames.
La position et la grandeur des lames étant données, pour montrer si le problème

est possible comme on vient de le poser, il suffit de faire voir si les conditions

ci-dessus énoncées sont compatibles par rapport aux cinq inconnues mises en évi-

dence, et si toutes les inégalités voulues sont satisfaites en même temps. Pour faire
cette vérification, nous remplacerons la donnée des deux longueurs AB et AC, par
celle des deux demi-périodes w, et 03C93; les longueurs AB et AC seront ensuite déler-
minées a posteriori sans qu’aucune difficulté puisse s’introduire en cet endroit, ear
il est facile de voir que ces longueurs seront données par des intégrales ou l’élément
différentiel est essentiellement positif.



[7] Il suffit donc de porter pour l’instant l’attention sur les inconnues y, sa, u.

Pour la commodité, nous poserons :

L’égalité (~;) et les deux inégalités (rçl) et (20) deviennent :

Employons une représentation géométrique dans le plan les deux dernières

inégalités expriment que, si l’on construit dans ce plan, les deux courbes

et

on doit avoir

Or, les courbes en question sont 1 faciles à tracer. La variable tt doit varier seule-

ment entre 0 et CI).; on constate sans peine que dans cet intervalle 1’{ croît cons-
tamment de 0 à la dérivée étant elle-même croissante à partir de la valeur

positive et + ~1 03C91 (cf. Tannery et Fonctions elliptiques, XXX, 1). En ce qui con-’

cerne v2, on a immédiatement

Cette expression varie, en décroissant, depuis

jusqu’à



(Tannery et Molk, XXX, 2, 3) de

rQ part donc de zéro en croissant. puis décroît jusqu’à la valeur

évidemment nulle. On peut donc tracer les deux courbes indiquées sur la figure.

FIG. 6.

La courbe 1’1 est d’ailleurs toute entière au-dessus de la courbe ,, it cause des

relations

[8] Cela étant, donnons-nous pour le moment une valeur de u de ~~~
entre les limites 0 et c,~, , et voyons a quoi est assujettie la position du point Vl de
coordonnées (u, ~) sur la droite d’abscisse u. Ce point NI devra être situé sur le seg-
ment de la figure, mais il ne saurait y être pris quelconque. Il faut en effet



tout d’abord que la droite 0394, menée par et de pente l03C0 203C9103C92, ait pour ordonnée à

l’origine une valeur négative 
t 

(203B1 - 03C0), à cause de l’équation (24). Or, la droite
’ ’

parallèle menée par a certainement une ordonnée positive. Car si l’on place
le point NI en cela revient, en se reportant aux calculs antérieurs, a faire en sorte

que l’angle 0398 sur la ligne i" angle donné par la formule (1 en fonction soit

décroissant lorsque F croit. Comme les valeurs extrêmes de cet angle sont et

;. - .x - ~ , on voit que cela exige

ce qui légitime évidemment l’assertion susdite. Ce cas ne saurait donc convenir au
problème actuel.

Au contraire, la droite parallèle à ~ menée par a une ordonnée à l’origine
sûrement négative; car si l’on place le point 11 en 11~, cela revient dans les calculs

rappelés il . a un instant à faire en sorte que l’angle (y le long de i soit constamment
croissant, et par suite le sens de l’inégalité précédente est renversé, ce qui corres-

pond par suite à

Si donc on mène par le point 0 une parallèle à ~, cette parallèle rencontrera le

segment en un point 1Z~, et seul le segment donnera des positions accep-
tables pour le point :11.

Or, pour i placé en nous venons de le voir, l’angle 0 relatif à i, croît à partir
de cela correspond à une mise en place des éléments du mouvement, telle

que l’indique la figure y :

FIG. 7.

La lame DC prolongée ne rencontre certainement pas la lame AB, puisque la

ligne de jet est convexe vers le liquide en mouvement, d’après les calculs du

paragraphe !~ : ajoutons ici, à titre d’indication secondaire, que le rayon de courbure
de i, est infini au point D de raccordement avec DC. (Cela résulte d’un calcul sem-
blable à celui qu’on trouvera dans le Mémoire cité, Annales de l’École S., IgI4.)



Si, au contraire, nous plaçons M en 13, la disposition correspondante sera telle

que l’on ait 2~2014 ~=o: et comme l’angle des deux lames ~B et DC est cela veut

dire que ces deux lames seront alors parallèles, et l’on aura la disposition de la

figure 8 :

8.

La tangente a la ligne AD, d’après les calculs antérieurs, fait en effet avec Ox un

angle, d’abord décroissant, puis croissant.
Ceci posé, observons que si nous faisons décrire au point li, d’une façon con-

tinue, le segment c’est-à-dire que, u restant fixe, si nous faisons varier b dans

les limites correspondantes, toutes choses étant égales d’ailleurs, nous aurons alors
dans le plan du mouvement une configuration variable, dont la variation sera con-
tinue, ainsi qu’il résulte facilement du caractère des équations utilisées dans la

théorie précédente, et les configurations initiale et finale répondront aux dessins
tracés ci-dessus. Il est donc clair que dans la déformation continue qui fait passer
d’une configuration à l’autre, il J a une situation intermédiaire pour laquelle la
lame DC prolongée ira passer par le point A. Pour ce cas intermédiaire, l’inté-

grale (21) sera nulle.

[9] De la va résulter l’existence de la solution annoncée antérieurement. Donnons-
nous en effet des valeurs de u et de y entre les linlites respectives requises; 
ce qui vient d’être dit, il existera une valeur de v correspondante pour laquelle la

configuration répondra bien à la figure primitive i ; cette valeur pourra toujours
d’ailleurs être calculée avec l’approximation qu’on voudra, par des calculs longs al la

vérité, mais sans difficultés spéciales. Cela déterminera, dans la figure f~, un point 1~1,
de coordonnées tt, ~, par lequel nous mènerons une parallèle a la droite ~; cette

parallèle rencontrera l’axe (~~ en un point dont l’ordonnée, négative d’après ce qui
précède, nous fournira la valeur correspondante de x.

Remarquons maintenant que, dans les calculs jusqu’ici effectués, ~ n’intervient
nulle part explicitement, car, d’après l’expression (II) de l’angle s’élimine dans

la quantité 0398 - x + ~. Il reste alors, en profitant de l’équation l 1 a a, al calculer la



valeur de ~, valeur dont tout ce qui précède est resté indépendant. Or, on peut
vérifier, et cela résulte d’ailleurs des calculs de mon Mémoire cité plus haut (n° I), que
la quantité

considérée comme fonction de y, décroît, lorsque y varie entre 0 depuis la

valeur 7: jusqu’à la valeur -03C0. De sorte que, si y est donné, la valeur tirée de

l’équation (t8). pour o, satisfera aux deux inégalités

c’est-à-dire justement aux inégalités voulues pour que c soit acceptable, d’après la
théorie précédente.

[10] Il reste toutefois une difficulté en suspens ; nous avons admis implicitement,
il y a un instant, que la valeur trouvée pour x, par la construction de la droite

parallèle a ~ dont il a été question, était sûrement acceptable. Il en est effectivement
bien ainsi, comme nous allons le faire voir. Cette valeur est déjà, nous le savons,

inférieure à ~; il faut encore (et il suffit) qu’elle soit positive. Comme il est évident -

2

que la valeur correspondant à un point ~11 de la figure 6 diminue quand le

point M décrit le segment M3M2 à partir de il suffira de montrer que la valeur

qui correspond à la position ~I~ est positive pour qu’il en soit sûrement de

même de celle qui nous occupe. Or, dans ce cas particulier, on a en même temps les
deux équations

desquelles nous tirons sans difficulté, en utilisant la condition connue

la relation suivante :



On a, par suite,

et la variation de x en fonction de u, dans l’intervalle 0, ~,~i, en résulte aisément : la

dérivée varie en effet, toujours en décroissant, de 03C93 i e2 + ~3 i à 03C93 i e3 + ~3 i. Or, ces
deux valeurs sont négatives. Pour nous en assurer, faisons la transformation

et posons

On tire aisément des formules d’homogénéité les relations

on l’accent désigne les quantités relatives aux fonctions elliptiques de demi-périodes

03C9’1 et c,>.’. Les valeurs limites de d03B1 du rendront alors la forme1 3 
’~ .

ou bien (cf. Tannery et Molk, XXX, i, 2)

et

dont le signe est évident.

Ceci posé, la valeur de 03B1 pour u = o est visiblement 03C0 2; pour u=03C91, sa valeur
finale est t

c’est-à-dire zéro. Il en résulte donc bien que x, tiré de l’équation (28), est toujours
positif, ce qu’il fallait démontrer.



Le même fait pouvait du reste se prévoir sur la figure 6. sur laquelle on se rend

compte que toute parallèle à A menée par un point NI, se trouve située au-dessus de
la droite de même direction passant t au point t de coordonnées e~l et zéro. Or, cette

dernière droite a pour équation

et son ordonnée à l’origine est - . . Si l’on égale cette expression à i 203C93(203B1-03C0),
on voit que la valeur de x correspondante est nulle. Les valeurs de x, correspondant i
aux droites issues des points sont donc nécessairement positives.

Finalement, donc, il resuite de tout ceci qu’il existe bien une solution, et accep-
table, du problème tel que nous l’avions pose. la configuration correspondante
étant celle qu’indique la figure t .

] 11 est maintenant facile de déduire de nos résultats la manière dont il faut

concevoir la solution du problème de la résistance pour un obstacle donne, dont le
contour présente un point anguleux, et dont l’orientation est variable sur le courant
fluide.

Prenons l’obstacle type forme des deux lames A.B et et plaçons-le d’abord, la

pointe en avant dans le courant, dans l’orientation qui convient au problème de
T. c’est-à-dire telle que le point mort sur la face antérieure de l’obstacle
coïncide avec le point :1. (Cette orientation dépend du rapport des longueurs des
deux lames.) Partant de cette position initiale (fig. ç~), faisons tourner d’une façon
continue l’obstacle autour du point A par exemple, dans le sens des aiguilles d’une
montre.

F)c. 10.

Une plage de fluide mort viendra prendre naissance 10) au voisinage du

point A, le long de AD, et se développera de plus en plus à mesure que nous ferons
tourner l’obstacle, la portion DC de la seconde lame, léchée par le courant, devenant



de plus en plus faible, jusqu’au moment Il) où la lame AC viendra disparaître
toute entière dans le sillage de la lame L’inclinaison limite correspondante sera
très facile à déterminer, théoriquement au moins, avec l’approximation qu’on
voudra : il suffira par exemple de tracer, pour la lame ~B supposée seule, et dans
différentes orientations, la solution du problème classique de lord Rayleigh et

’1’. Levi-Civita, et, sur les dessins obtenus, de placer la lame ~~C qui complète notre
’ 

obstacle actuel. On déterminera ainsi, d’abord par tâtonnements et ensuite en inter-

calant autant de figures qu’on voudra pour les orientations intermédiaires, la valeur
de l’orientation pour laquelle l’extrémité de AC tombe exactement au bord du sillage
supérieur produit par la lame AB supposée seule (fig. cl).

li n;. > > . 12.

~1 partir de cette orientation, la lame ~1C reste dans le sillage de (fig. 1 ~>. ). si

l’on continue a faire tourner l’obstacle, il arrive un moment où AC viendra empiéter
cette fois sur le bord inférieur du sillage (fig. I3). A partir de ce moment, par suite,
la solution devra changer de caractère ; les choses se passeront comme l’indique la

figure I!~, le creux limite par étant occupe par du fluide mort; l’étude de

Fie. i3. Fie. i~

cette configuration est entièrement analogue à celle de la figure i, qui acte exposée
ci.dessus; nous laissons au lecteur le soin de s’assurer qu’on obtient la solution

correspondante par des moyens tout semblables aux précédents, avec des modifica-
tions peu profondes.

L’inclinaison croissant encore, le point D s’avance du côte de A et la plage ABD
diminue d’importance; en même temps, le point mort 0 s’avance vers le point B



jusqu’au moment où il quittera la face ~» de la première lame pour venir se placer
sur le côté opposé de la même lame. (Nous laissons provisoirement de côté le passage
du point 0 d’un côté à l’autre de 

Le point 0 étant situé sur la seconde face de AB. la configuration correspondante
sera celle de la figure i5, pour laquelle les calculs ont été explicités dans mon
Mémoire déjà cité. inséré aux Annales de l’École Normale (I9I4). Xous ayons vu alors
dans cette étude qu’il existait plusieurs solutions distinctes correspondant a ce cas de

figure, et qu’on pouvait en édifier en admettant ou non la présence de la plage de
fluide mort le long de Les considérations qui précèdent permettent de penser
que la présence du fluide mort n’est nullement invraisemblable; il est au contrairc

naturel que, dans la déformation continue du mouvement par suite de la rotation

de l’obstacle, cette plage morte provienne de celle indiquée dans la figure 14, oci elle
existe nécessairement. La solution, explicitement développée en rappelé,
pour laquelle la ligne de jet ED part de ~’~ avec un rayon de courbure infini, est celle

dont parait la plus probable.

Fie. i5. FIG. 16.

La rotation de l’ubstacle continuant ensuite, le point 0 s’avancera de B vers A, et
il finira par atteindre ce point, la plage morte venant s’y confondre (fig. 16) pour une
valeur de l’inclinaison qu’on peut facilement calculer à l’avance. en appliquant les
formules de ’J’. Levi-Cività à l’obstacle formé de deux lames formant un angle se

présentant au courant pointe en arrière (le point mort étant au sommet de l’angle
dans les formules en question).

:B partir de ce moment, si l’on fait continuer la rotation, le point mort 0 passe
sur la lame et l’on obtiendra des phénomènes analogues aux précédents, mais se

présentant dans l’ordre contraire jusqu’à ce qu’on soit revenu à la position initiale

primitivement choisie.



[12] Xous devons maintenant dire un mot d’une difficulté spéciale qui se pré-
sente pour le passage de la configuration i4 à la configuration au moment où le

point 0 se rapproche du point B. La solution cesse en efTet d’être acceptable ayant

qu’on soit parvenu au point B. Il est facile de s’en rendre compte en considérant par
exemple le cas de la figure 1 5.

Reportons-nous aux calculs du Mémoire indique; l’hypothèse limite OB=o

exige, avec les notations employées en cet endroit, que l’on ait s~ = o; il en résulte

que les points lI et P de la figure sont confondus avec l’origine, et par suite qu’on

a 03B1=03C0 2; les deux lames sont donc en prolongement l’une de l’autre; on a ensuite

(équation 8) a=o, et l’équation (9) donne alors 03B4=03C0 2; par conséquent, la lame

BAC est dans le sens du courant, le fluide s’écoule uniformément parallèlement à la
lame, sans que la présence de celle-ci modifie en quoi que ce soit le mouvement.

Les calculs en question ne conduisent donc pas, dans le cas limite, ~l une configu-
ration qui réponde a la figure 1 a?.

Fie. iy. FIG. 18.

Il est facile de comprendre d’où provient cette difficulté : elle est causée par le
fait que nous supposons la lame .AB sans épaisseur, ce qui, du point de vue phy-
sique, n’a aucun sens. En pratique, cette lame a nécessairement une épaisseur, et si

petite que soit celle-ci, cela modifie les calculs dès que le point 0 est voisin de B

(mais d’ailleurs seulement dans ce cas) ; si, par exemple, on place la lame supposée
seule parallèlement au courant, le front BB’ de celle-ci, si petit soit-il, suffit pour
engendrer un sillage dans lequel la lame entière se trouve enveloppée. Si l’on met
en équation le problème actuel, en tenant compte du profil BB’, on constate, par
des procédés analogues à ceux qui ont été exposés, que le point t 0 se déplace en
suivant le profil BI3’ pour passer d’une face à l’autre de la lame ce qui permet
a jonction des cas représentés par les figures i~ et i5.



CHAPITRE H. 

[13] Dans ce chapitre, nous allons exposer, comme se rattachant directement,
pour ce qui concerne la méthode suivie, aux problèmes dont il a été question précé-
demment, un problème dont l’importance et la difficulté spéciales ont été mises en
évidence par lI.1S. Brillouin, dans une Note des Coinptes rendus (Surfaces cle 

sement; généralisation cle la théorie d’Helmholtz, C. R., t. CLIII, I9I t, p. 43).
Il s’agit du mouvement d’un courant fluide rencontrant un obstacle derrière

lequel il s’en trouve un second. Le problème posé par Îl. ~l. Brillouin concerne

deux lames rectilignes placées l’une derrière l’autre ; nous envisagerons plus généra-
lenlcnt deux dièdres placés l’un derrière l’autre, et nous expliciterons rapidement la
solution de ce cas. Si les deux obstacles avaient des formes quelconques données,
non formées de segments rectilignes, la solution s’édifierait exactement de même,

en utilisant les procédés que j’ai décrits dans une Note des Comptes rendus, t. CLII,

I9II, p. 1081. Nous supposerons les solides symétriques par rapport à une parallèle
au courant général, et nous supposerons également, bien entendu, que l’obstacle
arrière soit d’une envergure suffisante pour ne pas se trouver noyé dans le sillage
de l’obstacle avant; la construction classique de la solution correspondant a un seul
obstacle permet de s’assurer sans la moindre difficulté, s’il en est ainsi.

Avec les notations déjà usitées pour cet ordre de sujets, nous poserons + 

t et ~~ étant le potentiel et la fonction de courant dans le plan z == x + iy, du mou-
vement ; nous choisirons ~.~ = o le long de la ligne de courant OA.BCD et nous
modifierons le potentiel ~, comme nous en avons toujours le droit, par l’addition
d’une constante telle que, en désignant par 03C61, 03C62, 03C63 les valeurs de 03C6 qui corres-
pondent respectivement aux points B, C, D, on ait la relation

Ceci posé, faisons abstraction de la moitié inférieure du fluide, au-dessous de

l’axe ce que nous réalisons en supposant l’existence, le long de O.A, d’une paroi
solide fictive s’étendant jusqu’à l’infini en amont. Puis utilisons les principes clas-

siques, pour faire correspondre conformément le domaine du plan f, répondant au
domaine fluide envisagé, à l’aire d’une demi-couronne circulaire. Laissant au lecteur
le soin de vérifier les détails du calcul, j’énonce immédiatement les résultats :



Les trois nombres caractéristiques, e~, e?, e3, racines de la de la fonc-

tion elliptique c~~), ~~~~~, étant respectivement égaux à ~3, ,;~, ~i, en posant

la relation

fait correspondre les plans f et Z comme il suit :

paroi 

paroi 

ligne de jet BC :

paroi CD : 1

ligne de jet DE :

FIG. 20

Le long de la ligne de jet DE, la vitesse du courant doit être la vitesse a l’infini.

que nous supposerons égale à un ; le long de 13C, la vitesse doit être constante et

inférieure à un; connue au paragraphe 3, nous poserons

en désignant par vt la vitesse en question (a est donc positif).
Dans ces conditions, en appelant ~> = Û ~ i’l’, une certaine fonction de Z, celle

qui joue le rôle analogue à la fonction Q du chapitre 1"’, régulière dans le domaine
considère, la liaison des plans = et Z sera réalisée par la relation



Maintenant, en appelant x et § les angles (entre 0 et ~.) que font ~~B et CD

avec on devra déterminer la fonction « (Z) par les conditions

[14] Il résulte immédiatement des résultats de mon Mémoire sur la résolution

de certaines équations intégrales... (Acta Mathematica, I9I5), qu’une telle fonction

~~ (Z) existe sous la condition

et les calculs développés dans mon Mémoire Sur la détermination des problèmes
d’hydrodynamique..., déjà cité au n° I, permettent d’ailleurs de prévoir, sans eflectuer
de nouveaux calculs, que la fonction en question sera de la forme

et B~ désignant deux constantes, d’ailleurs réelles, et les conventions relatives à la
détermination des logarithmes étant ici les mêmes qu’au n° 3. On est ainsi conduit,
sans difficulté, après des calculs que je ne reproduis pas, a l’expression suivante

Si maintenant on cherche à exprimer que la solution correspondante est valable
et générale, on est conduit, par des calculs extrêmement semblables à ceux du cha-

pitre Ier, à constater qu’il en est effectivement ainsi, moyennant les seules conditions
restrictives :



Comme au Il’) [., on constatera que l’angle Q, le long de ~C, ne descend pas
au-dessous de la valeur zéro, et, par suite, le dessin correspond bien à la figure 2 1 et
non à la figure 22, la ligne BC ne pouvant se recouper elle-même, ni venir couper
l’axe 

FjG. 21. FiG. 22.

On a ainsi comme paramètres les quantités 03C91, 03C93, a, s0, soumises aux condi-

tions (56), (5f)), jointes a

Une seule d’entre elles, l’équation (36), est une relation d’égalité. Il reste donc
finalement trois paramètres indépendants, lesquels seront déterminés par les condi-
tions de la figure rg, c’est-à-dire, par exemple, par la donnée des longueurs AH,
AA’, A’D . ’

Pour édifier la solution, il est manifestement préférable de laisser indépendants
les trois paramètres en question et de déterminer a posteriori les longueurs énoncées
il y a un instant ; aucune difficulté ne peut s’introduire dans le calcul de ces lon-

gueurs, calcul qui se réduit à celui d’intégrales définies à éléments positifs.

[15] On voit alors très aisément dans quelles limites le problème sera possible,
le système de conditions actuel étant tout semblable au système (r5-~o) du chapitre
précédent. En posant, comme ci-dessus,

puis construisant les deux courbes

nous devrons avoir :



L’équation (36), devenue

exprimera, d’autre part, que la droite menée par le point de coordonnées ~ ~,

parallèlement il la direction de pente L ~ , sur la figure 23, a pour ordonnée a
203C9103C93

l’origine i(03B2 - 03B1) .

2t~3~

FIG. 23.

Par suite, si 03B1 et 03B2 sont donnés, on aperçoit quelle est la région, telle que 

ou ’1 ’2 suivant les cas, où l’on devra placer le point v) pour que le problème
puisse être résolu, sachant déjà que ce point doit nécessairement être situé dans l’aire

comprise entre les deux courbes B’{ et ~s de tout à l’heure, et l’asymptote verti-
cale u = c~~.

Si l’on préfère, se donnant arbitrairement le point li dans l’aire en question, et
se donnant également la valeur de l’angle x, la construction de la droite ~ de la

figure 23 fera connaître a posteriori la valeur de l’angle 03B2; cette dernière, pour être

valable, devra être comprise entre zéro et 7:; la condition ; > o n’introduit aucune
restriction, car toute parallèle à 0394 menée par un point de l’aire en question, se trouve
placée au-aessus de la droite ~~, à laquelle on constate de suite qu’il correspond
à ,~ = a. La condition ~~ ~ ,-., au contraire, limite en hauteur la position du
point Ni .



[16] Si pour fixer les idées, on se place dans le cas du problème de il. ü. Bril-
louin, pour lequel les lames sont parallèles et normales au courant, ou dans le cas

plus général où elles sont simplement parallèles, on devra faire 3=x. Dans ces
conditions, la droite A devra passer par le point 0. Dans tout l’intervalle Ow,, de
valeurs de u, les points de cette droite .1o tomberont tous dans l’aire indiquée, et le

problème sera toujours possible, en prenant le point t NI sur cette droite : en effet, les

coefficients angulaires des tangentes OT1 et OT2 aux deux courbes 1’. et v2, sont rcs-

pectivement 03B1 03C0(~1 03C91 + es ) et 
x 

r’ 1 

+ e B , et l’on a les inégalités :

Ces inégalités résultent au fond, implicitement, des raisonnements du n° 8 et du
fait que le point M3 de la figure 6 tombe toujours entre et comme on l’a

démontre en cet endroit. On peut d’ailleurs les vérifier ici directement de la façon

suivante : observons cause de la relation r i! c~, 3 - ~r ~3 ~ i =1 ~L, , déjà utilisée, ces

inégalités peuvent s’écrire :

Puis passons des demi-périodes 03C91 et aux demi-périodes 03C9’1 et 03C9’3 définies
par (ag); les conditions à vérifier deviendront (cf. n° 10)

et

ce qui est certainement vrai, puisqu’on a

et



. CHAPITRE III.

[17] Par une application presque immédiate de ce qui précède, nous allons
obtenir un inlportant résultat relativement il une propriété générale concernant les
mouvements glissants des fluides. On sait que, dans la considération de tels mou~~e-
Illents, les sillages que l’on est amené a admettre à l’arrière des obstacles solides

sont ouverts à l’arrière et s’étendent indéfiniment dans la direction aval. Cette pro-

priété est-elle absolument inhérente à la théorie même ou bien ne pourrait-on pas
s’en affranchir? Pour ce qui concerne le cas du fluide indéfini, M. M. Brillouin, dans

son du Journal r_le Chimie cI I (1 Il), a montré que l’hypothèse en

question était inéluctable. Mais il est permis de se demander si, pour un fluide

2~.

limite, des mouvements tels que l’indique la figure 24 ne. seraient pas possibles : le

long des lignes de jet 03BB2 et î,2 qui limitent le fluide, la vitesse serait constante et

égale a la vitesse à l’infini ; le long des lignes qui limitent le sillage arrière,

la vitesse serait également constante. Il faudrait que l’on ait  r si l’on voulait

FjG. 25.

que le mouvement soit général et corresponde à une pression quelconque à l’infini;
mais nous allons voir dans un moment que, même dans l’hypothèse 1 ,-la confi-

guration que nous cherchons à réaliser est impossible. Xous écrirons, comme anté-
rieurement, = c~, sans rien supposer a priori sur a.



Si le mouvement tel qu’on l’a figuré était possible, il le serait notamment dans

le cas où il existe un axe de symétrie parallèle au courant à l’infini. Par l’adjonction
de deux parois fictives rectilignes,  et 03C92, on pourra dans ce cas ne considérer que
la moitié du fluide en mouvement. Posant alors, en gardant toutes les notations
usitées plus haut,

~!~~ désignant la valeur de la fonction de courant (supposée nulle sur ABC) sur la

ligne î,9. Si l’~ et sont les valeurs de F qui correspondent aux points B et C, on

pourra toujours, en profitant du fait que le potentiel 9 n’est défini qu’à une cons-
tante près, s’arranger pour avoir

Posant ensuite

avec e2 = e3 = F!, on est ramené, dans le plan Z, au même domaine

que dans le chapitre II, et la fonction Q(Z) qu’il s’agit d’y déterminer est la même

que dans ce même chapitre, dans le cas d’un obstacle ~~B rectiligne, à condition de

supposer dans les formules antérieures ;~=o.
Je dis maintenant que le. problème ainsi posé est impossible.
En effet, tout d’abord la condition d’existence (36) pour la fonction Q(Z) devient

ici, avec les notations déjà employées,

puis l’allure de la ligne de jet qui doit nécessairement posséder un point 
flexion, exige encore les deux inégalités

Par suite, sur la figure du plan le point ~) doit nécessairement être

placé entre les deux courbes et v2, ce qui entraîne v>o, et par suite exige que rx

soit lui-même positif. Dans ces conditions, la relation (5i), pour laquelle u est infé-
rieur à c,y et x positif, est visiblement impossible, ce qui légitime notre assertion.



404

D’ailleurs, dans les mêmes conditions, il est facile de faire voir que les inéga-
lités (5~) et (53) entraînent

et ces inégalités elles-mêmes permettent de conclure, comme on s’en assurera sans
peine, que l’angle avec AC, de la tangente à la ligne i,~ varie toujours dans le même
sens, ce qui est visiblement incompatible avec les hypothèses : la vitesse du courant t
étant en effet la même à l’infini en amont et en aval, la largeur asymptotique à droite
et à gauche, du fluide en mouvement au-dessus de AC, est la même, ce qui exige
que possède au moins deux points d’inflexion.

L’existence d’un sillage fermé à l’arrière de l’obstacle est donc impossible dans
ces conditions; on démontrerait le même fait, dans le cas où le fluide est limité par
des parois solides au lieu des lignes de glissement I,f. et î,~; je laisse de côté la

démonstration de ce fait, démonstration analogue à la précédente, rnais beaucoup
plus simple, et que le lecteur rétablira sans peine s’il le désire.


