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’ELECTRODYNAMIQUE DE HELMHOLTZ-DUHEM

SON APPLICATION AU PROBLEME DU MUR
ET A LA

DECHARGE D'UN CONDENSATEUR SUR SON PROPRE DIELECTRIQUE

Par l.outs ROY.

INTRODUCTION

« 11 est, en Physique mathématique, unc doctrine particuliérement difficile et
compliquée : c’est la théorie de 1'électricité et du magnétisme. Le génie des Poisson
et des Ampére en avait mis les principes dans une clarté toute francaise; ’ceuvre de
ces grands hommes avait, avant le milieu du dix-neuviéme siécle, servi de guide aux
travaux que les plus illustres physiciens allemands, les Gauss, les Weber, les Neu-
mann, avaient accomplis pour les compléter; tous ces efforts, inspirés par Uesprit
de finesse en méme temps que disciplinés par U'esprit géométrique, avaient édifié
I'une des doctrines de Physique les plus puissantes et les plus harmonieuses qu’on
elit jamais admirées (*). »

« L’Electrodynamique apparaissait donc, en 1860, comme un vaste pays dont de
hardis explorateurs ont reconnu toutes les frontiéres; I'étendue exacte de la contrée
semblait connue; il ne restait plus qu’d étudier minutieusement chacune de ses.
provinces et & exploiter les richesses qu’elle promettait & I'industrie.

« Cependant, en 1861, 4 cette science qui semblait si complétement maitresse de
son domaine, unc région nouvelle et immense fut ouverte; et I'on put croire alors,
beaucoup pensent encore aujourd’hui, que celte extension subite devait non pas
seulement accroitre I'Electrodynamique, mais encore bouleverser les parties de cette
doctrine que 'on regardait comme constiluées d’une maniére & peu prés définitive.

« Cette révolution était I'eccuvre d’un physicien écossais, James Clerk Maxwell (%). »

« Ce physicien était comme hanté par deux intuitions.

« En premier lieu, les corps isolants, ceux que Faraday a nommés diélectriques,

(*) P. DunEwm, La Science allemande, p. 125.
(®) Ip., Les théories électriques de J. C. Maxwell, p. 5.
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doivent jouer, & I'égard des phénoménes électriques, un role comparable & celui que
jouent les corps conducteurs; il y a lieu de constituer, pour les corps diélectriques,
une Electrodynamique analogue & celle qu'Ampére, W. Weber, F. Neumann ont
conslituée pour les corps conducteurs.

« kn second lieu, les actions électriques doivent se propager, au sein d’un corps
diclectrique, de la méme facon que la lumiére se propage au sein d’un corps trans-
parcut; ct, pour une méme substance, la vilesse de I’électricité ot la vitesse de Ia
lumiére doivent avoir la méme valeur. .

« Maxwell chercha donc a étendre aux corps diélectriques les ¢quations de la
théorie mathématique de I'électricité et & mettre ces équations sous une forme telle
que Videntité entre la propagation de I’électricité et la propagation de la lnmiére s’y
reconniit avee évidence. Mais les lois les miecux établies de VElectrostatique et de
I'Electrodynamiqgue ne se prétaient point A la transformation révée par le physicien
¢cossalx, Tantot par une voie, tantdt par une autre, celui-ci s'acharna, tant que dura
sa vie, a réduire ces équations rebelles, & leur arracher les propositions qu’il avait
entrevues el qu’avec un merveilleux génie il devinait toutes proches de la vérité:
cependant, aucune de ses déductions n’était viable; s’il obtenait enfin les ¢quations
souhailées, ¢'¢tait, a chaque tentative nouvelle, au prix de paralogismes flagrants,
voire de lourdes fautes de caleul.

« Pour saisir les vérités que lui révélait sa pénétrante intuition, lesprit de
finesse le plus primesautier et le plus audacieux qu’on et vu depuis Fresnel y im-
posait silence aux réclamations les mieux justifiées de I'esprit géométrique. L'esprit
géométrique avait, & son tour, le droit et le devoir de faire entendre sa voix.
Maxwell était parvenu jusqu'a ses découvertes par un sentier coupé de précipices
infranchissables & loute raison soucieuse des régles dela Logique et de I'Algébre; il
apparlenait & esprit géométrique de tracer une route aisée par ot l'on pit, sans
manquer en rien A la rigueur, s'élever jusqu’aux mémes vérités.

« Celte ceuvre indispensable fut menée a bien par un Allemand. H. von Helm-
holtz montra comment, sans rien abandonner des vérités éprouvées que 'Electro-
dynamique avait depuis longtemps conquises, sans heurter d’aucune fagon les régles
de la Logigue et de I’Algébre, on pouvait cependant atteindre au but que le phy-
sicien écossais s'¢tait proposé; il suffisait, pour cela, de ne pas imposer a la propa-
gation des actions ¢lectriques une vitesse rigoureusement égale & celle que Maxwell
lui assignait; cette vitesse-1a était seulement trés voisine de celle-ci.

« L’esprit de finesse el esprit de géométrie trouvaient également leur comple
dans Ia belle théorie de Helmholtz; sans rien renier de I'Elecirodynamique cons-
truite par Ampére, par Poisson,'par W. Weber, par F. Neumann, elle I'enrichissait
de tout ce que les vues de Maxwell contenaient de vrai et de fécond (*). »

(*) P. Dvurw, La Science allemande, p. 127.
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«. Prolongement naturel des doctrines de Poisson, d’Ampére, de Weber et de
Neumann, cette théorie conduit logiquement des principes posés au commencement
du dix-neuviéme siécle aux conséquences les plus séduisantes des théories de
Maxwell, des lois de Coulomb & la théorie électromagnétique de la lumiére; sans
perdre aucune des récentes conquéles de la science électrique, elle rétablit la con-
tinuité de la tradition ('). »

La théorie de Helmholtz a éLé propagée en Irance et développée par le signa-
taire des lignes qui précédent, qu'une mort pr(rméturée vient d’enlever & la Science,
mais que I'importance de I'ceuvre qu’il laisse place au nombre des plus grands phy-
siciens francais. Toutefois, dans I'estime qu’il professait pour cette théorie, P. Duhem
n’a pas dit que la rigueur et U'esprit de clarté qu’il y admirait étaient en partie son
ceuvre. Et, en effet, en la faisant connaitre en France, il I'a en quelque sorle
refondue, soit en modifiant 'enchainement primitif, soit en éclaircissant certaines
démonstrations restées obscures, toujours en employant les ressources variées de
I'Energétique & lui donner cette belle ordonnance, celte unité et ce tour si personnel
auxquels se reconnaissent immédialement ses écrits. Sans diminuer I'ccuvre de
Helmholtz, on peut donc dire que grice a celle de Duhem, qui est I'épanouissement
de la premitre, I'Electrodynamique des milieux en repos constitue aujourd’hui un
corps de doctrine, qui présente la méme harmonie et le méme caractére d’ache-
vement que les théories les plus anciennement constituées de la Physique mathéma-
tique et auquel le nom de Duhem mérite de rester attaché a cdté de celui de
1lelmholtz.

Le présent Mémoire est I'applicalion de cette Electrodynamique & un probléme
assez simple pour pouvoir étre poussé jusqu’aux applications numériques et qui ren-
ferme, comme cas particulier, la théorie approfondie d’an phénoméne familier aux
physiciens, celui de la décharge d'un condensateur sur son propre diélectrique sup-
posé¢ imparfaitement isolant. On considére un mur d’épaisseur finie confinant A deux
milieux indéfinis, qui peuvent élre soit des diélectriques non conducteurs, soit des
conducteurs de résistivité nulle; il s’agit de déterminer V'état du systéme résultant
d’un élat initial donné arbitrairement dans tout I'espace.

Pour simplifier, cel état initial est supposé le méme en tous les points d’un plan
quelconque paralléle aux faces du mur; il en est alors de méme de Uétat du sys-
téme 4 un instant quelconque, de sorte que les grandeurs qui fixent cet état ne sont
fonctions que de deux variables indépendantes : le lemps £ et 'abscisse  du point
considéré comptée perpendiculairement aux faces du_mur.

La solution complele de ce probléme se raméne  la recherche du potenticl vec-
teur total (&, (3, J6) dans tout l'espace. On en déduit aisément le champ magné-

tique, le potentiel électrique, puis le champ électrique comme résultante de deux

(" P. Dunewm, Les théories éleclriques de J. . Marwell, p. 225.
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champs partiels : le champ électrostalique et le champ électrodynamique et électro-
maguétique.

Du fait que nous n’avons ici qu'une seule variable géométrique x résultent des
simplifications importantes : les trois composantes F, (}, J6 du potenticl vecteur
total se déterminent séparément; le potentiel électrique ne dépend que de la seule
composanle longitudinale F et le champ magnétique que des deux cbmposantes
transversales (3,, J6. Comme c’est le potentiel éleclrique qui nous intéresse tout
spécialement dans le phénomene de la décharge d’un condensateur, nous nous bor-
nons, dans ce Mémoire, & déterminer la fonclion & et les grandeurs qui cn dérivent;
cela revient & supposer qu’a Uinstant initial les fonctions (3,, 6 sont nulles ainsi que
Teurs dérivées par rapport au temps. Le champ magnétique est alors nul a chaque
instant ct le champ électrique purement Jongitudinal.

Pour connaitre I'état du systéme en un point quelconque de I'espace et pour une
valenr quelconque positive ou négalive du temps, il faut déterminer les fonctions
qui fixent cet ¢tat dans tout le plan des deux variables indépendantes a, 2. On est
ainsi conduit & tracer dans ce plan cerlaines droites qui le partagent en dix-sept ré-
gions, dans lesquelles ces fonclions regoivent des déterminations analytiques diffé-
renies. Pour avoir 1'état du systéme & Uinsiant ¢, il faut alors suivre ces détermina- '
tions le long d'une paralléle & Paxe des 2 d’ordonnée {. Cette paralléle est coupée
par les droiles précédentes en quatre points mobiles quand ¢ varie et ces points sont
les abscisses de quatre plans d’ondes formant deux trains, qui se propagent en sens
inverse avec la vitesse de la lumicre dans I'éther, de manicére & coincider avec les
deux faces du mur & Uinstant initial. Ces ondes sont, au sens d’Hugoniot, du second
ordre pour le potenticl électrique et du premicer ordre pour les champs ¢électriques
partiels.

En particularisant les fonclions d’étal initial, on obtient immeédialement les for-
mules de la décharge d’un condensateur sur son propre diélectrique, formules qui
n’avaient ¢té obtenues jusqu'ici, & notre connaissance, qu'en négligeant les eflets de
Vinduction ¢lectrodynamique. Les courbes de variation en fonction de & du potentiel
et des champs électriques, que nous avons construites pour différentes valeurs de /,
montrent d'une facon saisissante la maniére dont ces grandeurs se propagent dans
Pespace.

Mais la grandeur dont il est le plus intéressant d’éludier la variation en fonction
du temps est assurément la différence de potentiel entre les armatures, puisque cetle
quantilé est directement accessible & I'expérience. Si 6 désigne le temps que mettrait
1a lumiére & traverser une lame d’éther ayant une épaisseur égale a celle du mur,
cette différence de potentiel est représentéc en fonction de f par des expressions

différentes suivant celni des quatre intervalles limités par les nombres

— 0, o, il
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dans lequel se lrouve cette variable /; mais les deux intervalles centraux corres-
pondent & une durée toujours beaucoup trop courte pour que le phénoméne puisse
y étre observé.

Si le mur est mince et lrés résistant, ce qui est précisément le cas des conden-
sateurs réels, on reconnait (ue la loi du phénoméne dans le seul intervalle accessible
a Vexpérience (1> 0) différe extrémement peu de la loi exponentielle qu’emploient
les physiciens dans la mesure de la résistance d’isolement d’'un condensateur.

Afin de fixer les nombreuses définitions et notalions qu'emploie 1'Electro-
dynamique cl de préparer la mise en ¢quations de notre probléme, il nous a paru
indispensable de consacrer le premier chapitre de ce Mémoire a I'établissement des
¢quations les plus générales des milieux homogenes et isotropes en repos. Le lecteur
y lrouvera un exposé synthélique de cetle belle théorvie a I'édification de laquelle

P. Duhem a travaillé jusqu’a son dernier jour (').

(*) Le présent Mémoire a ¢té résumé en deux notes insérées aux Comples rendus des
séances de I'Académice des Sciences : Le probléme du mur en Elecirodynamique, 1. 163, p. 608,
séance du 20 novembre 1916; — Le probleme du mur el son application a la décharge d’un
condensalear sur son propre diélectrique, t. 163. p. 703, séance du 4 décembre 1916.




CHAPITRE PREMIER

Les équations générales de I'Electrodynamique pour un systéme
de corps homogeénes et isotropes en repos.

S 1. — Grandeurs el fonctions définissunt U'élal du sysiéme.

Considérons un systéme de corps homogénes ct isolropes en repos susceptibles
d’électrisation et pouvant étre & la fois conducteurs, diélectriques et magnétiques;
ce systéme est rapporté & Lrois axes rectangulaires Oxyz qui lui sont invariablement
liés.

Les corps étant Electrisés, I'élat d'électrisation du systéme est défini, & chaque
instant ¢, par la densité électrique cubique e en chaque point inlérieur & un corps et
par la densilé électrique superficielle s e chaque point d’une surface de discontinuité.

Les corps étant conducteurs, les courants de conduction qui les parcourent sont
déterminés en chaque point par les composantes u, v, w de la densité du courant de
conduction.

Les corps ¢lant diélectriques, I'état de polarisalion diélectrique du systéme est
défini en chaque point par les composantes A, B, C de Vintensité de polarisation. Au
méme point, la densilé du courant de déplacement a pour composanles

QA . B - 2C
(1) _‘z_u+7, {—l—f——v, 10} w+bt'

Enfin, les corps élant magnétiques, I'état de polarisation magnétique du systémé
est défini en chaque point par les composantes A’, B, C' de Vinlensité d’aimantation.

Telles sont les grandeurs, fonctions de x, y, z, {, qui définissent I'état électrique
et magnétique du systéme.

Au moyen de ces grandeurs, on forme cerlaines fonctions que nous allons définir.
Soient :

d® un élément de volume d'un corps;

dS un élément d’une surface de discontinuité;

r la distance d’un point (%, v, 2), soit de I'élément dO, soit de ’élément dS au

point (x, v, 2).
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Nous appellerons polentiel électrique au point (x, y, z) la fonction

1
d—

i e - r r r
\.:/‘_ﬁ(zo+f—ds+f<‘\—r+}3 +c_,>dcs,
r r RIS 7, oL

les intégrales triples s’¢tendant au systéme enlier, Uintégrale de surface a toules les

surfaces de discontinuilé.
Nous appellerons polenticl magnélique au point (x, v, z) la fonction

1 T 1

”
do.

hIg

Soit & la constanle purement numérique appelée conslanie de Helmholiz; nous

/

D" [ S (&
. :
\*'_—/ \ B’ ok
( R

appellerons potentiel vecleur éleclrique au point (x, y, =) le vecteur avant pour com-
posantes

“u :fﬁl-{‘/fi‘f— ]*‘-‘/{E'—ZUC
2 P r

- r o S — —Y j— n—" :—Z .
<[,:/‘ Ly ! 5 ) <, -%?+ﬁ DVIH_N m) 4G,

2 2 & r r ro N

_I+/1' ) I——In,’C——Z E——,’E [‘-—-«:)’ ;__z ]
W= —+ ; PRI S m) do.

2 7 2 r r r r R

Nous appellerons polenlicl vecleur magnélique au point (x, v, z) le vecteur ayant

N I
lI):/(C’ T _p =L
y o, hid

pour composanles

N 1 \ T
r _—
gy — / A7 — -
/(z\ N ( 3E do,
SN
£2:/<B’ L >d(3.
oz a7,

Soient :
a2
' la conslante fondamentale des actions électrodynamiques;

¢’ la constante fondamentale des actions magnétiques;
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nous appellerons pofentiel vecleur fotal au point (i, y, z) le vecteur avant pour com-

posantes (*)
a

—

i

2
a
¢

(2) ;:\/—;

Soit < la constante fondamentale des actions électrosiatiques; e champ éleclrique

(LAl T,
¢ VE,

( (l —
LK==+ Q.
V2

au point (x, ¥, z) est le vecleur ayant pour composantes

. dV a* AU
e TR
S _ IV a®
. Yoo g T
) ’ dy 2 o
[ IV 7 |}
S

Ay
\/;\/° A
a —~ v
Ve

ViV

2
o

il est la vésultante de trois champs partiels : le champ électrostatique

AV v vV
e’ Ty P
le champ électrodynamique
a M a a’ U
R 2 A ERE
le champ électromagnétique
SV YA\ S RV
N Ve M Voo

Enfin, le champ magnélique est le vecteur ayant pour composantes

N v _a_\/‘:,()‘u} B DT‘>

R Y \/;:\Dy 2z )’
Vi WV a =/ Y A ()

) ; VAN
LV a —,( o

VTR s \/: O\ dy >

(*) Ces fonctions &, ((;, J6 sont appelées dans les Mémoires de P. Duhem fonctions

totales de Helmholtz.
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§ II. — Relations.analytiques.

Les grandeurs et les fonctions qui viennent d’étre définies sont reliées par un
certain nombre de relations, qui constituent les lois essentielles des milieux en
repos; les unes sont des équations indéfinies vérifiées en tout point intérieur & un
corps du systéme, les autres sont des équations aux surfaces séparatives veuﬁees en
tout pomt d’une surface séparative de deux corps contigus.

En tout point intérieur a un corps du systéme, on a les équations indéfinies

- u v Jw N
®) vty Tt T
, : M B N
(()) AV—[]E(-C*}—‘Tx“—*—W bz)’
AUl=—4h=o 4+ (1 —lc) D R
3’V
N . O — _
) MU=l (R
VAW = —bro + (1 — k) \Z‘\[t
AU YY) JH}’ AV
®) w T Dy 2z =k a’
A’ OB’ h(oy
AV = _ )
<\c + dy + 0z ) ’
D B’
[ ad— 4 (26 2B )
] I) 1
(9) AV — 4z DA c
h 2 bz dx
B! A'\
\AQ =14 ;
?9(: dy /
2P AL S ]
(10) D:E T + —07
) AL V'
Q o _ ' A,
dy oz dx
b 2Q V!
(ro) 2z — 4=,
L ALY V!
_——_— = — !r.'tCI;
dx dy k4

Fac. des Sc., t. VII. 3o
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(12) su=X\, =Y, cw==~71,;
(13) A=1zxX, B=1xY, C=xZ;
(14) AN ="\ B'= "Y', C=x7.

Dans ces derniéres équations, ¢ désigne la résistivité du corps considéré, x son
coefficient de polarisation diélectrique, x' son coefficient d’aimantation.

Passons aux équations vérifiées en chaque point M de la surface séparative S de
deux corps contigus 1 et 2. Soient :

Mn, la demi-normale de cosinus directeurs o,, §,, v, menée en M 4 la surface S
vers l'inlérieur du corps 1:

Mn, la demi-normale de cosinus directeurs a,, §,, v, menée en M & la surface S

vers l'intérieur du corps ».
On a, tout d’abord,

o, + 2,=o, 8,4+ 8,=o, Y, + y.,=o0.

En affectant de I'indice 1 les grandeurs relatives au corps 1 et de Findice 2 celles

relatives au corps 2, on a, en tout point M de la surface S, les équations aux surfaces

séparatives
6
(15) w2, + l‘“@v! + w,Y, + i,x, + vzf‘a + W,y Y, + oM =03
’ \":‘72,
(x6) %V,T: g =m0 A B Gy A+ By 4 C);
v
(7)) Javoav, b . , , ,
St St hm(N g, 4 BB+ Gy Ny, + BB+ Cly):
dnl dni 11 2 .

U =4, T,=7, W=,

(18) M, U, W, 0, 0, 2w, |
A, ¥, 2) Ax,yv,2) dwy,z) dwy. ) Ax,y,z) 2wy, 2)]
(19> (])1 - (p:’ \II" - 11,"2 ’ gzl - 522;
fddb,  db : '
I 1 2 f— - ~r ( __—_B! o CY B _B! 'VQ s
\ d’ll + d/lg [;T((Jnjx 111 + 2172 21.)
dy dw
S 4 R S, (! 'y ' A! N Cr ,
(20) dn‘ + (lnl [l’t( \ 1 I/l C 1 l{ + 2 ('.2 2“2)
dQ, dQ,

+

dn dn - ["K(B" * ;\’1 {54 + B’e“;’ - A’z nB:) .
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§ III. — Le probleme général de IElectrodynamique.

P. Duhem a montré que si I'on connait le potentiel électrique V et le potentiel
vecteur total (&, g, #6), toutes les grandeurs énumérées au § 1 et définissant 1'état
du systéme sont déterminées (*).

En effet, d’aprés les égalités (2) et (3), le champ électrique se trouve déterminé

par les égalités

)V a dH
BV
ce qui détermine, d’apres les égalités (12) et (13), le courant de conduction (u, v, w) et

(A, B, C)
Y}

Vintensité de polarisation (A, B, C). On en déduit le courant de déplacement
et le courant total (¢, ¥, ») au moyen des égalités (1).

De méme, la'densité électrique cubique e se détermine au moyen de I'égalité (6)
el la densité électrique superficielle ¢ au rﬁoyen de la deuxiéme égalité (16).

Enfin, en vertu des égalités (2) et (11), les égalités (4) donnent pour le champ

magnétique :
: % %G
A ! —— ! _— ¢
,/ IJ'X \/E < ay DZ >’
. —~/3F  dH
(23) vy :—\/e<bz—bw>’

en désignant par w.=—1 + 4=c'x’ la perméabilité magnétique.
L’intensité d’aimantation (A’, B’, C') est alors déterminée par les égalités (14).
Drailleurs, si I'on connait le potentiel vecteur lotal (F, (3, J30), le potentiel élec-
trique V s'en déduit par une quadrature; cn effet, les égalités (2), (8) et (10) nous

donnent
_ NG . N
OF .06 a N\
(23) + * - ikl RS S S *
o dy oz 5

(*) P. Dunewm, Le probléme général de l’Ll(zclrodynanuquc pour un systeme de corps immo-
biles, Journal de Math. pures ct appliquées, (6), t. \, 1914, p. 354.
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Nous allons voir qu'on peut déduire des égalités précédentes les équations néces-
saires et aufﬁ<ant05 pour delermmer le potentiel vecteur total et, par suite, pour
résoudre le probléme genelal de I'Electrodynamique.

Nous verrons de méme qu ‘indépendamment de la considération du potentiel
vecteur total, on peut former les équations nécessaires et suffisantes pour déterminer
les champs électrique et magnétique; mais cette méthode a, sur la premiére, 'in-
convénient de ne pas faire connaitre par un calcul immédiat le potentiel électrique.
Elle ne permet donc pas le calcul immédiat des différents champs parliels dont la
résultante donne le champ électrique total.

§IV. — Equaﬁons du polentiel vecleur lotal.

Posons pour abréger ,

- 26 ‘
¢ G0
o dy oz

(24) 0=

les L"alltbb (14) ct (22) tlanstI ment la premicre égalité (g) en la smvante :

Aq,%[“‘\h x (_w _3(;)>

NG

.

La premiére égalité (7) devient alors, en tenant compte de la premiére égalité (2),

hre' %' _ 20 a a ARAY
(25> A!C,'(i (A:}{_“ )Z——!]ﬂ"-—”—*—'\?—f([—k)\‘—

uw dx

y

Mais la premiére égalité (1) peut s’écrire, d’apres les égalités (12), (13) et (21),

LV a2 3/ AV a 3F
g=——|le—4 ——) —x— S5 +—= Y E
o N L AN RV

\
) —AG —axa® - ‘ B V4t —
(26)‘ AR (J e RIANE +X_Dt 5 Y ¢ t+ [T Dt) )
I N 26 a 0 [hxe . uK—EkV >
— AJO—az=a® — +x _—— —V -—,
e P Y

les deux autres s’obtenant d’'une maniére analogue et
K=1 + 4zex

désignant le pouvoir inducleur spécifique.
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"Dérivons enfin par rapport & ¢ les égalités (26) en tenant compte qu'on a; d’aprés

les égalités (23) et (24),

‘ ‘ a JdV
27 O=—hk—
(27) , - g o
ct il viendra
1Y [az O+ K — 06N 1 JAG >* G n Dg)
o 7 3 =o,
ke \ ¢ awy. M) amu et A A\ ¢ * A2
10 [a: uK—F% 00 1 DM; > C; 3(2
8 — 0+ — e e =z ) =o,
(28) al dy < 5 + amy. A ) + amea® o < 6 + o

I i<2e ¢ oK — & D(*))_L T0AH D <J{,’)+KDJ{")'>:0'

Z aru M

~
-~
1o
>
—
e

Telles sont les ¢quations indéfinies que vérific le potentiel vecteur total (F, (3, 30).
D’aprés un théoréme de Clebsch généralisé ('), les intégrales de ces équations

sont de la forme

0 R0
=T N
\ R (R L

(29) ? (:,:T*" v
feu 0 e
' 0z N dy

K

U étant unc intégrale de Uéquation aux dilatations

d K ) »*U 1 2s B »U
(30) st w2V =) + o (G sv =)=

et P, Q, R trois intégrales de I'équation aux rotations

1 1 W W

3 aw— L2 e
(1) amu’ AN * o’ ©
lices par la relation

AP 20 2R
(82) Wiy T T

D’une manié¢re générale, on convient de dire que I'équation (30) est celle d'une

(") P. Dunewm, Sar la généralisation d’un théoréme de Clebsch, Journal de Mathématiques
pures ct appliquées, (5), t. VI, 1goo, p. 213,
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perturbation longitudinale et que I'équation (31) est celle d’une perturbation trans-
versale. Remarquons que I'équation (30) est aussi celle que vérifie le potentiel élec-
trique V, comme on le voit en dérivant par rapport a x, y, z les équations (26), puis
en les ajoutant membre & membre en tenant compte de I'égalité (27).

L’application de la méthode d’Hugoniot aux équations (30) et (31) montre que
les perturbations longitudinales se propagent dans le milieu considéré avec la
vitesse L définie par I'égalité

S K
(33) ' L”:QT—'K_;,

v
2

tandis que les perturbations transversales se propagent avec la vitesse T définie par
I'égalité

(34) T
«
CK—1u
2

On voit que ces vitesses de propagation sont indépendantes de la résistivité du
milieu; elles supposent, en outre, le pouvoir inducteur spécifique K supérieur 4 1,
c’est-a-dire le coefficient de polarisation diélectrique x positif.

Les équations (28) étant du second ordre par rapport aux coordonnées, on sait
qu’il est nécessaire de leur adjoindre deux équations aux surfaces séparatives pat
fonction inconnue, ce qui fait ici six équations distincles.

Des trois premiéres égalités (18) et des égalités (1g) résulte déjd, en vertu des
égalités (2), la continuité du vecteur (F, (}, #6) a la traversée d’une surface sépa-
rative; de 13, les trois premiéres des six équations cherchées

(35) Fo=F, (=0, W =5,

D’autre part, en vertu de la continuité des dérivées partielles du premier ordre

par rapport aux coordonnées du vecteur (4, U, U') exprimée par les autres éga-
lités (18), on a, d’aprés les égalités (2),

dF.  dF,  /dd,  db,
¥, i }'a:\/a < T+ >’

dn, dn, dn, dn,
de sorte que la premiére des égalités (20) devient

dF, dF,
dn, dn,

= 4= \/—; (C'a iea - BV’ i + C,znea — B,sYz);

remplagons-y les composantes de l'intensité d’aimantation par leurs valeurs (14), en
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tenant compte des expressions (22) du champ magnétique et il viendra la premiére
des trois autres équations cherchées

0}
1 dF, L 1 dF, Zrn:sx ( 0F, + g 3(31 . 256,
w, dn,  u, dn, T Y
~ €
lrrs x, OF e 256
l \ : + IGZ \ + *{ﬁ > =0 ’
o X o
i dg, +Ld9 me'%, < 2F, g 2, 4y m),>
w, dn w, dn dy oy )y
(36) v 1 2 2 o v
~ 3¢
Zrn:a x/, < 2, o R 20,
[ f ~ ~)l=—o0
e+ b ) =0,
1 dA, L I dJG, hre'x!, < T, L 2 . (\%‘>
w, dn,  u, dn, iz T x "z
26 >
[rrrs'x'2< XF, Ay 5 )
o B, — ~ 2} =o,
+ *, *dz B oz T iz

les deux autres s'obtenant d’une maniére analogue.

Les égalités (35) et (36) constituent les six équations aux surfaces séparatives o
adjoindre aux équations indéfinies (28).

P. Duhem a démontré (‘) que si en tout point de la surface qui borne le systéme
on connait & chaque instant les quatre fonctions

F G # v
et si, & I'instant initial, on connait en tout point du systéme les sept fonctions
b’[ 236
F, G H, -, X /)
a7

le probléme se trouve déterminé sans ambiguité.

§ V. — Equations des champs électrique et magnélique.

Dérivons par rapport & ¢ les deux membres des équations (28) et remplacons-y

o 2F. G W)
les dérivées ——y par leurs valeurs tirées des égalités (21). Si nous posons
06— X Y A
T )y 2

(*) P. Dunewm, Le probléme général de l’électrodynamique pour un systéme de corps eonduc-
teurs immobiles, Comptes rendus, t. 162, 1916, p. H42.
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et si-nous tenons comple que la fonction V vérifie I'équation aux dilalations (30),
nous obtiendrons les équations indéfinies du champ électrique

T (25 - wK = 20\ 1A <x Ny
@k \ g omn o) ampat o O )T
9 <25 0 wK—1Fk?Q > 1oAY PREVAY Y N
< — —_ s — | — + x —=o,
@l dy \ p amu M amwa® RIASAN N j .
[ (25 +:¢l\4k 0 \) o1 A7 Al (Z (>
Y e a— e — m T T ~, T o S = 0.
@k yz \ p amy oy " amuwa® M AJARANS Y

Ce sonl les mémes que celles du potentiel vecteur total.

D’autre part, les égalités (22) et (99) nous donnent, en lenant comple de 1'éga-
lité (32), — — —
y.X’:\/a'AP, wY' = \/S'AQ, . {J.Z':\/S'AR,

ce qui montre que les composantes (X', Y', Z') du champ magnélique vérifient

I'équation aux rolations (31). Les équations indéfinies du champ magnclique sont
donc

1 G g LA YL Z) RN R
mp.a‘zA(x’\’“__ Y *" ’> -

-o

Passons a la recherche des équations aux surfaces séparatives. ;

En un point M, du milieu 1 infiniment voisin d’un point M-de la surface sépa-
ralive, les égalilés (21) s’écrivent

_ V a F
X, = et
37) RV

en un point M, du milieu 2 infiniment voisin de M, on a de méme

X 0V,  a dF,
37) S R

U .

Multiplions alors les égalités (37) respeclivement par «,, 8,, v,, les égalités (37)
respectivement par o,, 8,, v, et ajoutons-les memhre & membre; représentons, pour
abréger, d’'une maniére générale par

Na®=alk + 89 + 13

la projection du vecteur (&, ‘y, 2) sur la direction (z, 8, y) et tenons compte des
relations de continuité (35); il viendra

) IV :
Ea’_\‘—i—}lxgxg—i—s(dv‘ dg):o.f

dn, = dn,
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Mais la deuxitme égalité (16), qui est vérifiee quel que soit £, peut étre dérivée

par rapport a cette variable, de sorte que, combinée avec I'égalité (15), elle donne,
d’aprés les égalités (12) et (13),

d /dV dv . _ d “ J i
( 4+ 2>:47;<TOIT21‘\1+LEa2XQ+x—jlal\l—I—xZTEa‘_,XQ),

M\ dn, dn, 5 L

o~

V2

d'ot, en ¢éliminant le potentiel électrique entre les deux derniéres égalités et en

introduisant le pouvoir inducteur spécifique,

Ame ) .3\ . hre O . 0N\ i '
(38) 5 in)si—khl-ﬁ-zar\l—k in\z—}—lﬁegz%kg_o.

Il résulte de cette égalité qu’a la traversée d’une surface séparative la composante
normale du champ électrique est discontinue.

Soient maintenant «, §, v les cosinus directeurs d'unc demi-tangente (uel-
conque Mt menée en M a la surface séparative S; multiplions les équations (37) res-
pectivement par «, 8, v, les équations (37') respectivement par —a«, —B, - v et ajou-
tons-les membre & membre. 11 résulte de la premiére égalité (16) que la dérivée de V

suivant la tangente Mt n’éprouve pas de discontinuité A travers S; nous avons donc
.l ~ .
Na(X,~X,) =0,
¢égalité qui exprime la continuité de la composante tangentielle du champ électrique
et qui équivaut aux deux suivantes,

X, —X, Y, —Y, 7 —1Z,
ou f, ¥y

(39> al ou QZ_ pl 1 ou Y!’

le méme indice devant évidemment figurer dans les trois dénominateurs.
Ecrivons de méme les égalités (4) de part et d’autre de la surface S :

gxr:wsrl‘ﬂ_j:\/:,(a%)’_aoD‘>

(ho) / dx \/,) A N4
\,n:*E,DVL__.g; S, N?,>’
(407) - dx \/,)‘ \ «\V dz

s

Multiplions les égalités (4o) respectivement par «,, 8, ,v,, les égalités (40') respec-
tivement par o, 8,, v, et ajoutons-les membre & membre; lc potentiel vecteur élec-

trique disparail en vertu du second groupe des égalités (18), de sorte qu’il reste

v, dV>
= 0.

dn, dn,

E o XN, + ‘\j o, N, + 3'(

Fac. des Sc., t. VII. 31
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Mais les égalités (14) transforment la seconde égalité (17) en la suivante

av', —dv, AN ' Y
Tt = (A e D),

d’ott finalement, en introduisant la perméabilité magnétique,

(41) A E o, X', +u, 2 «,X',=o.

Il résulte de cette égalité qu’a’la traversée d’'une surface séparative la compo-
sante normale du champ magnétique est discontinue.

Multiplions enfin les égalités (40) respectivement par «, 8, v, les égalités (40")
respectivement par —a, —B, —y et ajoutons-les membre & membre. 11 résulte de la
premiére égalité (17) que la dérivée de V' suivant la tangente Mt n’éprouve pas de
discontinuité & travers S; nous avons donc

\ ! w
Y, «(X',— X)) =o,
égalité qui exprime la continuité de la composante tangentielle du champ magné-
tique et qui équivaut aux deux suivantes,

X, —X, Y,—Y, 7 —7,
al Ou ai pl Ou IBZ \{l Ou«{! ’

(42)

le méme indice devant évidemment figurer dans les trois dénominateurs.

Si les six équations aux surfaces séparatives (38), (39), (41) et (42) étaient dis-
tinctes, elles suffiraient & la détermination du champ électrique et du champ ma-
gnétique. En effet, la détermination du champ magnétique se raméne a celle du

champ électrique, car des égalités (a1) et (22) on déduit les suivantes,

a X' — /M. Y
"'—‘—‘t:\/s( N >

V2 N dy oz
, .
p =V (=)
VAR o
a M =/ N X
uo—= :\/e' < >,
VAR ey

appelées relalions de Faraday ou premier (riplet de Maxwell. Or, si I'on dérive par
rapport a ¢ les égalités (41) et (42) et qu'on y remplace le champ magnétique par son
expression ci-dessus en fonction du champ électrique, ces égalités ne dépendront
plus que du champ électrique. Jointes aux précédentes (38) et (39), elles consti-
tueront six conditions aux surfaces séparatives pour déterminer les trois fonctions
inconnues X, Y, Z.
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Mais on sait que les six conditions ainsi écriles ne sont pas distinctes et se
réduisent & cing, comme on le reconnail aisément en prenant comme plan des «x, y
le plan tangent en M & la surface S. Il faut donc trouver une nouvelle relation &
adjoindre aux précédentes.

Pour cela, dérivons les égalités (21) respectivement par rapport a «, y, z et ajou-
tons-les membre & membre en tenant compte de I'égalité (23); il vient

@ PV

Dérivons par rapport & t 'égalité (6) ct tenons compte des égalités (5), (12) et (13);

WV _ 0
M"“(F "M)’

nous obtenons

de sorte qu'en éliminant AV entre ces deux derniéres ¢galités, il vient

¥ @ PV
fmeg g0 @V
0

A 2

D’aprés la premiére égalité (16), le second membre de cette égalité est continu &
la traversée de la surface S; il en est donc de méme du premier, de sorte qu'on a

(43 imeg 1K

v

29, hme AL
=—0 K, —.
t ot 0, T Pt

Telle est I'équation complémentaire aux surfaces séparatives cherchée 4 adjoindre
aux précédentes. Elle a été donnée sous une forme un peu différente par P. Duhem (*)
lorsque les milieux 1 et 2 ne sont pas a la fois diéleciriques et conducteurs; nous
I'avons ensuite étendue au cas général (*).

D’aprés la transformation de Clebsch, on peut mettre le champ électrique (X, Y, Z)

sous la forme
U R 0

e dy az’

QU P 2R
dy oz &r

Y =

H

W2 P

2z dy

i, —

("y P. DuarwM, Sur PElectrodynamique des milieux diélectriques, Comples rendus, t. 102,
1916, p. 282; — Sur UElectrodynamique des milienx conducteurs, ibid., p. 337.
(®) L. Rov, Sur UEleclrodynamique des milieux absorbanis, ibid., p. 468.
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Partant de 1a el des équations qui viennent d’étre établies, P. Duhem a dé-
montré (') que si en tout point de la surface qui borne le systéme on connait & chaque

instant les quatre fonctions
NN, 2V

el si, a l'instant initial, on.connait en tout point du systéme les neuf fonctions

v, o
o o
)
P ol 0, 20 R, IR ’
o o o
le probléme se trouve déterminé sans ambiguiteé.
§ VI. — Ilypothése de Faraday et de Mossolli.

Soient » la vitesse de la lumiére dans I'éther, K, le pouvoir inducteur spécifique
de I'éther, u, sa perméabilité magnétique: on a entre les constantes fondamentales
de I'Electrostatique et de I'Electrodynamique la relation célébre

Q)

(43) ' - ="

D’autre part, il résulte des expériences de Hertz et de ses continuateurs que la
vitesse de propagation T, des perturbations transversales dans I'éther est ¢égale & la
vitesse v de la lumiére dans ce méme milieu; or on a, d’apreés 1'égalité (34) :

—
©
®

1égaliteé

ne peut donc avoir lieu, aux erreurs d'expériences prés, que si le pouvoir inducteur
spécifique de I'éther K| est un nombre trés grand par rapport a I'unité.

On est ainsi conduit, par nécessité expérimentale, & I’hypothese suivante appelée
par P. Duhem hypothése de Faraday el de Mossolli :

Le pouvoir inducleur spécifique de Uéther est un nombre lrés grand par rapport
lunité.

Celte hypothése n'est pas contraire & I'expérience, puisque celle-ci ne nous fait
connaitre que des rapports de pouvoirs inducteurs spécifiques.

(") P. Dunem, -Le probléme général de IElectrodynamique pour un systéme de cotps conduc-
teurs inunobiles, Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 542.
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Cela posé, I'expérience montre qu'on a, pour lous les corps dont on a pu mesurer

jusqu’ici le pouvoir inducteur spécifique,

Ce résultat, combiné avec I'hypothése de Faraday et de Mossolti, nous donne
donc la conclusion suivante :

Les pouvoirs inductears spécifiques de lous les corps donl on a pu mesurer le pou-
voir inducteur sont des nombres trés grands par rapport a lunité.

11 résulte alors de I'égalité (33) que la vitesse de propagation L des perturbations
longitudinales dans tous les milicux homogénes et isotropes, dont le pouvoir induc-
teur spécifique n’est pas d’un ordre de grandeur inférieur & celui de Uéther, a sensi-

blement la méme valeur donnée par 1'égalité

((14) [‘2:_:

L'hypothése de Faraday el de Mossolli entraine une autre conséquence.
Dérivons les égalités (21) respectivement par rvapport & x, y, = el ajoutons-les

membre & membre; il vient

ou, encore, d’apres les égalilés (27) et (44),

'

44" 0:—/ia—-<L2AV —

2

B

Mais l'équation aux dilatations (30) peut s’écrire, dans notre hypothése,

d U 32U '
<Lul; — [> + <L“A[’ __D> — o,

A1 i o%

de sorle qu’en remarquant que le polenticl V vérifie cette équation, il vient

AU 0

= 0.
o 0%

Ainsi, dans I'hypothése de Faraday et de Mossolti, la condition supplémentaire
aux surfaces séparatives (42') se trouve identiquement vérifiée en vertu de I'équation
indéfinie précédente, qui donne en inlégrant
{

0:()06

o%
’

6, désignant lavaleur initiale de 0. Le champ électrique tend donc a devenir transversal.
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ey » I - ~
Lorsque le milieu n’est pas conducteur, on a—=o0, de sortc que V ne figure plus

]
h

que par sa dérivée par rapport & ¢ dans les égalités (26). Getle fonction s’élimine
donc au moyen de I'égalité (27), sans effectuer la dérivation par rapport a ¢ qui nous
a conduils aux équations indélinies (28). Dans le cas actuel d’un milicu non con-
ducteur, ces équations sont donc seulement du second ordre et il en est de méme de
I'équation aux dilatations correspondantes qui s’écrit, dans Uhypotheése de Faraday
et de Mossotti, \
12AU — E\—[I—,J =o0.

Comme c’est également celle que vérifie la fonction V, il vienl done, d’aprés

Iégalité (44'),
h=o,

égalité qui exprime que le champ électrique est transversal.

Remarquons, enfin, qu’en vertu de Vexpression de 0, celle égalité entraine la
suivante,

- a 20
AV 4+ — -~ — o0,

Vo
et, si I'on y fait {==o0, on voit que certaines des fonctions d’état inilial se frouvent
ici liées par une relation.

Ainsi, en résumé :

Si le pouvoir inductear spécifique d'un milieu homogéne el isolrope n'est pas d'un
ordre de grandeur inférieur & celui de Uélher,

le champ électrique est (ransversal, si ce milieu n'est pas conducteur;

le champ électrique tend a devenir lransversal, si ce milieu est conducleur.

§ VII. — Signification de la constante de Helmhollz.

Récrivons T'équation indéfinie (31) des perturbations transversales sous la forme

o
v

(1)

S AY 7—»3~(\\7 + wx DE) =0
amud M\ AT
et appliquons-la & un milieu satisfaisant aux deux condilions suivantes :

1° La résistivité de ce milieu n'excéde pas celle du plus résistant des métaux
connus;

2° Son pouvoir inducteur spécifique n'excéde pas le plus grand pouvoir induc-
teur spécifique connu.

Nous allons voir que, dans ces conditions, le second terme de la parenthése de
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I'équation (31") est négligeable devant le premier, méme dans le cas des oscillations
¢lectriques les plus rapides qu’on ait pu réaliser. A cet effet, nous allons calculer
une limite supérieure de la quantité ¢x qui, d’aprés I'équation (31'), est toujours
homogeéne & un temps.

Tout d’abord, le plus résistant des métaux connus est le mercure, dont la résis-

tivité vaut g, 4.10" C. G. S. ¢lectromagnétiques; on a donc déja
o< 9,4.10° C. G. S. électromagnéliques.

D’autre part, le plus grand pouvoir inducteur spécifique connu est celui de I'eau

ui est 8o fois plus grand- que celui de 1’éther; on a donc aussi
q e} bl

hmex K
— < 8
K, < K, < 8o,
c’est-a-dive, d’apreés égalité (43),
_ 8o
%< 5 .

/ a 2
hw 7 W,

Or, on peut prendre w,=1 & un trés haut degré d’approximation ; comme, enfin,
. . . a
v=23.10""cm. par seconde, il vient, dans le systéme électromagnétique ott — —1
2
par définition,
%< 0;71.10°° C. G. S. électromagnétiques,
d’ou
px < 6,7.107"° secondes.

Cela posé, si la perturbation considérée n’est pas périodique par rapport au

. . - , . W
temps ou, du moins, si sa période n’est pas trés petite, ~F Sera numeériquement du
[4
méme ordre de grandeur que W, de sorte que, d’aprés Uinégalité précédente, le
deuxiéme terme de la parenthése de 'équation (31) sera absolument négligeable
vis-a-vis du premier.
Si, au contraire, la perturbation considérée est périodique par rapport au temps
y l 2T
sera de I'ordre de — W or, les plus petites longueurs d’ondes

¢ T

et de période =,
qu’on ait pu réaliser dans I'éther étant de 0,6 cm., on a
3.10"°t > 0,6 cm.,
d’ott
2

K —4
—T—9x< 2,1.10

ce qui est encore un nombre trés petit.
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Ainsi, pour un milieu satisfaisant & la double condition énoncée, le deuxiéme
terme de la parenthése de I'équation (31') est négligeable vis-4-vis du premier; cette
équation se réduit alors sensiblement a la suivante

. IW
LN .
LESIN ol

d’apres laquelle it n'y a plus de phénoméne de proﬁagutinn.

De la résulte, en particulier, la conclusion suivante :

Sile pouvoir inducteur spécifique des métaux, qui nous est inconnu, n’excéde pas
comme ordre de grandeur le plus grand des pouvoirs inducteurs spécifiques connus,
les perturbations électriques transversales ne s’y propagent pas sensiblement; les
seules perturbations c¢lectriques qui puissent s’y propager d'unc maniére effective
sont donc des perturbations longitudinales.

Or, les expériences de M. Blondlol ont montré qu'une perturbation ¢lectrique
excitée dans un métal s’y propage, aux erreurs d’expériences prés, avec la vitesse v
de la lumiére dans I'éther; si I'on admet Phypothése ci-dessus, celle perturbation ne
peut donc étre que longitudinale.

Nous avons alors deux cas & dislinguer suivant que le pouvoir inducteur spéci-
fique K est supérieur ou égal a 1 :

1° 8i K est supéricur & 1, I'égalité (33) nous donne

ce qui exige que le pouvoir inducteur spécilique de tous les métaux soit conslant, a
moins que ceux-ci ne satisfassent & I'hypothése de Faraday et de Mossolti, ce qui est
"une conclusion bien plus vraisemblable. L'égalité précédente devient ainsi

(45) Ug: 5 ’

2
a
—k
2

d’ott nous déduisons, d’aprés I'égalité (43),
h=K,u,.

2° Si K est égal & 1, c'est-a-diré si x est nul, 'éguation aux dilatations (30) peut
. s’écrire
: 7
— A kb +
a
—k
2

i *U
0 J>; b:o.

hwe M e

Mais, dans le cas des métaux, le second terme-de la parenthiése est négligeable

devant le premier, méme pour les oscillations ¢lectriques les plus rapides, car on a

5K 9,4.10" C. G. S. électromagnétiques
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et, d’aprés 1'égalité (43),
al
= K, 1, 0" > 9.10" C. G. 8. électromagnétiques,
d’ott
£ <0,83.107",
he
ce qui nous conduit aux mémes conclusions que pour la parenthése de I'équation (31').
L’équation précédente se réduit donc sensiblement & la suivante,

€ R *U

- AL‘———ZZO,
a ot

—k

2

d’aprés laquelle il y a quasi-propagation des perturbations longitudinales & la vitesse
définie par I'égalité (44). Comme cette vitesse doit étre égale a celle de la lumiére
dans ’éther, d’aprés notre interprétation des expériences de M. Blondlot, on retrouve
encore la relation (45), c2 qui nous conduit & la méme conclusion que précédemment
touchant la valeur de k.

I1 résulte enfin des égalités (44) et (45) qu'on a pour tout milieu homogéne et
isotrope satisfaisant a4 ’hypothése de Faraday et de Mossotti

L=w.

De 14, en résumé, les conclusions suivantes :

Si le pouvoir inducteur spécifique des métaux n’excéde pas l'ordre de grandeur des
pouvoirs inducleurs spécifiques connus :

1° La constanle de Helmholtz est égale au produit du pouvoir inducteur spécifique
de U'éther par sa perméabilité;

2° La vilesse de propagation des perturbations électriques longitudinales dans tout
miliew homogéne et isotrope, dont le pouvoir inducteur spécifique n’est pas d’'un ordre
de grandeur inférieur a celui de I'éther, est égale & la vitesse de propagation de la
lumiére dans U'éther.

(A suivre.)
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