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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

| L’ELECTRODYNAMIQUE DE HEEMHOLTZ-DUHEM

ET

SON APPLICATION AU PROBLEME DU MUR

ET A LA

DECHABGE D’'UN CONDENSATEUR SUR SON PROPRE DIELECTRIQUE
(Suite)

Par Louis ROY.

e

CHAPITRE II

Le probléme du mur.

§ I. — Equations du problme.

Considérons un mur diélectrique et conducteur, d’épaisseur 2/, occupant la
région de l'espace (— I ax<C0) et compris entre deux diélectriques non conduc-
teurs 1 et 2 occupant les deux autres régions de Yespace (x< —1{) et (x> 1{). Ces
trois milieux sont homogénes et isotropes et peuvent étre magnétiques. Le probléme
du mar consiste & déterminer, a 'instant ¢, ’état électrique et magnétique du sys-
téme résultant d’un état initial donné arbitrairement.

Pour résoudre ce probléme, nous partirons des équations du potentiel vecteur
total, afin de pouvoir en déduire aisément le potentiel électrique et étudier séparé-
ment le champ électrotatique ainsi que le champ électromagnétique et électrodyna-
mique, dont la somme nous fera connaitre le champ électrique total.

Supposons, pour simplifier, I'état initial indépendant de y et de z, c'est-A-dire
fonction de x seul : par raison de symétrie, I'état du systéme & un instant quelcon- -
que t ne dépendra également qué de x, de sorte que les diverses grandeurs définis-

Fac. des Se., L. X. i 1.
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sant I'état du systéme seront des fonctions des deux seules variables indépéndanfes
xetl. ‘

Affectons de l'indice 1 les grandeurs relatives au milieu 1, de l'indice 2 celles
relatives au milieu 2; celles sans indice se rapporteront au mur. Les milieux 1 et 2
n’étant pas conducteurs, nous avons tout d’abord

I I
6 —=o0 —=0
(“9) o o
Formons les équations indéfinies du potentiel vecteur total : 2 étant la seule
variable géométrique, les dérivées par rapport i y et & z sont toutes nulles; nous
avons donc, d’aprés 1'égalité (24),

s
K«

0=

u
8

2

s

g ’ r . LI Y ¢ 3. 14 . . r .
Comme, d’autre part, A se réduit ici a et la premiére équation indéfinie (28) du
. &

. potentiel vecteur total coincide avec 1'équation aux dilatations (30), oit U est rem-
placé par F et qui s’écrit

- SLNE I W) NENE A

@ Y\ ex  K—1 ot W \px T A

Les deux autres équations indéfinies (28) nous donnent, d’aprés 1'égalité (34), en
tenant compte des deux derniéres équations (26), dont les seconds merbres sont
ici nuls, .

3G, 30) - G, 36 3G, 36)
48 plO 0 6B TG

hr % it .}

o.
Dans les milieux 1 et 2, les équations (26), (27) et (48) nous donnent, d’aprés les
égalités (46), comme équations indéfinies du potentiel vecteur total : ‘

[ < K, ¥F, ¥F

1

a K, — I_D-F—__b-t-’—zo'
—k
(49) 2
32(0'1’ 3‘61) Bl< 17 %1)
VI\2 % —_— g < -— 0;
N dat P/
: K, 9, ¥,
@ K—rat
(50) 2
( (G
G0 B VG R

T, pla
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Passons maintenant aux conditions aux surfaces séparatives (x=7IF1) : pour

x=—1,ona
d d d
217‘:—55; a‘:—l, (ﬁl"{i)zo; J;:S‘%; a=I, (‘B,Y):O
et, pour x =1,
d d d
S=—ai e=—15BN=0; = =1, 1)=0,

d’ou, d’aprés les égalités (35) et (36) :

pour x = —1, .
F.=9, gl:g, J6, = 36;
G1)) 0F, G L“fn 1 G 1%, 1036
e T op, @ p ] ow @ op
pour x =1,
=9, G=(.; H=02,:
(52) 0F _ 27, I 3@ 1 3‘32 1 b%_‘l dH0,
: e dx T ow e p, @ o @ p, 0

11 résulte des équations ci-dessus, tant indéfinies qu’aux surfaces séparatives, que
les trois composantes du potentiel vecteur total se déterminent séparément. Ces
composantes ainsi calculées dans tout ’espace, nous en déduirons le potentiel élec-
trique par I’équation (23) qui se réduit a

d
(53) A SIS

le champ électrique par les égalités (21), qui se réduisent &

X 2V - 2F

ox \/2 o

a %G

(54) ¥= IRV
Z— @ 23
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et, finalement, le champ magnétique par les égalités (22), qui se réduisent a

N = o,
y— Ve
(55) w
g V&2
(TR

Nous nous limiterons, dans ce Mémeoire, & la recherche dans tout 'espace de la
composante longitudinale & du potentiel vecteur total et des grandeurs qui en déri-
vent, ce qui revient & étudier le phénoméne en supposant nulles, & U'instant initial,
les fonctions (;, #6 et leurs dérivées par rapport & ¢; dés lors, d'aprés les égalités (54)
et (55), le champ électrique se réduit & sa composante longitudinale X et le champ
magnétique est nul. Supposons, en outre, quaucun des trois milieux considérés
n’‘ait un pouvoir inducteur spécifique d’un ordre de grandeur inférieur & celui de
I'éther, ce qui est, comme nous l'avons déja dit, le cas de tous les diélectriques dont
on a pu mesurer le pouvoir inducteur : en vertu de I’hypothése de Faraday et de

Mossotti, nous pouvons alors, dans tout l'espace, remplacer le rapport X par

—1
I'unité, d’ou il résulte que la vitesse de propagation des perturbations longitudi-
nales a, dans tout I'espace, une méme valeur L définie par 'égalité (44).

Dans ces conditions, d’aprés les équations (47), (49), (o), (51), (52), (53), les
équations du probléme sont en définitive :

65 . \( 5, ag)_ > (g . ag>:0y

dx px A i A ox i

Lz b‘z(gu ga)_Dg(ga’ gz)_

(¢7) 2 O

8) W T F) 4y \/“2_ WLV,
pour x =—1,

50) F,—3, abi* Sy
pour x =1,

(60) G=g, I _29.,
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pour l=o0,
XF,
g‘:f.(w), ()t :g‘(w), V‘:Ui(m);
N
61 F=/@), S=9@, V=r@);
V7, .
F=f@), —r=g@), V.=v@),
[ 9,5 -, v, désignant des fonctions données arbitrairement tout en satisfaisant

aux conditions aux surfaces séparatives.
L’équation (56) étant du troisiéme ordre par rapport a ¢, la valeur initiale
*F

de bt‘l se présentera naturellement dans les calculs d’intégration qui vont suivre et

nous la désignerons par A(x); mais nous savons qu’elle n’est pas distincte des fonc-

tions f(x), g(x), v(x). La premiére équation (26) s’écrit, en effet, ici, en vertu de
I'hypothése de Faraday et de Massotti,

(62)

Lzb*ﬂ DG I XF e JV
dxt N ox i a dx )’

Va

de sorte qu’en y faisant { =o, nous obtenons la relation

®3) L/ (@) — by = - [g(w) + 1— v’(x)] -
Va2

Enfin, il est facile de vérifier, d’aprés les équations générales (28), que, dans le

-

cas particulier que nous traitons, nos équations s’appliquent également au cas ou
les milieux 1 et 2 seraient remplacés par des milieux conducteurs de résistivité
nulle.

§ Il. — Changement de variables.

Posons
(64) | : U= —;{-— + %g—;
I'équation (56) devient
L »U D’UZO.
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Nous avons, en outre. d’aprés les conditions (5g), (60), (61) :

pour x =—1,
g, 2% 1 0, | ¥F, U
ox a7 ex - dwdt d

pour x=1,

U=

T ex dx  dxdt’

F 25, W __ 25, VT,

px o

~
pour {=o,

x)

Uy:‘%—— + g(x), _DE_

__9(x)
3 pl _—p—x- + k().

Afin de nous débarrasser des constantes L, o, x qui figurent dans ces équations,
" substituons aux variables indépendantes x, ¢ de nouvelles variables &, t liées aux
anciennes par les relations

(65) - . x=Lgx%, t==o¢xt.

La fonction J(x, t) devient ainsi une certaine fonction $(%, 7) et I'on a

M ex ot W e’
¥F 1 b *F 1 o ¥F o1 0o
dx ~ Lpx 38’ dc* T Lot 0B et Lo*x® dEdT’

avec des formules analogues pour &,, &, qui sont devenues des fonctions & , ®, de
Eetder. '
Posons, en outre,

U (Letk, ) = UG, ),
: Vek V(Loxk, ox0) =V (&, ),
£ X(Lens, xr) =%, )
V2
Si(LgxE) =F,(8), pxg,(Lexg) = G,(§),
S(LpxE) = F(E), P*!{(LPXE) = G(), ¢’ x*h(LpxE) = H(3),
JiLgxg) =F(8), oxg (LexE) = G,(8);
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- Vekv(LexE) =W (5)
Veko(Lexs) = W),

Veko (Lexs) = W,(5) ;
l

Lox’

)\ =

les fonctions @,, U, P, sont tout d’abord déterminées par les équations :

pour £ —%,
>b, Yd

(66) . F—-STT—O;
pour —ALEKH, ’
Pt | AR ] § .
(6/) '35—,‘—?—0,
pour &> 1,
¥P, P,
(68) T Y
pour E=—n%x.
2B, b, | ¥P, Nl
(69) - b, + ?—-Cuf, = 853’5_ K
pOll]‘ 33:7\;
20, Al 3, b,
(70) %5tbg+ Y Y % +b§br’
pour t=o,
d ‘
b, =F,@®, T =60
ot i
= DCU/ - =
() U =F@ + GE), <=6 +HE);
2D
—_— i< e ___
,=F,(), = =6,().

Drailleurs, la fonction H s’exprime au moyen des autres fonctions d’état initial
par la transformée de I'égalité (63) qui est

(72) ' F'(§) — H(E) = G() + W'E).

Les équations (66), (67), (68) donnent pour les fonctions ®,, U, ®, des intégrales
générales de la forme .
P, =¢EG+)+4E—n),
(73 4 U= ¢E+)+ dE—n),
| =2+ + HLE—9),
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@ Uy ey désignant six fonctions arbitraires que nous déterminerons au para-
graphe suivant au moyen des conditions (69), (70), (71).

La fonction QL étant ainsi déterminée, on en déduira ® en intégrant la trags-
formée de ’équation (64)

2P
—+o=A,
ot -

avec, pour t=o,

P =F(@),

ce qui donne d’'une maniére générale

(76) e [ S UG D) + B, 7 e] :

7, étant une quantité indépendante de v, mais pouvant dépendre de Z, que nous
choisirons pour la commodité des calculs. Les fonctions ®,, ®, b, seront ainsi com-
- plétement déterminées. ‘ .
Cela posé, le potentiel électrique se déduira des fonctions ci-dessus par une qua-
drature au moyen des transformées des équations {(58)

XD, P, D)
d

D((D, ’ CD s C[‘cz) —o0

(75) + =

K

g

L

avec, pour t=o,

C,=W,3, UV=W@E, T=W,0.
D’aprés I'expression (73) de ®,, la premiére des équations (75) nous donne

DCDi 1= A J % =
=G 9= GE— D= 2 G+ —hGE—9) |,
T T

d’ou, en intégrant de 7, & =,

(76) (‘Diz(pi(E’ To) - :.DA(E + T) + "”1(% - T) + ?1(5 + To)—_ 4’1(& - Tn)’

la valeur de =, étant, comme pour @, choisie en vue de la commodité des calculs.
L’expression (74) de ® jointe & celle (73) de U nous montre que @ peut, d’'une

maniére générale, étre écrit sous la forme

(77) 2P=pE+1)+vE—1)+E, 1),



L’]::LECTRODYNAMIQUE' DE HELMHOLTZ-DUHEM. 9

vy, o étant des fonctions des ,variables mises en évidence; nous avons donc,
. d’aprés la deuxiéme équation (30) et comme précédemment

) 2

2 ——— ==

. e o
o -5:[“(54-1)_\'(‘_‘):]-5—5’

d’olt, en intégrantde 1, A T,

“de

GG+ —vG—m)— [ e
i} ’)‘5

T

(78) 2V=20(, 7)) —pE + 1)+

Enfin, la troisiéme équation (75) jointe a U'expression (73) de &, nous donne
*

comme pour U,
(9 T=TE R —aG D FLE—D a0 = LE—),

de sorte que le potentiel électrique sera ainsi connu dans lout I'espace.
11 ne reste plus qu’a déterminer le chanip électrique; pour cela, la transformée
de la premiére égalité (54) écrite dans les trois milieux nous donne

2T, T, ) 2D, D, P

dE ot

Bo) . W, W, X)=—

les premiers termes représentant & une constante prés le champ électrostatique, les
~*%econds le champ électrodynamique. I1 n'y a donc qu’d calculer les dérivées par
rapport & £ ou a t des fonctions obtenues.

§ III. — Détermination des fonctions arbitraires.

Les conditions aux limites (69) nous donnent, d’aplzés les égalités (73),

=+ )+ A= D)=k )+ Y h— 1) g (A D) — (),
Fmh )+ Y= A — D) =g Ak 4= h— 1) g (— A1) — ().

Gette derniére relation s’intégre immédiatement une premiére fois et donne

*

A=+ 1) —H (A= D)= (A D) —h(—h— D)+ gL (A D) Y (A=) 2,

A désignant une constante arbitraire; on en déduit, en lajoutant membre i

Fac. des Sc., t. X. . . b
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membre & la premiére, puis en l'en retranchany, les deux premiéres des égalités

s(—=r+)=9(—r+)+ ¢ (—r+)+A,
Y(—r—r)=d(—r—1)—V (—h—1)—A
2O D) =0, (h 1) L9, (h+7) + B,

( Yo ) =4, — ) — (e — ) — B,

8n)

les deux derniéres s'oblenant d’'une maniére analogue au moyen des deux autlres
conditions aux limites (70) et B désignant une nouvelle constante arbitraire.

On voit que c’est la méme variable qui figure dans chacune de ces égalités; dé-
signons donc par Z l'une quelconque des quatre warlable% —+ k4= ct les égalités (81)
s’écriront plus simplement

[9(3)=19,3 + 9.3 +A,
\%(:) = 4,5 — 4.5 —A,
(82) -
| ?%:'o(,w (D +B,
V(3 =1(3) — 4.5 —B.

Les égalités (81) ayant licu quel que soit =, les égalités (82) ont lieu quel que
soit &; elles déterminent donc v et & en fonclion de o,, ¥, ou de ¢,, ¢,. Inverse-
ment, elles permettent, par une nouvelle intégration, d’exprimer les quatre fonc-
tions o,, ¥,, 9,, ¥, au moyen de ¢ et de ¥, ce qui donne

.

wo=c|  fG—nie ]
wea=¢ [ = [+ neian |
w@=c [ 44,
we=¢ [~ f@rmeias,]

A,, B,, A,, B, désignant quatre nouvelles constantes arbitraires.

(83)

-

Appliquons maintenant les conditions initiales (71); celles-ci s'écrivent, d’aprés
les égalités (73),

f‘?1+ "!’1:1“4' ?,,_’", ,4:G4'
?‘*‘"!‘:F_*"Gr c?"_"!‘,:G_}_‘H)
9, +¢,=F,, ?la_"'a:G:'
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“Mais le deuxi¢me groupe d’égalités devient par intégration

N

‘P‘——qll:——' ./;_ Gld,&- +q’1(— )\)—";/,(""7\),
13 Pa
¢ = ,[#G*“)d;ﬂ(—’\)-*(— \ =—fi (G + Iz + 50) — 409,

£ .

b= Gl e ®)— O
A

En observant que les fonctions F,, G, ne sonl connues que pour £ —h, les

fonctions F, G, 11 que pour — X LELhetles fonctions F,, G, que pour E> 1, nous

obtenons ainsi par une résolution immédiate :

pour £ —2,
—\
s =Fo— [ G+ p (D),
(84) —
A e R
pour — ALESD, )
’ 23
ag=F+G+ [ G+ Mz + o(— 1) — =)
7N
—=F +G —/ (G + Iz + 50) — 1),
(85) 5 e
W=F+G— [ (G+INE—g(= 0+ =1
=F+G+ f (G + Idz—¢(0) + 4005
g .
pour E> 0,
S e F, 4 [ O 5,0 — %0,
(86> IS

(2":/1: Fi—-f’szE-; L’ﬁ(}) =+ "r’i(}\)'

11 nous reste & déterminer nos six fonctions arbitraires dans les deux autres in-
tervalles ot chacune d’elle est encore inconnue : la substitution des expressions (84)
et (86) dans les égalités (82) nous fera connaitre ¢ et b pour tl—net E2h. Les

fonctions ¢ et  seront ainsi connues dans les trois intervalles, c'est-a-dire pour
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toutes les valeurs de £. L'application des égalités (83) achévera ensuite de nous faire
connaitre les fonctions ¢, %, , 9,, ¢

Ta*

Etablissons, auparavant, quelques formules qui nous seront prochainement
utiles : faisons t=o dans les deux premiéres égalités (81), puis retranchons-les
membre & membre en tenaut compte qu'on a, d’aprés la premiére condition initiale,

(=N + Y (= =F(=W;

nous obtiendrons la premiére des égalités

(3(=D—U=D=g,(=0) =4 (=W + F (=2 + 2A,

8~
v {900 — 1) =200 — ,0) + F',0)) + 2B,

la deuxiéme s’obtenant d’'une maniére analogue.

Enfin, on déduit des deux expressions équivalentes (85) de poude

(38) o) =40 — o= + 1= N= [ G+ I,

Cela posé, achevons de déterminer les fonctions arbitraires comme nous l'avons
indiqué : en substituant les expressions (84) et (86) dansles égalités (82) et en tenant
compte des égalités (87), il vient :

pour £ —2,

2 =F, 4T 4 G — Gt g2 — (=) —F (=),

(89) .
d =B F, 4+ G [ Gl — g )+ 40 + (=)
pour 22>,
a0 =F, + ¥, + G, + /YG,dE + o) —4(A) — F.(2),
by
(90)

2y =F,—F, + G,—[ 6,85 —40) + 400 + F, (0.

Passons au calcul des fonctions o, et , pour & > —X.
Considérons d’abord le premier intervalle (—X-CZ<C2); les deux prerniéres
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égalités (83) nous donnent, en prenant — » comme limite inférieure d’intégration,

%, =0‘3[ _,(?—'A)eg_di + o(— 7\)8“],

h=¢ [— @ N (e ]

Substituons dans ces égalitéé les premiéres expressions (85) de 3 et de ¢, en te-
nant compte de la premiére égalité (87) et de la relation

C.D’(— )‘) + ';1(_— )‘) - FA(—— )‘) >

nous obtiendrons pour 3,

s=e| [ Fraei+ | f @ rma |éd s (1 -0l

\

+ :PI.(— 7‘) - "!Jl(_ }‘) + F'l(— )‘) .

Mais on a, en intégrant par parties,

I'ed":(l“ F)et —[F(— ) — F(— )]e —'+/ Fréds,

_[Lf (G+H)d] d-:e»[I(G+[I)I f(G+H)e,

si 'on observe, en outre, qu'on doit avoir'
F(—N=F(2, F,(—3)=F—>
en vertu des conditions aux limites, il viendra la premiére des expressions cherchées :
pour —2 57,
2g, =F + '/_; (G+H—F"dz—¢ [j(H —F"eéd: +9,(—N)—,(—2)

(91) b X
=F— f (G +H—F"d: + €& / (H—FYe*dz—o,(—n) + 4,(—2N),
—h =

la deuxiéme s’obtenant d’'une maniére analogue.
Considérons maintenant le second intervalle (3> 1) : les deux premiéres
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égalités (83) nous donnent, en prenant A comme limite inférieure d’intégration,

@=w*[ jm@~AM& +%®@J»
W= | = [ ar vt ame |,

Substituons dans ces égalités les expressions (o) de » et de ¢, transformons par
une intégration par parties les intégrales

'/‘elwzeiidg, ;/T’<~/1Gﬂd§> e—'fdi

et tenons compte de la premiére égalité (87) et de 1'égalité (88), nous obtiendrons

2g, = F, + f’(:,dg
+ I:—L (G -+—( ]{ R F") (lg + 25?!(7\) S g‘g’(__ ‘/\) _+_ _‘k(_ 7\) _ ]‘,’O\)]e)‘_.;,

+ of G M= FdE g (=) — 4 (— ),

2, = F, — f G, dz
| S @Mz a3,0) - — im0 —F ) |
— .

— [ G+ M=) — g (=) + 4,(— ).

Ecrivons que ces expressions se raccordent, pour =12, avec celles (91) anté-
ricurement obtenues, nous obtiendrons les égalités

A x
'_f (G +T—F")dZ +29,0) — 9,(—0) + 4,(— 1) —F,0) =—e / (L —F")edz,

g — —h
f (G + H —F"dz + 24,00 + 9,(— 1) — $,(— 1) — F,0) =¢ f (—F"e™dz,

en vertu desquelles les expressions ci-dessus de g, et de J, deviennent en définitive :
pour 2>,

a9, =F, + [’(;:dg—“e* f (I — FNéd: 4 f (G 4 1 — F")d2 + o (—2) — 4 (— 1),

(92) . . A
‘ 8,24,,:14;_ [ Gulz + & f (I — E"ye~*dz — / (G A 1= F")d2 — g (— ) 4 4,(— ).
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Les expressions des fonctions o, b, pour &<} s'obtiennent alors sans nouveau

calcul en permutant dans les expressions (91) et (92) les indices 1 ct 2 et les cons-

tantes — 2\ et %; il vient ainsi-:

cpour — AL EKH,

ag, =F = [(G+I[——F”)d§+e‘5f (I —FNédz + 0,00 — 4,0,

(93) T | N
2y, = F + [ (G+H—F"d;— e (I — F")e*idz — ’Ji'a’()\) + '{,,Q) ;
Jz @ H
pQUI‘ 5 < —X )
ag, =T, — / G‘d'f,v-}— e _~(H — F”)ezd'.:, — / (G + H—TF"d: + 9,0 — (0,
) % 2 x
ad, = F, + / G,dz— e ) M — F")e_gdﬁ —+- ) G+ H—T"ds —9,0) + 1(,()\).

Les six fonctions arbitraires ¢, ¥,, ¢, ¥, ¢;5 4, sont ainsi délerminées pour

1

toules les valeurs de la variable, &4 des constantes additives prés qui s’élimineront
dans les résultats. Nous allons en déduire aisément les fonctions inconnues cher-
chées successivement dans le milieu 1, dans le mur et dans le milieu 2.

§ IV. — Partage en régions du plan des variables 5, <.

Les quantités £ + v et E— =, qui intervienneni seules comme variables dans les
égalités (73), sont susceptibles de prendre toutes les valeurs réelles de —oo & + oo
suivant I'instant ¢t=cxz considéré et suivant que le point de I'espace x = Lox&,
auquel on veut connaitre I'état du systéme, se trouve daus le milieu 1, dans le mug,
ou dans le milieu 2. Or, d’aprés les résultats du paragraphe III et les égalités (73),
les fonctions ®,, Ql, ®, auront des expressions analytiques différentes suivant la
la position des variables '+ = et 5 — = par rapport aux deux nombres —) et }.

Pour procéder avec ordre, considérons (fig. 1) deux axes rectangulaires (0%r) et
les six droites A, A,, D,, D',, D,, D/, ayant pour équations

E=—n (droite A, ),
= . ( » A,
E+r=—2 ( » D)),
E4+r= & ( » D),
E—r=—2% ( » D,), ’
S—r=— A ( » D).
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)L’t
Dy
CE) R
A\ (¢)
)
3) 2 @
(A)
A A - b /AN N
) 5 A7) >
' (A \
£8) R @)
@)
(¢H
(@)

Fie. 1.
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Ces droites partagent le plan des deux variables %, = en dix-sept régions qui
sont :

1) les cing régions A, B,, B',, C,, C', situées & gauche de A,, elles correspondent
au milieu 1, par suite aux fonctions b,, (Di, %,;

2) les sept régions A, B, B, —B, —B', C, C' comprises entre A, et 4A,; elles
correspondent au mur, par suite aux fonctions U, &, V, B;

3) les cing régions A, B,. B',, C,, C’ situées a droite de A 2; elles correspondent
au milieu 2, par suite aux fonctions @,, T,, ¥,. ,

Les résultats obtenus au paragraphe III vont nous permettre de former alsement
ces fonctions dans les différentes régions du plan qui leur correspondent.

§ V. — Expressions des fonctions ®,, V,, %,.

Commencons par former les différentes expressions des fonctions

P, =5E+)+4E—m),
(76) ODA:;GDA(E’ To)_' ’7”.(5 + T) + "!“A(E - T) + 04(& + To)_.‘}‘a(a _To)

dans les diverses régions du plan situées & gauche de A,. Nous en déduirons par une

1

. d
simple dérivation le champ électrodynamique ———32- et le champ électrostatique
T

;-—%%; puis le champ électrique total par I'égalité
)

o0, D(I)

1. Récron A,. — Cette région étant définie par les inégalités

Edrg—%,  E—r—),

v, et ¢, doivent y recevoir leurs valeurs (84), d'ou

- 2cb1 =F4(E+T)+Fo(%“_1)+ A E:i&’
(96) )

2 P49+ FE—)— G+ D=6 E—).

Fac. des Sc., t. X. 3
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Faisons, d'autre part, t, = o dans I'égalité (76) et il viendra

G P
20, =aW,(%) + f(G‘ —¥')d: — f(G, + ¥ ))dz,

T,

—a = aG (%) — 2‘V",(§),+ FiE+o—FE—9+GE+1)+GE—r1).

(97)

Dans la premiére de ces égalités, nous avons laissé la fouction ¥, sous le signe f°

parce qu’elle représente, d’aprés la premiére équation (75), la valeur initiale

de — —; la méme remarque s’appliquera aux résullats qui vont suivre.

T

o

On déduit enfin de 1'égalité (93)

(99) 0, = — G,(5)— W', (5.
a. Riarov B,. — Cette région étant définie par les inégalités
—rLE+ ), 1,

o, doit y recevoir sa valeur (91), b sa valeur (84), d’ott, en lenant compte de I'éga-
lité (72),

—% . e+t .
S ab, = FG 4+ FE—)—WE+ 9+ [ Gai+e™ [ 6+ Widds + W=,
c— —\
(99) '
|-

T

. T
=PG4 )+ FE—) —0G+9 —6G— + e [ 6+ Wz,

Faisons, d’autre part, v,== — A —% dans l'égalité (76) : V,(§, — 1 —E&) y recevra
sa valeur deduite de la premiere ¢galité (97); tous calculs faits et en tenant compte
de I'égalité (72), nous obtenons

g — £t
[t =W WE D+ [ 6P f G- [T
i— £ —

L )
—e " _(G + Wheds — W(—1),
(100) D _ ~ ‘
a6, — AW E PG — PG — )+ GE )+ G E—r)

NE
] Tc .
— e [ Wi,
—

)

Enfin application de I'égalité (95) redonne 1'égalité (98).
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3. REciov B',. — Celte région étant définie par les inégalités
' g p g
E+ 1< —h, —AaLE—1Kh,

.

g, doit y recevoir sa valeur (84), ¢, sa valeur (g1), d’ou, en tenant compte de l’éga-
Lité (72),

[ b =P+ FE—) + WE—n) — [ G
S

. . e f (G + We™dz — W(—2),
- (IOI) D‘I) Mo N2 i S Ay2- .
— 2 DT':—I‘ E+)+FE—1)—6,GE+17)—GE—n)

-
— " G+ Whe ™ d=.

Faisons, d’autre part, t,=»X + & dans I'égalité (76) : T,(%, » + %) y recevra sa
valeur déduite de la premiére égalité (97); tous calculs faits et en tenant compte de
I’égalité (72), nous obtenons

3 —
\ a0, = aW,(E) + WE—1) + f (G, + F)d= — / G, —F )z
’ g+ 3
+ [Faz— & [ G+ Whedz—W(—2),

DGD » » r e 1734 »
—2 = =—2GE) —2WE+FE+1)—FE—1)+GE+r)

. E— - .,
+GE—1)+e7 [ (G+ Weds.
Enfin I'application de I'égalité (95) redonne 1'égalité (¢8).
4. REciox C,. — Cette région étant définie par les inégalités

E+T>7\7 E_T<_)\;

¢, doit y recevoir sa valeur (92), ¢, sa valeur (84),
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d’otli, en tenant compte de I'égalité (72),
[ b =F o+ FE— + [ Gz + e f (G + Wed

S
+ / G5 — W() + W(—2),
(103) % . .
' B(I) .I - 1 /- T e )
——=—FE++FE—-1)—-GE+1)—GE—n)

ot

+ e (G 4+ WedE.
: —
Faisons, d’autre part, ©,=X —¢& dans l'égalité (76) : V,(§; »— &) y recevra sa
valeur déduite de la premiére égalité (100); tous calculs faits et en tenant compte
de I'égalité (72) nous obtenons

» H i —h %
=W + [ (G—Faiz— f(G+wi— [a
i— H —

. g . St
— e [ (G + W)eidz — f (G, + F)dz + W) — W(—2),
(IO[;) \GO . —h . A
—a gt =—16,E) —2W,@ + F.G+7)—FE—r)

+6,G+)+6E—0) — e [ (6+ W,

Enfin l'application de I'égalité (95) redonne 1'égalité (g8).

5. Ricion C',. — Cette région étant définie par les inégalités
§+T<~}‘7 E.—"T>)\’

9, doit y recevoir sa valeur (84), ¢, sa valeur (92); d'oti, en tenant compte de I'éga-
lité (72), ’

2 =FE+0+FE—)— [GE—e [ G+ Wy
3 —2
— fEfdg + WO) — W(—%).
(105) b _ . A
2 e )+ FUE— D) — G E ) — GE—7)

. 4
. , —& f (G + Whe™dz=.
—
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Faisons, d’autre part, ©,=—— % + Z dans I'égalité (76) : D&, —*+ &)y recevra
sa valeur déduite de la premiére égalité (102); tous calculs faits et en tenant compte
de 1’égalité (72) nous obtenons

g — A
2%, =2W,(5) + /(G‘ + F')dz —/(G, —F')dz + /F'd’::
4= : —n

—E [ (G + W — [ (G, — F)EE + W0) —W(— %),
"(106) — by
DGD 3 3 N /v
2 \:‘ = QG‘(E) - 2“7,5(:») + F'a(:. + T) - Ple(; - T)

£
+GE+9)+6,E —0)+67 [ (G+ W)z

Enfin ’application de I'égalité (95) redonne I'égalité (¢8).

Les fonctions cherchées se trouvent ainsi déterminées en tout point du milieu 1
et pour toutes les valeurs de =. Remarquons que, dans ce milieu, le champ élec-
trique total conserve constamment sa valeur initiale.

§ VI. — Eaépressions des fonctions &, V,-%.

Formons maintenant les différentes expressions des fonctions

U=z + 1) + YE—7),

@ e=e| fuc e e, e .

dans les diverses régions du plan comprises entre les droites A, et A,. La fonction ®
étant de la forme

n ab=pE+ ) +vE—1) + ¢ ),

nous en déduirons la fonction 9 par I'égalité
"ds
\_‘;

0 Yo

(78) W=2E, 7)) —pE + ) +vE— ) +pE+ 1) —wE—r,) — dr;

- . . ALY , . Py
puis, du champ électrodynamique — %—- et du champ électrostatique — :—CP obtenus
: . T Paled

<
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par une simple dérivation, nous déduirons le champ électrique total de I'égalité

o W2

| ——

(r07) &% )z 0t
1. Récion A. — Celte région ¢étant définie par les inégalités
T TR PRIy

¢ et ¥ doivent y recevoir leurs valeurs (83), d’ou
N " 3 e o
MUM=FE+1)+FE—1)+GE+1)+GE—r) + f(G + H)dz.
Faisons, d’autre part, t,— o dans I'égalité (74); il vient

— [ S ede + 1*‘(5)],

expression dans laquelle Ul doit recevoir sa valeur ci-dessus. Comme on a, en inté-
grant par parties,

i it et
f [ f G + Iz |ede = e [ (G + H)dz
0 E— E—

— J16E + 9+ GE—) + HE 4+ )+ HE — 7)o

et, par changement de variables, des égalités telles que

/ F(E 4 )e'dr =+ e / o d&z,
° (4

I'expression de ® peut s’écrire

E4x . 4z B . 3 Lo .
ab= [ (G+ )d: + e [c“‘-f(F —1IDe'ds + ¢ /(F —M)edz + nF(;):I .
E—z £ i—s :

En transformant deux fois par intégration par parties les intégrales ot figurent
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la foaction F et en tenant compte de I'égalité (72), on obtient en définitive

ab =P + ) + FG— ) — WE+9) + WE—7)

i : ) it £ s
+e7 ) (G+W)he™d; + e t,/‘(G + Weds,
i— ¢

(108) 2P . ; )
—a === FE+ )+ FE—9)—6E+9—G6E—7)

T
. 3 : . St .
+ e f(G + W’)e‘*dg + e " f(G +.W)eds.

Passons au calcul de © : en comparant I'égalité (77) & la premiére des égalités (108),

on voit qu'on peut poser

pE+D)=FE+)—WE+),
vE—r1) =F(E—1)+ WE—n1),

3 i e
B T B T f (G + W)edz.

Faisons, d’autre part, =,— o0 dans 1'égalité (78); en intégrant par parties, on

obtient

*d6

5=
v o B;

L 3 . . ~i4 .
dr=—c [ (G+W)e i + e+ / (G 4+ Wedz,
d’ou finalement

ic . d .
W=WE+)+WE—1)— [ Fd&E + e [ (G+ W)edg

. S+
. — e f (G + W)esdt,
(o) { | *
— f =—23[GE) +WE]e"+FE+)—F(E—1)+GE+1) + GE—r)
. : . L e )
— [ (G W)t E— e [ {6+ W),
§—3 3

L’égalité (107) donne enfin

(110) B=—[GE) +W(@E]e".
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2. Récrox B. — Cette région étant définie par les inégalités

o doit y recevoir sa valeur (go), ¢ sa valeur (85), d’ott

MU=FE—) + FE+7)+F,E+ ) +G6E—7) +GE+7)

n 13
+ f(G + Hyd&E + [ G —F,0).
Faisons, d’autre part, -,=x — 2 dans P'égalité (74); il vient
= e“"[ [ AU, Deds + D r— E)ex‘{l,

expression dans laquelle 9l doit recevoir sa valeur ci-dessus et (€, A — &) sa valeur
déduite de la premiére égalité (108). Par des transformations d’intégrales analogues. .
aux précédentes et en tenant compte de 'égalité (72), on obtient tous calculs faits

2@ =FE—=) + F,E+7) + WE—) :
4o f (G + Wieid + ¢ f (G + W)éid: + f G.E—W0),
(111) _.2%?:F'(E——T)-—F'z(i+T)_G(E_T)—G’(E+T)

£ . £y
+e (G WheTids + e _/(G + Wede.
- g E

LT

Passons au calcul de U : en comparant 1'égalité (77) & la premiére des éga-
lités (111), on voit qu'on peut poser s '

pE=F e+ + [ G,
V(E—7) = F(E— ) + WE—1)— W0,

. £ . h
oz, D=6 [ (CG+Wedz + e f (G + W')édz.
Bz £

Faisons, d’autre part, 7, = » — & dans D’égalité (78) : V(E, » — &) y recevra
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sa valeur déduite de la premiére égalité (109); en intégrant par parties on obtient

/ PPN / (G + Whe™dz + e [ (G + Whe it
w—z 0F (I —htat

(e —e™) f&G + Wédz,

d’oit
. n . E+o . Z .
SO=WE—o) — [l — [+ re e [ (6 wheTa
| e f (G + WHédE + W,
(112) N 3
)
—2p=—2[GE) + W®]e " —F(E—r) + FE+ 1)+ GE—1)+G,(E+7)

e f (G + We it — ¢+ f (G + WHédE.

© L’égalité (107) redonne enfin I'égalité (110).

3. Riciox B'. — Cetle région étant définie par les inégalités
*)\<E+T<)\J E_T>)\7

¢ doit y recevoir sa valeur (85), ¢ sa valeur (go), d’ott

2 =FC +7) + F,G— 5 — FLE—=) + 6E + ) + GE—7)
' 7 E—
~ fe+me— [6E w0
s @/ A

. Faisons, d’autre part, t,==—73 + £ dans I'égalité (74); il vient
(I) o 8*T L/q,l(g, ‘r)efd'r + (I)(a:" - )\ + E)e_kilrs:l N
i

expression dans laquelle 1 doit recevoir sa valeur ci-dessus et ®(, —i+f) sa
valeur déduite de la premiére égalité (108). Tous calculs faits et en tenant compte

de I'égalité (72), nous obtenons
W=FE+7)+FE—)—WE+~)
. 3 . . . " ’ ' E—r
— e / (G + Whetds — e / (G + Whe*dE — f G E+W(>H),
e t 2

3 ) ! :
O s B4 9~ GE + 9 — 6

ot
— e [ G+ Witz — o f (6 + Wk,
E+e ¢

Fac. des Sc., t. X. 4
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Passons au calcul de 9 : en comparant I'égalité (77) & la premiére des éga-
- lités (113), on voit qu’on peut poser

B +7) = FE + 1) — WE +7) + WO,
= =FE—— [ G,
A
£ » . P . i+ R
s, =—¢€"" f (G+Whe™ds e f (G + Whedk.
£ 3

Faisons, d’autre part, t,— — x+¢ dans I'égalité (78) : V(E, — A+ &) y recevra
sa valeur déduite de la premiére égalité (109); en intégrant par parties, on obtient

N ac E—t St AP 14 y ,;: 2 13
f —di=e" f (G 4+ Wedz + e+ / (G + Wheds
— z s S H

14208

(" —e) / (G + We—dz,

d’ou
Ly i—<
| =Weto+ [FE— G P
i} 3 ' i X
+ e 6+ Widds— e [ (G + Whed + WOy,
(I I[;) - ) - i+ ‘ . 3
— ;Tz —3[GE) FWEe ™+ F'(E+)—F (E—1)+ GE+ 1)+ G,E—7)

3 . 2
+ e [ (G 4+ W)etdz + e f (G + Weds.
Ets :
L’égalité (107) redonne enfin 1'égalité (110).

4. Récion —B. — Cette région étant définie par les inégalités

¢ doit y recevoir sa valeur (85), ¢ sa valeur (89), d’ou

2 =F, — <) — F G —) + FE + ) + 6,E—) + GG + )

—X E+v
+ [+ [G+ma+ P,

—
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Faisons, d’autre part, v, ==X 4% dans I’égalité (74); il vient A

o= | e oo+ 0,0t 50 |,
IS

expression dans laquelle U doit recevoir sa valeur ci-dessus et ®(%, A +£) sa valeur
déduite de la premiére égalité (108). Tous calculs faits et en tenant compte de I'éga-
lité (72), nous obtenons

20 = FE—) + FE+9—WE+0 + [ Gz
‘ 3 . t+t ’
+ & / (G + We™*dz + ¢+ / (G + W)edE + W(—2),
= t .
— 2 —=FE—)—FGE+)—GE—1)—GE+1)

. 3 . E+t
+6 [ (G + Wesdz + e / (G + WedE.
— 13

Passons au calcul de 9 : en comparant I'égalité (77) A la premiére des éga-
lités (115), on voit qu’on peut poser

pE+) = FE -+ — WE + ) + W(— ),
WG9 =FE—9+ [ G,

. 3 . E+=
o(E, ©) =& f (G + We %dz + e f (G + W')eidz.
—h 1

Faisons, d’autre part, ©,=X + % dans I'égalité (78) : V(E, A + &) Yy recevra sa
valeur déduite de la premiére égalité (109); en intégrant par parties, on obtient »

: Yo . Etr i . at }
f L= f (G + W)ddz — ¢=—= ﬁG T Wheidz
(WRRS £ 3

. — (T — ™ / EG + Whe™dg,

d’ou
/ . —h e tfe
nﬂ)fw(a + 1) +/E;£G,_ F)dz _/;ng
E—1 3 Nt s i E4t g .
(116) - +e .[fGJFW)e & — e [(G+W)Cd§+w(—/\),
— 9 Sé-:— 2[G(&) +W’(E)]8_T_F',(§_T)+F’(E+T)+G‘(§—T)+G(§+T)

. ; i .
‘\ . — _.(G + Wr)e—zd;é e T [(G + W’)e"d& .
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L’égalité (107) redonne enfin 1'égalité (110).

5. Ricrion —B'. — Cette région étant définie par les inégalités

+ 1K —0, —rLE—0,

U

o doit y recevoir sa valeur (89), L sa valeur (85), d’ou

AU =F,(¢+) +FE+7)+FE—1)+GE+ 1)+ GE—r)
— [Gd— [(G+WdE —F (2.
it —

Faisons, d’autre part, -, = — % — % dans I'égalité (74); il vient

b = e"'I: Zﬂ(i, nedr + dE, — h— Z)e‘“{l s

—h—3
g . ? . .
expression dans laquelle 41 doit recevoir sa valeur ci-dessus et ®(5, —1 —&) sa

valeur déduite de la premiére égalité (108). Tous calculs faits et en tenant compte

de I'égalité (72), nous obtenons

1Wb=FE+)+FEZ—r)+ WE—r)

— [ Gz — e [ (GEW)EdE— & f (G+We—sdE—W(—),
= —h 3

I D . )
() —2§=—Fg(z +7) 4+ FE—1) —G(E+ 1) —GE—r)

— e [ (G + WEdi — & [ (G + WeTeE.

Passons au calcul de © : en comparant I'égalité (77) & la premiére des éga-

lités (117), on voit qu’on peut poser

pG+)=FG+7— [ Gdz,

vE—1)=FE—1) + WE—7)—W(=1),

5z, ) =—e=" [ (GHW)FdE—e / (G + Wi dz.

Faisons, d’autre part, v,= — k — & dans I'égalité (78) : V(§, —* —3%) y recevra
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sa valeur déduite de la premiere égalité (109); en intégrant par parties, on obtient

[ Mo [T wen— e [ Wi

— (e — [ :ZG + W’)eédﬁ,
d’ou
G =WE—n1) + +(—G + Fdz + _,AEP:"}?

+e [ (6 Whds — ¢ f G+ W)edE + W(— ),
(118) - ;

W —— AGE+WE) e +F (E+9)—FE—7)+6E+7)+G6E—7)

=
NS

—2

e [ (G+ W)EdE + & f (G + Wedz.
L’égalité (107) redonne enfin I'égalité (110).

6. Réecion C. — Cette région étant définie par les inégalités

o

4+ > A, E—n <)\ ,
¢ doit y recevoir sa valeur (go), ¥ sa valeur (89), d’ou

AU=FE—7)—FE—9)+FE+)+FE+9)+GE—)+GE+)

—2 2N et
+ [ Gdi+ [ (G+H—F)dZ + f G, oz
13 —h 2

c—=

Faisons, d’autre part, ©,— X + % dans I'égalité (74);. il vient
£

N [ f UE, 1)eds + BE, A+ a,)e”f],
A3

expression dans laquelle 4l doit recevoir sa valeur ci-dessus et ®(%, X + %) sa valeur
déduite de la premiére égalité (111). Tous calculs faits et en tenant compte de I'éga-
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lité (72), nous obtenons

— . 3
2 =F G +FE++ [ Gl+ e [ (GrWiea
— —
. s (S
foeE _[ (G + WHédz + / Gz + W(—2) — W),
) FE 4 —GE—7) —GE+)

. € . .. )
47 f (G+Whe"dz +e° f (G + W')édE.
— 3

(119)
—a %? =FE

Passons au calcul de V) : en comparant I'égalité (77) a la premiére égalité (119),

on voit qu'on peut poser
WG+ =FE+7)+ [ GE—WO),
E—)=FE—0+ [+ W),
s(E, )= _j(G FW)edE 4 e f (G + W)édz.

Faisons, d’autre part, v,—=i 4§ dans 'égalité (78) : V(E, A+ &) y recevra sa
valeur déduite de la premiére égalité (112); en intégrant par parties, on obtient

\

i b T E x £ = %
/ Lr=—("—e™) (G + We™dz + (7 — e %) f (G + W')édz,

S ) Et
0= f@,—Fy— [Fa— [ +F)E
t— —* *
. d . e [ 2 :
+& f <G+w'>e—-dé.~e”‘“f (G+W)ddz +W(—2) + W),
— g

(120) : :
2 a6 + W —F,E—) + F G+ +6,E—9) +6,E+7)

3 A
—&~ [ (G+W)eide — e / (G + W)e'ds.
J 3 :

L’égalité (107) redonne enfin l’égaiité (110).
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7. REeron C'. — Cette région étant définie par les inégalités

Ay

+ K —h, E— >0,
o doit y recevoir sa valeur (89), ¥ sa valeur (go), d’out
AU=F,E +7) + FE+7) +FE—0)—FE—7) +GE+7) +GE—1)
— fed— [(G+u—F— [G.
4= —h A
Faisons, d’autre part, r,—= — )\ — = dans I'égalité (74); il vient

o= e—=[ UGz, Deds + BE, —h— s)e—‘—i],

-expression dans laquelle U doit recevoir sa valeur ci-dessus et ®(&, — X —5) sa va-
leur déduite de la premiére égalité (113). Tous calculs faits et en tenant compte de
Tégalité (72), nous obtenons

— E
ab =F,( + 1)+ F(E—1) — _/ GdE—e f (G + W')é'ds
E+< —

) P
—é~ fl6+ Wi — 68— W) + W0,
2

-(121), b V
Ve S =FE ) A FE— 9 —6E 9 —GE—)

i : . . A e
— e f (G + W)eds — & f (G + Wie™dz.
A\ ;

Passons au calcul de 9 : en comparant I'égalité (77) & la premiére égalité (121),
-on voit qu’'on peut poser '

b+ =F G+ — f Gt WO,
3 V(‘E.__T) == Fx(E—T)—v/l‘E:dE‘—‘w(—_)\))
N 3 ) A '
oG 9 =—e [ G+ Wil — f (G + WheSdE,

Faisons, d’autre part, r, = — X\ —§% dans I'égalité (78) : V(E, — )1 —&) y recevra
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-
sa valeur déduite de la premiére égalité (114); en intégrant par parties, on obtient

d . ; 3 , . N B .
SehE=— T =) [ (G WG+ @ — e [ (64 W,
d’ot
[ a0= [ G+ [Fa— [G—re
b m+wwﬁ—e-/@+wwﬂﬁ+wew+wm,
(122) 0 :
—2 5 =— 26O + WOl —F (¢ +9)—F,E—2) + GE+9)+G,E—7)

+e (G + WG + ¢ f (G + We 3k .

L’égalité (107) redonne enfin I'égalité (1 Io).

Les fonctions cherchées se trouvent ainsi déterminées en tout point du mur et
pour toutes les valeurs de <. Remarquons que, dans ce milieu, le champ électrique
total a la méme expression dans les différentes régions qui lui correspondent.

§ VII. — Expressions des fonctions ®,, V,, %,.

Formons enfin les différentes expressions des fonctions

P,=¢,E+ 1)+ LE—T),
(79) LD% :CDz(r‘:’ To) —'?z(a + T) + "!"z(i - T) =+ :'?2(5 + Tu) - ';‘2(5 - Ta)

dans les diverses régions du plan situées a droite de 3,. Nous en déduirons par une

. - . . oD, .
simple dérivation le champ électrodynamique — = et le champ électrosta-

T

d . PRI
tique ——-Dig—’, puis le champ électrlque total par I'égalité

’ . A, P,
(123) - H, = — E T w
1. REcioN'A,. — Cette région étant définie par les inégalités

W E+T2, T—>0,
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g, et ¥, doivent y recevoir leurs valeurs (86), d’ou .

b, =F i+ +FGE— 0+ [ G,
(124) o

T —

o . ‘e - -

—a == F (49 + L — ) — G, +7)— 6,5 —).
a7

Faisons, d’autre part, -,—o dans I'égalité (79) et il viendra

: . T+ )
g 20, =2W,(2) + / (G, — F')dz — / (G, + F')dz,
(125) ! o

— 2

‘\ 2= —2G,(5) —aW (D) + F G+ )—F (E—1) + G+ 1)+ G (2—n).

-

On déduit enfin de I’égalité (123)

(126) X, =— G,(5) — W' (3).

2. Récrox B,. — Cette région éu’nt définie par les indgalités

— 1<,

oV

E—{—T}?\, —7\<

¢, doit y recevoir sa valeur (86), ¥, sa valeur (93), d’ou, en tenant compte de l'éga-
lité (72),

[ ad,=FE—) + F 4 1) + WE—1) + & / (G + Wiz

“its
+ / Gz — W),

(127) N
b, - . . .
—2—=FE—1)—F{E+:)—G6E—-1)—GE+

e [ (G + Whe sz

t—

Faisons, d’autre part, v, = — & + Z dans 'égalité (79) : V(2. — % + %) y recevra
sa valeur déduite de la premiére égalité (125); tous calculs faits et en tenant compte

Fac. des Sc., t. \. 5
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de I'égalité (72), nous obtlenons

I

2%, =W (3) + W(E — =) — / Flz 4+ /‘ (6, — F )

it . 2 L
, — f (G, + F)dz + e / (G+Whe™dz —W(Q),
(138) : o

—2 S = a6 — aW D — FE— )+ F (2 49) + GE —) + G, +7)

\ g f (G + We iz,
\ =

v

Enfin I'application de I'égalité (123)_redonne I'égalité (126).

3. RéGron B',. — Cette région élant définic par les inégalités
—hLI+ KR, —1>7,

o, doit y recevoir sa valeur (93), b, sa valeur (86), d’ofi, en tenant comple de I'éga-
lité (72),

20, =FE + =) + F,G — ) — Wi + )

— e [l Wi — [ G+ wa,
(129) : b 4= n

—3 = FE 40+ F(E— ) —G(E +7) — G (E—x)

— e EG + Whe'dz.
/et

Faisons, d’autre part, =,=7% —Z dans I'égalité (79) : 0,5, x—E) y recevra sa

valeur déduite de la premiére égalité (125); tous calculs faits et en tenant compte de
Iégalité (72), nous obtenons

[ a0, =aW,(E) + WE+1) + / V= + f (G, + I )dz

— [ G ¥E e f (G W — WO,
z. Y '

(130) -
-2 ‘w':t =—26,0) —2W,O) + FGE+1)—FE—1)+G6E+1)+G6,:5—n)
\ : fe / (G + W)édz.
4

Enfin I'application de 1'égalité (123) redonne I'égalité (126).
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4. REcrox C,. — Cetle région étant définie par les inégalités
E+7>)\7 E—T§—7\:
g, doit y recevoir sa valeur (86), 4, sa valeur (94), d’ow, en tenant compte de I'éga-

lité (72),

2b, =F,i—) + PG40+ [ Gz 6 [ (G+W)eaz

—n

4= .
\ +f Gl + W) — Wa,
(131) - 2 L .
Al Y . . e . .
rﬂ P D) — PG4 D) — G (E— 1) — G+ 5)

ot )
4 & f (G + We™dz.

Faisons, d’autre part, ;=13 + 3 dans I'égalité (79) : ‘02, X + %) ¥ recevra sa
valeur déduite de la premiére égalité (128); tous calculs faits et en tenant compte de

Pégalité (72), nous obtenons

20, = 2W,(5) + [ (G, — F )i — f Fdz + / (G, — F' )z

i+t . 3 "
5 — f (G, + Fdz: + e [ (G+ We™dz + W(—2n) — W),
(132) < 0 g —a

—2 (\:g =—26,3) —2W,O)—FE—0)+F,i+9+6,E—1)+G,(5+1)

e f (G + Whe “d:.

Enfin application de I'égalité (123) redonne ’égalité (126).

5. Riaron (). — Cetle région étant délinie par les inégalités

’

§+—"<_)" E_‘:})\v

¢, doit y recevoir sa valeur (94), 4, sa valeur (86), d’on, en lenant compte de I'éga-
lité (72),
—

2, = F (24 2) 4 F (3 —x) — / Gulz — e [ (G + Wheidz
4= —

s | | — [ Gz — W(— ) + W),
Al S v e :
o = G4 ) 4+ PG — GE 40— G E—n)

ot

AY

— e (G 4+ W)z,
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Faisons, d'autre part, ©,=—x — £ dans I'égalité (79) : U,(3, — 4 — %) y recevra
sa valeur déduite de la premiére égalité (r%o) tous calculs faits el en-tenant compte

de I’égalité (73), nous obtenons

y
[ o, =W + /(‘(,, - Pz + f[(;ﬂt I )z
o Bt —% -
_ / (G, — Pl 4 o5 / (G = WG 4 W(—3)—W(),
(184) . B B
— “4'- zm— G — W (5 + F (T4 — F E—D)+ G E+ )+ 6,(5-—7)

’\ » e / z(; + WhHet Pl

Enfin I'application de I'égalité (123) redonne l'égalité (126).
Les fonctions cherchées se trouvent ainsi déterminées en tout point du milieu 2
et pour toutes les valeurs de . Remarquons que, dans ce milieu, le champ élec-

trique total conserve constamment sa valeur initiale.

§ VIIl. — Calcul direct da champ électrique lolal.

Les expressions trés simples (98), (110), (126) auxquelles nous sommes parvenus
pour le champ électrique total peuvent s’obtenir directement et presque sans calcul
de la maniére suivante :

Dérivons par rapport i < les deux membres de I'égalité (95); en-tenant compte

de I'équation (66), il vient

W20 by

o A )

v

Mais, la parenthése du second membre est nulle d’aprés la premiére équation (75),

on a donc aussi

d’ou, en intégrant, I'expression (g8).
Un calcul analogue au précédent donne de méme
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d’ou il résulte que &, est constant et qu’on a la relation
W8+ G (5=o.

d’aprés laquelle les fonctions W, et G, ne sont pas entiérement arbitraires. Ceci est
un cas particulier de ce que nous avons vu (ch. I, § vi) au sujet des conséquences
de I'hypothése de Faraday et de Mossotti appliquée aux milieux non conducteurs.
Les mémes considérations s'appliquent a la fonction %,.
Dérivons maintenant par rapport a = les deux membres de 1'égalité (107); en
tenant compte de la deuxi¢me équation (75), il vient

B 0 %
et I'égalité (107), on a
3! IR %
E e
par suite
2 ’
— +%=o,
dT

€e qui, en inlégrant, redonne précisément I'expression (110).

§ IX. — Expressions de la différence de potentiel entre les faces du mur.

En vertu de la continuité du potentiel électrique i la traversée des deux faces du
mur, la différence de potentiel entre ces deux faces peut se calculer en formant I'une
ou l'autre des expressions

U= ) =0 1), V=K, D) — DR, ).

Partons, par exemple, de la fonction 9 : le partage en régions du plan des deux
variables §, = nous montre, en nous reportant  la figure 1 (ch. II, § 1v), que la dif-
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férence de potentiel cherchée aura des cxpressions analyliques.différentes suivant la

position de la variable t par rapport aux trois nombres
— aj, o, DY

“Nous avons donc quatre intervalles A considérer.

1. —2k. — La fonction U doit étre considérée dans la région C'; en faisant
successivement I=—JX el Z=3 dans la premiére égalilé (122) et en retranchant.

membre & membre les résultats obtenus, il vient

yY—

(135) o[ UV(—2, x) —V(, 7)) = (_(:_ + F)d: + ((x — 1)z
— e ((1 + Wehzds

ch désignant le cosinus hyperbolique.

2. —2h L r<Co. — La fonction ‘0 doit étre considérée dans les régions —B'
et B'; en faisant successivement Z= — % dans la premiére égalité (118). 2= dans

la premiére égalité (114) et en retranchant membre & membre les résultats obtenus,
il vient

(136)  2[V(— ., T)—<1’»()‘,~.)]:\V(—>\—T)~\V(‘A+:) _ ‘

+ /G ¥+ [FaE— F’d’ + '(E' )=
— At ! —
—e" [-f(Gi}: \V')e“d" —+ f G+ Whekd= 1 + W(—2%) — W(0).
3. o7 2h. — La fonction 9 doit &tre considérée dans les régions —B et B;
en faisant successivement 2= —J dans la premictre égalité (1 16), Z=7 dans la pre-

miére égalité (112) et en retranchant membre & membre les résultats obtenus, il

vient
(137) o[ V=2, 1) —VU—%, ©) | =W(—x + ) — Wii—1)
e s
+ (G — T, ‘;r[— /F’d + F’d- +/(G, + ')z

—hr—z ’

N . —A+= . I3 . . )
_ eA—f[ G+ W')ewz_ + [ (G + Whesaz I + W(—3) —WQ).
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4. = > ak. — La fonction ¢ doit étre considérée dans la région C; en faisant

‘successivement == —X et =1 dans la premiére égalité (120) et en retranchant

membre & membre les résultats obtenus, il vient

h—z 4=
(138) a5 =00, )= f G—F )+ [ (G +F)

—h—

— 2¢"" AZG + W')chEds.

Le probléme que nous nous sommes proposé se trouve donc complétement
q .

résolu.

§ \. — Etal du systéme & un instant quelconque.

Pour nous rendre compte de I'état du systéme & un instant quelconque ¢= pxr,
il suffit de mener sur la figure 1 (§ 1v) une paralléle & I'axe o= d’ordonnée < et de
suivre le long de cette droite la variation des fonctions qui fixent cet état. La paral-

léle ainsi menée rencontre les six droites

' '
D,, D, - 4, a,, D.,, b,
en des points
Ml’ N[’A’ b s hl:' M’:’
d’abscisses - '
—A—r, A—r, — i, Ay — i+, r 4T,

qui déterminent sur cette paralléle sept régions, sur lesquelles les fonctions consi-
dérées ont des déterminations analytiques différentes. On voit qu’on a

MM, =upw,=MM, = .

1 1 )

Quand < varie, les points u, i, restent fixes sur la paralitle, mais les deux autres
-groupes de points (M,, M')), (M,, M')) se déplacent en sens inverse avec une vitesse
égale a 1, de fagon & coincider, pour - =o, avec le groupe fixe (11, , u,).

A ces points correspondent, dans I'espace occupé par le systéme et & I'instant t,

des plans paralléles

P, P, &, 4, P, P

perpendiculaires & ox et d’abscisses

—{—Lt, {—Lt, —1, L, — 1+ L¢, [+ L,
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de sorte que lex distances des plans (P, P'), (@,, &,), (P,, P')) sont constantes et
£gales A 21. Ces plans partagent I'espace en sept régions, dans lesquelles les fonc-
tions considérées ont des déterminations analytiques différentes, de sorte que ce
sont des ondes au sens d’Hugoniot, & I'exception des plans «,, 3, qui sont précisé-
ment les faces du mur.

Quand ¢ varie, les deux trains d’ondes (P,, Py, (P,, V) se déplacent en sens
inverse avec une vitesse uniforme ¢gale a L, de facon a coincider, pour t—=o, avec
les deux faces du mur.

Nous pouvons donc, en définitive, nous représenter le phénomene de la facon
suivante :

Si 'on prend la solution dans son intégralité en faisant varier [ de —oo & oo,
on voit que le phénomene consiste en la propagation de deux trains d’ondes planes
paralltles aux faces du mur, venant de I'infini de part et d’autre de ce mur, qui'se
propagent en sens inverse & la vitesse L et qui se croisent a 'instant {=o0, en coin-
cidant & cet instant avec les faces du mur.

Si, au contraire, on considere le phénomeéne comme ayant commencé a instant
t=o0, les deux faces du mur apparaissent a cet instant comme deux plans d’émis-
sion; d’ou partent deux trains d’ondes se propageant en sens inverse i la vitesse L.

Rappelons que si I'on acceple I'hypothése que nous avons faite sur le pouvoir
inducteur spécifique des métaux (ch. I, § vir), cette vitesse L est celle de la propa-
gation de la lumiére dans I'éther. _

Nous allons appliquer les résultats précédents & un cas particulier extrémement
simple, qui offre, en méme temps, un trés grand intérét pour le physicien.




CHAPITRE [l

Application a la décharge d'un condensateur sur son propre diélectrique.

§ I. — Fonctions d'élat initial.

La solution générale du probléme du mur, que nous venons d’obtenir, s’applique
en particulier, & la décharge d’un condensatear plan sur son propre diélectrique,
probléme qui n’a été traité jusqu'ici, A notre connaissance, qu'en négligeant les
effets de l'induction élecirodynamique. Nos formules vont précisément mettre
ceux-ci en évidence. ‘

Le probléme se pose pour le physicien de la facon suivante : les deux arma-

=1 du mur, sont

tures A et B du condensateur, qui seront ici les deux faces x
tout d’abord maintenues, par Uintermeédiaire d’une source, a des potentiels cons-
tants V, et V;, et cela, pendant un temps assez long pour que le régime permanent
puisse étre considéré comme élabli. Puis on abandonne le condensateur  lui-méme,
en supprimant les contacts des armalures avec la source; il s’agil de déterminer
comment varie en fonction du temps I'état électrique du systéme qui comprend,
outre le condensateur, le milieu ambiant dans lequel il est placé.

Dans la théorie élémentaire de la décharge,‘ on se borne i rechercher. abstraction
faite des effets de I'induction qu’on néglige, comment varient en fonction du temps,
a partir de Pinstant initial, ¢’est-a-dire pour { > o, la différence de potentiel entre
les armatures ainsi que le courant de décharge dont le diélectrique du condensateur
est le siége. Nos formules vont nous faire connaitre, en outre, en chaque point de
'espace y compris le milieu extérieur, les lois de variation du potentiel électrique,
du champ électrostatique, du champ électrodynamique et du champ électrique total.
Comme nous avons obtenu, d’une maniére générale, les expressions de toutes ces
quantiLé:s méme pour [ <o, celles-ci nous feront connaitre 1'état du systéme non
seulement aprés mais aussi qvan! I'instant initial. Autrement dit, nos formules nous
feront connaitre ce que devrait étre I'étal du systéme a un instant quelconque ¢<Zo
pour que cet état, & un instant ultérienr t=o, fit celui du régime permanent que
nous avons défini.

Cemmengons par chercher expression des différentes fonctions d’état initial.

Pendant le régime permanenl qui correspond a la fin de la charge, on a

BNV VN)
— =0,

Fae. des Se., t. X. ’ [
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avec : pour x =—|1,
V,=V=V;

pour xr=/,

V=V, =V,
par suite, en cffectuant notre changement de variables,

0,00

d‘i_z — 0,
avec : pour 2= —1%,
T =10=W;
pour Z=1, .
T="1,=W,,

en posant

We= VeV, W= \V,.

- Comme le potentiel doit rester fini pour £="1F oo, il résulte de ces équations
que le régime permanent qui précéde la décharge est défini par les égalités

T=We,  aT=Wo b Wae (W — W=, =W,
En méme temps, le mur est le sitgge d'un courant de conduction u, paralléle
4 ox, proportionuel a V, — Vy et le champ électrodynamique est nul dans tout
I'espace. ; '
A l'instant {=—o0, abandonnons le systéme & lui-méme dans I'état qui vient d’étre
défini, en supprimant les contacts du mur avec la source qui maintenait constante
la différence de potentiel entre ses faces : on a tout d’abord

N 2

(39 WEH=W., aWEH=W, & Wy — (W — W) =, W(H=W,.
-D’autre part, puisque le champ électrodynamique
(P, D, P)
ot

part de la valeur zéro, on a aussi

(1t0) GH=0, GE=o, GH=o.
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Enfin, puisque nous abandonnons le sysiéme a lui-méme, c’est-d-dire sans vitesse

initiale, on a, pour t=o,
AW, 0, 1)

M =0
soit, d’apres les égalités (79),
b, D, D)
22 -
c’est-a-dire
(141) . K (3) —o, I'(2) =0, F,(3)=o0.

Toutes les fonctions arbitraires d’état initial, qui interviennent dans les expres.
sions du potentiel électrique et des champs, se trouvent ainsi complétement déler-
minées, de sorte qu’il ne reste qu’'a les remplacer par leurs valeurs dans les expres-
sions générales que nous avons oblenues aux paragraphes v, vi et vir du précédent

chapitre.

.

§ Il. — Expressions du polenliel éleclrique, du champ électroslatique, du champ électro-
dynamique, du champ éleclrique lotal et de la différence de polentiel.

I. Milieu 4. — Le champ électrique total ayant, comme nous 'avons.vu, la
méme expression dans toutes les régions relatives du milieu 1, les égalités (¢8),

(139) et (140) nous donnent tout d’abord

(142) X, =o.

1. Réerox A,. — Les ¢galités (96) et (97) nous donnent

I

[% o W, «"l" D‘]’
L — —_—— — 1
(143) D, =W, ¥ =o, 3 =o.
2. Réciox B,. — Les égalités (99) et (100) nous donnent
;’l N ‘V« ‘/Vn “r - ‘ B - A—E.
20V, =W, + * 4= — v (r—Z—1—e "),
2 2%

(144)
W, b, W+ W,

N A

(r— e,
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3. REcion B". — Les égalités (101) et (102) nous donnént
. . Wi+ W, W, —W, - i
2V, =W, + + — " (t+z—x—e"7,

— = = (1= ).
A N hk ) )

145 ’
(145) e M, M, W — W, ..

4. Réciox G,. — Les égalités (103) et (104) nous donnent

s

shi

‘\ AU, =W+ W+ (W, — W) ) e,

(146) N
M, b, 1 S shh L
\_ D;:: —? —;(“\‘*“u)'—‘)\ 4 ’

sh désignant le sinus hyperbolique.

5. Riciox C/,. — Les égalités (105) et (106) nous donnent

{ - ." -
\ 2, =W+ W, 4+ (W, — W) 220
(147) b
|L|7 " N
NI shi
S A oy
NS ot o2 A

I1. Mur. — Le champ électrique total ayant, comme nous 1'avons vu, les mémes
expressions dans toutes les régions relatives au mur, les égalités (110), (139) et (140)
nous donnent tout d’abord

, W — W,
(I[{8) J’—'T—L

1. Récrox A. — Les égalités (108) el (109) nous donnent

2T =W, + W, — (W, — W)=,
IS
W W, — W,

(149) T
Q [ ":n
J— (b:_—w = ‘\ (l-—'f’_").

\ ot 2N
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2. REcrox B. — Les égalités (111) et (112) nous donnent

/ W, W, W,—W, - hmE—t
20 =W, + T — ‘q) (h+2—r—e77),
) \ N W, — W, hia -
{150) )*“ e :T([‘{‘t )»
b W, — W, e i
e T
3. Réciox B'. — Les égalités (113) et (114) nous donnent
. W+ W, W, — W,
2T =W, + T — (=i,
W W, — W, R
{(151) — gz 4 (t +e )
D(I) “\ I ‘\ li( — + -\ -7
s [ — 2¢
\ - 3 2¢ e )
4. Ricion —B. — Les égalités (115) et (116) nous dénnent
, . W+ W, W,—W, ; :
=W g T B W e ey
2 RIS
N MM W, — W, o
(152) *TE‘——[J\—(IJre )5
L\(I) ‘V\ - W’“ — A iz
— =—————(1—2¢ "+ " 7).

It . 4

5. Ricrox —B'. — Les égalités (117) et (118) nous donnent

"V\ + Wu WA - wl:
2

2

=W, + (r+ Ehr—c“'fi*") s

X W, — W, ~h—5—T
(153) TSR GFeT),
dP . W.—W,

» n (L—ae™ + 7).,

gy
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6. Récron C. — Les égalités (119) et (120) nous donnent

P Wo—W, .
| 2 =W, + \\IB__—\__._\'/L:.eA‘f,
. a(f' “-‘ - \I\TB. - h—T
(134) - 1T NE _—;—Ch:'e ’
AP W, — \VB 5 T
/_ ~\1 = e dehE)e,
ot 20

7. Riciox C'. — Les égalités (121) et (122) nous donnent

W — W,
V=W, + W, —— Pz,
IS
- \ W W, — W, A
(l‘.)b) )—‘ = ———-——T)A—)\———(,léc '
X W, — W, o
‘ : (r — e chZ)e
\ N 2A »
11, Milieu 2. — Le champ électrique total ayant, comme nous I'avons vu, la

méme expression dans toutes lés régions velatives au milieu 2, les égalités (126),
(139) et (140) nous donnent tout d’abord

(156)

1. Ricioxy A,. — Les égalités (124) et (125) nous donnent

i N XY, 20,

(157) L=W.,  —==o, —=o.

2. REe1ov B,. — Les égalilés (127) et (128) nons donnent
Wi+ W, W, —W, e
: S 20, =Wy e B W e o sy,
2 2%
(158) i
/ W, b, W, —W,

—h-+-I—T
¥ oow o e
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3. Récrox B',. — Les'égalités (119) et (130) nous donnent

W, + W, W.—W,
SEELAL AL

2 RYN

M, b, W — W, i
Pt (1 — ).

2T =W, +

(159)

LT X 4

h. Ricion C,. — Les ¢égalités (131) et (132) nous donnent

o shn o,
WU, = W,y + W — (W, — W) 226,
'S
(160) N - b . W
(_ ML 2w, oy S
0z d 2 PA

5. Récrox (',. — Lex ¢égalilés (133) et (134) nous donnent

shi .

- . sh
20, =W, + W, — (W — W, Tl e,
X

(161) o . .
( PALY LI _ __Sha P
L .l— (‘\ \ — “‘B) 5\1/ e,

- \ 2 Nt 2 PA

IV. Différence de potentiel. — 1. =< — 2. — L'égalité (135) nous donne

sh
Py

IS c_;__ .

(162) T—=%, 5)—TC, 1) = (W, — Wy)

2. —ak L 1L o. — Légalité (136) nous donne  ~

‘ / — T —¢
(163) U=, 9= T )= OV — W) (1 — I_ZT(_'> .

3. 0 Lt ah — Légalité (137) nous donne
Xt al /

(164) Uiy 900, 9= OV, — Wy (14 Z22 )

A

4. > 2k — L’égalité (138) nous donne

sh.

)\

\ e;_;_

(165) T— %, ) —TO, 1) =W, — Wy)

47
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§ IIl. — Représentations graphiques.

Afin de synthétiser les résultals du précédent paragraphe, représentons graphi-
quement a différents instants du phénoméne, cest-d-dire pour différentes valeurs.
de 7, les lois de variation en fonction de Z des fonctions

e 3‘4"’4",'" D ,‘,(I“
O O o R L L P G PG R T

,ly % (Y
3 Ay Aoy D, )
d 1 L)

gt

o

respectivement proportionnelles, en chaque point de I'espace, au potentiel électrique,
au champ électrostatique, au champ électrodynamique et au champ électrique total.
En nous reportant & la figure 1 (ch. 11, § 1v), sur laquelle on suppose tracée une
paralléle variable a 'axe o%, nous voyons que la posilion relative des points d’in-
tersection .

M, M, " u. M,, M

1 1? [0 e ? 2 2

de cette paralicle avec les six droites

D, D, A, A, D, D

2 2 2
varie avec la position de la variable © par rapport aux nombres
— 2k,  —h, o, A, Ph.

Nous sommes ainsi conduits & représenter graphiquement les lois de variation
en fonction de % des grandeurs ci-dessus pour des valeurs de = comprises dans cha-
cun des six intervalles limités par les nombres précédents. ’

La figure 2 est relative au premier intervalle (t < — 21); la figure 1 (ch. II, § 1v),
sur laquelle on suppose tracée la paralléle 4 I'axe oZ d’ordonnée =< — 2%, monire
que les points de discontinuité de nos fonctions sont disposés de gauche a droite
dans Pordre ’

A ! 51
M,, M, ", 2y, M, M,
de sorte que leurs abscisses
PN A+ T, — X, %, — =7, r—x

forment une suite croissante. Les deux trains d'ondes (P,, P')), (P,, P')) venant de

Iinfini de part et d’autre du mur n’ont donc pas encore atteint celui-ci.
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Pour 2~ -+ 1, on se trouve dans la région A ; les fonctions sont donc don-
nées par leurs expressions (143) et (142). -

Pour —i 4+ - & » 4 7, on se trouve dans la région B'; les fonctions sont
donc données par leurs expressions (143) et (142). Et ainsi de suite : dans les cing
“intervalles suivanls, correspondant respectivement aux régions C',, C', €', I¥/,, A,,
les fonctions sont représentées successivement par les expressions (147), (142);
(155), (148); (156), (161), (159), (157).

lonvenons de lracer toutes les courbes en prenant, par exemple, ».=0,5 el pre-

nons, pour simplifier, comme potentiel zéro le potentiel Vi + V., ce qui donne
W, + W, '
2

tracée en trait plein de la figure 2.

o. Pour «==— 2,54, nous obtenons ainsi pour la fonction U la courbe

Les champs ¢lectrostatique, électrodynamique et électrique total étant propor-
tionnels & W, — W, il nous suffit de représenter les courbes de variation en fonc-

- tion de 2 des rapports

\ (0,
W, W, PE

U, "l”,’) o ] b, b, d) (b, B, B
’ W, — W, dr ’ W, — W, °

Le premier, proportionnel au champ électrostatique, est breprésenté par la courhe
“en‘ponctué; le second, proportionnel au champ électrodynamique, est representé
par la courbe en traits interrompus; enfin le troisiéme, proportionnel au champ
électrique total, est représenté par la courbe cn trait mixtle. L’échelle des ordonnées

-

est relative & ces trois courbes. En outre, pour 2<{—x 4 v et pour 3>k —=z, les
trois champs sont nuls.

Au seul aspect de ces trois courbes, on voit que le champ ¢lectrodynamique scul
varie avec continuité dans toul I'espace, les deux autres dtant discontinus pour

&==7TFh, c'est-a-dire sur les deux faces du mur. Les ondes P, P, P, },

sont des
ondes du preniier ordre pour les champs partiels, du second ovdre pour le polentiel
électrique.

Sur cette figure 2 el celles qui suivent, les courbes de potentiel sont construites
a la méme échelle, ce qui rend leur comparaison immeédiate; mais les champs va-
rient dans des limites si étendues que, pour obtenir des tracés satisfaisants, nous
avons dui faire varier leur échelle d’une ligure & I'autre. Cette échelle est indiquée

sur chaque figure par les nombres inscrits en ordonnées.

Fae. des Se.. t. \.
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r0, M)
Wa— Wy P
1 L\(‘[yl , P, ([\J

. S S S L . LA,
Wyi— Wy T
X, &, ¥y IR
W, Wy
L’échelle des ordonnées
. R0 S - se rapporle aux champs.
.
N
4 \\
L q{ 4 S
t’ ‘\
” ™
. N
’l N
N
II \\
e N
4 N
. N
’/ \\
” 4 \\\
Pad - s S
-’.-.-.-.-.—.-._4.;.’_.—.._...-._¢-....-....|_. - S g -.-.,.;.-.--:—.;;

EDVE TR VT

Courhes conslruites powr

) —o0,),
t= — 3,5%

° PR VTR W -

Fic. 2.
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4
4
,
4
.
v
. 4
.
.
.
.
.
.
. - m e s e cmaim s Pt e —————
<Aa? -

Courbes construites pour
h— 0,5,

v == — 1,0,

Fis. 3.

Y

(T, T, )

1 > A
T Wy —Wp %
1 D((I). , b, D)
W Wy 0
x,. 6,2y .
L WL W
’ L'échelle des ordannées
se rapporte dux champs.
\
\
A}
\\
AY
.
Y
\\
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(00

1 20, T
Wy, — W, R
1 )(«]3. s 1]'\Y 1[)_2)
W, Wy x T
(a2, %) o
W, — Wy

L’é¢chelle des ordonndées

se rapporte aux champs.

Courbes construites pour
A —o0,5,
© = — 0,9\.

Fre. 4.
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Courhes construites pour
=05,

» T =0,

40,5

53
(Cor 0. 0) e
ROTRU N
Wy — Wy

Le champ ¢lectrodynamicque
est nul.

L'¢chelle des ordonnnces
se rapporte au champ.

PN

. o — - — — - o — > - ——

A




5A

S0 An N DM s ¢ e s e - DU 1 W s b

B

Courbes conslruites pour

r=0,9,
7 =09k,

N

\

FiG.

6.

L. ROY.
L
4
0)5 4
A 224 O\ 2.t
\
\ -
\\ /
\ ’
| VOGN R

(T, 0,0

B . 20,0 V)
Wi — Wp 23

_ 1 b(‘b,: b, ‘bl) ______
Wi — Wp o ) i

Wy — Wy

L’échelie des ordonnées

se rapporte aux champs.
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I
L]
%, ’
y N St 0,. 6, Uy —_—
£ o8] oty
Wi — Wy X
. 1 (b, b, b))
W, — Wy = T
(B, &, Q) .
Wi — Wp
L'échelle des ordonnées
s¢ rapporle aux champs.
0,50+
. >
—— 2 0 .
: 25
l. .‘
T wn ¢ o oo e —n—--—.q"‘._.-.—-—.- . —p— o o om -_.—._"._._;_.-.4-‘.... S ehdreme >
AT 0\ -2 A-T o S % p / A4 T
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
.
\
\
A}
\
. \
‘Courbes construites poi.r \ J
.
r=0,3, - \\ APy I,
T = 1.5). . ‘v ‘v
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)
o
’ " E (r,, T, 1) —_—
. i .
o 1 20, 0.1
e Wa— Wy P
; 2P, D D)
Wi— W w T .
0,k ~ ‘ 0,, B, X)) .
Wi — Wy
L'échelle des ordonnées
se rapporte aux champs.

Fic. 8.
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La figure 3 est relative au second intervalle —2i <7< — X et les courbes y sont.
construites pour v==— 1,5A. En nous reportant a la figure 1 (ch. 11, § 1v), sur la-
quelle on suppose tracée la paralléle & l'axe 0% d’ordonnée =, on voit que les points
de discontinuité sont disposés de gauche 4 droite dans Pordre
. *, M., M, ", le. ,
de sorte que les ondes P, et P, ont pénétré a lintérieur du mur. Quand & varie
de — o0 A& 400, les régions traversées sonl les régions
A, B,, — B, ', B, B, A;
pour construire les courbes, nous avons donc dii appliquer successivement les for-
mules (143), (145), (133), (155), 151), (159) et (157). ‘

La figure 4 est relative au troisiéme intervalle —x {7 0 et les’ courbes y sont
construites pour r—=-—0,51. On voit que, par rapport & la figure précédente, les
points de discontinuité M, et M', ont échangé leurs places; entre les ondes correspon-
dantes P, et P’,."les trois champs sont conslants. Enfin, les pointes de la courbe de
potentiel sont devenues a peine visibles.

La f.igure 5 représente l'état du systéme pour r=o; a I'instant correspon-
dant t=o, les ondes P,, P, coincident avec la face ¢, du mur et les ondes PP,
avec la face @, le champ électrodynamique est nul dans tout Pespace, de sorte que.
le champ électrostatique coincide avec le champ électrique tolal.

La figure 6 relative au quatriéme intervalle o<(t-{% a été construite pour
t==0,b). Les points de discontinuité sont maintenant disposés dans 'ordre

M,

1

M,. M >, . 1

2 1 2 2

en sorle que les ondes P,, P, sont & I'intérieur du mur. Le champ électrodynamique
a changé de signe et entre les ondes P,, P', les trois champs sonl constants.

La figure 7 relative au cinquiéme intervalle ) 72k a été construite pour
*==1,51. On voit que, par rapport & la figure précédente, les points de disconti-
nuité M, et M', ont échangé leurs places: cntre les ondes correspondantes P,et P,
les courbes des champs partiels se creusent comme U'indique la figure.

Enfin la figure 8 relative au dernier intervalle = > 2l représente le phénoméne
pour t==2,51. On voit que, par rapport & la figure 2, les deux trains d’ondes ont
échangé leurs places el s’éloignent maintenant du mur & la vitesse L.

La loi de variation en fonction du temps de la différence de potentiel entre les
faces du mur exprimée par les égalités (162), (163), (164) et (165) est représentie

Fac. des Sc., t. X. ' 8
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graphiquement par la courbe en trait plein de la figure ¢, également calculée pour
% ==0,3 et ot Pon a porté en ordonnée la quantité proportionnelle
V(—2%, =) — Tk, ©)
W, — W, )

La langente varie avec continuité tout le long de cette courbe. Si Pon fait
tendre % vers zéro, les égalités (162), (163), (164) et (165) montrent que la quantité
ci-dessus tend vers 'exponentielle

nous avons donc représenté sur la méme figure la loi de variation de cette exponen-

tielle par la courbe en traits interrompus,lafin de mettre graphiquement en évidence
LUinfluence du nombre 7.

$ IV. — Ordre de grandeur du nombre n; comparaison de la loi de décharge

&un condensateur a celle employée par les physiciens.

Déterminons Uordre de grandeur du nombre

Toul d’abord, en vertu de Phypothése de Faraday et de Mossotti, on a trés sen-
siblement

K = /4=:zx, L=nu,
d’ou, d’apres 1'égalité (43),
. a* vl K,
h=Aw— — .
9 ? I\ l_u

Mais la perméabililé de éther ., peut étre prise égale & P'unité a un trés haut

degré d’approximation et on sait que r=3.10" cm, par sec.; si donc nous em=

eer . a e
ployons les unités électromagnétiques, nous aurons-en outre — =1 et il viendra
A 2
. LK
(166) 7= 3,76 :— K" T

Les résistivités variant dans des limites beaucoup plus grandes que les pouvoirs

inducteurs spécifiques connus, il résulte de cette égalité que, pour une méme épais-
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l D(= %, 1) — VO, )
! Wi — Wy
| ' e
{ ' La courbe cn trail plein est construite pour

X =0,5.

LS
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seur de mur 2al, 7 doit varier beaucoup d’'une substance a une autre. Nous allons
donc considérer quelques cas extrémes.

Tout d'abord, la moins résistante des substances connues est argent pour
laquelle on a

e=1,5.10" .. G. 8, éleclromagnétiques,
d’on, draprés Uégalité (166),

K
r==9,51{="10"..
|N

Mais, ne counaissant pas le pouvoir inducleur spécifique des métaux, tout ce que
nous pouvons dire c'est que, si I'épaisseur 2! du mur exprimée en centimétres est
numériquement de Vordre de grandeur de son pouvoir inducteur spécifique par
vapport a Uéther, le nombre % est de 'ordre de 10°; comme on a, d'aprés les éga-
lités (164) ou (165),

—2i

T(=, ) — T, 20 1—e
W, — W, — T

on voil que la décharge se trouve pratiquement terminée pour ===2k, c'est-d-dire,

. . \e . . al .
a partir de 'instant initial, au bout du temps extrémement court T que mettrait

"

la lumiére & traverser une lame d’éther d’épaisseur égale a celle du mur. Autrement
dit, lordonnée du point B, d’abscisse 2k, de la courbe de décharge (fig. 9) a, dans
le cas acluel, une valeur si voisine de zéro que la derniére branche BC de cette
-courbe se confond pratiquement avec I'axe or. La partie principale du phénoméne
esl donc représentée par la branche de courbe AB, c'est-d-dire par I'égalité (164),
mais son extréme briévelé la rend inobservable.

Counsidérons maintenant ce qui se passe dans le cas d’'un mur de grande résis-
tivilé et supposons, pour fixer les idées, que ce'mu/r soit en mica, subslance préci-
sément employée dans la construclion des condensateurs de précision. On aura

23 \ ’ e K
¢== 10" C. G. 8. éleclromagnétiques,  —=8
et, d'apres égalité (166),
) ==4,68{107",

de sorte que le mur peut étie trés épais sans que X cesse d’étre un nombre trés petit.

Deés lors, la courbe de décharge différe extrémement peu de la courbe exponen-
tielle et comme le point B devient extrémement voisin du point A, la partie princi-
pale du phénoméne se Lrouve représentée par la branche de courbe BC, cest-a-dire
par I'égalité (165).
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Enfin, si le mur est formé d’une substance médiocrement résistante telle qu'un
4lectrolyte, ) peut avoir une valeur comparable & I'unité pour une épaisseur de mur
de Tordre du centimétre. En effet, la résistivité d’un ¢lectrolyte est de 'ordre
de 10" C.. G. S. électromagndétiques et si I'on.admet que la valeur correspondante
du pouvoir inducteur spécifique par rapport a I'éther est de ordre de celui de I'eau,
soil 10%, L'égalilé (166) montre que 7 sera précisément de 'ordre de I'unité pour une
épaisseur de mur de l'ordre du centimétre. Dans ces conditions, ordonnée du
point B (fig. 9) ne sera ni trés petite ni trés voisine de 1, mais alors la valeur du
rapport

(—%k, ) — L0, =)
W, — W,

deviendra trés petite pour une valeur de = non trés grande par rapport & 2), de sorte
que la décharge aura une durée trop courte pour étre observable.

En résumé¢, dans le cas d’'un condensateur plan tel que ceux qu'emploient les
-physiciens et supposé indéfini, la ‘partic observable du phénoméne de sa décharge
esl représentée par I'égalité (165). Soient alors C et R la capacité et la résistance
d’unc portion quelconque de ce condensatleur découpée perpendiculairement & ses

fac>s et de'section S; on aura

d’on

(167)

En revenant aux variables primitives, 'égalité (165) s’écrira ainsi
’ ¢

. /\\ h—
V(= 1, h— V(I §) = (V, — V,) 2t o
A

Telle est la loi rigoureuse de la décharge a partir du tenips extrémement -
al e e R
petit T qui suit 'instant initial.

Mais, X étant trés petit, on peut développer en série les termes en ) en se limi-
tant aux termes du premier degré; il vient ainsi sensiblement
t

CR

V(— 1,0 —V({, H=(V\e — Vo) (1 + e ™,

Si, enfin, on néglige A vis-a-vis de I'unité, on retrouve la formule bien connue

(168) V(—1, hH— NI, H=(V, — Ve .
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qu’emploicnt les physiciens dans la mesure de la résistance d’isolement d’un con--
‘densateur. )

D’autre part, nous avons vu que, quel que soit <, le champ électrique total dans
le mur est donn¢ par I'égalité (148). Comme le courant de conduction u lui est.
proportionnel, sa loi de variation en fonction du temps, est, d’aprés les égalités (148).
et (167),

w=u.e .

Ainsi, parsuite des effets de I'induction, I'dgalité (168) relative & la différence de-
potentiel est simplement approchée, & un trés haut degré d’approximation il est
vrai, tandis que la précédente, qui fait connaitre le courant de décharge, est abso--
lument rigoureuse, ot cela dés le commencement du phénoméne.

e C
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