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DE L’INTEGRATION DES EQUATIONS s =/f(x, y.z p.q)

PAR LA METHODE DE M. DARBOUX

Par M. R. GOSSE

—_———

INTRODUCTION

La méthode de M. Darboux raméne 1'étude de I'équation s = f(x, y, z, p, ¢) 4 la
recherche d’'un invariant distinct de 2 ou de y, pour chacun des systémes de carac-
téristiques.

M. Goursat (*) a formé et intégré toutes les équations de cette forme qui ont un
invariant d’ordre inférieur ou égal a 2 pour chaque systéme. Ses deux Mémoires
sont fondamentaux & plusieurs titres. Il y indique (’;) des méthodes de calcul dont
le présent travail montrera qu’elles sont susceptibles de généralisation; il y démon-
tre (°) des propriétés générales des équations s = f(x, v, z, p, ¢) qui ont été le point
de départ de tous les travaux récents sur le sujet. '

Parmi ceux-ci la thése de M. Gau (‘) a marqué un progrés important de la
question. M. Gau (*) a été amené & distinguer deux grandes classes parmi les équa-
tions s = f:

1° Les équations qui vérifient une relation de la forme

L a
vt

of _
P

A
+f—+A

ou A est une fonction de wx, y, z, p, qui n’est pas nulle;
2° Les équations qui ne vérifient pas cette relation.

(*) Annales de la Facullé de Toulouse, 2¢ série, t. I, 1899. Nous désignerons le premier
Mémoire par M, (pp. 31-78) et le deuxieme par M, (pp. 439-464).

(*) M,, p. 36 et sq.

(*) M,, p. 460 et sq.

(*) Theéses de doctorat (Gauthier-Villars, 1g11). Nous la désignerons par T. G.

) T. G., p. 25 et sq.

1 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIL 15
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Pour les premieéres, il suffit de connaitre une seule équation p, + 6 = o ‘en invo-

lution avec 1'équation donnée pour pouvoir former un invariant donné par la for-
mule :

¢ =A(p,+9)
. Pour les secondes, il a démontré que tout invariant de ces équations est de la
forme : ’ '
P+ 0
(?:p,:‘*“';’ n>m, pn+0:0 et pm-{—'JlJ:O

étant deux équations formant chacune un systéme en involution avec 1'équa-
tion s = f.

Réciproquement, si on connait deux telles équations, I’expression ¢ est un inva-
riant d’ordre n, en supposant n>>m et n et m supérieurs & 'unité.

Ce théoréme d’abord démontré dans un cas particulier par M. Goursat (),
et que M. Gau a déduit d’un théoréme général démontré pour les équations
r+ f(x,y,2,p,q,s,t) = o, permet de remplacer la recherche des invariants d’'une
équation aux dérivées partielles par la recherche des équations en involution avec
cette équation.

Comme la méthode de M. Darboux s’applique, si élevé que soit 'ordre n de
linvariant trouvé, il fallait faire I'étude des équations admettant une involution
d’ordre quelconque. Ce probléme paraissant inabordable par des méthodes directes,
il était naturel, pour essayer de simplifier au préalable la forme de la fonction f,
de commencer par former des conditions nécessaires que doit vérifier cette fonction
pour que I’équation s = f admette une involution. M. Gau (*) a été amené a expli-
citer deux de ces conditions.

Posons :

we M 3 A /dfy\ A "N A of
B =gy oy + g+ () ot + (50t A

Si, la fonction f étant donnée on ne peut pas trouver de fonction
A(x,y, z,p,, --., P,) =F o vérifiant la relation E,"(A) = o pour m = o, 1 ou a,

(*) M,, p. 4bo.
® T. G., p. 36 et sq.
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I'équation s = f ne peut admettre une involution du systéme X que si f vérifie

a la fois les deux conditions :

_da dat da of 2f
Cx(“)='35,"+‘I.?+po‘+ +bpj o,
, 2, da f df df
Cx(al)z—(\_&—_}— 1 \Z B .+(m—~1)x<—5;+p‘ dz +f_(\_q—‘>

\’f Vf
+ =0 (54 P

’

3/ o Ao
‘p.‘q>+ 2w T g

a et «, étant des fonctions de x,y, z, p,. De méme pour que s = f soit en involu-
tion avec g, + (%, y.2,9,, ..., q,_,) = o, il faut que les deux conditions analo-

gues :

G, =0,  C/8)=o

soient vérifiées, 4 et B, ne dépendant que de x, v, z, ¢,, et élant spécifié qu’'il est
impossible de trouver une fonction B de x, y, 2, q,, ..., ¢, vérifiant la relation :

E(B)=o0 pour n==o,1,0u 2.

En discutant ces diverses conditions M. Gau, complétant les résultats de Sophus
Lie sur I'équation s = f(z) et de Clairin sur les équations s = f(x, y, z), a pu
déterminer toutes les équations de la forme :

s=apqe(>, ¥, 2) +pax,y,z) + qb(x,y,2) + c(x, ¥, 2)

qui sont de la premiére classe, et démontrer qu'une équation s = f en involution
simultanée avec deux équations de systéme différent et d’ordre supérieur a 1 est du
type des équations de Moutard. .

Je me suis attaché dans ce travail & la généralisation de ces résultats, et plus
spécialement a la recherche des équations s = f(x, y, z, p, q) de la premiére classe.

Le rapide exposé que je viens de faire montre que le cas ol I'équation .
s = f(x, ¥, 2, p, ¢) admet un invariant, et par suite une involution, d’ordre 2 se
présente comme un cas d’exception qui mérite une étude spéciale. Elle fait I'objet
de mon premier chapitre. _

La conclusion en est trés simple : En supposant que le systéme de caractéristi-
ques admette un invariant d’'ordre 2, si la fonction f n’est pas du premier degre
en ¢ I'équation se raméne aux types que M. Goursat (*) a déterminés en supposant

(") M,, p. 6g.
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qu’il existe deux invariants du second ordre; si I'équation est du premier degré

en ¢, une transformation de contact, suivie d’une transformation de Backlund ('),
)1 \ \ . r . . .
la raméne a la forme : s = %(m, y, z), qui s’étudie immédiatement.
(&

Des lors on peut se borner & chercher les équations de la premiére classe parmi
celles qui admettent un invariant d’ordre supérieur a 2. Elles peuvent se classer en
trois groupes :

1° Les équations F, pour lesquelles on a simultanément

E,"(A)=Fo, E(B) #=o, m, n étant égaux & o, 1, ou 2;

2° Les équations F, pour lesquelles
E,"(A)=o, E,"(B) == o,
avec lesquelles se classent les équations F,’ pour lesquelles

E,"(A) == o, E(B) =o;

3° Les équations F, pour lesquelles

E,"(A) =o, E,"(B) = o.

1l est clair que si on a E"(A) = o, cette unique condition fait disparaitre les.
deux conditions

Cx(a) =0, Cx,(ai) =o.

Il était donc naturel de chercher a adjoindre & la condition E,"(A) = o une:
nouvelle condition nécessaire que doive vérifier Jf pour que I'équation s = f admette:
une involution de systéme X. Dans mon second chapitre, j'ai démontré d’abord que,
dans ce cas, la fonction f doit vérifier la condition que j'appelle :

I, (0)=o.

'y établis ensuite quelques propositions générales sur les équations s = f de la.
premiére classe qui me permettent de ramener leur recherche & la résolution des
trois problémes suivants dont 1'étude constitue mes troisi¢éme, quatriéme et cin-
quiéme chapitre. '

{*) Voir Goursat, Equations du second ordre, t. 11, p. 264, et Mémoire Sur le probléme de-
Bicklund, p. 59. C’est un cas particulier de la transformation d’Imschenetsky.
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Premier probléme : E,"(A) 4= 0, E"(B) == 0. — Est-il possible que I'équation
s = f admette deux involutions simultanées de systémes différents ?

Une discussion longue, mais simple, montre que les quatre conditions :

C,=o, C;:o,' Cy:O, Cy':q
[ )
sont incompatibles.
Deuxiéme probléme. — C’est le méme probléme que précédemment, mais ot

on a:

E,"(A) =o, E"(B)=o.

On trouve encore que les conditions C, = o, C,/ = o sont incompatibles avec

y
la condition E,"(A) = o, & laquelle on adjoint la condition I',(6) = o.

Troisiéme probléme. — Un théoréme de M. Goursat () permet de le poser d’'une
fagon plus précise. Est-il possible qu’une équation s = f(x, y, z, p, ), ot la fonc-
tion f a la forme

Ya b

s:h(ac,y, z)a(ac,p)b(y,q), -S-p—z:‘:O, '352—:!:0’

admette une involution du systéme X d’ordre supérieur & 2?

J'ai déterminé toutes les formes d’équation pour lesquelles il peut en 8tre ainsi.
En comparant le résultat obtenu a celui que donnerait la permutation de x et y,
j’ai démontré encore I'impossibilité de deux involutions simultanées d’ordre diffé-
rent, sauf peut-8tre lorsque s = ah(zx, y) \/p—q Ce cas a été complétement étudié
par M. Goursat (Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles, t. 11,
p- 252).

I1 résulte en particulier de ces recherches que les seules équations de la forme
s =/f(x, ¥, z, p, ) qui soient de la premiére classe sont celles que M. Goursat (*) a
déja déterminées et classées. '

Je me suis borné aux équations qui ne sont du premier degré ni en p, ni en gq.
M. Gau a complétement étudié celles qui le sont & la fois en p et en q. — Jai
presque terminé I'étude de I'équation s = w(x, y, z, p) + ¢b(x, ¥, z, p), et je n’ai
trouvé jusqu'ici, comme faisant exception au résultat négatif que j'indique, que

(1Y M, p. 462.
(®) M,, p. 67.

2 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 10
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des équations qui se raménent par des transformations simples & des équations
connues.

Je n’ai osé reprendre ce travail dans des circonstances difficiles que sur lin-
sislance de mon ami Gau. J'ai été soutenu au cours de son exécution par les encou-
ragements de M. Borel et de M. Perrin, et je leur en garde une affectueuse gratitude.
Je dois d’avoir pu mener mes recherches & bonne fin a I'obligeance et aux bienveil-
lants conseils de M. Goursat : non seulement il a mis gracieusement & ma disposi-
tion les livres et mémoires qui m’étaient indispensables, mais encore il n’a cessé
d’étre pour moi le plus précieux des guides. L’hommage que je lui fais ici de mon

travail n’est qu’'un faible 1émoignage de ma respectueuse reconnaissance.




CHAPITRE PREMIER

Détermination des équations s — f(x, y, z, p, ¢) qui admettent un invariant
du second ordre.

M. Goursat a déterminé (*) toutes les équations de cette forme qui admettent un
invariant du second ordre pour chaque systéme de caractéristiques. Nous allons
nous proposer de déterminer celles de ces équations qui admettent un invariant du
second ordre pour le seul systéme X.

M. Goursat a établi les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit
ainsi. Il faut d’abord que I'on ait :

M )\ of L . :
—D—y- + 5 ¢ +f35 — )\E =o0 (» fonction de x, y, z, p).

< 1 . , . .
En posant k. = ~. " cette condition montre qu’on doit avoir
da

p

Jda da

@y, 5=y —a5;

f= 3 .

p
11 faut ensuite que ’on ait
LS S T VAR VN S
(1) -é—y+q52+fap+bx+p—b;+f&;_)\$ (» fonction de «, y, z, p).

et ces deux conditions sont suffisantes.
Nous allons écrire que f vérifie la seconde condition.
En dérivant deux fois celles-ci par rapport & g, on obtient

Xf M > & o of Ry
(2) '_{"_—— Tf' af +f_{+3'—‘f— {:)\ j:'
g p gt ¢z oq g dq pog

() M,, p. 36.
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’f

2t

Premier cas. —

Pour que f soit du premier degré en ¢, il faut et suffit que b soit du premier
degré en ¢. L’équation s’écrit alors :

. da Jda
qB8(x.y,2) + B,(x, ¥, Z)—gy—qg
s=/= da '
P
c’est-a-dire
da

?i; =q8(x, y, z) + @,(-%‘, Y, 2)-

s
Nous pourrons toujours poser B(x, y, z) = ;—;(w, y,2) et a=a + v(x, ¥y, 2).

L’équation s’écrit alors

da oy
’CT)T - lBl(w! y: Z)—“\_}—/(w’ y’ Z) i h(m’ y’ Z).

. . ’x . . d
Faisons le changement de variable z, = h(x, y, z). L’équation vient %: Z
’ (« fonction de z,y, z, p), car une fonction « de x, y, z, p devient une fonction de

2, Y, Z,, P, - (Si h ne cogtient pas z, 'équation admet une intégrale intermddiaire

du premier ordre « =X +fh(ac, y)dy).

Nous sommes donc ramenés a intégrer

z da g da
Ay oz
s=f o = o + 6q
p
en posant
. da da
dy 0z
w = , 6 —=—

e da
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La condition (1) s’écrit alors :

Ao N 20
_+‘1a"z+("’+eq>a- +—+p< +q >+(m+ﬁq)0=l< +q\p>

Cette relation donne :

d 2 d
LIPS X tp —+we_x——
bp

BN
D)\ D)\ 0 DO
4 p
Posons A =y — p6. Ce systéme s’écrit :
. 20
+ —~+—— )
Dp. \p. do dw dw 20 dw
R e R LTS 2
p

car le coefficient de p dans cette derniére équation se réduit, tout calculs faits,

3Lt
da ’
p ~
On doit donc avoir :
Dy. 0 0 dp. do N J p do i Po %0 %0
P oz o Y T p\ e pp T px| Taxdy “pdy
p
39( do P o bm)
op p da ® p Y
p '
= 2o T L L Jtoo g (2 _ 2o
op iz p p p p p p pdx drdz iz \ D Y apdz
op
Qo ( 0 0 7S
p Al o 3;)
d’ou . »
' dp. (bm 20 Lo ae> (M 2% Yo 30
il e =) - e
p \dz b?' op p pz Py pt Dp’)
J* %0 dow 0 NPw . dw b %0 d J
e 97 e B Lo __ig__w ¢ +6L PN_ P 6+3_ P —=o,
dxdz  dxdy P M Ppixr  dx p opx p\ da da dp  iz\ da
»o» »oo
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c’est-a-dire, tout calculs faits :

. ). da
D T R T
On a de plus

. P 2 da 2 2

S ol Y Y (P — g —log — —

2z P (Dx log p B p log d e>’

J d J d D)

}L:p‘ w_—_.iu_._L__) _a. u_i Ogig——@ N
dy op hky da X op Cp op /
p
et, par suite, le systéme
hl < da Ba> da
— —=0—,
0z \ & p oz
J (Da ba>_e<ba >+
w i\ )T \y T f) T
J < da da ) .
p \dx * p p
On en tire les conditions
% dJa W da 20<ba > L 2
)p 2 2z p’ op \dy Ty oy

La premiére montre que -

d , . e
6 — —Di (2, y, ¢, o étant une fonction arbitraire ;
a

d’ou Von tire

da da g
z ' dp da

o,

ce qui montre que l'on a :

p=z _gc_p_ (x,y,0) + o,(x,y,a). o, étant une fonction arbitraire.
a
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Mais on a aussi

dg da [a da /¢ da o
¢¢ a ‘—Z>+I:—‘——<'—i-—‘—-+——‘—'—>,
2a® p \dy op \dal dy  dyox

et par suite

et comme on 4,

on en conclut :

2
?, o

a dyda ’

¢ n’est défini qu'a une fonction prés de x et de y. On peut donc dire que a est
défini par l'identité :

— L%
D= E—(m,y,a) 3)7(90’%“)-

Mais alors I'équation

da .,
dy
donne
_ da
P="dwdy’
eton a:

da  da dg ) o9
dxdy—?l?_ﬁ(x’y’a)—*_?y—(w’y'a)’

et par suite

da d
dwdy — ay ¥@ 9,

qui s’étudie immédiatement.
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Par conséquent, toutes les équations s = w(x, y, 2, p) + ¢6(x, y, z, p) qui admet-
tent un invariant du second ordre se raménent par une transformation de contact.
suivie d’une transformation de Biicklund & I'équation

)z
QX dy

J
:-37:?('%: Y Z),

qui admet une intégrale intermédiaire de premier ordre évidente.

2

J

Deuxiéme cas. — —
o9

’éguation (2) s'écrit :

o

d a f >f d >f A d *f

P B ' — log—L 2
Pp dx log 0 +/ g o8 ¢ +3 4 Dq = p log 5= d0¢* °
Or,

Dz L U azb D

{ = b, :—b—, en posant &' = —, < —a.
dq Jda a p
op

On a donc

N d b h) b” o .
3) -37—{-3—00 +p—-1g f——lg +3 +)\—ploga =o0

et

B’ ¥ b s g b i 0 b” 3b”:
W oy gb+pbbqog /3 tag et =0

Supposons d’abord log " = 0. Log b" est une fonction linéaire de q.
dxdq

Alors, ou bien " est constant, ou bien " = §8,¢¥, 8 et B, étant fonctions.

de x,y, 2
Si " est constant, b = ag* + 2,4 + «,, «==o.
La condition (1) est une idenlité en q. Elle contient un seul terme du troisiéme

degré provenant def—\l, et cest «g® X 2xg. On devrait avoir « = o, ce qui est.
q
impossible.
Si 0" = B'8,¢¥, B et 8, étant tous deux == o, b=p,e" 4 pg+ B,.

La condition (1) contient un seul terme en e : c'est 8,e™ X BB, ™.
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2
Il n’est nul que si B,°6* = o, ce qui est impossible. Donc 5 log 8" == 0.

On a donc:
2 bl a
4 b" v "
@) dxdg log b " 3z dq log St f g log b L 3 "
l " P o " Bq o " a [ =°
v log b 3 log b Y log — logd

que nous écrirons :

A+pBrrrcL 2p—
p dq a9

la signification des lettres A, B, C, D étant évidente.
On en tire

QA B of G *f 3 D
Pt ) YO ey =
c’est-a-dire
D
4 S——
- oM, 3B+Cb+3bq+bf L2
TPy a Bq( Dq)"o
Supposons
2C
I+aq:°’ C+g=l(xy2),
c’est-a-dire
d p) ? { d
v |y "y v v 2 —D.
q 2 log 3 logb" -+ 1, % log & i l % log (¢—1)
On en tire
o' =1(q— .
. ) . ‘. 2026
En prenant pour nouvelle variable une fonction 6 (x, y, z) vérifiant sz' +TL':O’
C &

la forme de I'équation ne change pas, et on a { == o.
3 Fac. des Sc., 3° série, t. XII. 17
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On peut donc prendre, en changeant les notations :
log b" =1log ) + {log 2 ogbr =L

g —log g9, bq g e q )

b =1g,
d’ou
—-b%;;logb”:———,
On a alors
-
A _ M;fl’ Bo— — leozgl’ C—=—q, D:-kq;“

La relation (5) s’écrit alors
- 32
B 141 A (ot
yogl  dlogl M T TI5@T)
—+Pp + ;
[ a

—= 0.

’ \
Si I 4+ 2==o0, le terme en ¢"** a pour coefficient I + 3(I + 2), et on doit avoir

3
= -,
2
Si {4+ 2 = o, on devrait avoir A == o, ce qui est impossible. Le seul cas &
‘3

considérer est donc celui ot " = %g *, c'esl-a-dire celui o0 b = w(x, ¥, 2) \/q.

La relation (1) donne dans ce cas

(\/— da Ba) da da

nowm \VITy Ty n 2 (u)> d <‘8y> 2 <az>

dy 73z a p T2 \@ dx N d 1% \a
2

da \/— a Jda da
YL E DR | Pl il PN
! ! dz a zav\/a

+
g\
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1
-3 da w da .
Le seul terme en ¢ 2 est —— —. On a donc — = o; a est une fonction de
dy 2a & dy
x,z, p, et en posant
da
) iZ
7= T =

I'équation précédente s’écrit :

M+qbz (H\/_+q6>—+\/q q+p<j Va+gq e>
+<{»+6\/§>< +°\/—>—1<\/q—+—q)

on a donc

Dt

doy 2
A Y N ] 20 0 A dlogw dlogp 30 dlog
—_t 00—+ — — 4+ 0P =r— et — + — = A
2t Bp+ba:+pbz+ p ¢ Dp+ w P + ’ p

AN

Ecrivons les conditions d’intégrabilité de ce systéme. On a :

dp A M N 8 .t

B T gy p Yy Y sy’

blogp._{_eblogp. lb_ez

o
iz p *3 p ’
L ]
C’est-a-dire
2 d
dlog 2z dz a" 18
3 - — + ERPTE E
dz a a a 2 p
ou
dlogew 300
+-—=0
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. Jlo
Cette relation montre que \f 2
¢

ne dépend pas de y. On a en outre :

. dlogow  p*dlog 3 . Vlogw 3d /1 _1dlogw
}p Mdy 2 P 2t p mdy ' a2 <a"> T ot Yy
o, . h 1 )
Cette derniére équation montre que 3T <F> = k(x, 2).
[&
On en tire :
I
S==N(p+h), ho,
et en faisant un changement de variable
Y ;
R H -
z,=0(x,z) avec h‘:b—:’ a=—r7, a:H(w,z)\/p-}—H,(x,z);
aVp
oz
on a alors :
JH \/" DH‘ _
N A 2<blogH +DH.\/p)
- H - w2 PTwH
aVp
et I'égalité
) o,
21 d 0 d
ng=3 lc:gH L donne E_—_o,
oz 2z 2\/p H hF4

<e qui montre qu’on peut prendre H, = o0 et o = I(x, y) H(z, 2).

D’autre part,

n_ H? d 6  1dlogo
T " BT Ty

)

et comme log = log I(x, z) + 3 log H(zx, z), on aura :

6 1 dlog!

-}—I;-:FIFW et 6H (I,Z):

1 dlogl
U(x,z) dody

’
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«donc H est indépendant de z et 6 est nul. On arrive alors sans peine (*), en inté-

\/pq

1 Ologw

-grant 'équation — =1, 4 la forme s = (Goursat, type I).
®* dxdy
Si
. da
h—=o, a"=o, azg(w,z)p-l-a‘(m,z), «Fo,
Pa n da, s
o Pz oz ot dlog v SDlogba —ul )Da;
= da 2 2z  eTH@ENg;.
2z
Il faut en plus que ba;obg_yw = o, c'est-a-dire que P-I—Of%l) = o, ce qui
-donne :
l(x, y) = XY,
-et I’équation s’écrit :
d da  da e
d—y— pa—z—+b—$+a(xz)] XY qaz.
]
Posons
' dz  Jda da
z=a(x,2), P=Py;+32 9.=15;

-et il vient
d da  j—
ay P+ A 2] =XY Vg,
-c’est-a-dire

d
2 [P+ A@ 2] =Ya,(z, 2V,

-et en posant \ :/Y'dy,
d :
& P A@ ] =@ 2V,
A
s=gq 3z + o, (, z)\/a.

Cette équalion est du type s =/(x,y,9), quon intégre en posant ¢ — u.

(*) Goursat, M,, p. 45.
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‘i G
Troisiéme cas. — Supposons 1 + Y % o.
¢

La relation (5) s’écrit :

A B
d. [ ¢ D g
6 -— “p —
© 3 6 | TPy 3C
14+ — 14
- g &
D
"
+ I Cr+3 g b
a- g 2C P
I+ N
°q
- N (,y, 2)
Cetle relation donnera en général ¢/ = —————.
p+g@y,2)
Posons
]
. 2w : Ya 3 @0
B(x,y,2) =5, onaura — 5
oz 2 dw
. e da
En prenant comme nouvelle inconnue z, = 6 (, y, 2), I’équation P b(x,y,2,q)
Y
ne change pas dé forme, et il vient :
cda  «(x,y,2)
dp p

On peut donc prendre :

B:i'o, a=ualogp+ «(r,y, 2).

En modifiant b, on aura a = « log p.
Dans la relation (4), faisons

__bp dlog « dloga
f_T_pl%p( dy T )

En annulant le coefficient des termes logarithmiques, on trouve :

bb;’ log b" (D log a " dlog a) n dloga 2

2 log b’ =o.
y 1T 2 g 8V T°
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1 :
Si D—%‘—E n’était pas nul, on en conclurait
dlog a
c A
+a+ dloga o
oz
-ce qui est contraire a nos hypothéses.
Donc
dlog a dlog a
=o, - , a=X.
oz oy

4

On peut prendre « = 1, f= pb(x,y,z,¢q).
La condition (1) s’écrit alors :

b')\+ b)\+b< DI 2) +p <D_b+ Lb+ bb)
dy 1% P3 ) dx 0q 0

bs)\ .
En poesant %, = \_p‘“ on en tire :
¢

-b n’est pas du premier degré en ¢. On en conclut sans peine que
A= le lng + azp, + %P —a,.

La condition (1) devient :

,Dag_j‘_ da, Dao+ <.,Da2 >
Py 7Py o TIP
+p

, b
+ b(e,p’ +ap+a)+p< q>-—o,'

On en tire d’abord o, = o et

da, o, b %

(7 —\;+q-+ba"+-3-z—+b—aq_o’
da da b

(8 - — —_—

(8) ay+qaz +bX,+——=0
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Si b ne dépend pas de x, I'équalion (7) montre qu’il en est de méme de q,..
En posant :

2 M (y, 2)
tx’_bzlog 2

I'équation devient, en prenant comme inconnue z, = H(y, 2),

s,=pb avec gq,=bz +glx,v,B5).

C’est le type VI des équalions de M. Goursat.
Cherchons dans le cas général, les solutions communes & (7) et (8). Posons.

X, = -—-(X == 0) et changeons «, en Y On a:

@,
SV By, 2, 9)

(Si X, est nul, il suffit de faire dans cette relation X = 1) et

(9 | Y”<D“+q >+aX< & q%->

dy z y hr4
B Ve, Va B > 2 da
= — g Lt B I O DU N s —o
+X<bz Sy ¢ bz”>+<bq 2z < Sy qaz>
En dérivant par rapport & x, on oblient une relation de la forme :

, o8 8/ Ve, o, d d, %,
X 2z 2q (Dx3y+qubz>+‘ dx <aX_¥>+qbw+Bw_of

Si X' n’est pas nul, on a:
M 1 e, \ Y /1 e, d | S < D%)
dq bac(X' Dm3y> +qu <X' bxbz)] P el X =\ z Tt

Si X' est nul, on a:

) his d J QY Y,
_._3< a3+q a3>:§——<a,X——a~>+(1l+l-

dg \oxdy QX 2z, dx hF4 dx Y

~/
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Si cette relation ne se réduit pas &'une identité, on en tire :

J - : )
—log " = —log b" = ——,
Yg BT Ty R T
ce qui est contraire 4 nos hypothéses.
On a donc :
o, Do, d(a, X)
dedy  Jwoz w
On en conclut sans peine qu’on peut prendre
da, 28
a,=o, bX =8, Lo, XL—-{—Bﬁ:o
) dw 2z "ogq

On retombe sur le type VI
Si X' est différent de zéro, le méme raisonnement montre que

VD /1 Ve, d /1 Da d | S . da
— \~7 —_ —,—‘ _ ~r <~ uz)&——3 il V4 =¥ —=O0.
dx \ X' dxdy dx \ X' dxoz dx | X' dx oz '8 ‘

En changeant la sifinification de §, on peut prendre

d
2, = Xg(y, 2) = 5~ 1og 4(, 2)-

)
L’équation Y log p = b s’écrit alors :

d d 2 I
—@logp—{—d—yglog Y —i‘ﬁ(yyzi‘I)-

“Posons z, = {(y, z). On obtient, en changeant les notations,
d I
@y 08r =5 B0% 9

Ceci revient & prendre o, =0, o, X = {,(y, 2) + X{,(y, 2).
La relation (g) doit &tre une identité en X ; ce qui exige :

ﬁ(%+-§—§—>=o.

égalité contraire a nos hypothéses.
4 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIL. 18
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Quatriéme cas. — Il faut donc que la relation (6) ou bien donne a' = I(x, y, 2),
ou bien se réduise a une identité.

. ye [&
Siona a'=1, on peut prendre, aprés un changement d’inconnue, a =p % (,y,2).
¢

Posons z, = 0(x, ¥, z). L’équation donnée se raméne a la forme :

s=b(x,y,29).

La relation (1) donne alors :

X,
h=—p +pxzy,2)+ o(%, ¥, 2),

d’ot on lire :

da Qo b
{10) b—y—-*—qb—z‘—i-b)&-{—a—z—o,

dx, do, b AR/
(II) a—y-—{—qs—z'—l—ﬁ‘{—ba-{—bﬁ—o.

L’équation (10) donne b" = ¢"(x, y, qe .
. . 20 .
1° X =o0. En posant « = Tz(x, ¥, 2), on obtient :

o0 20

b:?(x’y’Q)_—-b-;—qSZ’

et la relation (11) donne, aprés deux dérivations par rapport & ¢,

Vo (M . 3’6) Lo Ye 0
—_ 9 [
2¢° \dydz 137 d0¢* Z° ’
ce qui est contraire & nos hypothéses.
On en conclut
20 b .
a:SZZXU D_Z_O’ “;—X.Z‘Fg(m,}’)

et b est une fonction de x,y, ¢ définie par I'équation :

b b g
X —~—=0.
byg TaatRerad gy =0
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‘ P
Silon a X, =X, = % = o, on obtient le type VIII de M. Goursat :

q—bx = f(y, b).

Si 'ona X,=X,=o0 en posant z, =7z +/g(w, y)dy, on retrouve le type VIII.

Supposons maintenant X, &= o. Posons b = 8§(x), wx, :f&(ac)dx.
En déterminant £ de fagon que
XA <3‘_>: X,
g
on aura :

B 28 , 2 _
——+35+46X3 +qxs+ '_w<w’ y)-—O.

s=F g >

"

En intégrant cette équation on trouve, en posant X, — Ji'_

X’ 1 00

b+qi7+ ¢,

X

gX+0=c X+ 9y, c,).

En prenant comme nouvelle inconnue z, = zX' +/6(az, y)dy, on a:
’ V SlX S!
SA:C’X, q‘:-)zr—}—?(y‘—f),
En prenant comme variable x, = X(x), on retombe sur 1'équation VIII.

22X =20. Ona b=yge ~ +ag+a,.
L’équation (11) donne :

dlog 4"
2q

9 - ’ '
a—}—ﬂlogq;”—Xz—{-b 4+ 3b'=o

et, en dérivant par rapport i z,

n D ’
da X! _D_b'blogq« S—Zizo,

2z iz dq )z
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. b - ,
d’ot, en remplacant 5 parsa valeur et en dérivant par rapport i z,
(4 .

Alog¢" ™ 3 [, e d /e da € ()
3 [q"\?<\‘_\‘> az\x\z)] ;[Y<§_X+3$/]:°'

Nous avons déja remarque qu’une pareille relatlon doit étre une identité en q.
On en déduit :

o=@y =@y, a=m@y—c  m@y),
a—2X' 4 32, =k, (@, y) — k(x, y)e =

En modifiant &, on peut prendre | = m = o,
a=2X'—Ke ¥ + K, (x, ).

En portant ces valeurs dans la relation (10), on trouve

b=ge " 4+ lg+m, et

X' - 2K,

et on peut écrire I'équation donnée :

—xz DK,
SN+ qX'=Xo(x,y,q)e by .
Le changement d’inconnue z, = — Xz + f K,dx permet de la ramener &

s=¢g(x,y,q).

On peut donc faire dans les équations (10) et (11), X

= —1I, a = o0,
b =9(x,y, ¢)¢’. On en tire :
29
¢ 5 =gl y) + L(x ).
oq
Nous avons déja étudié le cas ou [ est nul.
En supposant /=0, on a:
. ‘1'+ A2
Q o @
‘P:\/lq‘+2lxq+lz(wry)r Di -

Vig' +alg + 1,
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L’équation (11) montre que les fonctions [ ne dépendent que de y, et que, si
-on pose «, = «,€%, on doit avoir :

L] a&0
— -+ =o, f\—;—}—2a0+l(y):0.
On en conclut en posant Y' =2/ que [(y)=7Y, etona:
s =e°\/Yq’+ Ygq+Y,.
C’est I'équation VII de M. Goursat.

Cinquiéme cas. — Supposons que la relation (6) se réduise & une identité.
A=a(g+C+o, B=8g+C+p, CV+3D+b=x(g+C)+y,.

les «, B, y ne conlenant que x,y, z.

On en tire
dlog b" J log b"
(1) o= (g a) e+,
dlog 0" 2 log b"
(13) DZ ’:(.BQ’}"@.)T'{"F&H
(14) bb' = b'(vq + 1) + 1,9 + 1.+ by, —27)-

Les équations (12) et (13) donnent :

o, 2,
>+°"ﬁ_ﬁ*°‘ TN T

g 1% 7% T

dlog ' 2 | 2 B2
g x a,<ﬁ+ﬁ,

. . (1 . . oG
Cette relation doit se réduire & une identité, puisque 1 4 —%— n’est pas nul.
, oq T

On peut alors salisfaire de la fagon la plus générale aux conditions qui en résul-
tent en posant '

w
0 d i 2 3 dlog h dlog h
— —, = —log — — =S = = g
8y B RGPy W’ 2 W i ] B, z.
3 Y3

"
. P
-et on en conclut sans peine que logﬁest une fonction de y cl de q———:e + o(x, v, 2).
’ (24
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Un changement d’inconnue z, = 6(x, y, z) — et un changement de notation — nous-
ameéne alors & poser

b=h(w,y,2) ¢(q+0(x,¥,2),7) + ¢l(®@, ¥, 2) + L, (x, ¥, 2),

__dlogh _dlogh
Y L P

Gy

. -2 .
L’équation (5) donne alors TZ—: v, et I'équation (4")

a,< o a=e> oy,

waz Pz Ty 2

Ceci exige que
¥o Yo _ ¥y, Y R R
iz ! dy T 0z ez =% Ty

d’ott 6 =2Y+ I, (xx,y). Posons: a=A+ 1.
L’équation donnée prend la forme :

daA W
—d?+q3;+3y——h?(q+zY+l,,y)+ql+l.-

On peut prendre ¢ — o en modifiant les fonctions /. On a alors :

ey —o Ba_o Ba(Y_*_Dl,)__ba
Y=Y,—0, 2% Dp,p )y

Si Y est nul, un changement d’inconnue évident montre qu'on peut prendre ¢-

fonction de y et ¢; a fonction de a et de p.

7!

Y
Si Y n’est pas nul, remplacons-le par -YL (Y, == o).

Le changement d’inconnue z, = zY, + f Y, !, dy conduit & la méme conclusion..

Or l’équation (14) donne

W' = by, +qv, + v,

avec

b=h(s(y, ) +ql+1),  hao.
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En dérivant la relation que l'on obtient ainsi par rapport & x, puis deux fois
par rapport & ¢, on démontre que ! et I, ne dépendent pas de x; on démontrerait
~de méme qu’ils ne dépendent pas de z; on n’a donc qu’a étudier les équations :

s =h(x,y,2)a(x,p)b(y,q), a"b"Fo0.
La relation (14) donne

bb' = bY + qY, + Y,.

La relation (1) donne une relation de méme forme. En écrivant que ces deux
‘relations sont identiques, on obtient le systéme

A )\ A

(1) +ah’Y =o, < (16) -——|— ahY, =o,
M dlogh loga dlogh dloga .

«(17) 317 o + o +p Y —A ) + ahY = o.

On a d’abord :

Lbfz Lh*
(18) ——-Y +h’Y’__Y—-
. NI
1°Y,=o0. Ona— Y =7 =0

En changeant b, on peut prendre Y, = 1.
Les équations (15) et (17) donnent alors :

. I Plogh a
TR xdy +7LT—37(

log Y)
-dont les coefficients ne doivent contenir que x.

On retrouve les équations I et V de M. Goursat suivant que Y est nul ou non.

2° Y, == 0. En intégrant I'équation (18), on voit que, en prenant Y, =1, et en
posant Y, =Y/, *=F(x,z+Y,):

Un changement d’inconnue permet de prendre Y, = o, c'est-a-dire Y, = o.
Alors A ne dépend pas de y, et on doit avoir :

, 1 dlegh p dlogh a _dh
=T Yz [SPYS A Yg’

Y est une constante k.
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o 7 d /1 . , .

Si I n'est pas nul, —TZ<E> est une fonction de x qu’on peut prendre égale-
& —1. On peut prendre h — %, ad' =ak 4 p. C'est le type 1V.

Si k est nul, on retrouve les équations II et III de M. Goursat.
Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme. — Si I'équation s = f(x, v, z, p, ¢) admet un invariant du second
ordre pour le systéme x == constanle, elle admet un autre invariant f)our le systéme-
y = constante, et se raméne aux équations de M. Goursat, si elle n’est pas du pre-
mier degré en q. - '

Si elle est du premier degré en ¢, une transformation qui est un cas particulier-

: d
de la transformation d’Imstchenetsky la raméne & Uéquation s = ~:—f(ac, ¥, 2).
B (y




CHAPITRE 1I

/

Le chapitre précédent montre que nous n'avons plus qu’'a étudier les équations
s = f(x,y, z, p, ) qui admetlent un invariant d’ordre n supérieur a 2.

Soit u(x,y,2,p,» P,, ..., P,) un pareil invariant pour le systéme X de caractéris-
tiques. M. Gau a démontré qu’il peut toujours se meltre sous la forme :

O=1[p,+ 4@y, 2,05 - s P )IAZ, ¥, 2, P55 Py - - s Pu) s

‘équation p,+ ¢ = o élant en involulion avec I'équation donnée.
Deux cas peuvent alors se présenter :

1° 11 existe une fonction A(x,y, z, p,) vérifiant identiquement la relation :

v A A LA v

L'invariant u peut alors se mettre sous la forme :

M= A(w’y7 Z’p|)[pn + ‘P(x:y: Z,P, - - "pn—a)]'

2° 1l est impossible de trouver une fonction A(x,y, z, p,) vérifiant E,'(A) =o.
L’invariant se met alors sous la forme : . )

H: pn+q’(x’y'z’p|7""pu-—c) .
p-n—k + 6((1?, y’ z’pl’ . "Pn—k—;)

I'équation p,_, + 0(x,y,2,p,, ..., Pp_y_,) = O élant en involution avec l'équatior
donnée.

Supposons que II soit 'invariant d’ordre minimum et examinons successive-
ment les deux hypolhéses.

5 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. - 1g
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1° Je dis d’abord que 1'équation s = f n’admet aucune involution d’ordre infé-
riear a n.

En effet, $i s = f était en involution avec p,_, + Y, (@, v, 2, ..., p,_,_) = O,
I'expression

HA = [pu-h + l‘!’x(m‘ y’ Z, ""pn—h—i)]A

serait, d’aprés la réciprogue du théoréme de M. Gau (*), un invariant d’ordre n — A,
ce qui est contraire a I'hypothése.

Comme il est impossible que lequallon admette deux invariants distincts d’or-
dre n, on voit par le méme raisonnement que 'équation ne peut pas admettre deux
involutions d’ordre n pour le méme systéme de caractérisliques.

2° Dans le cas ou I'équation s — f est en involution avec chacune des deux
€quations
pn+q‘:O’ xp)t—k—*e:O'
Nous allons d’abord.démontrer que I'équations ne peut pas non plus admettre .

deux involutions d’ordre n.
On devrail en effet avoir simultanément dans ce cas :

0 Lt (_) K2 (d"—‘f DL d""/>_ 0w
(I) _—y—_l—q1 +f ‘P + dr ,aps et d‘E”f’> “pn—x—f—(dxn-‘ *(pn-{_‘y)ﬁ;

20 2 26 df\ % d— J) 29 <d"“ N d f
y Ty +fbp‘ +<E}'>a—p,+ et (dw"" bpn_.+ df"_‘> (Pt )

En retranchant membre 4 membre, et posant w = ¢ — 6, on aurait :

do df d N o N
> Ny p,

o e ()i H(GmEne= e
On sait que

adrN Af
<%'> =DPiv 3 \ + F(‘ﬂ Y%, Py ""pl)'

® T. G., p. 26.
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Si donc on dérive 'identité précédente par rapport & p,_,, on a, en posant

, dw
w'= :
‘\p’l'—!
do' dw’ Qo' 7df\ Yo' A f o'
Ryt (ﬁ> o g,

Cette relation exprime que o' est un invariant de I'équation s = f; comme il
est d’ordre inférieur & n, on doit avoir o' = X.

Si X =Fo, on peut prendre X =1 et  estalors égal 4 p, ,+ w,(x, y, ZyPys vees Puey)-
En portant cette valeur dans la relation (2), on trouve : |

i f - f

Dm dw, dw Af\ dw, FANRLY - \f
Dy "7 f <7d_;> op, + (dx"’“) N e (p,,_ +olgy

V'équation p, ,+ o, = o scrait en involution avec s = f et on pourrait former
deux invariants distincls d’ordre n :

]
M et —Bi—, ce qui est impossible.
pn—l + wi" pu—l + (D‘
On doit donc avoir X = o.
Supposons alors que :

dw dw dow dw

Dpn- 2 ‘\pn—s a.pn—'h-H ‘\pn——h

I'équation (2) s’écrit :

~

—o
Py p’

Qo df AN
5 T .\z +f +<-—>Dp+ +<CF:.>

~

et le méme raisonnement nous aménera a la conclusion == o. Il faut donc,

Dpn—h
puisque I'équation f ne vérifie aucune relation de la forme E,'/(A) = o, que o soit

identiquement nul. C. q.f. d.

Il est intéressant de remarquer qu’on peut, par cette méthode, pénétrer plus
avant dans la connaissance de la structure de I'invariant. Nous reviendrons a celte
question dans un prochain Mémoire.

Dans ce qui va suivre, je vais me proposer spécialement de rechercher s'il existe
des équations de la forme

s=/(x,y,2,p,9q)
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qui admettent un invariant d’ordre supérieur a

2 pour chaque systéme de caracle-

ristiques, c’est-d-dire qui soient de la premiére classe.
Il est bien évident que, s’il en est ainsi, I'équation cst en involution avec deux

£équations :

M. Gau a établi que, si I'équation

pn + "!’(‘Ey Y z, pl, . e
Gn+ 9@,y 2,9, ..

o m—l

’pn—i) =0,
)=o.

dk—if ‘\f
+(W>:\_ﬁ;+ A(\—p‘——o -

B0 =5y o+ ()t

, P, pour k = o,

me peut étre vérifiée par aucune fonction A de x,y, 2, p,,
1 ou 2, la fonction f doit vérifier les deux conditions nécessaires

| ¥
Gl =55+ H g e b=
’ _ba’ Da, 31. ¢ (\f (f
G(r)%:W““I.E‘*‘fD_‘*‘“(m—I)[SE PE i :
D’f 2/ f N
T per ) T Dp‘+ﬁ_°’

0| g

« et «, ¢lant simplement fonctions de x, y, z, p,, pour pouvoir étre en involution
r_. )1

B 1 .‘ i
avec une équation du systéme X d’ordre quelconque supérieur a 2
Si I'équation s = f est de premiére classe, il est clair que la fonction f devra

vérifier les conditions
r
C,/(¢,) =0

C,(x) =o,

et les deux conditions :
G/ (B)=o

Cy(p) =0,

qu’on en déduit en permutant les variables x et y
a démontrer que les quatre

Le troisiéme chapitre de ce travail est consacré
conditions sont incompatibles

Nous allons maintenant montrer que, lorsqu’il existe une fonction A telle que

¥(A) = o pour k = o, 1, 2, on peut remplacer la condition C,'(«,) = o par

la condition’ C,(«) = o élant remplacée par

une condition analogue I',(§) = o

E(A) = o.
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Supposons donc E,*(A) = o. .
- Si I'équation admet une involution d’ordre n avec I'équation p, + ¢ = o d’aprés
~un théoréme de M. Gau (*) plusieurs fois invoqué, 'expression A(p, + J) est un in-
variant d’ordre n. Supposons que n soit I’ordre minimum d’involution. C’est aussi
I'ordre de I'invariant d’ordre minimum et réciproquement.
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme démontré par
‘M. Goursat (*) & la fin de son second Mémoire : I'équation s = f admet un invariant
d’ordre minimum 7, et n’est en involution avec aucune équation d’ordre inférieur.
“On a donc forcément k — 1, c’est-a-dire qu’il existe une fonction A non nulle, et
fonction seulement de «, y, z, p,, telle que :

P W S Y
‘ AR T LTI L
) TRty Ty =0

Dans ce qui Suit, nous supposerons la relation (1) vérifie et n représentera
.Iordre minimum d’involution (n > 2).

Lemme. — §'il existe une expression 6 fonction de x,y,z, p,, ..., p,_, telle que
J'on ait identiquement : :

20 20 pJi] A sdE S ¥ _
-elle est de la forme . 0. = X2\

Drabord, si i = o0, 0 est un invariant d’ordre n — k; il faut donc que 6 =X,
dl est de la forme annoncée.
De méme si 6 = o :

Si 6 et i ne sont pas nuls, on peut poser : § = ¢”, et en posant A = ¢*, on a :

x . x x LN df :
3‘},—4“13;‘*'/‘5‘*‘---+Dp"_k<d—_‘wn_k_.) 520,

Dv af

Yy ‘I \z f + ‘\PL— o,

-d’ou :

We—p) | Ww—w  Ar—p) Az —p) fd"* f
R e e R (5=t)=

" T. G., p. 37.
(" M,, p. 46a.
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Puisqu’il n’existe pas d’invariant d’ordre inférieur & n, il faut que © — p = E(zx)..

0 " )
Or m=¢¥=¢"*_  Onadonc. 6=X3' C.q.f d.

Je rappellerai d’autre part les résultats de I'élégante étude que M. Gau (*) a faite-

des expressions ( f). Il a démontré que 'on a :

dx”
dif ‘\f i i+1 '
d _pi-HSE + o.M +p M7+ + PM; + K,(x,y, 2, .. o Piy)s
les coefficients M, étant indépendants de p, ,, p,, ..., p, et I'ordre maximum des

dérivées contenucs dans M. étant i — h + 2. En parliculier, M ne dépend que
de «, v, z, p,, p,, et on voit facilement que I'on a :

M =i _%c<i{>]+ ¥ WY

: p 2 p,g,’

ou, en développant

Y A AT e DR AR AR
@ Mi“l['rm+$0p+p\2‘p f‘p‘q AR

Ceci posé, la condition d’involulion s’écrit :

3) o +q, ;‘E‘ 4 o + (%) i + ..+ 2y ‘(dn_,z{> + <Z;_,:_{>—‘(Pu+¥)l‘-—

DP, : Dpﬂ.—i dx"~

Dérivons par rapport & p, , en posant

)
apll—i

\P’:

>

on aura successivement :

\ D'!" &\“’f, <C_lij_'> Mt —
/ ‘\Pg o ‘\pn—a dx"* + n—t >

D” D"” dﬂvﬂ D
Ly v g (GE) g =o.

B) AT o+

A WY N ]
(4) 34’—+q\++fj‘—+<—('£

‘\pz o ‘\p"—! \dw
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L’équation (4) est de la forme qui reléve du lemme. Elle donne "= )X, et on
en conclut :

".V - )‘Xpu—i + (‘Pl(w' Y2 pl’ . "pn~z)

la fonction ¢, devant vérifier la condition

N ! M, /A f [ af M —
' Y T4 i1 _— + X + "=
ay + q _‘\z +f bp_.i + ... + 3 s < J n—-a) d n—sz a—t o,

-en posant, comme I'a proposé M. Goursat,

() Y e
[—da;n—s - <dwu—z ——pn—x‘TI;'—pn—e I\ln_g + 1{(‘1’.’ Y: 2, D, - "pn~3)'

Si on représente par J," et " les dérivées premiére et seconde de ¢, par rap-
port & p, . legallle precedente donne successivement :

\4} '\P ! bq"l ‘ D"l/.’ dﬂ—(f) q/ (dﬂ-.’if) J "”!
)y ¥ +f ) + .+ T ( e W, \dm= + up, ) + X X\l
M § P o, rdS ) 9, d"" o

oy TN Jff T <dw"°‘ * ‘p"-,<d "“’> Ty =o

L’application du lemme montre alors que ¢ = X, 2" Nous poserons

oY,

l’.l'A':XA}"pn—z +4Js(x’ y’ z, ""pu~s)’ "L ’:\ *
OP—s

‘On a alors

My W, 3, A s
Sy T +fbpl T (m"")

+ }"Xg l: n—f + q’ + I XM"" ;

A L A L X 2, (d”—‘ 1
dy. ta )z +fm+ ""+a\pn s dx"“)

+2"‘P +I’X Mn—s':



142 _R. GOSSE.

D’une fagon générale, supposons qu’en posant :

Wy
\zh —Kh—x)‘hpn—h—{_q’h(w’ y’ Z’ “"pn—h—l)7 n_h>3

on ait la relation :

i, ‘;’h 0, N2 (d"‘hﬂf
6) e g ()
,l—-h—l .
- f ' ~ h—2y\gn— ‘\f
+ X, [%7:7,: + X WM (b — 1)'%L‘TP;= 0.
, W, ', 1Y, . .
En représenlant < par ¢, et ——— par ¥,", on a successivement -
‘pn—h—l \P n—h—1
Ay 2 ‘!’h o) 2y "
Ty+ +f + +(\.pn_h_i <\L” h— g>
+ Xn 3 h \ln—h— + h.’/h’ f_ o
n—h—1 op

et

\'!’h o, 0 oy, dn_h_’f » n
+f\P, + +m (I:Bn—_,,_,i|+(h+l)'!¢h —‘\;::0

Le lemme montre alors que §," = X, \***

, et on peut poser
q’h, = Xh)‘h+‘pn—h—i + "ph-i—l(w’ y’ z, pn MR pﬁ—h—z) .

En portant cette valeur dans la condition que vérifie ¢,, on obtient la relation :-

My, W,H. M,,M M [d”"‘— f
(6) y T4 + /5 R e
'l—-h 2 3
U ax f h n—h—1 (f _
+xh)‘ [d 'l—h—]+\h .7‘ l e +hbh44‘\p—*—0- .

La loi est donc générale. L’applicahon réitérée de ce mode de calcul nous améne -

donc & une relation de la forme

My Yies df> d’f:l
)z +f p, (dx X [dJc’

of
G N

\
R : Yﬂ—‘ﬂ + q

ou ¢, , est une fonclion de x,y, z, p,, p,-
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Cette relation R constitue en général une condition nécessaire simple que doit
vérifier la fonction f. On apercoit cependant que cette condition s'évanouit dans le
cas ou X,_, et X, ‘sont nuls simultanément. La relation donnerait simplement

n—s
danscecas ¢, =X, 1 :
Plus généralement, si 'on a X, = X,_, = o, la condition que doit vérifier Vs
se réduit & §,,, = A\"%,.

On a alors

R — k=
Yn = Yn+e — A K

~h R
‘1"‘;; = A Ehpn—h—a + O hora (.’E, Y% .. "Pn——h—i)f

La relation (5) donne alors :

¥nsy DJ""H b:l’h+a N <d"~h_3f>
Dy + +/f S+ ¥, \d

n—h—g

- ~ h—ingn—h af
S+, e + X, M +(h—1)o,,, = Dp

~ Si 'on compare cette relation & la relation (6) on voit que la condition en Vs
-est remplacée par une autre en tous points identiques, A cela prés que dans les

. "y 2f NP, el e
coefficients de et de =, h est diminué d’'une unité, ainsi que dans

dxn—h%z ‘\p

I'ensemble du symbole X, , A" M*™".

n—h—1
Si donc dans le calcul qui nous améne & la relation R et qui nous donne une
suite de n — 3 relations ou figurent les fonctions ¢,, ,, ..., ¢,_,, les fonctions X,,
qui figurent dans la méme relation, s’annulent simultanément pour k de ces rela-
tions, nous retrouverons encore une derniére relation en ¢, (x, y, z, p,, p,), mais

\ . dg.f n—k—s . bf \
ou le coefficient de o | sera X, \ celui de Y Yooy R—I—4 et ot le der-

nier terme sera

= 3 n—lc»L [ -
E(x)h MkH o

La forme générale de la relation R sera donc
w,,_ W | My ey (df>
T Tt ap, dz

h)
+X~n—k—a[ f]—{—(n——k——l;)}/n q_g >\n~k—th+s:O’

k+3

IH

R

ol le nombre k est certainement inférieur 4 n— 3. 11 ne sera égal & n— 4 que si
toutes les fonctions X;, &, ... sont nulles.

6 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 20
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On aura alors

V="0,05 2D, Puy)s
2,
ap

V=

7

’
n—e

4, sera indépendant de p,_, . V=4 =@ 5z .. .,p_)b

T

sera de méme indépendant de p,_,, et ainsi de suite de proche en proche; {' ne
pourra donc étre fonction que de x, v, z, p,, p, .

La relation (3') dounera alors en posant

r' l-’n &(x y’ ’pi’pz)
o

‘b"—" L" 3 I n—3 df n—q
oz +f g\pl \pz > +V[n—|

(\'L” 3
fus
dy 9

C’est la relation R (%), olt on a fait

k=n—4, X =—o,

oAV

'

La fonction f devra donc toujours vérifier une relation de la forme R ou la
fonction Z(x) au moins est différente de zéro.

Posons

K] « n—ls —4

.Jn,—:s - g(a" Y, ”’pi’p':)
La relation s’écrit :

i g g (df)
¢ +q‘c +f—+u, dx

[ e

et en posant k + 3 = m, on aura en supprimant, comme nous le ferons désormais,
les indices de p et g et posant p, =r:

bg A9 D df> e

W IRt (75 M T
. RVARY;
+( d.T\\p/ S Dp Bq> o, m>3

(*) Cest, au fond, a I'établissement de cette relation dans le cas particulier des équa-
tions linéaires en p et ¢ que M. Gau a da de pouvoir terminer la recherche de celles de
ces équations qui sont de la premieére classe.
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avec
Ay LA S A
de\ p\z AR S
dx ( op
d NN S 3f N A
<% (\ﬁ)>>_ dxdp * 2zp +fbpbq ! ap*’
d ) Y A > A0f S
IS r (s 3L oy 2L S M N
dx op TP Az Ppdg  dz  dp dq
\"f S oS oS
et T s 320q +pb_zb—q
f YWY
TP 2dg +/ ?f/“+f<\q/

que nous écrirons souvent :

[f.f __rg‘\gf
de*_|~  ap

les coefficients C, et C, ayant une signification évidente.

On peut tirer de la relation ¢ des relations plus simples. Dérivons par rapport

a r. On a successivement en posant :

2 e i
(6) L\g + Lg +f%%’-+-a—\%'-<%>+ ,%+A\<2r§;‘{+ci>+‘m f o,
® L g L s (WY s

1° X =k 0. On peut, en changeant ¢' en ¢'X et £ en 2X, prendre X =1. La
relation (8) montre que ¢’ = 2X, *’. On peut poser : ’

9" = 2[X,¥r +2%0(x, y, 2, p)]. ;

La relation (7) donne alors :

20 20 2 afr] 1S
(9) (\y +q 3z [ -)— p,—O.
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Remarquons que la condition (1) peut s’écrire

2 /1 1 d /1 1 of
50+ () s -t =

d’ou

IR LGOI s ()]

On aura alors :

aeal De.bx> ,Debx be_
o 5| ol RLF RRes ]”&[ w5+ L3 ]=e:

qui, si X, n'est pas nul, s’écrit immédiatement en changeant la signification de 6 :

ae ao
Dy

T . ar .
En posant 6 = —, cette équalion s’écrit :
A

A +f°—+-ﬂ+ (j +pbf+j:f>=o.

dy P4 op p hF4

Cette équation, jointe & I'équation (1), exprime, comme I’a montré M. Goursat ),
que ¢ = lr + <X est un invariant du second ordre de 1'équation s = f.
Supposons X, = o, l'équation (11) donne

d /1
e bt - == — X -
+ op <)> *
| S
g" = — 2\* LX, + — <L>-J et on peut poser :
p N/

D
g =— [\ 5 (,L\] r+ 0z, y.cp)

On a

en changeant la signification de 6.

() M,, p. 36.
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La relation (6) devient alors :
2 2 2 2/ df Em S
yrow g ey LE e T

qu’on peut écrire en changeant la signification de m et de 5 :

(12) —g;—-’,—q%-l—f—?%—m)\[)(—{—ap( )](% ———-+f >

AN /AL AT L
+m< +pazap+f\p\q T Ty T

=0,

2> f
oy’

E étant une fonction de x seul, qui peut étre nulle, et m étant un entier égal & 2
Si £ 4= o, on peut toujours le faire disparaitre en ajoutant & cette expression

I'équation (10) multipliée par £ et en appelant 6 I'expression 6 4 Y (%)

2° Suppoéons X=o.
Si E = o, la relation 3 s'écrit :

2ol erge B () v () s E)—

dy 132 bp dx

Si £ == o0, on peut remplacer la relation /' par une relation analogue ot & = 1

et m=n-—r,
On peut donc toujours supposer qu'on a une relation de la forme précédente
ol £ n’est pas nul et o m est supérieur ou égal & 2. En changeant g en g%, on

peut prendre & = 1.
Alors la relation (7) donue

9" = mX 1, g =m[X,\r + M(x,v, z,p)]

-et la relation (6) s’écrit :

2 be 2 df:l lw'f
S +1Xl:dx T

C’est la relation 1°,, si X, = o.

Si X, est nul, on en tirera
=—[x+5G)]
=—| X, + w7
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et on pourra poser, en changeant la signification de 6,

d
g = —mk I:X2 + E (—%)] =+ 0(x; ¥, 2, p)-

On aura alors :

B3 (]| ][ ()]

of A
+bp q

Cest la relation (12), ol £ = o et m est un entier supérieur ou égal a 2. Comme-
dans la relation (12) on peut toujours faire & = o, nous arrivons dans tous les cas.
4 la relation

Frogtg—m x5 (3) CEAREC)]

‘f of A

p v

ol m est un entier supérieur ou égal & 2.

Mais on a :
%: D\; +4q \\—: + f%g
en posant w = — log . Donc :
BN AR E RS Sk
et-en remarquant que — )\% ()i) = — %% et re;nplacar')t 0 par 6 +m [Z—-:], la:

derniére condition s’écrit :

i P % df AR R
= i —mx | = S L —o,
y+qbz+‘/3p mx[dw:\+\ + oq °

oz Dp
(ue nous pouvons écrire :

0 A a_{) Ao A
——)‘X<Dm P +qu + =
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De méme, en permutant le role des variables a et y on démontrerait que s’il

-existe une fonction w(zx, y, z, ¢) vérifiant la relation

o

RTS d
-‘\—w_‘-Pc?;_{—fi;_{—P‘

s

q

:0,

il est nécessaire, pour que la fonction f soit en involution avec une équation de

la forme ¢ 4 ¢,(%, ¥, 2, 4,, ..., 4,_,) = 0, que f vérifie une condition analogue

I,(x) =o.

Dans le quatriéme chapitre de ce travail, nous chercherons s’il est possible de

‘trouver des fonctions f qui ne soient linéaires ni en p ni en ¢ et’qui vérifient simul-

tanément les conditions
E'Q0)=o et r.®

et

E'(w)=o0 et I,(x)

:O’

= 0.

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous montrerons qu’il est impos-

.sible de trouver une fonction f qui vérifie A la fois les conditions :

E'O0)=o et I, =o,

et

C,(B)=o avec C,'(8,

)=o.

I en découlera qu’il est impossible de trouver une fonction f qui vérifie i la fois

les conditions qu’on déduit de celles-1a en y permutant les variables x et y.

Nous supposerons toujours expressément que f

n’est lindaire ni en p, nien gq.



CHAPITRE III

Supposons que la fonction f ne vérifie, pour. m ou n égaux 4 o, 1 ou 2, ni la:
condition :

n df\ n b AN
E"Q0)=— — —_— )=+ ... — ) —
= () oy ta ’bz+f <dx>bp + + (dac"‘") P,
d'"_’f PO \f
* (dw"‘"> P W T

ni la condition :

o, \dy ay"*) 5q,_,
daf * of
+ (dyn—x) E_Mb_q_,_ 0.

X étant une fonction de x,y,z,p,, ..., p,.;
p étant une fonction de «,y, z,q,, ..., q,.

Br= g g 2 (T ()

L’équation s = f(x, y, z, p, ¢) ne pourra admettre deux involutions simultanées.
de systémes différents que si f vérifie A la fois les conditions::

™ Doz ba f + ?f %::

5

() e s (g L)

xr
oINS VY
<'"_’)<\paac papaz+fapaq>+’a7+$a_q“ -
J o8 N d J
() PRttt =
, VY Y
() fmtp st o= (Lo rL)

SR,
+n— l)bqhy iy

Df) Y
2z fapaq +DZ+¢p 0
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, /
S
« et § ne peuvent étre nuls sans que o Y le soient, ce qui serait contraire
3
a nos hypothéses. Nous pouvons donc poser :
_Ya da_a B_ng.bb_b”
Tpttp A’ T g b

a" et b" étant différents de o, a étant fonction de x, Yz petbdex,y, z,¢q, Ona

alors :
3) —yloga +q loga +f——lova +—f_B(ac Y, 2,4),
Da Da da

) by TOT: T, =B By 20

et de méme

5 & log ' 2 b e log &' 2f y

®) 35080 +p-log +fﬁ og b’ + S—qu(w,y, z, p),
‘ 2, bb

(6) 3% +f ——bA+A,(w, Ys 2, p).

Ces relations nous permettent de mettre les conditions (1) et (2') sous une forme
plus simple. En effet :

S oS d
dpdx TP dpdz +fbp )¢ | dx (Dp)]

et, d’aprés la relation (3),

LT[ 3 rae] -+ 2] e
T
— '57)10001 [%]-
En portant cette valeur dans la relation (1') il vient, si on change « en

Jd ,
a, + (m—1) l;% Ioga:l,
OB

da dx da
no — —1 —_ —
(1" ay+qbz+fbp+(m 1)( +pv+f >

7 Fac. des Sc., 3° série, t. XII. 21

o LS Df
2z ) op Aq
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et on a de méme :

¢} N . 08, A A JA 2 of
@) LeapParpra—n(Gregrsy)+ L Ly

dy Y; 3 3z » 2z p g
- o
Les égalités (4) et (6) nous donnent deux valeurs de W, eton a:
¢ ¢
¥ a YBY 0 (¥B, ¥, b A2, 1, NA,
Nz [ N, 2 + N 2 - 2 \ Nz + N,z N7 Nz
¥ (e |3 T (e V3T g K 0 Lt [ 0b |
p p 5/ g

les lettres a, A sont seules fonctions de p; les lettres b et B sont seules fonctions
de g. On peut donc, sans confusion possible, indiquer par des accents aussi bien
les dérivations par rapport & p que les dérivations par rapport & ¢, et, avec ces
nofations, 1'égalité précédente s’écrit :

) —(;l— " " -I— " . i)" y .I_->” y
@ (F) e+ (F) b =(5) &+ (5) A

La discussion de cette relation est longue mais simple. Pour montrer sur un
exemple & quel genre de calculs on est conduit, supposons qu’on ait & la fois

1 " 1 Il_
E= G-

i ’ ’ '
(—;—,) ne dépend plus que de ¢q. Si <—1;,—> était nul, b’ serait constant et 5" nul,
ce qui contredit nos hypothéses.

Nous pouvons donc écrire

p=-To, b=sllg+9) +el,

les o étant des fonctions de x, y, z.

b
Si on change b en — — o, I'équation (6) montre que seules les fonctions A,
¢

1
qui sont arbitraires, sont altérées. On peut donc prendre

b =1log(q + ¢)
et de méme :

a=log(p+1).
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On a donc
B'(g+9) =N+ =w®y).

B = w(qy +9) log (¢ + 9) + 0,0+ o,
A=ow(p+1) log (p+ 9 +op+o,

les w étant des fonctions de x, y et z.

\2
Si on calcule b‘{ au moyen des relations (4) et (6), ot on a remplacé a et b
P 99

par leurs valeurs, on obtient :

B, —w,[1 +log (g + 9)] = A, —o,[1 +log (p + V)] = 0(z, y,2)

et
A =o,(p+1)log(p+4)+6p+0,

B, = w,(¢ + ¢) log (9 + %) +¢q -+ 6,,

les 6 étant des fonctions de x, y et z.
En comparant les deux valeurs de f, on obtient sans peine :

Cette condition exprime qu’il existe une fonction z(x,}y, z) telle que l'on ait & la
fois :

dT Mt
YW

En prenant - comme nouvelle inconnue, on raméne la fonction f & la forme ;
S=pg(slogp.loggq+gdogp + g, logq + 7)),

les ¢ étant des fonctions de x,y et z, et B = g(¢ log ¢ + 4,). La relation (1") devra

étre une identité en ¢, si on y remplace B et f par ces valeurs.
En écrivant que le coefficient du terme en log® ¢ est nul, on obtient :

soit ¢logp 4+ 9,=o0, soit (m-—1)y + ¢(x + logp) + 9, =o,

c'est-a-dire ¢ = g, = o. f serait du premier degré en ¢, ce qui est impossible.
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Dans le cas général, I'égalité (7) s’écrit :

a )H b\
<—a—r B’ B1” <'ET> A" Ag”

5+ = +
@ &)

®)

I " 1 " I " I " 5
<b~> <F> <7> <?>
en dérivant par rapport & p et ¢, nous oblenons I'égalité :

( a >II ’ b " !
.a’ B (zT) AT
(9) I " [ I VI] == 1 " [/ 1 V/:I °
(7) <Z‘> <b_> \?)
La discussion de cette relation ne présente aucune difficulté. Nous n’exposerons

I " 1 " a \” b "
que le cas général, ou <—a_’> , <7> , (?/’ et <?> ne sont pas nuls.

On peut alors écrire la relation (9) :

( b >” ' < a >II !
B’ ' F A ' . 'a—r
[ I Yl] : / 1 14 = [ 1 I!] . I " - ’T"(x’ .y’ z)'
G LG G LG
D’ott
| B oot fg g
=9 b' b’ LY B A
A=got B iapta,
a a
et la relation (8) donne alors :
" I 14
C‘D‘ ‘(_;l(_> — A‘” CIDQ (_b)_"> _ BIN
- = =—4(7,2)

(@)

et

A:"—a—+-?~“+ap+a B:»»o£+3“—+3q+8
L3 T‘l a! a! 3 47 1 ‘1’. b! b! i3 D
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les « et les 8 étant des fonctions de x, y et z, eton a :

N d

\_@ a+sa_a<c?+“+,8,q+3,>+ ?2+?3+§Q+.{3u
Ay ~ b’

b b P, (Bt s, \ u+%
m+p$+sb—b< o tapte )+ tapto,.

En changeant a en aX+ p, b en bi + 1, les ) et les p étant des fonctions de

&, y et z, il vient aprés un changement de notations :

d d b b
\_a+qa+a_a?+a%fr %+%+M‘+a"
dy b

\b ,__aby +ao, + by, + 4, .
LAY AL AL A TR Y

On doit donc avoir

a4 da da bB e b Qb
1‘ ai D:y q az R 2 bx p ‘\-z
a = b

Dérivons successivement par rapport & p et & ¢; il vient :
4

da b\’
' 2 2z
_ <—> = <T> =o@7.2),

da da b b

$:$(wp+m‘), g'————(wq—km)
Puis
N Q
az, +2,— b, + B, —TI’—
—— T o= o = — 1,9
et
B_a_\( + o)+ b b b
3 » pw, + w, ax 4+ «,. ﬂ_ﬁ(qO)‘+°)3)+ 8, + 8,.
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Pour que les deux équations en a soient compatibles, il faut que :

d 2 2 d 2
al[,,(__‘ﬂﬁ_‘ ws\_*___“i‘___w._*_m‘wz_.wwa :ai_*_%’

by hFA / Dy 2z hl4 2z ’
(Iu on peut eCI‘lI‘B -—D — ’ avec C 4: i ! i 1
O, sans (11101 .
P \p !p B < '> serait nu

On aura d’ailleurs :

da op 4 o,
uw = (aC +D)A +B’

A B 2logC
(aC+D)|:mB—m,A+p$+ - Og (Ap +B):|

D dlog C

et on a successivement :

Ap+B o 1

aC+D=0p+6"

’

S . \" . . - \
ce qui est impossible : (;) serait nul, ce qui est contraire & nos hypothéses.

11 faut donc que % soit indépendant de z et que

d
wB_wA+£—B logC__ .
2
A dlog G . A .o
3 —A ¥ = o0; C est indépendant de z.

. D . -
Si < est indépendant de z, on pourra, sans changer la forme des équations,.

D .
changer a en a, — L et on aura :

ce qui est contraire & nos hypothéses.
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I1 nous reste & supposer G = o; alors, I'égalité qui donne a' doit &tre une iden-

“tité en p.
%%‘_ = o', %? = o, et il est possible, en changeant a en a\(x,y) + w(x, y), de

ramener I'équation 4 une forme identique ou «, et «, sont nuls. On est alors ramené

-4 étudier les systémes :

da da ( da _ da
Zo 0 po + o), ﬁ——-@([’%*“”a),
db b N b b
.D_Z_'b_—q—(qw-{—m:«’ E_ﬁ(qwl+(.)3)’
L’étude précédente montre que 1’on a :
o o, do, Yo,
Sy =37 w,», + 3y = ww, + 3
dw . dw, dw, do,
2 0,0, + e = oww, + T
‘On en tire :
dw, dw, do,
-—37___ " = wo, + 3z — .
Nous pouvons prendre
o dh dh
(-)l = b_x, (JJg = 'D—y
-et poser
h] 0 0
»w = —log —, C—
2z 83z TS
On a alors : -
dh 7 20
m:a—g-{-——z—, logﬁzh—logZ—i—logu(:x;,y).

)
En changeant 6 en %, onah—= log‘—e + log Z.
. [W4

¢
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On a alors
o 1og 2 2
T By Ty B8y CT %Y
et \
20 26 %0 2%
do, 28 dxdz dydz o 0 dxdydz
— + o, = S log — = ,
oz 20 (36> QX dy 0z o0
2z oz dz
et
0 %0 dv(ax, y)
0w, — = —— 4 ——=
9z dxdy dx dy
On peut changer 6 en 6§ — V et on aura
%6
QT dy
ws == 5
2z
d’ou

Az

a:f,(w pﬁ E)

o L]
De méme b = f, (y, qg—{—w)

Un changement d’inconnue nous raméne aux formes
a=f,(xp), b=/ 9.

Toutes les équations que nous retenons auront donc la forme

aby + ag, 4 by, + ¢,
s = )
a'b'

a et b étant des fonctions respectives de @, p; y, q; etles ¢ des fonctions de a, y, z.

REMARQUE. — Cette forme ne change pas, si on change b en bY + Y, et a en
aX + X,.
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Nous allons maintenant écrire que la fonction f vérifie la relation (1”). Si nous
- N
posons

\

Q et Q, étant des fonclions de y et de ¢ seulement, on aura :

S=AQ 4+ A,Q, avec A:ﬂ%&, A‘:@%,—&,
b
et on voit que B = (P;,—(‘D' =,Q + ¢Q,.

Remarquons que si A ou A, sont nuls, I'équation peut s’écrire :

S=10 DSz, 2,p);

elle vérifie la relation E'(p) =0 avec p. =

i (yI.q)' Nous pouvons donc supposer
A et A, différents de zéro, et puisque’ < ;—,>”et <—g,—)” ne sont pas nuls, on pourra
supposer

Q' o, Q! +o.

L’équation (1) donne alors, en y remplagant «, par « :

dx \fx
“y

<m—n>[Q‘°"*+

l\x

(Q %4 Q3% ) FAQ+AQEQ +50) |

Q—+Q.~—+(AQ+A’Q)(AQ'+AQ )=o,

que nous écrirons :

QA
0z

iz

. E D_O( da ‘\?1 ‘\?4>

(10) by+qbz+Q[A$+(m_I)<—b;+p—~ +
o 09 09, A, TAAY

£ Q| A+ =0 (Z+p3E) + 3|4 QAN + Ag,m—1)

+QQ/AA, 4+ A, 5tm—1)] 4+ QQ,[A'A,+ Ag(m—1)] + Q'Q,[AA, +A,9,(m—1)]=0,
8 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 22
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ou encore :

d 2 )
(10) 35,‘ + g4+ 1Q +1,Q, + hQQ' + 1,Q,Q, + KQQ, + K,QQ, =o

z

les coefficients [, [, h, h,, K, K,, ayant des significalions évidentes.
Mais on a

Q,=0Q, Q' =bQ +1, bQ=r.

On peut donc écrire
2 > .
(11) —57+q£+Q(l+bll+bh‘+K)+QQ'[b‘h‘+b(K+Kl)+h]z

et en dérivant par rapport a ¢, on a successivement

dx

() 5+ L+h +Q [b(l,+‘3/l,)+l—|— 2K+ K, ] +(QQ") [6*h, +b(K+K)) +h] =

Q' Q"
b(l, + 5h,) + | + 3K + 2K, + Q,,(l +3h) + s (a0h, + K+ K
QQY'

g DR DK 4 K 4] =

7+ (ae) | +rl 5+ er) vl

o, +K+K>[<Qg,,> Q] (Y 4 ) + 1

’ .

’ ’
vSi Q + (%) était nul, on pourrait ramener I'équation donnée & une équation

ou Q," est nul. Nous pourrons donc écrire I’égalité précédente :

(12) la + hAQz + (2bh‘ + K + Kx) Qa + I:bzhx + b(K + K;) +—h] QA -

les coefficients Q,, Q,, Q, étant des fonctions de y et de g ayant des significations
évidentes.

On en tire :

n (! + 3—3—) b KK (U %) +QU[bh, +b(K + K)) + h] =



-
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Si h, était nul, on aurait, puisque A, 5= o :
A+ r;o(m— 1)=o.

Si ¢ = o, cette égalité est impossible. Si ¢ == o, I'égalité s’écrit :
a\’ LT\
(—,) + & (*7) +(m —1)=o.
a ¢ \a .

Cette égalité montre que s devrait n'étre qu’'une fonction de x seul, qu’on

N . . a\’ Co .
pourrait annuler en modifiant a; on aurait alors (7> = o, ce qui est impossible,

On a alors :

13) Qi+ <2b+K+K’> <Q;+&> +Q"<b’+bK_;;K“ +%>.—,o.

Q h Q ' .

i

Si on dérive cette fois par rapport a p, on obtient :

(14) %(5—#) <Q; + % +bQ;’> + Q%(hi) —o.

Premier cas. — Q,' = o, c’est-a-dire Q, =Y. _
1° On peut avoir Q'+ %‘ = 0. Dans ce cas 1'égalité (13) montre que Q,'+- 2 %: o.

Les égalités qui définissent les fonctions Q,, Q,, Q, montrent alors qu'il faudrait
prendre Q parmi les solutions communes aux deux équations

dQ . QXY,—Y.,b) Q _ dQ
db Y +b(Y,—Y)—Y,’ db* — db

(Yb + Ys) + QYA’

a
pour lesquelles '[17;% == 0. On démontre sans peine que l'existence d'ung telle fonc-

tion est impossible.

\

K +K,
)

2° On peut encore avoir — < > = o; I'égalité (13), ou on a fait Q' =o,

ap
K

montre alors que _’t —t—aY,, c'est-A-dire, d’aprés les égalités (10) et (10'),

()2

(AAY —Y(AY + (m— 1) (A9, + Ao —aYAg,) =o,
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ou

m[2a99, + ¢,9, + 99, — 2Yo,(ap, + ¢,)] 20"

(@9 + ¢,)(as, +¢,) —Y(ag, + ¢)* ~ a®

Le second membre ne contient plus que x et p. Il doit en étre de méme du
premier. Or celui-ci s’écrit :

Qa"Pl(CP — ch?i) + Py (QP! e Y?s) + ?3(? _ Y<Pl)
o, (¢ — Yo,) +ale,(3,— Yo,) + ¢,(¢ — Yo,)] + o, (9, — Yo,)

Si 9, = o, il faut que ¢, ne soit pas nul, car A ne peut pas élre nul, et en modi-
"
. . . [ a
fiant a on tombe sur une équation ot <—,—> =o.
a

Si ¢ oet 9 — Yo — o, on arrive & la méme conclusion, et en supposant
P, ¢ P, ) PP

¢, == 0, ¢ — Y¢, &= 0, on voit immédiatement que a devra vérifier une relation de

la forme : \

a  m(a+X)
a* a4 2wX +X,’

m

qui s’écrit aussi @' = (a* + 2aX 4+ X,):—.

Deuxiéme cas. — Supposons Q.= o. La relalion (14) peut alors étre satisfaile
en prenant . -

2 K+K,>_ 3(11_)_ .
DP< R, )T p\k )=

*dans le cas général, elle donnera :

d .
o+ ) re=y, (5 + v (1) =os

1

. ¢ /K+K
en modifiant b on pourra prendre Y = o. On aura encore ¥ ( ) =o.

4
En changeant de variables x et y, et modifiant a et b, il nous reste donc &

étudier le cas ou :

m n

Q=@+, P=r=@+1)

aby + ag, + by, + ¢,
ad
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m

OnaQQ =—mb®+ 1)—7—‘, et la relation.(l 1) donne :

m m

) 2 _m _m_,
.3;-+qi‘-+(b=+1) T (bl +h) + K41 —mb® +1) 2 [b'h,+b(K+K,)+h] =0

qui doit étre une identité en b. On obtient les conditions :

da da
—_— =0 —_— 0
dy ’ dz ’

G+ )b +h)+ K+ =mbb*h + b(K+ K, +°h],
d’ou

K+l=o, L+h =mh et h=h,.

Cette derniére relation donne (voir 10') :
AN —AA +(m—1)(A9,—A9) =0,

-C’est-a-dire :

a* a

I:(a?, oS — @t )N L my l:a(qﬁ—so’) Jr,?.%—qw.] —

-ou :

"

2 2 \ 2 2 a 2 2
[@* (e — ¢) +2a(3.9,— 99 + 95 — 92l ow = m[a(ei —¢") + 0,9, — 99,];

-or

On doit donc avoir :
[@*(¢f — ¢") + 2a(9,9, — 93,) + 93 — 92l na = m(a" + 1) [a (> — ¢*) + 9,9, — 05,] .
. .d’ot

P — 99> m=n, 19 = 93— %,
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Par raison de symélrie, en permutant les variables x et y on obtiendrait les
conditions analogues :

2 2 2 2
?. % = 99, ?4+?2:"."a+"{"

Une founction ¢ ne peut étre nulle sans qu'une autre de ces fonctions le soit en

méme temps, et dans ce cas la fonction f contient en facteur une fonction de y, ¢
ou de z, p. Elle vérifie soit E,' = o, soit E' =o.

Supposons toutes les fonctions ¢ différentes de o, on a:

1%

U B

G %@
9

2 2
o . ; o
T2 s‘?i ’ @y

I

~C

P=¢0-
Donc

sa'b' = ¢(ab + ¢'a + bee' + ¢) = ¢(a + e') (b 4 ¢')

I'équation vérifie 3 la fois E,' =0, E'=o0..

11 n’y a donc aucune fonction f qui vérifie a la fois (1) et (2) et (1") et (2").




CHAPITRE IV

Nous allons maintenant étudier le cas ou I'on a simultanément :

» .

(1) —+ f +7 (i‘ o, % fonctionde «,, z, p,
N d d '

(2) #+ +f”+ quc o, v —  ®,y.%p.

M. Goursat (*) a montré qu’on doit avoir dans ce cas :

3) S="h(z,y,2)a(x,p)b(y, 9, @b = o.

Pour préciser la forme de a et b, nous nous servirons des deux conditions (*) :

’

I',(6) =o, I')(x) =o.

Portons par ex.emplc la valeur (3) de f dans I',(6) =o, ;Iui s’écrit :

39 o L Af f> of LA
dy q\z f—~ < trp ‘z+f \z+$ﬁ-—
On trouve :

00 dlogh X fdloga dlogh dlog h
’ 2
bb'ah*(a’ — X)-{- bh<p+ Y —E—( o ™ + Dz,)

LS
[

[o%4
<>

z

20
oy

*) M,, pp. 38-3g. — M,, p. 462.

(@] La relation (1) et la condition I',(0) = o permettent, par un calcul analogue a celui
du chapitre 1, de préciser la forme des fonctions f considérées qui peuvent admettre une

involution du systéme Y, sans que (2) et I', = o soient vérifiées.
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Puisque a” n’est pas nul, le coefficient de bb' n’est jamais nul et b vérifie une
équation de la forme :

bb' = bY + qY, + Y,,

les fonclions Y, ne dépendant que de y. En calculant les valeurs de cés fonclions,.
on est conduit & écrire le systéme :

20

T _
bz+yxah(a—_x)—oy

0
%; + Y,ah*(a’ — X) = o,

op 0z a

De+blogh X(bloga+blogh_’_ dlogh

—- S o T 3z > +hY(a, —‘X):O.

C’est 14 un systéme que nous avons déji discuté plusieurs fois.

Un calcul tout & fait analogue & celui du premier chapitre montre que, pour
que I'équation s = abk puisse avoir une involution du systéme Y, il faut que a, b, A.
satisfassent & un des dix-sept groupes de conditions du tableau Y. Il en résulte
qu’une telle équation ne sera de la premiére classe que si a, b, k- satisfont aussi & un
des dix-sept groupes de conditions du tableau X, qu’on déduit de Y en permutant
le réle des variables 2 et y.
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Xb—q=(x9— 099 d=pv
1+ b=,q d=pp
bz ys
— =Y D avatavy,
oX 1+X9=499  d=po
1=99q d= o
o=l wu? =Y ;[ avatavy,

oK Ab—9=(X9—499) "M+.(k9—.99)9 d+ vy =

O%_M n?lTQ.MIlU”.QQ M+ Q.Vm“\.ﬁw
I +@”b- Q“\GG

W”c $ D avalavy,
oF X X—49=,k9—,99)9 1+ ap=pp
o= X. A—"M9=,X9—,99)9 1 + *yp==op
A—9—=,499 '—p—=1

L4 x
1 =Y + g avaiavy, -

o=X 1+ K9=,99 d= v
o=FYX 1=,9q9 d+xXp=0
1=,99 d= v
o A +Ab—(1+x)9g=,499 1+ aD=0D
o= X 1+ X9=,09 1 + 'Y =0
1+9=,9 ‘X+o=pp
1=,99 1+0=p0

I=y $ ¥V avaiavy

X ouwg)shg

L1
9

/@1
A

U”\QQ MQIU”RNQ .Il\GSvB
b= 99 1+ d=
e
o3 ;N~:m =y 5 avaiav]
oYX =99 1+ Xp=pp
b= 4qq 1= DD
o3 @sd =Y : g avaiavy

oYX b+ qy=,99 Xd—0=(X0— p0)Y +,(X0— P0)D
oY A+ bu=,9 X + o) —d=pp

b=y4q 14+ d=,»
|~N..Hu~\ : D avatavy,
0FX 1-+4d9=,99 X —ap=(X»— ov)p
oFX 1+ 9= 99 X — "o = (X0 — )0
I—q—=.99 X—v—=,m
L+ .
=Y i g avaiavy,
oY b= qq I+ Xp=0p
osEX b+2Aa9=.99 1= D
b= ,q 1= 0D
oEX 1+ 4g9=,49q X+Xd—(+x)o=pp
0OFX I1-+9Y=,499 1+ Xp= 0
‘X +9=.99 I +Dp=pp
1+9=,99 1=p
~l|.|~\

!V avaavy

X owa)shg

23

NN IO O >

9 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIL.
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On ne doit évidemment comparer que les groupes de conditions qui appartien-
nent a deux lableaux affectés de la méme letire. De plus, & cause de la symétrie,
on peut se borner & ne comparer une équalion satisfaisant aux conditions d’un rang
quelconque qu’a celles qui satisfont & des condilions de rang inférieur ou égal.

11 est -alors facile de voir qu’en dehors des équations classées par M. Goursat, on
ne trouve que celles qui satisfont aux conditions :

ret3', silk estnuletY égalar;

het7, siX,estnul, Y égaldyetXa—r.
On obtient ainsi, d’abord, I'équation
s:b\/; oul'on a qg=>b—log(b+ 1)

et que la transformation classique b + 1 = ¢” raméne & une équalion de Lie :

lu

+1=¢"
. dxdy ’

et ensuite 1’équation :
s:b\/p’+ 1 avec qy* = by — log (by + 1).

Une transformation analogue : by 4+ 1 = ¢€"¥, la raméne a une équation qui ne

Lient du ; du
contient que —— et — :
e dy

b’u _uy du\?
Yoy = Y \/(b_w> -

Parmi les équations de la forme s = abh, a"b" == o, il n’y a donc de la pre-
miére classe que celles que M. Goursat a déterminées.




CHAPITRE V

Il nous reste a étudier le cas ot I’'on a a la fois

MM L f

(1) W‘*‘qi\?‘*‘f&“l"/\ap: ,
s 80 of \f> of
@ ey (gt =
X et 6 étant des fonctions de x, v, z, p et
o8 B ‘. L ¥f
3) % +p +f + fi'—‘ :? =o,
o8, o8, o8, (¥, cf A
(4) Taz,‘-*‘ D_Z+fb_+(n_l)p<b +f )
*f i*f XN\ f
+@—n (5 L) v g+
8 et 8, étant des fonctions de x, v, z, q.
Nous poserons :
da , Xb b b
A A
a' et b" étant == o.
Nous avons vu que I’équation (3) donne
5) bb-{— ab-}—f‘\b——bA(ac z,p)+ A (x,y,2,p)
( ‘\x paz E-— ’yy ,P 1 7y) :P

et que 'équation (4) peut se mettre avec cette nolation sous la forme :

28, 28, QA DA A of A
(6) v‘*‘p 3 +f +(ﬂ""1)< a—p*)ﬁ-&‘l-'&;bq—

B, ayant changé de signification.

2z p g

b
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On sait d’ailleurs que les équalions (1) et (2) donnent

da da da

et

W W 2 o LU LA S
®) —+q—gz~+f$—a’x<-[~+p'{+f—f>+l+—j;—f—

- =o.
dy dr 0z oq iz p g

Les égalités (5) et (7) donnent

2b b da da

PATA—GTen By

_ . 4 A dy \r4
9 f= b = ; ,

a
: of
et en égalant les deux valeurs de -,- .- on oblient la relation :
p o' .

1\" b\" 1 A 1 \" 1\
v (@) =2 () +a @) @)+ (7)
(a' b' + A b' o o, b' Fo
aprés une discussion en tous points semblable & celles que nous avons déja rencon-
trées. On 1'écrit :
A" I<b>"+ Al" ,(l)”—
[<[>"] b [(l>"] F, =0.
a \a
A” 4
; ,,> n’est pas nul, on en tire :
@)

Si(

A GRS
<b> (b) [(;)] l(;)] Hey

. . b\" .
En modifiant b, on oblient (E’) = o0 avrc [ : ,,] = o. Nous traiterons ce

>

1
a
cas en dernier lieu.

On a de plus & examiner ’hypothése

" I " n 1 ! [ — b " I '
A ——<7> ¢ A —<7> 9. B ——?(7;,/ +%(7> ,

les ¢, élant des fonctions de x, y et z.
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Premier cas. — On tire des relations précédentes :
¢ i %, ‘ b P,
A:7+l"(p+w’ A.:?Jf‘"}‘;p'*"”u B:?F+F+q?s+?3’

~et la relation (g) donne :

b b da Qa
b§p + o) +4p+ o ——P3; 9%4“?3“‘132—&

b’ ) a

’

B8, désignant de nouvelles fonctions de x, y et z,

1) 1

-d’ou, «, B, «

Ja

ca +,Da__r ( 8) a
Dp(ap+a‘> )z _..61;2, Dp pp+-| +'W—"<P3’

b b b b
35(«(14— B+ =bd -+t :\TI(a,q-‘r-@,)—i-g:wb—{-w{.

Pour que les équations en a soient compatibles, il faut que :

b . I 33 ! b ‘D‘ !
a“y’)_*_(ap.,_a‘)aﬁ:-‘%—a (ps'f—'*‘%)_’_aa(pﬁ_l_ﬁl)'

do, a'( da 4
by‘ P dy

\" .
-et comme (——,) ne peut e nul, cette relation doit se réduire a une identité.
a N

On pourra donc prendre

o _du
9= dz ’ s — Dy *

. da o8

En modifiant a, on pourra prendre ¢, = ¢, = 0. On aura de plus I = et
¢
-on pourra prendre '
d log v dlog y 1y, 12y,
2-—\'—, .B:_‘_’ @ =" {3-,=~—————-
oz dy Y oz vy

Pour que les équations en b soient compatibles, il faudra de méme que I'on ait
.da relation ‘ '

2 d d d :
5 ﬂ_)w)_*_b,q( @ °‘>+b'<i~_ﬁ+a‘p_g,a>+ﬂ_—‘”—'

QX 0z oz dx 2z dx Qe

~/

~
N

+"ﬁ‘*’1_‘”‘f"4:°-
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On peut l'écrire

ub+v+ . -
b 4 wq + w, = o.

r\" L . \
Siu=o, ( — ) serait nulsi v n’est pas nul. Si u n’est pas nul, en modifiant b,
b P ) »

VAN .
on aurait <_b_’> = o. Il faut donc que u, v, w et w, soient tous nuls, c’est-a-dire-

que :
o dw oy, 4 dw,
_—— —_— —_ "
dx 2z’ Qe ! 0z e
dn Q 8 h
! = U = + o
0z dx’ dx e d U

Avant de résoudre ce systéme remarquons que le systéme qui donne a nous.
permet d’écrire :

a=a(py +1,, x).

d log v

. da,  da .
La relation — — — montre alors que «, = — , d’ou ;
S hF4 N ! X
§_dw_Vh@yn
Qe dz X dy 0z’ [OPYSS
v

!

En prenant comme nouvelle inconnue Z, = h(x, y, z), on aura une équation de
méme forme ol y =1, y, = o0, a étant fonction de x et de p. Alors

dlogyg dlogg
a:ﬁ:al:p}‘:o, "P:__ 3 w :————bw_’
g étant une fonction de x, y et z.
1, _ 1Yy, by
"I’A-:ég’ 0)1_;}_ dx et d(bg)—dg“

d’ou
b= tE® O a,j:?b;%'

9
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En changeant les notations, on peut donc prendre :

oz, y, 2)b(y, q)+ 2.2y, 2)

ba

,p) (y, )]

f=

Dans le cas ou I'une des fonctions ¢ ou ¢, est nulle, comme dans celui ou le
:rapportﬁ est fonction de y seul, on a E/=o.
?

On pourra donc rejeter ces diverses hypothéses. Si ¢ et 9, sont simultanément

indépendants de z, 1'équation peut s’écrire :

da(x, p)

dy = f(z,y,9q)-

Elle se raméne immédiatement & une équation du premier degré en p, cas que
nous étudierons dans un prochain Mémoire. En effet, posons :

z, = a(x, p); ona g¢q,=f(x,y,q); on en tire p = a(x,z,);

da dp e
— , t —_— _
1=¢@x.q) et P, 2z, .7(:+S‘Dql
~qui est bien du premier degré en p,.
Ecrivons alors que f vérifie la condition (6); posons
1 b+ o,
- = (@, p), f=&*<?b—,?>» A=ps.
On aura : *
B, B <<Pb + ¢, DB. 3?\ gb + P

by | 29,
2 (9b+ o, AN Y\’
o\ e (B ‘*”)[qa(y) +a(z) |=o
Le coefficient de pp. est

)G +n () +enmne]
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!
. 1 , . .0
Puisque <—b,«> n'est pas nul, ce coefficient ne peut étre nul que si -~ est une-
. ?
fonction de y, cas que nous pouvons exclure.

La relation précédente peut alors s'écrire :

pp' = pX + pX, +X,,

et en posant B :?bz,_ ?‘, on a:
agl XB Br — bp’x ’ ;
e T X [B'+n—r1)3] =o, 55+ NBB + (n—1)g]=o,

(10) Yo g
2, alogB+<W+qa_z>("+’)

SE 2z B

+X[B %+ (n—1)9] =o.

On a déja discuté (chapitre I) des systémes analogues et vu qu’on peut se borner
aux deux hypothéses X, =o, X,==o0, et X, 30, X =—o.

1° X, = o. P ne dépend pas de z, par conséquent

(?bﬂ.)[? ((%)Jr n— 1) + 9, (%)]

ne dépend pas de z. Celte expression peut s’écrire (¢b + 9,) (up + v9,), b, u et v
étant des fonctions non nulles de y et de g; on en déduit immédiatement que ®
et ¢, ne dépendent pas de z. '

2° X, = o. On peut en modifiant a prendre X, = 1. On voit, comme plus haut,.
que f,, 9 et ¢, ne contiennent pas x; la troisiéme relation en 8, montre alors que X
est une constante K, et on a :

pp' = Kp +p.

Ecrivons que la relation (8) est vérifiée

2 20 W X [/ B ) B
= BB! ‘1 IBBI: .
Dy+q——bz + Bu—— H<B'—aw+p_az“'+ e v o

En prenant la dérivée seconde par rapport & ¢, on a :

2 Ao 3B\ B .
wb g — X (B 4 p ) T e — X BB =0,
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B est différent de zéro; on a donc

(BB 3'log B

(1) k=X + o[ S |+ A e = =o.
Si
bZlOgBII_— - b>ll <I II_ B .
az‘\q =0, B —q;'(-b—' +(‘P1 z?) —h(x,z)K(}'yq}-

en dérivant par rapport & x, on voit que k ne dépend que de z; d’autre part,

?i _vb__>” &(L)“

I'égalité

d J )
¢ q)o ) . (P> 4
1 — | = — (L
monitre que e rapport 7z ( A ) 3z (h ne depend plllS que de Y

¢ _ 9 ANEAY Ny I)"_
h_hY+Y‘, et h[<b,>+Y<b,/]_Y,<7; =K(,9)

. . b‘ " I "
montre que : ou bien (?> +Y (?) = o0, qu’on raméne au cas réservé, ou bien

que 2 ne dépend que de y; il en est de méme de

h
hypothése que nous avons exclue.

_(’;L_‘; 2 ne dépend que de vy,

P

Alors 1'égalité (11) ne peut avoir lieu que si

nr—y’ a! U
(BB)] _ ¥logB'

B 23 avec 14+ XK —X)=o;

X est donc une constante K, lide & K par la relation

(12) - 1+ KXK—K)=o, K,=Fo.
Or:
b I
B =0¢Q=1¢,Q, en posant Q:_b—"- Q'ZZF'
On en tire :

B"=0Q" +¢,Q,"
10 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII.
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L’égalité

28
BB'= K,3_+ B, + q9, + 3,

s’écrit avec ces notations :
' ' _k P,
@Q +9,Q)Q +2,Q)=0Q (I&. Tj + m) +Q, <K.$ + M.) 99+ 9

on en lire, par des dérivations par rapport 4 q :
QQ'=YQ, +7Q + 6g + =,
QQ'=YQ +1Q+06g+r,
QQ) =Y, Q +7,Q+06,g +r,,

les fonctions Y,, v,, 0,, <, ne contenant que y seul. En fenant compte des défini-
tions de Q et Q,, on peut metlre ce systtme sous la forme

d’q dq .

%E—Tig‘(mb + Yl) + eiq + Tyo

d'q
b———=

b

dq_ dg ‘
b W—E[b(ﬂ——')fY]-i-WI-i-r-

(13) 2 b+ Y, — 1)+ 0,04+,

Une discussion simple montre que ces trois équations n’admettent aucune solu-
tion commune, compatible avec nos hypothéses.

b\" .
Deuxiéme cas. — Dans le cas ol <7> est nul, on peut évidemment prendre

A A dlogo dlogg
— ® = —q*
b=gq" et =gt +‘11°f="1( w o TPy )

En écrivant que f vérifie la relation (1), on obtient les conditions

_ -’ ‘ da / ba)

1— =

o g o (x,y,2)+ [m(m, Y, 2) % q \w =
=o, f= : A— e 27

W - a ’ a' '

7 étant une fonction de y seul.
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o . . . . , . I .
Ecrivons que la relation (2) est vérifiée. Si n n’est pas égal a—, on obtient, en
2

annulant le coefficient du terme en ¢'~

<‘—"'>"3772[(%> —“]:°'

Cette égalité esl incompatible avec nos hypothéses. La seule forme & retenir est
donc, aprés un changement de notations :

- Jda da
w(w,y,z>\/q+q[ (@Y, 2) — <~ O, =5
E) S= = avec A————,

Jda 2a
5(90, z, p)

Faisons au préalable quelques remarques sur ces équations :

I. E ne change pas de forme, si on y fait le changement d’inconnue Z, = g(x, z).

3 ,
II. Si 3(;7‘ est nul, il suffit de changer a en a +/m‘(ac, z)dz pour obtenir une

équation de méme forme ou », est nul.

III. Supposons que « vérifie un systéme de relations de la forme :

J .
_Sizg- = ow'h,(x, 2); Eq::— = w*h,(x, 2), (h, et h, non nuls ensemble).

1° Si h, est nul, ¢ ne dépend pas de z; et on a :

o=\ D ian =A@,

Si nous posons :
z,=g(x,2z) avec g=\/f.(z,2),
on obtient une équation de la forme E, ol o est égal a une fonction de z et de y.

2° Si h, n’est pas nul, on a :

(x,2): (m 2).

Par conséquent, ¢ est une fonction de y et de h(zx, z).
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Si nous faisons le changement d’inconnue z, = h(x, z), I’équation E ne change

pas de forme et la fonction ¢ ne contient plus que y et z.

On a donc :
h —o U.;_DCP(}GZ)X I o? lOg ©
: ’ Sz h(x,2)’ Qdy
On peul donc se borner & étudier les deux cas ot
dw * log o
== == o =
he=o0, ~y=0, h=soi Ao, h=o  —n
NotaTtions. — Nous poserons
1 1 da
= = — P = P = —_—
73 ba a' y o, A P. L!)l ‘\z
p
et nous aurons
. ~ 1 da p
f"—:P\/Q+P1q’ AZ—}"("%——‘ >:_.
2 0z 2

11 nous faut maintenant écrire que la fonction f vérifie les conditions I',(0) = o

et G (B,) =o.
", _ 26 AU 30 - X ~ P 2P, ~P 2P,
Condition T, () : S,*‘Qg*‘ E(P\/q +P,q) —'?[\/qb—i‘*‘qE‘H’(\/qa—z‘FqS—;)
-\ /P - —P P -/ P -
+(P+Pv) (—2—+P.\/q>]+\/qg;+q3;‘+(P'+PJ\/q)<;+P. Va)=o.

Cette relation, ot 6 ne contient pas ¢, doit &tre une identité en ¢g. On a donc :

3 PP’ o2
ﬂ:lp ___P :(—)—(u.\—u.u,)
dy  op 2 2

et

0 X /2 3 2P PP/
’ \(P+p—+—PP,)+ + 4+ PP =o0,
M 0z 2 2z 2

p @
6 d X /0P P P

: 6 <‘ S+p ‘+Pi>+ \z.+P:P":0'
¢ &

2z A w\a 0z




(13)
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. . : da da da ’
ce qui, tous calculs faits et en changeant 0 en 6 —X 5o —I—pb—z- + p—, donne

2z
le systéme : )
20 :
-‘——+—(w—uX)—0
W X /dlogw dlog w Xda 3 dlogw 3, dlog Ja
5}“?( e 3 >—?ﬁ*;"‘°a+ w o Tatet Ty TR
0 do dw dlog w dlog w da
n () ¢ X2 (-2 e o)
2z <Dw+pbz>+ < dx TP oz ¢ Hk
+ do, Dlogm( da I ,( Da>2+13p< +aar_o
"2 TV T ‘”*_az>”§*‘*" ROy 2oz\ 1t 3z) T
Condition C,(8,). — Pour écrire la condition C,(8,) = o, on peut sans inconvé-

nient supprimer l'indice de 8, et on a :

) Epieviergid s U T T rievi+r |
VI g e V) (- RVE) =

ou

(15) p+p B (P\/—+Pq)+C +V4qC, + qC,=o,

les coefficients G ayant des significations évidentes.
En dérivant deux fois par rapport & p, on a :

D -
(15) ;S(P"\/E 4 PUg) + C 4+ V/gCr + gC = o

i

et en remarquant que P" au moins n’est pas nul,

b C‘n' _ D C n a Call R ,
- +\/ = T +q (=) =0.
2 \P'y/g+P/q P \P"\q+P/q PA\PVq+P/q
On en tire les conditions :

C‘NVP” — C‘IIPNI —_ 0, C‘IU P‘I/ - C‘” P"” + C!’"Pﬂ - Cz” PIN: o

16 ’
( ) % C:mPln _ Cz” PIIH =o, C’mP‘n _ CJP‘”’ + C:‘N!PII _ Ca” P"—o.
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On a toujours, les ¢ représentant des fonctions de a, y,2:C"= ¢, P
Si P, n'est pas nul, on a de plus C" = ¢ P.

"

d /P
Si enfin ¥ <W) est différent de zéro, on obtient sans peine C = o, P "+ ¢ P

L’équation (15") donne alors successivement :

28

50 ®VA PG 4,2+ PIVG) + 6, (P'VG + Pg) —o,
b j—
'\—{ﬁ“i"cp“*‘q'g:or .(5+2?.\/Q+q"°s+‘?::0
aq \/6

La relation (15) se décompose en trois, et on a :
() C,= ‘P*+p “ P, =1 cP’—}—np“—{— P, +4,P, C, = %—}—p SRR

Ce dernier calcul nous montre que nous aurons trois grands cas 4 distinguer :

| I
[ ol B .
P, =o; P ——(? @72

et enfin le cas général ou —\p (#) n’est pas nul.

La discussion ne présente aucune difficulté : Les remarques faites au début du
chapitre permettent de l'abréger considérablement. On peut aussi profiter, pour
limiter les calculs, du théoréme suivant :

L’équation

S:F(wrp)f(l',y,q) ou :X+—‘

se raméne A une équation qui ne contient plus p.

Il suffit de poser 1+ p = e® pour &tre ramené & 1'équation

f ‘f q,
ST @YY o aT

ou ¢ est une fonction de x, y, g, définie par 1'équation q, = f(x, v, q).

La conclusion générale est encore que les conditions (1), (2), (3), (4) sont incom-
patibles.




