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ANNALES

DE LA

'FACULTE I DES SCIEN CES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

SUR LE CALOUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Par M. Rexé LAGRANGE,

Agrégé préparateur a 1'Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Le calcul différentiel absolu, introduit par Christoffel (') et Riemann, et dont
Ricci et Levi-Givita (*) ont fait un instrument remarquable, fut destiné tout d’abord
a déterminer les propriétés, indépendantes du choix des variables, d'un espace dont
le ds* est une forme quadratique donnée des différentielles des coordonnées.

Soit ds* = Egikdacidac,r une telle forme quadratique, & n dimensions. Un chan-

ik :
gement de variables transforme les g,, et leurs dérivées; il change également les
dérivées, des différents ordres, d’une fonction f(x,, x,, ..., x,) considérée comme

invariante. C’est la recherche, entre les g,,, leurs dérivées, et les dérivées de fonc-
tions analogues & f, des relations, indépendantes des variables, et méme de toute
déformation de I'espace qui conserve le ds*, qui est & l'origine du calcul différentiel
absolu.

Si, dans une pareille déformation, une fonction f est invariante, il en est de
méme de sa différentielle, de sorte 'que ses dérivées premiéres subissent une trans-
formation linéaire et homogéne. Il n’en est plus de méme, en général, des dérivées -
secondes; mais on peut retrouver une transformation linéaire, en modifiant la défi-

(*) Voir Christoffel, Journal de Crelle, tome 0.
(*) Voir Math. Annalen, tome 54.
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nition de ces derniéres. Pour cela, on ajoute & la dérivée seconde ordinaire une
forme linéaire des dérivées premiéres, dont les coefficients sont formés & partir des
9y et de leurs dérivées; le choix de cette forme linéaire est tel que la dérivée, ainsi
définie, est encore indépendante de I'ordre des dérivations. Par cette opération, on
doit modifier également les dérivées des ordres successifs, et, dés les dérivées troi-
siémes, on rencontre I'influence de I'ordre des dérivations, de sorte que la difficulté
initiale du changement de variables est transformée, mais non supprimée. Cette
incompatibilité de I'espace général avec I'espace euclidien ds* =dx*+ ... +dx,} se
traduit par les symboles de Riemann.

Le présent travail a pour but de montrer que I'on peut se placer 4 un point de
vue un peu différent, et d’établir, de cetie facon, une méthode de calcul tout A fait
analogue au calcul de Ricci et Levi-Civitd. Il est partagé en cing chapitres dont
voici le résumé succinct :

Dans le premier chapitre, j'introduis le calcul différentiel absolu en prenant,
comme variables indépendanles dans 1'espace considéré, d'ordre n, n intégrales cur-
vilignes, et non plus, comme dans le calcul ordinaire, n fonctions de boint. Dans
ce dernier calcul, les propriélés analyliques résultent de I'invariance, dans tout
changement de variables, de la différentielle d’un invariant, et de I'uniformité des
variables indépendantes x;; ici, cette derniére propriété ne subsiste plus, de sorte
que les dérivées, d’ordres supérieurs au premier, dépendent de 'ordre des dériva-
tions, et c’est ce qui introduit des symboles tout & fait analogues & ceux da Chris-
toffel. On est amené & changer la définition de la différentiation, de maniére & con-
server certaines propriétés formelles du calcul ordinaire; dans la « différentiation
absolue », une fonction ne joue plus un réle isolé, mais fait partie d’un systéme de
fonctions qui interviennent dans cette opération; la non-commutativité de cette dif-
férentiation fait apparaitre les analogues des symboles de Riemann.

J'établis les régles de différentiation des sommes, produits et « compositions »
des systémes, et recherche enfin ce que deviennent les résultats généraux, lorsque
les formes dw,; ne sont plus uniformes.

Daus le chapitre 11, je rattache la covariance, telle qu’on la définit ordinairement,
au groupe des transformations orthogonales; les propriétés de la covariance, et sa
conservation par la différentiation absolue, s'en déduisentimmédiatement. La déter-
minalion des invariants revient alors & résoudre les transformations infinitésimales
du groupe orthogonal.

Ces considérations générales sont utilisées dans le chapitre III, pour exposer le
probléme analytique de l'application, et le probléme de la représentation conforme
sur l'espace euclidien, méme lorsque le rapport des deux ds est I'exponentielle
d’une intégrale curviligne.

Le chapitre IV a pour but d’exposer succinctement quelques résultats connus de
la théorie du vecteur, qui seront utilisés dans la suite.
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Enfin, dans le dernier chapitre, je me propose d’établir les propriétés métriques
d’une V,, plongée dans un espace E,, qui apparaitraient 4 un observateur incapable
de s’orienter sur la variété et dans I'espace normal; ce probléme permet de généra-
liser un’ peu certaines définitions du calcul différentiel absolu, et met en évidence
trois séries de rotation, auxquelles correspondent trois séries de courbures. La
recherche des invariants nécessite la détermination des relations entre les courbures
de la V_ et celles de l'espace E,; j'étudie plus particulierement les courbures les
et a la définition de

n—1)

plus simples, ce qui conduit & quelques propriétés des V
quelques variétés particuliéres. ’




CHAPITRE PREMIER

Principes du Calcul différentiel absolu.

'[4] Le calcul différentiel absolu est une généralisation du calcul différentiel
ordinaire, qui paraitra plus naturelle 4 I'aide des quelques remarques suivantes.

Etant données n variables indépendantes x,, «,, ..., x,, et une fonction Sz, ey ),
les dérivées partielles premiéres de f sont les coefficients des différentielles dx,, ..., dx,,

n
, : P A
dans I'expression de sa différentielle : df = 2 dx,.
0,
i=1
Les dérivées partielles secondes sont les coefficients des mémes différentielles dx,
dans les expressions des différentielles des dérivées premiéres; et ainsi de suite pour
les dérivées d’ordres successifs. La propriété fondamentale de ces dérivées est d’atre
indépendantes de I'ordre des dérivations. Cette propriété, qui nous parait intuitive,
découle du fait que les x; sont des fonctions de point; elle ne subsiste plus si le role
des dx; est rempli par n formes de Pfaff, linéairement indépendantes, mais non for-
cément différentielles totales exactes.
Conservons I'écriture du calcul différentiel ordinaire, et désignons ces formes de
Pfaff par ‘

(1 . do, = a,dx, + ... + a,dx,.

Ceci revient & prendre comme variables indépendantes les intégrales curvilignes
Ty... Ty

w, = dw,, prises le long du chemin décrit par 'observateur; mais le seul
x,0...2,°

role utile est celui des dw,, et il n’est pas nécessaire de considérer ces intégrales
dans I'exposé du calcul. '

Les a,, seront considérées, en général, comme des_fonctions de point; mais
nous verrons que certains résultats subsistent si les a,, contiennent eux-mémes des
intégrales curvilignes, Leur déterminant (a) est, par hypothése, différent de o; les
équations peuvenl donc étre résolues par rapport aux dx,,

n
(1) dx, = E“ikd“’i§

i=1
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fes «;, satisfont évidemment aux relations suivantes : -

Ol . . X
Zaik“m = s L i = Eins (=1, g, =0, si iz=h),
i

k

-t leur délerminant () est égal & —

1
(a)’

[2] Etant donunée une forme de Pfaff dw,, on appelle covariant bilinéaire de cette
forme de Pfaff 'opération 3dw,—d3w;, que j'écrirai encore (3, d)w, C’est une
forme bilinéaire des dx,, 3x, : ’ '

da, a,
(2) G, d)o, = E( ik ——fi> d, 3.

L\'Ej bwk

kJj

On sait que, pour que w, soit une fonction de point, il faut et il suffit que son
-covariant bilinéaire soit nul. Les dw (r=1,2,...,n) devant remplacer les dx,
dans le calcul différentiel absolu, il est naturel d’exprimer (3, d)w, 4 I'aide de nos
formes de Pfaff, bases de ce calcul. En posant

da, da,; '
(3 G\_:E<‘_ﬂ__v>aw
( ) rsi . L\wj ka rk Tsj )
: ik
nous avons ,
(&) @, d)w, = 2 6,00, 80, .

rs '

Il résulte de (3) que o, + 6,, =0, et, en étendant la somme (4) aux seules

-combinaisons des indices, ce que jexprimerai en entourant ceux-ci d’une paren-
thése, il vient

(4" G, o, = E 5,5 (dw Bw, — dw 3w ).
’ ()
[3] Etant donnée une fonction f(x,, ..., x,) des variables Z, ..., %, NOUS

-appellerons dérivée partielle premiére de f par rapport A o, le facteur de do, dans
Yexpression de df. )

En exprimant les dx, en fonction des dw,, nous avons

ox = du,

X N 2 - )
df:ESEfk—d.L'k:Edwi<a“—f'+u. / + + oy, ~—l‘—>:
r t n
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C’est I'opérateur linéaire entre parenthéses qui est la dérivée en question, et nous.
poserons

- of N o Q
(O) ‘j e _‘f_. + 1[_5 _‘/_ _{._ . + am"f.
X X dx

i 1 2 n

Inversement, on a

(5") R/ Ea A
L\’L‘k ik D(ui ’

i

Plus généralement, si dQ est une forme linéaire des dw;, non forcément diffé-

rentielle totale exacte, nous appellerons dérivée particlle premiére de Q par rapport
, . s 0Q
a o, le coeflicient de dw; dans dQ. On peut encore I'écrire S
L(l)i
La définition des dérivées premiéres peut se répéter, et conduit aux dérivées des

D"l.f

dwr, dor, dor,,

différents ordres, , les dérivations étant effectuées dans l'ordre Or,,

Wryy « ooy O, .

Il est évident que les dérivées d’une somme ou d’un produit de fonctions s’ob-
tiennent par les mémes régles qu’en calcul différentiel ordinaire; de méme les déri-
vées d’une fonction composée. Mais la propriété des dérivées d'étre indépendantes
de l'ordre des dérivations n’apparait pas ‘avec les dérivées secondes. Remarquons,

N : - .
par exemple, que les \—f forment un systéme complet d’opérateurs linéaires, arbi-
‘(‘)i
»f »f
dwdw,  dw,dw;
thése de deux de ces opérateurs, qui n’est pas nulle en général. On obtient, par un

traires au méme titre que les do,; n’est autre chose que la paren-

calcul connu,

© (o =l Ly, L

A} ) dw dw .
do, - dog dw do NORUON do;

i

Cette formule s’obtient aussi en écrivant que df est une différentielle exacte.

bné ] \" -
Plus généralement, pour une forme de Pfaff quelconque dQ — L ndo,, on a

i

/0 !
~ \ | Ah AV Y N - N
(7) G, Q= Z o Tt }_Ja,.s,./\,.> (do, 30, — do,30,),
(rs) ’ i

et I'on retrouve bien la formule (6) lorsque (3, /)2 = o.

Remarquons que 'on peut encore écrire

\ N
(‘{’) . — \ , da,, ., da,, _ >1(l da, . uzr,‘\.
J ri rk Nk \5',- d K ‘\(",. &\U)S /
k
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[4] 11 résulte du paragraphe précédent que nous devrons modifier la définition
-de la dérivée seconde si nous voulons qu’elle soit indépéndante de I'ordre des déri-
vations. Nous verrons plus tard que, conséculivement & cette définition, les formes
-de Pfafl prises pour base de notre calcul joueront le réle de différentielles dxactes.

Pour cela, considérons de nouveaux symboles t,,, que nous définirons au fur et
3

. “ y . feyr ¢ .
-4 mesure des besoins. Etant données n fonclions f,, f,, ..., f,, considérées simulta-
nément, appelons « dérivée partielle absolue de f; par.rapport & w, », 'opération

n

XM D
8) Lf_'_ — ‘_f’_ — E Tiarfas
dw,, dw, .

“=1I

le trait qui surligne le premicr membre indiquant que cette opération est distincte
-de la dérivation ordinaire qui s’effectue dans le second membre. Cette définition,
qui s’applique & n fonctions quelconques, s’éclairera par la suite, 4 I'aide de quel-
-ques exemples.

[8] Considérons alors une fonction f, et I'ensemble de ses n dérivées premiéres

) : ‘
. ¢ J . e ¥ . °
fi= \_f Les dérivées partielles absolues de ces dérivées premiéres seront, par défi-
Jdw;
i

nition, les dérivées secondes absolues de f(*). Nous pouvons donc écrire

T, do,
Qw; dw, Qo dw, do,

& 2
© Bt e A YRR &5

dans ces conditions,

Jw,

| N
Ju—Su= Z (— Tiak + Tkai + Gkia) \f ,

de sorte que ces dérivées secondes absolues seront indépendantes de 'ordre des
inddices, si les 7, sont assujettis & vérifier les relations

(10) Tikn ™ Thki = Opix>

il est clair que ceci ne définit pas complétement les symboles r,,, .

Ce que nous venons de dire s’applique aussi bien & une forme de Pfaff

dQ = Y W do;

l

(*) Cest la définition du calcul tensoriel de Ricci et Levi-Civit4.
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O\ '
en posant g—‘ =\, la formule (g) est encore valable, et (7) s’écrit
. 0w

(79 (G, Q= 2 M\e—N,) (d‘wraws —dv3w,);
(r,8)

on retrouve la forme du covariant bilinéaire en calcul ordinaire; il en résulte que,
pour que d<) soit une différentielle exacte, il faut et il suffit que ses dérivées secondes
absolues soient indépendantes de I'ordre des dérivations; on obtient ainsi une ex-
pression simple du théoréme de Frobenius. On peut dire, autrement, que les condi--
tions d’intégrabilité d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre, & une fonction inconnue f,

of —

i
‘ dw;

sont

[6] Par analogie avec le calcul différentiel ordinaire, la dérivation absolue nous.
conduit & considérer la « différentiation absolue ». Etant donné un systéme de n
expressions différentiables X,,X,, ..., X,, (fonctions, formes de Pfaff, etc...), nous.
appellerons « différentielles absolue » de X;,I'opération

X,
(1) X, = Y| —t du, = dX, — Yt X do,.
: o kh

Dés que 1'on passe aux dérivées troisidmes d’une fonction, on est amené 4 consi-
dérer, d’'une maniére plus générale, des systémes de quantités différentiables

Xr,re...rms affectées de m indices, rr, ... r, étant les arrangements complets de

m

1,2,...,n, mam. Définissons simultanément la différentialion et la dérivation,

absolues, dans un tel systéme; ce sont les opérations

' e 0 N\ i
(l 2) erd S tlxr1 R Z ‘r,xukh X"a . "a—xk"u+1' .t du)h ,
wkh
et
_ji__ Np O :
(lg) ¢- "ru"m__‘ . AL _ X
D(«)h r.o..rp'h D(uh 2‘ rukh Pyl R T

«k
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le trait qui sépare r,, de h indiquant que les indices qui le précédent n’expriment

pas forcément des dérivations absolues. On a d’ailleurs

(14) Eir,“,rm = Exn..-"m/hdwh-

/h

[7] Avantd’aborder les propriétés de ces opérations, définissons quelques opéra-
tions algébriques sur les systémes d’ordre m (ou A m indices), ce qui va nous con-
duire & définir complétement les symboles z,,,.

Etant donnés plusieurs systémes d’ordre m, Xr,  r,, Y},,,,,rm e Zr,. . vy, leur
somme est, par définition, le syst¢tme de méme ordre

'Uri...rm == Xri...rm + Yri..‘rm + ... + Zrl...rm-

Appelons produil de deux systémes, d’ordres m et p, Xr,...rm €t Y5, s, le sys-
téme, d’ordre m + p,
Z

=X Y
Py TSy Sp Py Py XSy .8p-

Avec deux pareils systémes on peut effectuer une autre opération que nous appel-
lerons « composition » (*). Le systéme composé de Xr,...rys....s, €t Ys,l,,,sp; d’ordres
m -+ p et p, estle systétme, d’ordre m, '

Zrl...rm = Z Xr,...r,,,sl...st,‘..sW
’ Sq---Sp

Celte opération s'étend tout naturellement & plus de deux sysiémes, ou a des

systemes Xr,...rus,...s, €6 Yo, tgs,. s

» P’
11 est facile de voir que la différentiation et la dérivation absolue d’une somme’
obéissent aux lois du calcul ordinaire, indépendamment de la nature des 7,,. Quant

A la composition, sa dérivation, par exemple, donne

. : S
Lri,..v‘m/i — 2_‘ (xr,_...rmsi..,sstP..sp/i + Xr,...r,,,.s‘i...s,,/ini‘..sp)

$4--Sp

\ | e
-+ Z Tsakz(xr,“.rms,...ssti.,.su_‘_lzs«+x...sp + )ﬁm...rmsi...su_lksu_i_l...ssti...sp)-

aksy...sp

Pour retrouver la simplicité formelle du calcul différentiel ordinaire, on est

(*) Cest le terme ‘employé par Ricci et Levi-Civita (cf. ouvrage cité).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. . 2
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conduit & annuler la derniére somme; le coefficient de la parenthése étant s i + ks,
ce résultat sera obtenu si I'on assujettit 1,,, 4 la nouvelle relation

(15) Tikn T Tgip = 0.

Les propriétés obtenues peuvent &tre résumées dans le tableau suivant :

(16)  dXryrm 4 Yoo o) =Xy oy F AY oy A -

(17) B(Xrl,,.rmY.n...spzti...tq)
— _d—Xri, . .r,,l-Ys1,..spZt1. . .tq+ Xu. . ,rleYsl .. .sp~Zt1,..lq +Xr1. . .rmYs1 .. .xpazt,. g

(18) Zl( E Xf’p.-"msi--~3lea~-‘q3/1---Sp>
Sq.--8Sp

N0 (— . - v )
— }_J d)ir,i..,r,,,s.x‘.‘sp-YtT‘.tqu..sp + }&m...r,nsi,..sp-dxti...tqsl...sp )

$4...85p

la formule (18) se généralise d’ailleurs immeédiatement pour la composition de plus
de deux fonctions. On a des relations analogues pour les dérivées absolues.

[8] En résumé, ce qui précéde nous a conduits & définir les symboles =,,,, intro-
duits dans le calcul différentiel absolu, par les deux relations

(10) Ty — Turi = Shi

(15) Ty + T =o0.

En particulier t,, = o, t,, = — 7, = — o,,; enfin, Uexpression générale
de 7,,,, en fonction des symboles 5, , est

I
(r9) . C Tk — 3 (5%ns F nie — Sikn)

Cette expression rappelle celle des premiers symboles de Christoffel, mais il est
bon de remarquer que, en fait, les t,, jouent le role des seconds symboles de
Christoffel. ‘

Remarquons également que la différentiation absolue, appliquée aux formes de
Pfaff de base dw,, donne

8dw;, — d3w, == E (8 — Tizn + Tiniydodw, = 0;
kh :
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de sarte que, dans le calcul absolu, les dw; auront les propriétés formelles des diffé-
rentielles exactes dx; du calcul ordinaire.

Les propriétés des coefficients t,,, trouvent encore une applicalion immédiate
dans 'opération corrélative du covariant bilinéaire; & savoir, la parenthése de deux
opérateurs linéaires

of Y}
A(f)_A’b—w—‘-'_ +An3;;
V of
B(/) ——-B.K‘F +Bnm»
les A,, B, étant des fonctions de «,, «,, ..., x,. La parenthése

(A, B)f = A((B)f) — B((A))

s’exprime comme en calcul ordinaire, si 'on covnsidére les opérateurs linéaires au
sens absolu; autrement dit, étant donné un systéme de n fonctions f,, f,, ..., f,,
écrivons

—_— Y,
A=A+ . +A
Jdw

1

i

2N °
(U)”

On obtient, par un calcul trés simple, compte tenu de (10) et (15),

(Aa B)f - 2 [m “"m] Fb({—‘ - EAin(fik “_fki);

i3

la deuxi¢me somme disparaissant si f est une fonctlion de point.

[9] Nous allons voir, maintenant, un nouvel exemple de I'analogie formelle de
ces deux calculs différentiels. Auparavant, établissons une formule et rappelons
quelques symboles d’écrilare.

En nous reportant aux formules (19) et (3'), nous avons

O do, day,
T, == g,,6 — > a, | —2% — &
ikk kik i ks < L\(x)k DU)L- 4

$

d’ot I'on déduit

; P da,
(20) E'rikk = L 2a) + Z G
k

(@) Vo, 2,

$

Etant données, d’aulre part, (n — 1) fonctions f,, f,, ..., f,_,, de (n — 1)
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variables indépendantes y,, y,. ..., y,_,, rappelons I'écriture symbolique employée
dans la théorie des intégrales mulliples

. _D(f,;fw ,..,f,,_i)
df.df,...df,_, = D(¥ys s Vo)

dy, ... dy, .

Si f,, f., --., f,_, sont fonctions composées de n fonctions x,, x,, , X,
des y,, ..., ¥,_,, nous pouvons écrire
NS Su) 2 f S-S
dfdf ...d = vy T e ode . P2 T e o d
1.4, = Azyy ..y ,) : " Ay, oo x,) e

ou encore, d’'une manicre symbolique,

o, Q N !
/s dx, RIS da, .. ... /. dx,
dx, o, dx,
dfdf, ... df =] - ,
VYo dx Yo de,..... Lt g
e, o, C a, "

le tableau représentant, par hypothése, la somme des n déterminants obtenus, en
supprimant successivement chaque colonne, et en donnant aux produits des diffé-
rentielles dx; leur signification symbolique.

Ceci s’applique sans changement & n formes de Pfaff; en particulier,

dmld(-)i e dmn = (a)doc, d;L‘2 oodxe

n’

et, pour (n — 1) fonctions f,, f,, ..., fu_.

SOy Wiy e O

— 2
df,dfg...dfnv,:ED = .(_f“fﬂ’ Sord g dede,., ... do,.

Ces définitions établies, considérons une V__, entourant complétement une ré-

n—1

gion de l'espace & n dimensions; la-formule de Green s’écrit, en calcul différentiel

ordinaire,

P P
f/f(——'—4—+ ")dacdx...dac"
o, e, e '
= /f.../E(—l)‘”"PidJc, coodx_dx,,, ... dx,,

P, P, ..., P, étant des fonctions bornées et dérivables du point (z,, z,, ..., &,)-

[ 2




SUR LE CALGUL MIFFERENTIEL ALSOLU. 13

A P'aide des dérivées absolues prises dans I'ensemble P,, P,, ..., P, elle s’écrit.

/ S_P_l DP"
.(2[) ./-/./‘KK + S + Dmn> du)idm’ .. du)n
= //f 2(——1)i_' Pdo, ... do,_,dw,, - .. dw,.

1l suffit de le vérifier par Uintermédiaire de la formule de Green ordinaire, en se

n?

rappelant I'idenlité (20).

Ao . ‘
En particulier, si les P, sont les dérivées f, = ~— d’une fonction f, nous avons

¢ (')i

»(22) / /‘f(f“ +f22 4+ ...+ f,m)(.lox‘d(uz e du)"
— / / / Z‘.‘(—*I)Fi‘/‘ldwl oL dwi*ld(oi‘l . du)".

Nous verrons, dans le chapitre II, que cette identité permet de raltacher entre
eux les deux premiers parameétres de Beltrami.
Si les P, sont les expressions composées

\ - - .
P, = 4\__4 Xy oori Yy s (21) devient

ry-Tm

\ | - .
/f / 2‘ Xogooormii Yrg.oory do, ... dw,
Pyl
\' -
+// [ Z X’H”"'mix"rn"m/idml"'do)rz

Pyl

:f/‘fE(—l)Hi( E X"a»-~"miY’1~--"m> do, ... dw,_do,., ...dw".-

rye-Tm

Cette formule permet de donner a I'identité de Green lIes mémes formes particu-
litres que dans le calcul ordinaire.

[10] La différentiation absolue dépend en général de I'ordre dans lequel s’effec-
tuent les différentiations. L’étude de l'influence de cet ordre confirme la similitude
.du mode d’exposition adopté ici et du calcul de Ricci et Levi Civita.

"Etant donné un systéme d’ordre m, nous nous proposons de donner I'expression

de 3dXr,...r, — d5Xr,...r,,, que nous écrirons aussi (3, d)Xr,...r, . Remarquons que
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ceci résoudra, simultanément, le méme probléme pour les dérivées, par suite de-
Yidentité

iy _ 2 - 5 \ v =

deri..,rm = Xr,l...r,,,/sldwsowt + > X"l---"m/'sod(”sv

st - s

d’ou résulte, d’aprés 3dw, — ddw, = o,

(23) (8:—‘1) Xr1. P == E (X"x‘ /st X"m rts) du)xa(ul.

st

Un calcul simple, compte tenu des formules (16) et (18), nous conduit & l;expres-
sion cherchée

. > 7 ~ - rik ) ~
(2[1) (01 d)Xm..Arm = (')', d))&rl...r,,, — Z Thll Xrl...rlv_,kr,_H...rmdu)hO(D[,
ikhl
ou I'on a posé

(25) - = Tiknt — Tikyh,

la virgule exprimant que la dérivation covariante n’est pas effectuée par rapport
aux indices qui la précédent.

L'expression corrélative pour les dérivées absolues est alors

(2[;') Xr1. RN er Pkl = '(b’—jz‘)}fé':j—”f - : T;Llll X"1~ PP T
ik

le premier terme du second membre ayant la signification d’une dérivée seconde.

Si X, ...r, sont des quantités uniformes (fonctions de point, formes de Pfaff, etc...),.
(3, d) Xry...rm €t Xoy o rpsmt — Xr, L r,in SODt des formes linéaires des quantités Xo, .. .,
elles-mémes.

L’analogie des symboles % et des symboles de Riemann est totale, comme
nous le verrons encore plus loin, et c’est pourquoi nous leur donnerons le méme

nom.

[44] La différentiation absolue peut se répéter indéfiniment sur un systéme & m:
indices (*), toutes les différentielles qui résultent d'une méme succession de diffé-
rentiations formant un systéme d’ordre m. Il est clair que toute permutation dans

(*) Les conclusions de ce paragraphe supposent que les Xr, . .r, sont uniformes.
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les différentiations est le résultal de permutations effectuées sur deux différentiations
-successives ; cette derniére opération peut toujours se ramener i la permutation
-de deux différentiations terminales, suivie d’un certain nombre de différentiations.
‘On voit, en résumé, que toute permutation d’indices, dans une différentielle absolue
d’un certain ordre p, se déduit de la formule (24), et s’exprime & l'aide des diffé-
renlielles dont 'ordre est moindre que p — 1. Le nombre des différentielles indé-
pendantes, d’'un ordre donné, est égal au nombre des expressions initiales indépen-
-dantes. - '

Les mémes remarques s’appliquent aux dérivées absolues ; les dérivées piémes
doivent &tre dérivées comme un systéme & p + m indices, et I'on voit que la diffé-
rence de deux dérivées absolues, d’ordre p, qui ne se distinguent que par 'arrange-
ment des dérivations, est une forme linéaire des dérivées d’ordre inférieur ou égal
A (p-—2).

I1 est clair que si les dérivées (ou différentielles) d’ordre p d’un systéme X v
sont indépendantes de l'arrangement des dérivations, les dérivées d’ordres supé-
rieurs sont indépendantes de l'arrangement des p premiéres dérivations.. On voit
aussi que, pour que les dérivées et différentielles de tout systéme soient indépendantes
de I'ordre des opérations, il faut et il suffit que tous les symboles de Riemann soient
nuls. S'ils le sont identiquement, le systéme de Pfaff de base sera dit « euclidien » ;
Ies symboles t,,, ne sont pas forcément nuls; s’ils le sont, nous retrouvons le calcul
ordinaire; les dw, sont des différentielles exactes, el constituent ce que nous appel-
lerons un systéme « cartésien ». '

[12] Une application immédiate des derniers paragraphes est I'expression, en
«calcul absolu, des conditions d’intégrabilité d’équations différentielles. Voici un
premier probléme, trés important pour la suile :

_ Probléme. — Soient deux systémes de Pfaff, do, et dw/, le premier en x,...c,,
dx,...dz,, le deuxiéme en &',...a',, dx',...dx’,. Etant donné, d’autre part, un sys-
téme de fonctions 0',(x,... z,), exprimer les conditions d’intégrabilité du systéme
d’équations

1 N

(A) do)i' — 'Jelkdwk = 0.
k

La méthode du calcul différentiel ordinaire consiste & annuler les covariants

bilincaires des n équations de Pfafl, et & joindre & (A) les équations obtenues. Ces

opérations, invariantes pour loul changement de variables, conviennent ici sans
modificalion. On a, en effet (*),

~ 7 i ~ ~
G, d)o,' = Eetk/,l(d(okowh —dw,3w,,
kh

(*) 6'/n sont des dérivées absolues prises par rapport aux formes de Pfaffl dw,.
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d’ott 'on déduit

(B) G, —0

k/n T v G,r.vi(‘r' M x'u)orkox

i —
ek 2 1
rs

h*

N

Le systéme (B) est fini par rapport aux «; et x;, et doit étre compatible avec (A);
au. besoin, on différentiera (B) & nouveau, en tenant compte de (A), jusqu’a ce qu'on
arrive 4 une incompatibilité ou & un systéme mixte complétement intégrable. ’

Un autre probléme trés utile est la recherche des conditions d’intégrabilité d'un
systétme d’équations aux dérivées partielles, résolubles par rapport a toutes les
dérivées absolues d’ordre maximum des fonctions inconnues. Il est clair qu’il suffit
de suivre la méthode du calcul ordinaire, en remplacant, par l'identité (24"), I'iden-

tification des dérivées qui ne différent que par I'arrangemenlt des dérivations.

[43] Les symboles de Riemann ne sont pas tous distincts. 11 résulte, tout d’abord,.
de leur expression, qu'ils changent seulement de signe quand les deux indices supé-
rieurs, ou inférieurs, sont permutés entre eux.

11 existe une troisiéme sorte de relations, résultant de I'identité, & zéro du cova-
riant trilinéaire

(K,_é) do; + (8’_‘1) Ao, + (ﬂ) 5"’.1'
= (Edwi——mawi) + (gl.lmi — B—Admi) + (d—A-au)i — JB_Ami) =o.

Exprimons chacun des trois termes du premier membre & I'aide des’ symboles.
de Riemann; il vient ‘

\' [ _ik ih il P —
>_J (Thl + T + 7/.-/;) dw, 3w, Aw, = oO.
kil

En résumé, nous avons les trois espéces de relations que I'on rencontre dans le

calcul tensoriel habituel :

(26) T + T = 0 (<mh=0)

k ki __ i
(27) T+ Th = © (Tm = 0)
(28) T+ T+ T = 0.

Enfin, de la relation (28), on lire encote, par un calcul simple,

ik hi
(29) T = T
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Il est bon de remarquer que les relations (26) et (27) tiennent a la structure
méme des tik . alors que (28) résulte de leur signification analytique; ceci nous
apparaitra encore plus clairement un peu plus loin. Il y aurait intérét & démontrer
directement que les relations obtenues sont uniques, mais cette démonstration
parait difficile. Ceci résulle d’ailleurs de la suite du calcul; on en conclue, comme
en calcul tensoriel habituel, qué le nombre des symboles de Riemann linéairement
n*(n* —1)

T
Leurs dérivées absolues vont nous fournir des symboles & 5 indices, T,",",'/p, le trait

distincts est, d’'une maniére générale,

indiquant que la dérivation absolue est effectuée dans le sysiéme du 4° ordre. Des
relations connues entre les 7}, résultent des relations immédiates entre les nou-
veaux symboles; il en existe une autre, identique a celle apergue pour la premiére
fois par Ricci. Nous la déduirons de I'identité employée au début de ce paragraphe,

appliquée & des fonctions uniformes

AG, d)X; — (3, d)AX, + 3(d, A)\, — (d, A) X, + d(A,8)X;, — (A,83)dX, = o,
on a, en effet;

wremr N ik
3G DX, =— Y 7,
hklp
’ k] — ~ ;o ~ T
— Z 7:” [Axkdwh‘oml ‘+ XkAdwhou)l + X,‘du)hAbml]
khl . _

/p ,\kdmhowl.\wp

et

= ik~ N
@, d)aX, = — Z T;zl AX,dw,dw,,
khl

d’oti résulte la relation simple
ik ik ik
(30) . wfp T Tipfn + 'f;m/z = o.

[14] Les relations, qui existent entre les symboles de Riemann, se déduisent
encore des conditions pour que des fonctions ¢, soient les coefficients du covariant
bilinéaire

3, dQ = 2 ¢yp(dodw, — do, b))
(k) .
d’une forme de Pfaff dQ.

Soit dQ = XX;dw, une forme de Pfaff dont nous supposons l'existence. Nous
i

avons

(31) o o cit = Xik — Xk,
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. 3
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d’otl I'on déduit, par un calcul simple,

(32> Cp T+ €, =0
Cik/h =+ Ckhyi + Chisk == 0.

Ces formules, équivalentes aux formules similaires du calcul ordinaire, fournis-
sent les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une forme de Pfaff
admettant un covariant bilinéaire donné.

Ces relations, appliquées aux formes do, elles-mémes, en posant s, = c"
s’écrivent justement

I

Sikr T Okip = O

ri rk rh__
w1 Thi T T = O-

[45] Remarque. — Dans tout ce qui précéde, les do, étaient uniformes, puisque
les a,, ¢taient des fonctions de point: il est clair que la propriété essentielle des a,,
était d’étre dérivables, de sorte que, au point de vue formel, ces coefficients peu-
vent étre, par exemple, des fonctions rationnelles d’un certain nombre d’intégrales
curvilignes prises le long du chemin parcouru sur la variété, sans que nos calculs
cessent d’avoir un sens. Nous n’avons tenu compte de l'uniformité des dw, que
lorsque nous avons établi les propriétés des symboles de Riemann et de leurs déri-
vées absolues.

Le méme calcul que plus haut, repris sans cette restriction, conduit a I'identité

ik ; ; (A, 8)do; + (3, d) Aw, +(d, A)dw,
(33) Th,\( + TII/: + T/.~lh ==

~ b
do)kowhAo)l

le second membre ayant la signification d’une dérivée partielle.

De méme, pour les symboles a 5 indices, si les X; sont uniformes, les dX, ne le
sont plus, de sorte que nous avons

s T O L N
G, d)IX, = — ¥ X7, (3, d)do, — Y X, (. d)z 080,
kr kp
et par suite,
ik ik ik '\ rh rl rp : (5, (l)Tikp
(34) Thl/p + —'lp h + Tph/l - L “lkr( “ip + “ph + 'hl> a d"’hd“)z
»

+ (a’ d)"'-tkh + (3’ d)Tzkl

d(t)l?)(‘)p d(upa(-)h




CHAPITRE II

Covariants et invariants.

[1] Une remarque fondamentale est & faire sur les développements du chapitre
précédent. Le point de départ est un systéme de n formes de Pfaff, et nous ne nous
sommes servis que d’opérations indépendantes des variables x,, x,, ..., x,; de sorte
que tout changement effectué sur ces variables laisse invariants les symboles em-
ployés et les résultats obtenus. C’est & ce point de vue que ce calcul est « absolu ».

On congoit qu’il n’en soit pas de méme pour les changements de variables tels
qu’on les effectue dans le calcul différentiel ordinaire, puisqu’on remplace les dx;,

& dx; . <o .
par les dx', et non par —-dx', + ... + —-dx',. Si, en calcul différentiel absolu,
dx ' x, "

2
on change les duv,, les rés{lltats sont également modifiés, et I'on est conduit a étu-
dier le groupe des transformations linéaires effectuées sur les formes dw,, ainsi que
son prolongement. -

Cette étude est trés compliquée, car on est obligé de considérer simultanément
les coefficients de la transformation et ceux de la transformation inverse; elle devient
cependant extrémement simple si on se borne au groupe des transformations ortho-
gonales
(1) do/ = Zﬁikdmk, (}: 0.0, = s‘.j>,

k

k
car les coefficients des transformations inverses sont les #, eux-mémes ~
’ —— \" i !
(1) do, = ¥ 0 do.
i

D’autre part, la considération de ce groupe suffit dans un grand nombre de
questions, et c’est 4 lui que nous allons nous borner.
Ce groupe laisse invariante la forme différentielle quadratique

ds* — (lm‘2 + dw; + ...+ do)"g;

cette forme peut étre considérée comme le carré de ’arc infinitésimal d’une variété
V, & n dimensions, de variables paramétriques x,, ..., x,. Inversement, tout ds*
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d’une V, peut étre mis sous cette forme d'une infinité de facons (*), les dw, étant
tous réels si ce ds* est défini positif.

Il suffit de choisir I'une de ces décompositions, et de prendre les dw; correspon-
dants comme formes de Pfaff de base, pour obtenir, sur celte V,, des résultats in-
dépendants des paramétres choisis. Ce calcul différentiel absolu est, pour cette V,,
ce qu’est le calcul ordinaire pour un espace euclidien.

Mais ces résultats ne sont pas absolus pour le ds* de la V,, puisque celui-ci est
décomposable d’une infinité de fagons; les proprié¢tés absolues sont celles qui sont
invariantes pour le groupe orthogonal. On obtient ainsi toutes les propriétés com-
munes a toutes les V, qui ont le méme ds*, ce que l'on exprime en les appelant
« applicables ».

[2] Avant d’aborder cetle étude, précisons quelques termes que nous emploie-
rons dans la suite.

Un « invariant » sera toute expression dont la valeur numérique n’est pas chan-
gée par une transformation quelconque du groupe (1); il sera dit « absolu » s’il ne
contient que les coefficients du ds* et leurs dérivées. Nous appellerons « invariant
fonctionnel » un invariant qui contient des fonctions, considérées comme inva-
riantes, et leurs dérivées; et « invariant différentiel » un invariant qui contient des
différentielles.

On est amené, d’autre part, a considérer des expressions non invariantes, qui
subissent cependant des transformations de groupes simples. Soit X, .. ., un sys-
téme d’expressions & m indices; les 6, étant les coefficients d’une transformation

m

orthogonale, nous appellerons « transformation orthogonale murle » la transfor-
mation

U . d Sy Sm v
(2) Nep oo = Y O e 60 Xpy .

ry..lp

Il est facile de voir que, au groupe orthogonal, est associé ainsi un groupe,
le « groupe orthogonal muple », dont le produit de deux transformations est défini

par

»

nt _ \NVgtps
0= Moo
S

Lorsqu’on effectue, sur les dw,, la transformation (1), si des quantités Xr,...r,,,

(*) 11 est' bon de remarquer que M. Emile Cotton utilisa le premier des formes de Pfaff
dans I'étude de I'application des V, (Cf. thése), bien qu’a un point de vue autre que celui
utilisé ici.
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définies par une certaine suite d’opérations, subissent la transformation muple cor-
respdndante, nous dirons que ces quantités sont des « covariants muples ». Les dw,
~sont, en particulier, des covariants simples (*).

11 est facile de voir que la somme de covariants muples est un covariant muple; le
produit de plusieurs systémes murele, puple, guple  _ est un systéme (m+-p+q 4 ...)uele,
Enfin, la composition de deux systémes (m + p)uple et (m + g)uple fournit un systéme
(p + g)vrle; c’est ce que l'on appelle‘ le principe de la « saturation des indices »,
lequel s’applique également & la composition de plus de deux systémes. Les démons-
trations de ces propriétés résultent des relations entre les coefficients du groupe
orthogonal ; on peut d’ailleurs énoncer ces propriétés comme appartenant aux
groupes orthogonaux.

Le théoréme sur la composition admet une réciproque immeédiate : si le systéme

Z.n...xpt,‘..tq'—: 2 Xri...rmsi...sp\r,.‘.rmti“.tq

ey

-est covariant (p + q)up'°, quel que soit le systéme de covariants (m+ q)ePesY, . ¢ ¢,

les X,,. sont covariants (m -+ p)uples,

< TmSy..-Sp

Par exemple, si X,

ey €S covariant mvuple | Z Xryorpory dor, dyor, . d o,

- ry...Tp
-est covariant (m — p)urle; et réciproquement; en particulier, .

Z X"i--"'m d|w"1 d:w"z-" dmwrm
rq.Tm

-est un invariant différentiel.

[3] Ceci posé, effectuons sur les dw, supposés uniformes une- transformation
corthogonale (1), les 6, étant des fonctions dérivables du point (z,, x,, ... x,);
pour étudier le prolongement différentiel du groupe orthogonal, il faut, avant tout,
déterminer la transformation des symboles de Christoffel <,,. L’identification des
-deux expressions du covariant bilinéaire

G, d)o;, = 2 ¢ do' 30, = E (e"k/h — ﬁih//;) do, 30,
rs kh

(*) Suivant le langage habituel, j'appellerai « vecteur » un systéme covariant simple ;
J’emploierai aussi, parfois, la dénomination de « tenseur » pour désigner un systéme
covariant d’ordre quelconque. 7
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donne

. 9 L :
(3) : G’n‘i = L (7"" 0‘\h (ol/i/h - ()lh,’k) )
kh

. s Ve VT s o ops -
- et, par suite, d’aprés _;(6 i 0, 0,) =o,

’ \ " (¢ pi
([') Tips — Le k(} helk/’l .
kh

Une conséquence immédiate de ces identités est la propriété fondamentale de la
différentiation absolue, de conserver la covariance. Nous avons les deux théorémes.

suivants, corrélatifs 1’'un de Pautre :

Etant donné un systéme de covariants muples,

1° Ses différentielles absolues d’'un méme ordre sont des covariants muples
(I'arrangement des différentiations étant également le méme);
2° Ses dérivées absolues d’'un méme ordre p sont des covariants (m + p)uvtes,

La deuxiéme partie est corrélative de la premiére, d’aprés 'identité
2 cd

dx"ru"m == Z X"rw"m/sd(’)w

$

et d’aprés ce que nous avons dit de la composition des covariants (propriété réci-
proque). Quant & la premiére partie, en désignant par d' la différentiation absolue
daus le systéme des dw’;, elle se déduit immédiatement de

dx's,..

—_— ' ! ’ L
SmT— dX SpeSm T : ; TSikn X SqooSi—ykSipy. sy do'n ’
ikh

en effet, la différentiation de (2) nous donne

r \! S Si ‘my Sy Sm v .
Ao, o= N 0 O 00X, der b ANy,

ry...rpyil ry...lm

il suffit de porler cetle expression dans I'équatiori précédente, en tenant eompte

de (1) et de (4) pour avoir I'idenlité cherchée

e Q s S v
1 ’ S 3 ol | O
d'X Sy Sy — "«rl Crmd\,-lu.r.,,,-

Pys--T'm
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Tout ceci s’élend de soi-méme, par récurrence, aux différenlielles et aux dérivées
-d’ordres supérieurs au premier (*).

Applications. — 1° Etant donnée une fonction f, considérée comme invariante,
toutes ses dérivées absolues d’'un méme ordre m sont des covariants muples, Donc
les invariants fonctionnels formés avec ces dérivées sont les invariants du groupe

-orthogonal murle; mais il ne faut pas oublier que les f., .. liés aux arrangements

T'm >

complets des indices, ne sont pas indépendants entre eux; c’est 1d que réside la
grosse difficulté de la question.

2° Si X, est un systéme de covariants simples uniformes, il en est de méme de

— i R
(5, d)}xi = — 2 T:zl X, dw,50,
hkl

donc : Les symboles de Riemann sont des covariants quadrupleés.

11 existe donc une infinité de systémes de covariants absolus, quadruples, quin-
tuples, ... : a savoir, les symboles de Riemann et leurs dérivées absolues.

Ces invariants sont encore déterminés par les groupes orthogonaux muples, mais
ils se distinguent des invariants fonctionnels par le fait que 'influence de la permu-
tation des indices est complétement différente.

On peut encore dire qu’il existe une suite d’invariants différentiels absolus, qui

sont des formes de degrés 4, 5, ... des différentielles,
. ik
(J‘ — E r‘hl(l.(oidgmkdsmhd‘m[

tkhl

ik
G5 = 2 T',l)/”lda")zdz")kds"’hda("td:s"’m

ilhim

(") Il n’est pas inutile de remarquer que ce qui intervient dans la propriété fondamen-
tale de la différentiation absolue, relativement a la covariance, résulte seulement des iden-
tités (16) et (18) du chapitre I, et de l'identité (4) du présent chapitre. Il en résulte que
la relation (1o, ch. I) n’est pas indispensable. On voit en effet immédiatement que rien
n’est changé, a ce point de vue, si I'on remplace les <, par les symboles plus généraux
Tikn = Tirn + Wgn» 1es uy, étant des covariants triples quelconques, symétriques gauches
par rapport a leurs deux premiers indices. Mais il est clair que lidentité importante
gdmi — JB(-Ji = o n'est plus conservée, de sorle que I'expression des nouveaux symboles T;'fl'
définis par la formule (24, ch. I) est beaucoup plus compliquée, et que les relations (28, ch. I
-disparaissent. D’ailleurs nous verrons qu’il n’existe pas de covariants triples absolus, ne
contenant pas de dérivées, au moins troisiemes, des a; il suffirait donc d’astreindre
les T, a n’étre formés que des a;; ct de leurs dérivées premiéres et secondes pour étre
-obligé de choisir les <, auxquels nous sommes arrivés dans le chapitre 1.
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[4] Nous venons de voir que les invariants, aussi bien fonctionnels qu’absolus,
sont les invariants de 'ensemble des groupes orthogonaux muetes. On peut en for-
mer & I'aide de calculs élémentaires,

On sait, par exemple, que les dérivées absolues du premier ordre f,, f,, ... f.,
d’une fonction f, sont des covariants simples, et que le groupe orthogonal simple

admel un seul invariant; il existe donc un seul invariant fonctionnel du premier
ordre, '

AS=LT+L 4+

C’est le premier paramétre différentiel de Beltrami, obtenu sous la forme du
p‘aramétre de Lamé. Deux fonclions f et ¢ donnent I'invariant mixte

A(f’(,p):-f.i?l + +-fn"?n'

Si nous passons aux dérivées secondes absolues f,,, il leur correspond l'inva--
riant différentiel Zf;, dw,3w,; en le combinant avec 'autre invariant différentiel
ik :

Bdw, w,, nous voyons que le discriminant de la forme quadratique
i

Zfikd‘”ig‘”k + PZd‘”id‘”i’

ik i

¢galé & zéro, est une équation en o, invariante,

Jote fo S

fm f‘.‘& + .O """ fen B
= 0;

fm fzn """ J:m + ?

son premier terme étant o", ses n coefficients sont des invariants; ils sont dis-:
tincts, car si les f, (i9=k) sont nuls, les racines de cette équation en p sont
(—Jf). (=1, 2, ... n). En particulier, le coefficient de o"™" est le deuxiéme para-
‘métre différentiel de Beltrami A, f =/, + f,, + ... + fu.-

On peut également obtenir n invariants fonctionnels du deuxiéme ordre, dis-
tincts, par saturation des indices. La méthode consiste & former des combinaisons

- . . . r 14 ’ . . .
2 Sasgs fusga fupe, telles que chaque indice soit répété deux fois; ces combinai-

(g«»‘-;p) sons doivent étre, d’autre part, irréductibles, c’est-d-dire non décompo-
i By

sables en un produit de plusieurs combinaisons, si on veut ne former que des.
invariants distincts.
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11 est clair que I'on en a un de chaque degré
AS = Z-fu

3w

ik
E-fik-fihfkh \

ikh

\! ,
| Z ‘f‘l [/ -f;‘lj;'m-flm (de degre n’)’

\\ ikh...jlm

et que ces n invariants sont tous distincts entre eux, puisqu’ils se réduisent aux
sommes de puissances des racines de I’équation en p si les f,,, seuls, ne sont pas
nuls.

Remarquons qu'aucune des deux méthodes précédentes ne démontre qu’il n’y a
que n invariants fonctionnels du deuxiéme ordre; il faut un raisonnement supplé-
mentaire pour le voir; la forme géométrique de ce raisonnement est connue; nous
y reviendrons un peu plus loin en étudiant les groupes orthogonaux.

La propriété de saturation des indices permet de former des invariants fonction-
nels mixtes du deuxiéme ordre '

Efu.-'?ik’ Efik,f},,cpkh, etc...;

ik ikh

malheureusement elle se complique trés vite, surtout pour les invariants d’ordres
supérieurs;-il devient trés difficile de les distinguer entre eux, et on ne les obtient
pas tous de cette fagon.

Par la méme méthode, on peut passer des covariants muples 3 des covariants
moindres, dont les invariants sont plus simples 4 former. Ainsi, au syst¢éme quadru-

ple de Riemann, on peut rattacher le systéme double r,, = Z T:ic’ auquel corres-

«

pondent n invariants absolus; ceux-ci ont la méme forme que les invariants fonc-
tionnels du deuxié¢me ordre, puisque les 7, constituent, comme les f,,,-un tenseur
symétrique double; on peut également considérer le tenseur symétrique

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. 4
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On ne voit pas si tous les invariants formés par une telle. méthode sont distincts;
cependant nous pourrons 'appliquer dans quelques cas particuliers.

[8] Ce qui précéde nous montre que nous devons apprendre & déterminer le
nombre d’invariants distincts, d'une nature donnée. Pour cela, nous formerons des
équalions aux dérivées partielles qui admettent lous ces invariants comme intégra-
les; ce sont les transformations infinitésimales du groupe correspondant de trans-
formations orthogonales.

Considérons le groupe orthogonal muple

- S S Sy v
(2) ‘X's.l...s,,,: Z Or; eri--- erm»\rl...rm-

m

Tyy..Ty

Nous obtenons ses transformations infinitésimales en supposant

ax"r--"m - X,ri tm T X"im“n

infiniment petit, et en ne prenant que sa partie principale; il faut que les ¢°, soient

des infiniment petits si i ==k, ainsi que les (4", — 1); d’autre part I'orthogonalité

n(n—r)
2

des 6, exige que V'on ait ', = — 0%, (i5=k), et que ces paramétres essen-

tiels infiniment petits soient considérés comme étant du méme ordre, les (¢', — 1)
étant d’ordre supérieur.
La transformation infinitésimale de (2) s’écrit donc

s Pi—aSTiq e Ty

(6> BX’H- STm E esri Xr;

is(s=l=ry)

Les invariants doivent annuler 'opérateur linéaire

Pty

s=l=r; ;
JEAP PSP T e
s 1 i— 1041 m K\X_ri' T ’
ry...rpis
. . , . . n(n—r)
et les équations cherchées sont les coefficients, dans cet opérateur, des -
“paramétres arbitraires 0',. On obticnt ainsi le syst¢éme fondamental
AU AU
F My = >1 Xl', PSPy T T U - th sl g N U >
N ~ D'\"i- Pl ¢ XH' L L S R ]

o,



SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU. 27

évidemment complet, puisque ce sont les transformations infinitésimales d'un
groupe. D'ailleurs on peut vérifier facilement que les parenthéses (F‘s';‘), F(”‘))U sont
nulles si les quatre nombres s, ¢, u, v sont inégaux; et que (F(s’;‘), F(’"))U = FMy,
de sorte que les équations (F™) peuvent étre réduites & n — 1 équations analytique-
ment distinctes.

Ce systéme ne peut étre employé tel quel, dans chaque cas particulier. Le plus
souvent, les Xr,...r, ne sont pas distincts; il convient, tout d’abord, de ne conserver
que les dérivées prises par rapport aux covariants choisis comme variables indépen-
dantes, ‘et d’exprimer tous les coefficients & I'aide de ces covariants; désignons
par ®™U les expressions F™U ainsi réduites. D’autre part, les ®)U = o ne sont
pas toujours linéairement distincles; c’est le systéme des seules équations linéaire-
ment distinctes qui nous donnera tous les invariants; le nombre de ceux-ci est donc
égal a4 I'excés du nombre des variables essentielles X;, .., sur le nombre d’équa-
tions du systéme définitif.

Naturellement, les équations qui donnent les invariants que I'on peut former
avec plusieurs systémes covariants, considérés simultanément, s’obtiendront en
ajoutant membre & membre les équations

PyU =00 +dPU +dPU+ ... =o,

avant toute réduction séparée des différents systémes. ®™, &P &9 . cette
réduction ne doit se faire que dans le systéme résultant ®. Il est éﬁdent par cons-
truction, que ce syst¢éme donne les invariants de chacun des systemes composants,
ef les invariants mixtes cherchés.

[6] Reprenons, avec ces considérations, 1’étude des invariants fonctionnels. Le
systéme du vecteur se réduit & n — 1 équations

b_[{_ U
o, . 2dU
f; _ .fn —d(f‘!_*_.."f”!)’

ce qui donne bien I'invariant unique A, f.
Le systéme du lenseur symétrique f,, = f,, est

.0= 3 (fuogy —fuyy )+ U=t 3p

U U
2 b.fi.e f ( - _> = 0;
izkr,s

f Ve

Ces équations sont linéairement indépendantes, puisqu’elles le sont si les f,,
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seuls ne sont pas nuls, et le nombre des invariants est égal a n. Les deux méthodes
employées plus haut nous les donnaient bien tous.

On peut se proposer également la recherche des invariants relatifs & plusieurs
vecteurs. Il est trés facile de voir, par récurrence, sur le systéme des équations
¢’ ,U=o0, qu’il n’y a pas d’aulres formes d’invariants que les deux premiers para-
métres de Beltrami, A,f, A(f, ¢); par contre, le nombre des invariants distincts ne
se voit pas facilement, tout au moins pour plus de deux vecteurs: d’ailleurs la solu-
tion de ce probléme est bien connue; contentons-nous de rappeler que pour p vec-
teurs, le nombre des invariants distincts est

)+ 1 . n(ep—n+1
. p_<1_)_2.__.2 si p g n, et _(pf_{__) P > n.
Remarquons que si p systémes Xr,.r,, Yr,.r,, -++ Zr,...r,, SODL covariants muples,

le systéme 2, Xr,..r,, + \Yr,.r,, + oo + 2, Zr,.r, Vest aussi, quels que soient les para-
meétres A, X, ..., X, et reciproquement. L’existence des invariants d’un systéme
covariant muple étant équivalente a cette covariance, les invariants de ces p syslémes
sont les coefficients des ) dans les invariants du systéme 3 Xp, r, + ... + X Zr 1),
et on les a bien tous ainsi; mais on ne les a pas nécessairement sans répétition.
Cette remarque donne, pour p fonctions, l'invariant fonclionnel du premier
ordre X(\f, 4+ g, + ... +v,)", ce qui confirme qu’il n’y a que deux espéces d’inva-
i
riants, pour les vecteurs.
Les dérivées secondes des p fonctions f, ¢, ... 4 donnent, également, les mémes
invariants que le tenseur )\f;, + we, + ... + vJ,,: on est conduit a écrire I'équation
en p.

)\.fu'*—ll"?u + +V'Pu+\‘” llfu+!"‘?ﬁ+ ot +V'ZJ“ """ /‘-fin+«u'“?1n+ +V'!’=u

)ifu + y‘?n + te + V';l” ,‘-f-n + BP0 + A + vlpee + g oo 'ifan + {L:?zn + et V#m

)‘fm 4_ !‘L"?m + +V'!Jm 4 2n ﬂ}- P‘?‘.-n + + vl%an """ Aj"" —L {J"‘."/m + A + v ‘Jnu + v
C’est une forme de degré n en ¢, %, u, ... v; elle a €, — 1 coefficients inva-

riants, parmi lesquels les invariants distincts cherchés. D’autre part, les équations

<I),,s")U = o relatives & p fonctions 'sont, comme pour une seule, linéairement dis-

nn+1) n(n—r)
2

2

. Pour deux fonc-

linctes; le nombre des invariants est donc p

n(n + 3)

tions, ces invariants sont les coefficients en ¢, %, u

Appliquons ceci au cas particulier des dérivées des deux premiers ordres d’une

n(n—r)
2

fonction f; les transformations infinitésimales sont encore au nombre de
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linéairement indépendantes; il y a donc en tout 2n invariants, dont n — 1 mixtes.
Remarquons alors que Zfdw, = invariant, et (2fdw)’ = invariant sont équiva-
i 12

lents; on peut donc remplacer le vecteur des f; par le ténseur double symétri-
que f,f,. Les invariants cherchés sont donnés par I'équation

Motw+: Wo+wlfo o+l
)\/‘u + P‘/;fe )‘j‘n + y:/;‘l + .:’ """ 7‘./;11 + P‘fn.fn

~ - - 2
,‘fm + y'fl.fn /‘fsu + y'fi-/‘?l “““ ,‘-fun + y’-fn + ?
Ici, la forme obtenue en X, w, ¢ est particuliére; elle ne contient aucun terme
en p? p°, ... p", puisque deux colonnes en p sont proportionnelles; elle s'écrit
donc

O 1O, + 6, ) =0,

7(¢) étant un polyndéme en o de degré n — 1 au plus, dont tous les coefficients con-
tiennent des dérivées premiéres; les © ne contiennent que des dérivées secondes,
et donnent les n invariants de ces dérivées. Le coefficient de ¢"~* dans y(p) n’est

autre que A f; il reste donc n — 1 coefficients de y(p), formés avec les dérivées des
deux ordres; ce sont les invariants mixtes cherchés.

On peut aussi former tous ces invariants par saturation d’indices; on a, en parti-
culier, les n — 1 invariants mixtes

[N fudit

ik
Z SiuS TS
ikh

N, Sty o Fifs

\ ik...him

-on voit qu’ils sont distincts en annulant tous les f,, (i=F k).

[7] ProsLEME. — Proposons-nous de déterminer les Invariants des dérivées des
trois premiers ordres d’une fonction, sur une V,(*).

Z

(*) La recherche des parametres différentiels, sur une V,, peut s’effectuer également en
mettant le ds* de cette variété sous la forme d’un produit de 2 formes de Pfaff: ds*=dw,dw,;

s N 1
la transformation linéaire arbitraire do', = pdw,, dv', = ?olm2 remplace alors la transfor-

mation orthogonale. En particulier, le premier parameétre prend la forme 3—‘/“ xva‘\—f.
JO, ©,
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On prévoit que, & partir des dérivées troisiémes, les symboles de Riemann vont.

12

apparaitre. Ici, il n’y en a qu’'un, 1)) = ; il est invariant et joue le rdle d'une cons-

12

tante. 11 y a quatre dérivées troisidmes distinctes j'm,fg,,fm,fm, et I'on a

-fuz :-fmi _——Tfe
fezi :fam——r

Péquation correspondant a ces quatre dérivées est

(3} DU (\U
(Dl‘z U= Bf fwl Tf) + f (fﬂlz_rj;)_<2f2|2—«fln*A’rfx)‘\—'
U
+ (2 121 "j.zee_ )f \f =03

les invariants cherchés, supposés pouvoir contenir la constante =, sont les huit inté-
grales de 1’équation
2, U=o"U+ &,"U + 2,90 = o.

Grice au changement de variables

fi—l—l:f;:u /tf‘ll f’z h _U fﬂl‘l+i‘lﬂl:t' tﬁll+i22Q:lU_t
fl—-l:f;:uo fam——l;fux:to fau { zzz_‘lvo_to’

|f.ll —-j;%

2

fli +f$2: Aivf

— Y. =7,

notre équation s’écrit

@U_<uaU . DU>+2"vaU UDU>+<wa waU>
S du *du, " w ° d, Qw °dw,

U
+ (w — 3t + rlz)%—(tvo—3t0+wo)-\—[—:o.

1Y
Nous connaissons déja les invariants A f, un,, vv,, u'v,; des intégrales évidentes.
sontww,, uw, ; un calcul simple donne enfin les deux derniers invariants (w— A4t +ru)u™
et (w, — 4, +u,)u’, quidisparaissent d’ailleurs sil’on recherche les seuls invariants.

qui ne contiennent pas .

[8] Occupons-nous maintenant des invariants absolus relatifs aux symboles de:
Riemann’; on les appelle « invariants principaux ». Les transformations infinitési--
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males générales, réduites & la forme ®_“U = o, sont relativement compliquées i
-6crire, mais il nous suffira de les avoir sous la forme

FOU= Y (U — 5 Un) + (< + =) (US, — U

i(kh) (i),

# 2= ) (4 0 +2 X 40 = 1)
(ik) i

# Ny — <o) =o,

l

. i [ U
ou les i, k, h sont différents de r et de s, et ou U;l représente —- . Il resterait &
"ht
tenir compte de la relation (28. Ch. I) qui lie trois symboles entre eux pour écrire
les équations @, U =o.
On voit facilement, par la méthode des coefficients indéterminés, qu’il y a un seul
invariant, linéaire par rapport aux symboles de Riemann. Prenons en effet pour U

ik :
la fonction linéaire, & coefficienls constants, U = 2 Ahl W Supposée ne conte-

. ((ER) (h))
nir que des symboles distincts.

Si r,s,i,k, h sont différents, on a

d, (‘)U —‘Akh"'kh+ ... = o0,

les termes non écrits étant indépendants de <}, ; donc les o d’indices distincts,

sont nuls; de méme les AS. 11 reste enfin
5,00 = (M= AD) i+ . =o,

donc tous les coefficients Al sont égaux, ce qui donne I'invariant unique 3 ik Cest
. (ik)

ce que l'on appelle la « courbure totale » de V,,.

Sans pousser plus loin les généralités, voyons rapidement les cas particuliers les

plus simples. Pour une V,, le symbole unique t}3

est invariant; pour une surface de
I'espace ordinaire, c’est la courbure de Gauss elle—méme. Les covariants absolus d’or-
dres 5, 6, ... sont les dérivées de )2, donc tous les invariants sont les invariants
fonctionnels de la courbure totale, qui apparait comme I'invariant absolu caractéris-
tiquedela V,.

Pour une V,, nous-avons six symboles de Riemann; or les ,, = L-r sont en

nombre egal et distincts; les invariants principaux sont les mvarlants du tenseur

symétrique t,; il en a trois, la courbure totale 21”, Z(r,k) L Tk TinThn -
i kh)



32 R. LAGRANGE.

.

La question se complique déja pour une V,; une telle variété admet vingt sym-
boles tif, en général; on peut vérifier que les six équations ®, "'V = o sont linéai-
rement indépendantes, ce qui donne quatorze invariants principaux. Formons-les
directement, en remplacant notre systéme de covariants quadruples par les deux

tenseurs symétriques 7, et y,, =(§) i 15%; chaque tenseur a bien dix éléments, et
Lt

I'on peut montrer, par un calcul d’ailleurs assez pénible, que ces vingt éléments sont
distincts. Il en résulte que les quatorze invariants principaux sont les invariants de
ces deux tenseurs, que nous savons former. Ce seront, par exemple, les quatorze
coefficients de I'équation en X, ., o

)‘Tu + Lot + ? )‘Tm + o P )‘Tw + P 7‘1‘-1; + Wdhas
Wy, 4 s, P T T - e

' =0; /
ISR TRT e vz, oo

nous les avons tous, ainsi, par une méthode pratique. On peut d’ailleurs les obtenir
également par saturation des indices.

On se rend compte de la complexité croissante du probléme pour n>>4; on
pourrait, peut-étre, conserver le principe que nous venons d’appliquer; il s’agirait

e . ' —1) e :
de déterminer p tenseurs symétriques, tels que — 0 de leurs éléments soient
. T ik s e g . n(n —r1)
des fonctions distinctes des t};, ce qui exige évidemment que p soit > —

Quoiqu’il en soit, pour toute V_, nous saurons former n invariants principaux
grice au tenseur symétrique <, .

Remarquons, d’ailleurs, que tout ¢e que nous avons affirmé du nombre d’inva-
riants supposait que la V,, était la plus générale possible; pour des V, particuliéres,

ce nombre peut étre supérieur.

(9] Les covariants quadruples <} fournissent un invariant différentiel impor-
tant, la « Courbure Riemannienne » d’une variété. De leur covariance quadruple
résulte en effet 'invariance de I'expression

. - ik - R
G,(d,%; D, A) = Z T;ll (dw, 80, — dw,30,)(Dw, Ao, — Dw,de,);
(CIEICD))
on connait une autre forme différentielle invariante, du quatriéme ordre,

(d,3; D,A) = 2 (do, 30, — dw,80,) (Dw,Av, — Do, Aw,).
(@i,k)
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Leur rapport est un invariant différentiel, d’ordre zéro,

_ R G,(d,3: D, A)
R(d,(‘); D, A):m, -

c’est la courbure de Riemann, au point considéré, relative aux deux éléments plans
(d, 8), (D, A); on voit, en effet, facilement. qu’elle ne change pas si les deux direc-
tions d, § sont remplacées par deux autres directions de leur 1-plan.

En introdui t1 L dwi 2w, Du)i . A(.)i 1 .
n introduisant les vecteurs — =%, — =, —{—10¢ 6 —t=—-  lesinva-
ds P 3s i Ps 0 As Lis

riants de ces vecteurs sont leurs longueurs X7 X4 X7 X, toutes égales &
i i i i

I3

AL

I'unité, par définition, et les expressions de la forme XZ,v,; posons cos (&, 1) = 2E 0,
nous pouvons alors écrire

G,GEm: %)
cos (&, {) cos (v, 1) — cos (3, ) cos (4, {)”

Pour deux directions d, 3, avec Dw, = dw,;, Aw, = 3w,, nous avons la courbure

i

Riemannienne relative 4 un élément plan,

1
sin®(&, 1)

RE 4; 8 m) =

G, m: %) )

cette expression se réduit au numérateur G,(5, v; £, ) si ces deux directions vérifient
la relation £ v, = 0; ce que l'on exprime en disant qu’elles sont « orthogonales ».
i

Schur a démontré le théoréme suivant :

Si, en chaque point d'une V,, la courbure Riemannienne est la méme pour tous
les éléments plans, cette courbure est constante le long de la variété; la V, est alors
dite « & courbure constante ».

Nous suivrons la méthode appliquée par Bianchi (*), mais les notations que nous
avous introduites simplifient beaucoup les calculs. On voit immédiatement que,
seuls, les symboles tif (i == k) sont différents de zéro, et sont, de plus, égaux A une

méme fonction K(z,, x,, ... ,). Formons maintenant les symboles i cinq indices :
ik K ik
Tl n T Qg 0 Tl k= Kt + i) = 05

>

I'identité bien connue ti/, + tih/; + i/, = o s'écrit o= ©, donc K est une
N h
constante.

(*) Cf. Acc. dei Lincei, tome II (1go2).
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. ’ 5
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[40] Remarque. — Nous avons supposé, dans ce chapitre, que les coefficients 6°,
du groupe orthogonal étaient des fonctions de point. L'uniformité des do, et do’, est
intervenue au paragraphe (3) lorsque nous avons conclu & la covariance quadruple
des symboles de Riemann. Il n’en est plus de méme si les ¢, sont, par exemple,
des fonctions d'intégrales curvilignes, prises toutes suivant le chemin parcouru sur
la variété; en effet, X, étant un systéme de covariants simples uniformes, il n’en est

plus de méme des X', = Eekak. '

Cependant, on peut se demander quelles restrictions on doit imposer aux deux
'systémes applicables (dw,) et (dw')) pour que leur appliéation soit réalisable par une
transformation orthogonale uniforme. Il est facile de voir qu’il ne suffit pas d’assu-
jettir lears coefficients a,;, et a', a étre des fonctions rationnelles, ou méme, des
formes linéaires d’intégrales curvilignes. Par contre, les 0', sont évidlemment uni-
formes, si la non-uniformité des a,, ne provient que d’un facteur non uniforme
commun a tous ces coefficients, et s’il en est de méme des a';,. Ce cas se raméne
d’ailleurs immédiatement & celui des ds® uniformes, car le facteur non uniferme est
le méme pour les deux ds®.

Les seules variétés auxquelles nous aurons affaire dans la suite seront unifor-
mes, tout au moins & un facteur prés, de sorte que les transformations orthogonales
auxquelles nous pourrons les soumeltre seront nécessairement uniformes si nous
voulons conserver la nature de ces variétés.




CHAPITRE 111

Application et Représentation conforme.

[1] Les généralités développées dans les deux premiers chapitres vont nous
permettre d’étudier deux problémes trés importants : « application » et la « repré-
" sentation conforme ».

Rappelons que deux variétés & n dimensions sont dites « applicables » si on
peut établir entre elles une correspondance ponctuelle qui conserve les longueufs.
Soient V, (dw,, do,, ..., dv)) et V' (dv',, do',, ..., dv',) deux variétés, que I'on
suppose uniformes, en vertu de la remarque faite 4 la fin du chapitre précédent.
Pour qu’elles soient applicables, il faut et il suffit que 'on puisse trouver des fonc-
tions 6', du point (x,, x,, ..., «,) de V,, telles que le systéme

n?

(A)  do/ = Y 0'd,

3

A) Mot =cs [(ba,b=1,2...0), (x=0 si az8 sw=1)]

soit intégrable.
Le calcul des conditions d’intégrabilité dues & la différentiation de (A) a été
effectué au chapitre II (paragr. 3); on obtient ainsi le systéme

(B) 0y = 2 UL
kh

D’autre part, les conditions d’intégrabilité de (A,) sont des identités; de sorte
qu’il suffit de prendre, pour valeurs des ¢, en un point donné, les éléments d’un
déterminant orthogonal pour que (A,) soit vérifié le long de V,,.

La marche générale consiste maintenant a dériver le systéme (B), et & écrire les
relations

. . S
(l) ()l«‘/‘z]» — 61,1//..,3 f— ,}J T;:-f 0's.
' )
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11 suffit de remarquer que (B) s’écrit encore

’
14 R N\ PV YN
Tikh—‘}_leaelie“/lﬁ

3

qui a la forme du groupe orthogonal double pour les indices kh, a8; on en déduit
immédiatement, par dérivalion absolue,

\Y 1k i opl g
ikt = ZO 2000060
wly
et, par suite,

: N g 5
(G Vit — Tign =7, = Z 6, 050" 0% 1

w33

Le calcul précédent revient donc & démontrer la covariance quadruple des 4 ;
il faut recommencer sur le systéme fini (G,), en tenant compte de (A), (A,), (B), (G,),
ce qui revient encore & montrer que les dérivées absolues sont des covariants quin-
tuples, et ainsi de suite.

"« En résumé, le systéme initial (A), (A,), se compléle successivemenl du systéme
d’équations aux dérivées partielles (B), et des systémes finis (G,), (G,), (G), ...;
et la condition nécessaire et suffisante pour que V, et V', soient applicables est que
le systtme mixte complet oblenu soit intégrable. »

Ce sont’les conditions trouvées par Christoffel, et on voil qu’il faut que les deux
variétés aient les mémes invariants absolus, ce que nous savions déja. Remarquons
qu'il est nécessaire que, & partir d’un certain rang, les systémes (G) soient des
conséquences algébriques des précédentes. Une simplification évidente se produit
si un invariant différentiel G, est identiquement nul; le systéme de Christoffel est
alors limité a

(A), (A, (B), (G, ... (G,_), G ,=o.

En particulier, si G, = o, le systéme s'écrit (A), (A, (B), G', = o; cette der-
niére condition exprime que le systéme est intégrable, donc,

« Pour qu'une V, soit applicable sur I'espace cartésien, il faut et il suffit qu’elle
soit euclidienne ».

Christoffel a montré, dans le cas général, comment on peut se limiter dans ce
systéme de conditions (*); c’est ainsi que : « si les équations (A,), (G,), ..., (G,) per--
mettent de déterminer des fonctions ¢, (x,, »,, ..., x,) et x;/(x,, ..., x,) (ces der-
niéres complétement), telles que (B) et (G,.,) soient satisfaites, les deux variétés
sont applicables. »

(*) Cf. ouvrage déja cité.
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11 suffit, pour cela, que les relations (A) soient vérifiées; formons le systéme
de Pfaff dQ’; = Z6'.dw,, et montrons que les du, = dv'; — dQ'; sont identique-
ment nulles. ’

Nous supposerons p = 4, ce qui ne change en rien le raisonnement. Il résulte
de (B), (G,) et (G,), que les dQ’; et les dw’, ont mémes symboles & 3, 4 et 5 indices.

\T/Ll. yrik
. B S
Si T sont ceux des dQ';, les expressions —- S \Q' sont alors respeclivement égales,
] . dw's
-donc
) '\TllA
ik Y T __
di'lt — dTik = \ ~——duw. = o.
ul) r

IS

Par hypothése, les premiers membres 't des équations (G,) ont un déterminant

’
g+t

fonctionnel d'ordre n, par rapport aux z',, x x',, non nul; il en est forcément

n?

.de méme par rapport aux o’,, »',, ..., o', ce qui exige que les du; soient tous nuls.

n?
Remarquons enfin que, d’aprés le systéme de Christoffel, les seuls invariants
communs A toutes les variétés applicables sur les dw; sont les invariants absolus

déduits des invariants différentiels (G,), (G,), ... .

Remarque. — L’étude de I'application comporte un autre probléme, & savoir la
recherche des variétés géométriques applicables sur une variété donnée. Les éléments
analytiques que nous avons introduits jusqu’ici ne nous permettraient pas de résou-
dre ce probléme, qui n’a un sens. que si on se fixe I'espace dans lequel on veut
placer ces variétés; les éléments nécessaires & une telle étude seront établis dans le
dernier chapitre, & propos d’'une question différente. Je rappellerai seulement que
le probléme énoncé ici a été étudié dans les espaces euclidiens & trois et & quatre
-dimensions.

On sait que dans l'espace ordinaire, une surface donnée admet toujours une
infinité de surfaces applicables, contenant deux fonctions arbitraires d’'un argu-
ment, dont la recherche dépend d’une équation aux dérivées partlelles du deuxiéme
ordre (*).

Dans un espace a p]us de trois dimensions, le probléme est en general 1mpos-
sible, et les seules hypersurfaces applicables sur une hypersurface donnée lui sont
généralement égales ou symétriques; il en est siirement ainsi si I’hyperplan tangent
a la variété dépend de plus de deux paramétres (*). M. Cartan a déterminé les caté-
gories d’hypersurfaces déformables de l'espace euclidien & quatre dimensions (%),

et a établi, pour chacune des cmq catégories trouvées, le degré de généralité de la
solution. i

(") Voir Darboux, Théorie des surfaces (Tome 1II, ch. v).
(*) Voir Bull. de la Sociélé math. France (Tome 44).
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[2] Lapplication conserve les longueurs, et aussi les angles, en appelant angle
Edmiami
i

dsds

La réciproque n’est pas exacte; pour la conservation des angles, il faut et il suffit

-

de deux directions (dw,;), (3w,), l'arc cos

que la correspondance laisse invariante I'équation ds = o. Une telle correspondance
est la « représentation conforme » de 'une des variétés sur 'autre.

La représentation conforme se conserve par application, de sorte qu’'on peut se
ramener au cas ou les formes de Pfaff de méme rang, des deux variétés, sont pro-
portionnelles.

Nous sommes ainsi conduits & étudier le probléme suivant :

Soit un systéme de Pfaff dw,, et la lransformation

(2) dQ, = — do,.

9]
v

Prolonger cetle transformalion en calcul différentiel absolu.

Log : sera une fonction dérivable du point (x,, ... x,), ou méme, d’une facon
plus générale, une intégrale curviligne (*).
Désignons par des lettres entre crochets les symboles de [V,](dQ,, dQ,, ..., dQ).

L’identification des covariants bilinéaires des deux membres de (2) donne de suite

< (0] = 204ni

AR
2 6] = 66, — - (@, I, h dislincts)
D(!)A
el, par suile,
g [Tikn) = T
3) y ERELAY
’ [Fi) = #7imt 24 DN .
{ le)k

On peut calculer directement les [<}}]: nous appliquerons une méthode qui les
donne tous simultanément: considérons un systeme de n fonclions de point X,

nous avons

(AN, = dN, — — ¥ [zi]

\ ,Ld(')lg )

73]

(*) Nous nous bornons donc, dans ce probleme, a une classe particuliere des variétés
non uniformes auxquelles nous avait conduits la remarque (1o, ch. II). Cependant les for-
mules (3) obtenues plus bas seront encore valables, au poinl de vue formel, si z est une
expression dérivable plus géndérale.
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-ou encore

%) o [AX,] = ¢dX, — do, ¥ 5. X + 5, Y, Xodoy;

y

cette équalion, en 3, appliquée & [dX,], donne
T 30 v <Oy = N v N (v 1
o (FAX] =3 { [AX,]] — 35 [AX,] — 30, ¥\ e [AX,] + 5, ) [dNu] 30,

d’aprés (4), on peut calculer séparément chacune des quatre expressions du deuxiéme
membre; d’ou

SAY < - \! - ~ N - o ~
G DX] =G DX, + Y 20 N (do3o, — do,30) — Y 04 Xy (do, 30, — do,30))
kh kh
2
Fm

¢

+ 2 X, (dw,3w, — dv,sw,),
ok

et il suffit d’identifier les deux membres pour obtenir les symboles de Riemann
transformés

! ik 2 ik
\ Thi] = ¢ T
. i e ik . .
(5) : ) [Tih] =t tu
T ik s ik .o o e
[[F] = el + e Gom + 2 — A, (i, k, h, I distincts).
On vérifie bien, dans ce cas particulier, que si p n’est pas uniforme, ¢, peut étre

différent de p,,, et, de méme, [‘rgi] de [<7].

. [3] Appliquons ces résultats & la recherche des « conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une variété donnée V, soit représentable conformément sur I'espace
euclidien ». Nous introduirons dans les calculs le tenseur <, ou mieux

\ = ~Tik ((=Fk)
(6) § . ; -
R . :"ii_n—zm—z(n—l)(nu—z)zn"‘

o

.que nous appellerons « tenseur principal » dela V.
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Soit V la variété donnée, ds* = Edw;" son élément linéaire, uniforme ou non.
t
Pour qu’elle soit représentable conformément sur I'espace euclidien, il faut et il suffit
qu'il existe une intégrale curviligne Log ¢, telle que la variété [V], de [ds*] = ;I; ds®,

soit euclidienne, c’est-d-dire telle que tous les [zi] soient identiquement nuls (*).
Les conditions cherchées sont donc les conditions d’intégrabilité du systéme

/ ik

T — O
) « S bk = — PTat (a=F i, k)
" Ap
(Pii'l'sokk:’_r”;; f

¢ sera une fonction de point ou non suivant que “ = ¥, ou non. Si n est supé-
rieur 4 3, les deux premiéres lignes de (7) donnent une premiére série de conditions
finies '

=0

=% indépendant de «, =%,
D’autre part, si i, k, h sont distincts,

o { ih kh Ao
U _ Sav.
8) fu = —, (Ti/c + T T T T,
la quantité entre accolade ne doit dépendre que de i, et il est facile de vérifier que
sa valeur est 2%;.
Ces conditions finies étant supposées vérifiées, il faut encore écrire que le sys~
téme
: £
-

Pir — —
Ao~ .,

pu = — 65 + ST st intégrable.
2

i

hgs)

ik

9)

Ce systéme d’équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre se compléte
par la méthode générale; et il est remarquable que les conditions obtenues ne con-
tiennent plus I'inconnue.

Supposons d’abord i, k, h inégaux; nous avons

— E ooon — onE
Sikh == — 0Q ik/h — Ph3ik,
\ i« - - - - z
Pikn ™ Pink = — >_‘ Tppfe — o Gaeh = Sinzk) + 243 on S
“%
, 3 . dp , dw; . les dérivé ¢
(*) Les dQ, étant uniformes, -~ = Xp, — = Xp,; d{); montre que les dérivees g; seront
o i e i
§ {

des fonctions de point, d’aprés I'hypothése faite sur ¢.
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d’ot
Zkn = Zin k.
Drautre part, si ==k,
Ciki - Bk — oiZik
pitk == — ¢Tiijk — ¢k — ok ;\‘f -+ % E S bk

0 v
o

N i« » - s » Y ”
ik = Pimi — 2 ) Tig S T #Gape — Ziw) + 0.8 — oxSu— ; Pasak-

a ; «
11 suffit de remarquer que < = %; + &,, pour obtenir

Biije = &inji-
Nous avons donc le théoréme suivant :

Tutoreme 1. — Pour qu’uné V., soit représentable conformément sur I'espace eucli-
dien, lexpression mulliplicatrice étant I'exponentielle ' une iniégrale curviligne, il faut
el il suffit que : )

1° les <3 soient nuls; les Ty ne dépendent que de i et k, soit +h =E,; les i
soient de la forme &y + &, (i, k, h, I différents); .

2° les dérivées absolues du tenseur £, soient indépendantes de l'ordre des deuax der-
niers indices. '

Pour que p soit une fonction de voint, il faut de plus, et il suffit, que le tenseur &,,
soit symélrique. ' '

Remarquons que si n = 2, le systéme (7) se réduit 4 ’équation unique, toujours

intégrable,

on voit bien, en particulier, que toute surface de I'espace ordinaire est représentable
conformément sur le plan, et la résolution du probléme est donnée par I'intégration
d’une équation linéaire aux dérivées partielles du deuxiéme ordre.

Pour n = 3, nous retrouvons les résultats déji exposés par M. Emile Cotton (*),
et la premiére série de conditions est vérifiée d’elle-méme.

(*) Cf. these.
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV, 6
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[4] On se rend bien compte a priori que les conditions trouvées dans le théoréme-
précédent ne peuvent pas étre essentielles, car les Ty, et par suite les %, d’aprés
leur nature méme, vérifient des relations différentielles du premier ordre.

Supposons que ¢ soit une fonction, et montrons que, en général, la premiére série
de conditions est suffisante. Supposons-la, en effet, réalisée seule

[ ik
T =
~hi =
(10) Thk == Sik

ik ___ = "
Yok TR + kk?

et écrivons la relation (30, ch. 1) entre les symboles covariants quintuples. Bien

que 3, soit symétrique dans ce paragraphe, nous ne tiendrons pas compte de cette
symétrie dans les calculs.

Si i, k, b sont distincts, il suffit que n soit sup3rieur ou égal A 3, pour pouvoir
écrire

ik ik k]
Tzk/h + Tkn/z + Tni/k = o.
Un calcul simple donne
kj oz %
T‘:k/h = Si/n T Zew/n

ik _— =
Tkhfi = Sin/i

et, par suite,

(x1). Gisn— 3 + Cowrn — Sin/n) =O.

Ceci montre déja que, pour n =3, les huit conditions que doivent vérifier le
tenseur symétrique &, se réduisent  cing.
On peut introduire le covariant triple

Aen = Z;:m/h - E.m/k;
les conditions (11) s’écrivent alors
Aign + Mgy = 03
et sont équivalentes, pour n>>3, a
i = 0.
D’autre part, si n>>3, on peut écrire

ik ik ik
Tinf1 t Thz/i+ ‘li/h = o,
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qui, par un calcul analogue, donne de suile
Akhl.: o.

De sorte que le théoréme (I) se simplifie, et peut s’énoncer :

TukorimE II. — Pour qu’une V,(n>>3) de ds® uniforme, soit représentable con-
Jormément sur Uespace euclidien, il faut et il suffit que ses symboles de Riemann véri-
Sfient les conditions (ro).

[8] Application. — Une variété & courbure constante, d’aprés i — % — o,

1k = C* =K, est représentable conformément sur 'espacé euclidien. Cherchons la
fonction multiplicatrice ¢.
Il résulte de la définition méme de la courbure Riemannienne que les symboles

Ty d’une telle variélé sont invariants; nous pouvons prendre, comme formes de Pfaff

. da; C
de cette variété, les formes dQ; = — . Dans les formules (5), V, est ici cartésienne,
o] .

ce qui définit p par le syst¢éme d’équations

ik

o +pm) — A0 =K;

= 0

(12)

les dérivées de o sont des dérivées ordinaires, et il vient

0y == ———— = C*=_C.

On a donc p; = Cx; + a;, et

O

:_%ing‘i‘ Eaixi+b;

13 i

les a; et b étant des constantes; la courbure constante de la V, transformée est alors
K = 20Cb—Za’.
i

Si C n’est pas nul, une translation permet d’annuler tous les a; et de prendre
p=—23x;+ b; alors K= 2Cb. Les points & I'infini de la variété a courbure cons-
2 g .

tante [V] sont les transformés de la sphére ¢ — o; ils sontdonc réels ou non suivant
que K est négatif ou positif. K est nul si cette sphére est de rayon nul.
Si C est nul, s = Za;,x; + b, K = —Xa’; ce cas se raméne de suile au précé-
i i
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dent grice a une inversion, qui, nous le savons, est une représentalion conforme qui
laisse euclidienne une variété euclidienne et transforme le plan p =o0 en une sphére (*).
En résumé, 4 une inversion, une homothétie, el une translation prés, on peut

toujours prendre ¢ = ! Sa;® 4+ b, de sorte que K =2b.
2]

; d
,wtg donne [ds] = )
x, e

3

donc la transformation représentée par cette valeur de ¢ est une inversion suivie

K est nulsi ¢ = - Za;*; or on sait que I'inversion X; =
2
d’une application quelconque.

I
[6] Un calcul direct permet de voir que ¢ = N Xz correspond bien au groupe
13

des déplacements, homothéties et inversions de I'espace euclidien. En effet, le sys-
téme euclidien dQ; se présente sous la forme cartésienne, aprés une transformation
orthogonale dont les coefficients 6°, sont définis par le systéme d’équations

,(‘3) Oik/h =0,
ces dérivées absolies étant prises dans le systéme dQ;, dont les symboles de Chris-
toffel sont [r,,,] = o0, [7;,] = ¢, = ;3 (13) s’écrit donc

i
0,

= —ua,0
. k* h
. . D'1’11 - -
’ .
(13) D()lk i N i
o =—a,0, + ) 0.,
v k*k wLa
X,
. o
Posons 6%, 2, = u,; il vient B
o
N . j . i
(’[l) {zd@lkz—(tlizolmd.ﬂm -{—uida;k‘
o
qui donne, par un calcul facile,
. uw,x )
k
0, = —+m',,

’
¢

ou les m', sont des constantes. On a alors
j : :
u;, = Z o', x, = — Z m',x,,
a o

et 'orthogonalité des o', exige la méme propriété des m',.

(*) On peut toujours, grace a une translation, supposer b==o. En particulier, si les
a, sont nuls, p = b correspond & une homothétie, qui apparait bien ainsi comme le pro-
duit de deux inversions. ’
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Soient X; les coordonnées cartésiennes de 1'espace transformé;

X, = N, dQ, = —d =,
k T

-et, par suite,

I
X; — X/ = ? Z mh
k

-avec une rotation de 'espace dx;, et une translation de I'espace transformé, on peut
20;

2 2 pos
x t+x,+ .+,

prendre X; = 5, qui est bien une inversion.

[7] Reprenons maintenant le théoréme général pour une V, dont les dw; ne sont
‘pas uniformes. Pour reconnaitre pratiquement si une V,, non uniforme est représen-
table conformément sur l'espace euclidien, il est clair qu’il suffit de diviser le ds*
-de cette variété par son facteur multiforme, pour retrouver le probléme traité au
paragraphe 4. Cependant, nous allons étudier directement le cas ou log p est une
iﬁtégrale curviligne multiforme, & cause de la simplicité des conditions auxquelles
-on est conduit.

Considérons en effet une telle variété V, : ses symboles de Riemann vérifient les
relations (7); nous allons voir que les covariants’ quintuples vérifient encore les
identités de Ricci, relatives & un espace uniforme (*) (30; ch. I).

En effet, [}/, + tis/s + /)] sont des covariants quintuples, et il suffit de
vérifier. que ces quantités sont identiquement nulles pour un choix particulier
-des dw;; choisissons celles-ci de fagon que les [r,,,] soient nuls,

g Tign — O

(t9) | ? Tiki

\

O
>

I
4]
0

(*) On verrait, plus généralement, que ces identités de Ricci sont, tout au moins pour
n > 3, caractéristiques des V,; représentables conformément sur un espace uniforme,

pour lesquelles log ¢ est une intégrale curviligne. Elles sont également vérifides sur les v,
-de cette nature. -
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On peut alors vérifier ces identilés, soit par un calcul direct des covariants quin--

tuples 'rh,/p, soit en appliquant les formules (34; ch. I); on a, par exemple .

hl/ + T h / —Gu—Zw) + ¢, d)f,,,,—

p ) (lwhowl

0 0
vk on 4 vk ,
== (Cu—%w + o P fw) =0,
)

Tik/ n 'rik/ T Tik/ P £ ) Pk /2= £ )+ G Dy | (B, )7
. . —_ ih — eni/ T T\ &
e/ h khl i hil k 0 =i . + 0 hk kh do, 30, dw, 3w,
b £ Ck oz £ i 0 =
= s ) — - Gk — Si) + ) (exn — on) — ) (‘ 0 Pin) = 0.
) v l

La proposition réciproque est immédiate; en effet, si les covariants quintuples.
verlﬁent ces relations, le calcul du paragraphe 4 est encore valable, puisque la
symeme du tenseur Z,, ne joue aucun rdle.

On peut en déduire immédiatement un autre énoncé du théoréme I, valable pour-
une variété uniforme ou non.

Tukorime IlI. — Pour qu'une V,, uniforme ou non, & plus de trois dimensions,.
soit représentable conformément sur Uespace euclidien, il faut et il suffit que les sym-
boles de Riemann vérifient les relations (10), et que les covartants quintuples absolus:
vérifient les relations (30; ch. I).

(8] Le probleme de la représentation conforme de deux V, I'une sur I'autre est
encore plus compliqué que celui de I'application, puisque cette derniére intervient
nécessairement. On peut cependant obtenir des conditions nécessaires, en détermi-
nant des invariants absolus de la variété, qui sont également invariants dans la
transformation conforme.

Pour que V, et [V,] soient représentables conformément I'une sur I'autre, il faut

. , . duw; .
pouvoir trouver une fonction ¢ telle que I'on ait dQ; = —, aprés une transforma-
D

tion orthogonale convenable sur les dw;; autrement dit, le systétme (3) et (5) d01t<
étre intégrable. Nous supposerons V, et [V,] de ds* uniformes.

. . - n*(n*—1)  n(n—1) .
Le nombre des invariants principaux est — —~, supérieur au
12 2

nombre des indéterminées de (5) si n>>3, de sorte que, dans ce cas, on a déja des..

conditions nécessaires avec les symboles de Riemann.
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Pour n quelconque, le systéme'(5) peut étre-remplacé par le systéme nécessaire
mais non équivalent,

Pir — ? (5] — ik
,(]3) .
T ., A
pi = — |&u] — 6% + ot

.
i . . J . .
Pikn = Pink =— — 2 Tk:l fo =~ Z S el A | —7 ) Siin— ‘::ih/ki + ez — 2ai)
‘ v /

s

in I - P =
Pisk — Pari — — Z ik P :_eg[:.ii/k] —[Giw] % —¢ !

\ |
" - -
iir/k_—‘-ilc/i" + it YkRii T 2 j PaSag:
)
o

AL

Les Zu/n sont des covariants triples; il en est de mémg des X, = Eirn — Sk,
-de sorte que des conditions nécessaires d’intégrabilité sont

- 1 \ in - ol
hign — = (Pl = - g Z Tien Po T CkSin T CrSuk
P

[

-~ I -~ 1 io = 4
hiik - (] = T; Z ( T Euk) ot CiZik — Crii (-
rl

/

(14) <

Si n>3, ces équations contiennent encore ¢ et ses dérivées premiéres; au con-
traire, si n =3, &, = tiz(a=Fk), tif =&, +&,,, etles deuxiémes membres de (14)

s . y . , . - I
‘S evanouissent; ces equations se réduisent donc & X, = —-[),;,], ou encore
' P

E higndo; Doy, = 2 (Mika) inDQkAQh;
ikh ikh

.ceci met en évidence I'invariant différentiel triple particulier aux V_, introduit par
M. Emile Cotton dans sa thése; sans parler des transformations que 1'on peut faire
subir & cet invariant(‘), nous voyons, par ce calcul effectué dans le cas de n quel-

-conque, qu’il ne peut étre question de chercher I'analogue de cet invariant, dans le
-cas de n>3(%).

(*) Theése de M. Emile Cotton. 7
(*) Ce résultat confirme la distinction essentielle des V, et des variétés d’ordre supérieur
relativement a la représentation conforme.
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[9] Les généralités de la représentation conforme vont nous permettre d’étudier-
le probléme suivant :

Considérons deux V, uniformes, représentables conformément 1'une sur 'autre,
et'une fonction f, considérée comme invariante dans cette transformation. Nous.
avons les formules de transformation

il =i
[fil = &' fa-tappefi—p X pufe

@«

et par suite

(15) =S ——2)p N euf;

3

donc I'équation A,f=— o n’est invariante que si n =12, ousi ¢ = C*.

Si n est quelconque, on peut chercher s’il existe une fonction A, indépendante-
de f, telle que ¢ =f soitharmoniquesur [V,] en méme temps que f lestsur V..
On a alors.

[8,9] = 3,5 — (2 —2)p X puhus

et A,f=—o entraine [A,¢] = o si l'on a I'identité
fg pAﬂ)\__(n—z)E‘o“)‘“g + Ef“ g 2‘0)\"-("_2))\‘%% =o;

celte identité, nécessaire et suffisanle, est équivalente a

2k = (n— 2)hgy (i=1,2,..,n)

(16) ’ Z oA, A= (n—; 2)2@‘/@.

Ces n premiéres équations différentielles donnent, 4 un facteur constant prés,.

.
n—a

(7 A==,

o étant lui-méme déterminé par I'équation du deuxiéme-ordre

Y

(18) nle
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1l n’y a que les représentalions conformes, définies: par cette.équation, qui per-
mettent de résoudre le probléme proposé.
Si n = 2, X est nécessairement conslant, et o est quelconque; si n est quelcon-

que, mais si V, est euclidienne, une solution particuli¢re de (18) est I'inversion
. n—2
o= 4 ...+, avec A= (x +x + ... +x,) * , et l'on retrouve le résultat
connu de Sir W. Thomson.
n—z2

Remarquons que la fonction 1 étant harmonique sur [V,], — = p—T est har-

> -

monique sur V,; c’est ce qu'exprime d’ailleurs I'équation (18). Il en résulte qua
- 2

chaque solution f de A o = o, correspond une intégrale ¢ = f n=s de (18).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV.



CHAPITRE IV

Sur le déplacement d'un vecteur.

[1] Nous savons que l'on appelle vecleur (3) un systéme covariant simple.de n
fonctions (§,, ..., %,) de «,, ..., x,, ses « composantes »; si le point M(x,, ..., ix,)
décrit une certaine variété de l'espace E,, on dit que le vecteur (3) se déplace dans
cet espace.

~ En chaque point M de E,, les dw;, que nous appellerons le systéme de coor-
données, représentent n directions orthogonales; et on peut se représenter un espace
euclidien, entourant M, rapporté  ces n direclions; (%) peut &tre considéré comme

un élément géométrique de cet espace, et sa longueur est 'invariant £ = \/EE,?.
i

Quand (&) subit un déplacement infinitésimal dans une direction (do,, dw,, ..., dw,),
la variation premiére (d%;) dépend des coordonnées choisies, alors que dz; est cova-
riant simple; c’est donc la différentielle absolue qui représentera, pour un observa-
teur, la variation du vecteur (&). )

Par définition, on dit que (%) est resté « équipollent » si E_fi = 0; sa longueur
est alors conservée; dans ces conditions, tout vecteur v, =: 3%; a méme direction
que sa différentielle absolue: on dira qu’il est resté « paralléle ». Ge parallélisme
est celui de Levi-Civita (*), et conserve évidemment 'angle de deux vecteurs.

Etant donnés deux segments ds, 3s, de composantes dw,, 3w;, la variation de (&)
le long du parallélogramme infinitésimal formé par ces deux segments est

‘N N o ~
3, d) = — 2 TgrGa dws Sy,
wdr

\

si I'on ne considére que des éléments uniformes; et, le long d'un contour fermé
quelconque, cette variation est représentée par I'intégrale

O ~ ~
__ /’f Z T 2n (dog 30, — dw, Buwp),
o8, 7)

prise le long d’une V, limilée a ce contour.

(*) Voir Rendiconli del circolo di Malhem. di Palermo (Tome 42).
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L’étude du déplacement d'un vecteur le long d’une courbe revient & comparer
deux vecteurs d’origines différentes, ce qui s’effectue en déplagant I'un d’eux vers
. Tautre, par équipollence; on est amené ainsi 4 résoudre le probléme suivant :

Trouver le vecleur oblenu en déplagant, par équipollence, du point M'(t) au
point M(t), le vecteur (1) (t étant le paramétre qui fixe le point M sur la courbe) :

Ce vecteur est donné par la série de Taylor généralisée

, oL L dE)  (— U REW)
(l> 71[([7t)‘—'-.iu)+(l '—t) _d[—— + 1.3 —Tllg— ..... 5

supposée convergente; il n’y a, en effet, qu'a vérifier que

it )

Y o, et que () =& ).

[2] Ces quelques résultats nous montrent que, dans I'étude du déplacement
d’'un n-t¢dre orthogonal, et des courbures d'une courbe, les calculs conserveront la
forme adoptée dans l'espace euclidien.

ra »a

Les « rotations » pey d’un n-édre orthogonal (2%, &, ..., 5°), (a=1,2, ..., n),
qui se déplace le long d’une courbe de paramétre ¢, sont définies par les équations

C_igia 0
@ Y Y
b
ce sont bien des invariants, qui vérifient les relations p,, = — p,,; réciproque-

ment, tout systéme p,,, symétrique gauche par rapport a ses indices, définit le
mouvement d’'un n-édre orthogonal.

En prenant £* = 1 ou o suivant que kK =i ou k == i, les 7, apparaissent
comme les rotations absolues du systéme dw;. De méme, les formules du change-
ment orthogonal des formes de Pfaff s'écrivent

S at

vbeuoh—z‘r' 0%

‘/—JD(\)N ° Tkh %
s k

elles sont identiques aux équalions (2), si on les considére comme exprimant le
déplacement du vecteur (¢°,, ..., 6*)) le long du vecteur (6", ..., 6"). Pour cette
raison, nous appellerons les 7, les « rotations » du systéme do;.
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[3] Ces considérations permeltent I'étude d’une courbe I', définie par n fonc-

. dU)‘
tions «;==x,(s); sa tangente a pour composantes —, et la longueur de ce vecteur

ds
est l'unité si s est 'arc de courbe. Dans ces conditions, la vilesse absolue de
z1 dwl dl:i h ‘ . =2 g .
g = 71— est — 5 orthogonale & la courbe ; soit Z,* le vecteur unité qui porte cette
s s

s
-1
ds
E' et & le s-plan osculateur, et on choisit, dans ce 2-plan, le vecteur unité &

vitesse; on définit ainsi le 1-plan osculateur; la vitesse absolue définit, avec
N |l

orthogonal au 1-plan osculateur; et ainsi de suite comme dans I'espace ordinaire.

Ayant ainsi attaché a la courbe un n — édre orthogonal bien défini, les rotations
~de ce n—e&dre sont des propriétés intrinséques de la courbe; ces rotations, au
nombre de (n— 1), s’appellént les « courbures » de la courbe considérée, et on a
les équations

© R S

La premiére courbure p, mesure le rapport de ’angle absolu de deux tangentes
infiniment voisines & l'arc de courbe correspondant; sur une surface de l'espace
ordinaire. on retrouve la courbure géodésiquie, ce qui était & prévoir d’aprés son
invariance pour toute déformation qui conserve les longueurs.

Une courbe, dont la premiére courbure est nulle, a toutes ses courbures nulles;
c’est une « géodésique », définie par la propriété que sa tangente reste paralléle
a elle-méme le long de cette courbe; il en résulte aussi que tout vecteur déplacé
parallélement & lui-méme le long d’une géodésique fait un angle constant avec cette
courbe. On sait que la variation premiére de la longueur d’un arc qui joint deux
points fixes est nulle pour la géodésique qui joint ces deux points; voici comment

ceci s’obtient avec nos notations : la longueur d'un arc, qui joint deux points fixes

A, B est
1:fdg=f\/zdm;;
AB AB i

do) ) d(o,

~T do)L
ol = —/24 ds
_ ( N i) [ Lw({g);

donc
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~

A et B étant fixes, la premiére intégrale du dernier membre est nulle, de sorté que
la variation 31 n’est nulle, pour toute déformation dé¢ T'arc AB, que si, le long de

—d(l)'
cet arc, d— =o
ds

[4] Ce que nous avons dit d'un vecteur, le long d’'une courbe, s’applique & une -
famille, & un paramétre, de vecteurs unités, d’origine fixe; une telle famille s’ap-

pellera un « cdne »; gnand le vecteur Z; décrit un cone,

dE_i == dé_i —_— E Ting 1E_,,{du).g

g

se confond avec d=;, puisque les dw; sont tous nuls. Cela revient a4 considérer ce
cHbne dans I'espace euclidien qui entoure M, et on obtient ainsi (n — 2) courbures
pour le caractériser. . )

On peut, d’autre part, supposer que le cone considéré est fonction du point M;
quand son sommet décrit une courbe IT", ce cone se déforme, et le calcul différentiel
absolu intervient de nouveau. Dans un déplacement dans lequel chaque vecteur issu
de M reste équipollent, au sens absolu, 1es angles sont conservés, et il est évident

que les courbures d'un cone le sont aussi.

[B] Soit (@) un vecteur unité, fonction de son origine M, et (A) le (ﬁ —1) plan
-orthogonal. La variation (Jai) le long d'une direction (Z;) de (A) est située dans ce
(n — 1) plan; nous appellerons directions conjuguées de (%;), par rapport & (a), les
directions (v;) de (A) qui sont orthogonales & (da;).

En général, il o’y a pas réciprocité; en désignant par g, les dérivées absolues
de a;, on a, en effet, les relations '

(4) 2 a;5;=o0

(5) Eaﬂ,i = 0

.
6) L A, 840 = 0}
ik

pour qu'il y ait réciprocité, il faut et il suffit que, %; étant donné dans (A), (5) et (6)
entrainent I'identité ' ‘

(7 Z ay&img = o.

ik
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Il doit donc exister deux quanlités p et a vérifiant

[\ ) - N
>_J Sk = P‘kE A3 1 1G5
k k

comme conséquence de (4). On en déduit

% o
(1—w) }_,aik-fi;/;: O.
ik

Si donc on suppose que cetle derniére somme n'est pas identiquement nulle, sans.
quoi toutes les directions de (A) seraient leurs propres conjuguées, ona p=1;

N

comme, d’autre part, A = X1.5,, ou les }, sont indépendants des %;, on doit avoir
K

=iy

Z (@ — @ + 1) 3, = 03
Ny ,

cette relation doit étre une conséquence de (4), ce qui exige que l'on puisse trouver:
des quantités p; telles que I'on ait identiquement

Ay — Ay = Wi Qy— 7, Q.

11 faut évidemment que w; = );, de sorte que la forme de Pfaft dQ = Za;dv;
: i
vérifie la relation
. N ~ N - -
G, Q= ¥ (@, — @) doido, = 3Q ¥, hido;— dQ ¥ 1,50,
ik i k

ik

donc dQ = o doit étre complétement intégrable. Ceci exprime que le vecteur (a)
est normal A une V,_, f(x,, ..., ®,) = o, et'on sait que X);dw; est alors une diffé-
: ; :

rentielle exacte.

(6] Dans le cas général, on appellera « direction principale » toule direction (%;),
orthogonale & (a), i laquelle sont conjugués tous les =; de (A) qui lui sont ortho-
gonaux. ’

. Pour une telle direction, (5) et

\
8) 24 Eini

i
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-doivent entrainer I'identité (6); il doit donc exister des quantités X, p, telles que
Ton ait

® o .
Zaik;k + )‘-.i _— P‘ai)
k -

. étant nécessairement nul, les directions principales sont données par

(4) est une conséquence de (g) si A n’est pas nul; remarquons aussi que, d’aprés
(9g), la vitesse absolue de (@) le long d’une direction principale est portée par cetle - -
.direction. ) est racine de I'équation

-dont les coefficients sont des invariants du tenseur a,,; on peut la remplacer par

I’équation
a!l + )\ al'. 1,0—1 al?l

(10) X =o,
au—n,{ an—a,z she an-l,n—i + A an«n,n
a a . a a

1 2 . n—1 n

et I'on voit que » == o ne permet de vérifier (4) que si elle est racine double de (10);
dans ce cas, (a) resté paralléle & lui-méme le long de (%), et toutes les directions
de (A) sont conjuguées de (%).

En résumé, les X qui déterminent les directions principales sont les (n— 1)
zéros, en général distincts, du déterminant de I’équation (10), de sorte qu'il y a, en
général, (n — 1) directions principales. Une racine 1, rapport 4 I'élément d’arc prin-
cipal correspondant, de I'écart angulaire de (a) le long de cet arc, s’appellera « une
courbure principale du vecteur (a) ».
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(7] Plagons-nous maintenant dans le cas particulier ot (a) estnormaldune V,_,, .
et vérifie, par suite, des identités

(11) Ay — Ay, = 1@, — ),q;.
On peut choisir les coordonnées de fagon que a, =1, a, = a,=...=a, , = o0,

alors a;, = a,(i,k=1,2,...,n—1) et a,==o(h==1,2,...,n); les directions
principales sont déterminées par le systéme

!/ n—1 )
Va2 e — P —
(12) ) 2GSt ri=o (l=1,2,...,n—1)
/k:l »
\ E:L:O‘

dans lequel X est une des racines de I'équation .

an + A an e aa,n—-a
aﬂi azz + A A 2,n—1
(l 3) - =0,
| a)t*l,l an~a,z c au—l,n—; + A

et les a, sont maintenant symétriques. Les direclions cherchées sont les axes d’une
forme quadratique & (n — 1) variables, et forment, par suite, un (2 — 1) édre ortho-

gonal.
Si I'on prend ces directions comme axes de coordonnées dans (A), le systéme (14)-
devient
(a; +13=o0 (i=1,2,...n—1)
r
(12)
( §,=o,

n
et lous les résultats bien connus de I'espace ordinaire se retrouvent ici sans change-

ment. Les J; = —a;; s’appellent encore, ici, les « courbures principalesdela V,_ ».

n—1
[8] Nous avons rencontré les relations

(y IR
{2y Giksize =0
ik

e

Eaigi:():

i

T —

les direclions qu’elles définissent sont les « direclions asymptotiques » de (a); elles.

sont leurs propres conjuguées. Si (a) estle vecteur normal d’une V elles définis—

n—i?
sent les « lignes asymptotiques » de cette variété; leur 1-plan osculateur est tan-
gent & la variété, sauf si une ligne asymptotique est également une géodésique de-

I'espace E,,.



CHAPITRE V

Application a I'étude des Variétés plongées dans un espace.

[1] Nous allons déterminer dans ce chapitre les relations entre une variété et un
espace dans lequel elle est plongée.
Soit E, un espace défini par les n formes de Pfaff dw;; son ds* est Edw;’. Sur
i

une variété V, & p dimensions, de cet espace, les x; sont fonctions de p variables
indépendantes, et les dw; sont des formes linéaires de p formes de Pfaff de ces
variables '

(1) ’ dow; = EL' du, + 2°du, + ... + iipdllp.

On peut prendre pour les du,(a =1, 2, ..., p), un systeme de coordonnées

2
a

o

orthogonales, c’est-a-dire tel que ds* = Edu,, sur V. Dans ces conditions les g;
a

définissent p vecteurs unités, tangents a V, et orlhogona{ux deux a deux. Pour étu-
dier V, nous compléterons le n-é¢dre avec ¢ = n — p vecteurs unités normaux,
a’, a’, ..., al. ‘

Nous aurons affaire dans la suite & deux sortes d’indices : les uns (1, 2, ..., p),
que nous appéllérons « tangents », seront désignés par les lettres romaines a,b,¢, ... ;
les autres (1, 2, ... @), dits indices « normaux », seront désignés par les lettres grec-
ques &, 8, v, ... .

Ceci posé, les rotations du n-édre orthogonal, le long de V, sont données par
les équations

Nz« _
Csi - j_ L \} H* x
du, >—J faepi + }.Jl ap @i

¢ «

(2) _
da’*
€ x  za N\ a3 B
\U _——Zpab‘bi'ﬂl— ‘Rb a;,
Uy
« 3

avec, suivanl les propriétés des rotations, t,,, + 7, = 0, R,*® + R, = o.
I1 est clair que si E, est donné, ces trois espéces de rotations ne sont pas quel-
conques, d’aprés I'identité (1); nous désignerons par T les symboles de E,, et nous
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. 8
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allons voir que les ,,, sont les rotations du ds* de V. En effet, (3, d)o; = o donne,
le long de V,

I N2 o
N AP N N <
(o, d) »; = > 2 (3, du, + N TR (duysu, — du,su,) = o
¢
a be

S . . \ . N . \
= >_J (duydu, —du,suy) ( EQr'a(Gbca+Tbac_Tcub) + La,; P*,—P* ) =o;

be a [

et, par suite,

- P p—

_— - G
‘ach “abe “cha

» o Pp=
1 bc_l ch*

La premiére identité est une conséquence des relations (10) et (15) du chapitre 1,
et la deuxiéme exprime la symétrie des P*,, par rapport & leurs indices inférieurs.
Remarquons que ces équations sont invariantes pour tout changement de varia-
bles dans E

I1 en sera de méme des-équations que nous en déduirons par la suite.

et dans V, ainsi que pour toute transformation orthogonale des duw,.

n?

[2] Les formules précédentes se rattachent aux changements de coordonnées
étudiés dans le chapitre II. Considérons la famille des V,

file,x, ..., z)=0C, ..... » Sop(@p 2y @) = Gyt

en chaque point M de E_, passe une variété de cette famille, avec un (p — 1) plan
tangent (&', &7, ..., &) et un (¢ — 1) plan normal (a', @, ..., a). On peut faire le
changement de coordonnées
n
dw; = Eeikdw'k (i=1,2,...,n),

k=1

ou les 6" sont des fonctions de (x,, x,, ..., x,), égales & 5" si kp, et-d a7

sik>p+1.

Dans ces conditions, le long d’une Vp, on a dw’pH =o, ..., dv, = o0; donc ces
équations, équivalentes & df, = o, ..., df,_, = o, forment un systéme compléte-
ment intégrable. En désignant par <',,, les rotatlions des dw',, l'identification des
équations (2) avec les relations (3, ch. IV) nous donne
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la derniére relation met bien en évidence la symétrie gauche des Rj’; d’aprés la pré-
cédente, la symétrie des P, s’écrit t'o,piup — b, p+wa = O'b,a,p+a = O, qui est bien
vérifiée d’aprés ce que nous savons du sysléme do'pye=o0(x=1,2,...,9).

Nous appellerons « rotations internes » de V, les 7,,,; « rotations externes » de V
dans E, les P%,, et « rotations de torsion » les Ry .

[3] Avant de pousser plus loin cette étude, nous allons généraliser un peu quel-
ques définitions du calcul différentiel absolu. Ayant affaire & des systémes de quan-
tités A r indices tangents, et s indices normaux, définies sur V, nous appellerons
« différentielle absolue le long de V », et nous la représenlerons par dy, Topération

3) 7 S S POET S du

Wy, . .a, Ly 1oeapgbag . q, ¢

bec

Al e N T ER— 3%kt Yy
_Lﬁcxm\ . du,.

ay...a,

lze

dv

WX

du,; on
u,

e’

La définition de la dérivation absolue est loujours dyX = E

[

du,

by Uy ... @
DVXI £

14 3 Ay o Qp Wy ... ug . B y ’ . g 2
pourra encore écrire ———— = Xa:...a:/c quand il n’y aura pas d’ambiguité avec

cte

la dérivation dans E,, et introduire une virgule pour séparer les indices qui sont
laissés de coté dans la dérivation.

Les opérations sur les systémes d’expressions, définies au chapitre I, se généra-
lisent tout naturellement, car les méthodes de calcul établies pour ces opérations,
étaient dues uniquement & la symétrie gauche des t,,,, et nous savons que les R}’
ont la méme propriété.

[4] La différentiation absolue le long de V n’est pas’commutative; pour étudier
I'influence de la permutation de deux différentiations successives, il suffit de remar-
quer que les indices tangents et normaux ont des roles indépendants et analogues,
de sorte que le calcul du chapitre I, qui correspond aux indices tangents, n’a qu’a
étre reproduil pour les indices normaux & condition de remplacer les rotations in-
ternes par les rotations de torsion.

La relation cherchée s’écrit donc
B G AN =X — WX ., dugiu,

cap_bag .. .a,
kbed

@, @y G gBwp g0y
. ZR hd X 1 h—1P%i~+1 3 due‘&ud,
a,.

..a,
hzcd
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ou les

5) =R, — Ry

d [fer

s’expriment avec R}’ comme les <% avec les t,,,. On a évidemment, d’aprés leur

expression,

=
ga
I
1
=
3
I

Suo Be
de ™ T Rcd - Rdc‘

Enfin les dérivées premiéres absolues des R sont reliées entre elles comme cel-
les des symboles de Riemann; on peut le voir en reprenant, par exemple, le calcul
du chapitre I (paragr. 13), avec un systéme de fonctions uniformes X;. On a donc

©) CORGL R RY/, + R% =0

Remarquons enfin que, les conditions d’intégrabilité d'un systéme d’équations
différentielles étant une conséquence de la théorie du covariant bilinéaire, rien ne

sera changé, en principe, sur ce sujet, aux méthodes du premier chapitre.

[B] Ceci posé, la recherche des prdpriétés de V, qui ne dépendent pas du choix
des axes du p-plan tangent et du g-plan normal, sera la généralisation immédiate du
chapitre II'; en particulier, nous devrons retrouver les invariants intrinséques de V.

Il faut déterminer les invariants pour deux sortes de transformations orthogo-
nales, relatives aux du, et aux a; noussavons en effet que nos équations sont indé-
pendantes de toute transformation orthogonale relative & I'indice i.

Soient A

du'a = Z Ob” dllb
. b

nra __S‘Oa‘:/r
S — L4 b =i
b

)

®) af = e,

[

ces deux groupes orthogonaux; nous aurons, le long de V, deux sortes de covariance,

la « covariance tangente », et la « covariance normale », relatives aux deux sortes
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d’indices. Un systéme d’expressions Xji--%, & (r+s) indices sera dit covariant
{r, s) si les quantités transformées sont

[N

9 AU S

a
a,...a, ek by b, Vi 8,
by byiy .8y

et le principe de la saturation des indices est, naturellement, conservé.

[6] Si nous suivons l'ordre du chapitre II, nous devons prolonger les deux
groupes (1). ' ,
En affectant d'un prime les symboles transformés, on a

) o 5

e a O \ ) d wd a =i

d7" = }_J —u—~6 (lll = > 20+ 0 du,,
Q

ce

o — Ny (2 s ,aca«:‘q\d .
al = <% du, = K a® + ¢~ ) duy;
[ a < b

ub 2b

et 'identification des deux derniers membres de chacune de ces deux relations donne
{es transformations cherchées

J— A bp cpna
e — Zod Oe o d’e
le
Vz’i
Zeb et ‘.'/b’

(€, )uab = ZO 0, s PPy

ged

(1)

On déduit de 14, par les mémes calculs que plus haut, que la différentiation
absolue conserve la covariance (r,s), et que les dérivées absolues d’ordre ! d’'un
systéme covariant (r, s) sont des covariants (r + [, s).

11 suffit d’appliquer l'identité (4) & des covariants pour constater que les %5 sont
des covariants (4, o), et, les R%, des covariants (2, 2).

En résumé, dés les dérivées secondes des fonctions qui définissent V, nous avons
-des covariants (2, 1), les P*,;; avec les dérivées troisiémes, des covariants (4, o),

(3, 1), (2. 2), & savoir les <%, P*,,/,, R%; les dérivations successives fournissent
-alors trois séries de covariants

P2+, 1), GGU+1Lo), R(+1l2), (=o1,2...),

: % ab a3 ‘
A partir des P*,,, 127, R%.
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Ces résultats permetlent de former des invariants absolus, 4 'aide des transfor-
mations infinitésimales des deux groupes orthogonaux, et par les méthodes utilisées
au chapitre II. '

[7] Ces invariants absolus représentent toutes les propriétés de la variété pour
un observateur qui ne saurait assujettir le n-édre d’étude qu’ad &tre tangent a la
variété, et ils suffisent & la caractériser par rapport a l'espace E,,.

En effet, étant données deux Vr de 'espace E,, si l'on peut trouver deux obser-

"
vateurs & qui elles paraissent identiques, ceci se traduira par I'identité de leurs
équations (1), relatives & ces deux observateurs particuliers (A une transformation
orthogonale des dw; prés (*). On peut dire qu’elles sont « égales par rapport 4 E, ».

Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe deux transformations orthogonales 6%, o%,
qui rendent compatibles les équations (I). Les conditions d’intégrabilité de ces
équations s’obtiennent par différentiation, en tenant compte de (I) lui-méme, ce qui
donne les systémes (1I), (£, ). )

(%,,) est fini par rapport aux 0%, ¢%, de sorte que les condilions de son inté-
grabilité expriment la covariance (3, 1) des P* /..

D’autre part, le raisonnement employé, au chapitre III, pour la premiére ligne
de ce systéme (II), s’applique 4 la deuxiéme, ce qui donne comme conditions d’in-
tégrabilité de ce systéme les covariances (4, 0) et (2, 2) des 790 et R%. Les systémes.
(£,.); ((3‘,0), (R,,) obtenus sont finis par rapport aux 6%, ¢%, de sorte que leur
prolongement consistera & exprimer les covariantes des systémes P, ., G_,, R,
et ainsi de suite.

En résumé, les conditions trouvées sont dnalogues A celles du probléme de
I'application; il faut et il suffit que le systéme

M (B0 (&) (&) ...

(1) Gra) Goa)s oo
R, Ry e

~

soit compatible. »
Il est clair que si notre observateur peut repérer le n-édre par rapport & V et
aE

priétés indépendantes des variables et des coordonnées dw;, donc, des propriétés

toutes nos rolalions et les symboles qui s’en déduisent représentent des pro-

n?

de V ou de certains éléments de V.

(") Toute déformation de E,, supposée possible dans un espace d'ordre supérieur, n’in-
tervient en rien dans nos équations. Mais il est clair que notre relation ne signifierait pas
I’égalité relativement & ce dernier espace.
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[8] Lorsqu’on veut déduire, de systémes covariants, tous les invariants, il est
indispensable de connaitre les relations qui vérifient ces covariants. En un poiot M
‘donné, de E,, les différents symboles d'une V, sont nécessairement liés aux sym-
boles P,,, de E,, de sorte que les covariants absolus P(24{, 1), G(4+ [, 0), R(2+1,2)

ne sont pas indépendants. On aura toutes les identités qui lient ces covariants entre

ikh "’
eux en écrivant les conditions d’intégrabilité de (1); on a déja, ainsi, obtenu (2),
-et il faut recommencer sur (2). Nous nous bornerons i une nouvelle différentiation.

Remarquons auparavant que les £, a, ont trois espéces d’indices, ce qui per-
met de considérer la différentiation absolue d@ pour ces indices i, @, «, en prenant
‘pour symboles correspondants les T,,,, tac €t R,?; dans ces condltxons le systeme
d’équations (2) peut s'écrire

- o s Loz b - )% 3 g
dzf = d3* — ‘) Tahe ot dit, = P>, ardu,

L .
, be ub
(2)
= a 1., N B8 \!
da? = da® — N\ R/ Fafdu, = — ¥ P, 50 du,.
sb ab

Cette différentiation suivant évidemment les régles connues relatives aux som-
‘mes, produits et compositions des systémes, les conditions d’intégrabilité s’écrivent :

.

S \\ 1 i* % \ b . N
(10) 3,d)s = — \ ! g dw, 0, — \ : __ibdllaoud

khi bed

_ iky gy cra abz;_b
——Zdu Bu, 32&111‘-': ‘-'L:-l+2.4 fea™ (7

khi

(1) G, dyas = — Edzzcﬁudng ;g;éﬁ + ZR “ %

cd khi

-d’aulre part, la différentialion de (2') donne

(12) (ﬁ)fi" =— Zdu 8u, ( P(u/d + PZd/c)aia + Z(P;cpgd_ ZaPZc) 5’
b
= 3) (ﬁ)aiz _ Z d”caudg Z(P(w/d )k ¢ + E(P;cpzd - adl ac)a
ed a3

Nous poserons
ab ___ \ x 3 x D
Pcd — ‘}_‘(P acP bd_P adl bc)’
a.

“. 1 o 12
ch - ‘>_J (P ae Pgad —P ad Paac) ;

a
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et il ne reste plus qu'a identifier (10) et (12) d’une part, (11) et (13) d’autre part,
pous obtenir les relations cherchées

/ .
/ _ab pab 1vwik:(n; by cnd
[ (l[') Yed T lcd - Z 1hl‘-i Sk Sh o=l
ikhl
= « ° . \' pik ax ax cnd
(IH) (IO) Pac/d - Pad ¢ T L lhlai Sk “Th :U
ikhi
3 s \ ik - g .
Y23 i t -3 3z cxzd
(16) Ri—Qi= N Thatels5
| ikt

Les Q; sont des covariants (2, 2), symétriques gauches par rapport a leurs indi-
ces; les P% sont covariants (4, 0) et vérifient les mémes relations que les 7% enfin
les P%.c/a — Pa4/c sont des covariants (3, 1). Les relations (III) expriment I'analogie -
des =37 et P, des R etQ%, et, dans un espace euclidien, ces symboles s'identifient
deux a deux.

Les conditions d’intégrabilité de ce systéme s’obtiennent par de nouvelles diffé-
rentiations, et donnent, sans difficulté, les relations entre les symboles & cing indices.

deVetE,.

M rolations externes
2

[9] Les identités (III) nous apprennent que les

- sont indépendantes entre elles, quant & leurs valeurs numériques en un pointdonné;
les invariants absolus correspondants seront les plus simples de tous, et nous nous.
bornerons & eux dans ce qui suit. Nous les appellerons les « courbuies externes »,
et nous allons déterminer leur nombre.

Auparavant, remarquons qu’on peut les obtenir en suivant les méthodes du
chapitre (II); en particulier, on peut en former par saturation des indices, & partir
des covariants P% eLQ“: les premiers donnent un invariant particuliérement im-

portant, la « courbure tolale exierne », = P*; une autre courbure simple est I'inva-
ab

riant MV (npr oy , que nous appellerons la « courbure moyenne externe » (*).
aad) » 4 PP Y
. .

3

(*) Cest la longueur du vecteur normal, de composantes ¥ P*q, que M. Bompiani
a

appelle la « normale de courbure moyenne ». Cf. Alli del Reale instituto veneto di Scienze
(tome 8o).
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Ceci posé, tous les invariants sont les intégrales de deux systémes, complets,

de transformations infinitésimales,

AEENCIR B \! % DU__ * U
(17) Fo®U = Z (P ww P P%pe DP“UC> =o
U U
> oWy 1 3 —
(18) K0 = 3 (P — P g ) =,
(a, b)

et les parenthéses (Fu™, F.."")U sont identiquement nulles.

: \ . ryos . —1
Le premier systéme, relatif aux tenseurs symétriques, contient en tout Ii]—)—)
' 2

équations linéairement indépendantes. Soit N’ le nombre des équations linéaire-
ment distinctes dans le deuxiéme. Remarquons, d’autre part, que, si on annule les
coefficients de ces équations, autres que les P* ., les deux systémes sont linéaire-
ment distincts, de sorte que le nombre tolal N des courbures externes est égal a
gp(p+1) _pPP—V v

2 2

Or (y-)—(ngl) — N’ est le nombre des invariants d’'un systéme de plp+ 1)
2

vecteurs a ¢ dimensions; donc,

si n<M7 N:P(P+3)(n—]))_lz(lz—1),
2 5 ;
et si n>p_(p_;+_§_), N:P(P-i—x’))(}é‘—p—;—g).

Ce dernier nombre est le maximum de courbures externes que peut posséder
une V.

Exemples : Si p =1, N=1; les équations (2) ne donnent pas d’autre inva-
riant que la premiére courbure de la courbe, qui apparait ainsi comme la courbure
moyenne externe, alors que la courbure totale externe s’évanouit. On sait dailleurs
que, pour faire apparaitre les autres courbures de la courbe, il faut savoir choisir
un (n — 1)-eédre normal particulier. . »

Si p=12, N=2,"4, ou 5 suivant que n =3, 4, ou > 5.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV. - 9
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[10] Occupons-nous, plus particuliérement, d’'une V, _ . Dans ce cas, N=n—1,

n—i

et les équations (2) deviennent

;':-ll
i\ oo " .
N ——ZTucb-_i + I ab@; .
¢
(19) -

1

da; - VPI -
= — ab it

Mip —

i

Nous avons vu au chapitre (IV) que I'on peut déterminer, sur cette V,_,, n —1

directions principales orthogonales entre elles; ce qui permet de prendre les %°
suivant ces directions principales; dans cette hypothése, on a, par définition,

da;

dup =3

tous les P'w (a==0) sont nuls, et seuls, restent les P'4s, que nous avons appelés

les courbures principales, et qui sont les (n — 1) courbures externes de la variété.

Les seuls P non nuls, sont P* — P',, P'ss, donc la courbure totale externe est la

somme des produits des courbures principales combinées deux a deux; d’autre part,
la courbure moyenne apparait comme la somme des courbures principales.

D’aprés les identités (14), il existe une relation trés intéressante entre la cour-

bure totale interne et la courbure totale externe d’'une V on a en effet

n—?

\' _ab \' pab ___ \! ik oz by ay (2 axzb w b a
_}_J “ab T Pa/) — ) he\=? Y ) (':/1 SV YRR )
(a,b) (a.b) (a,b) (ik,hl)
- N,
)] 7 mam o 1t o e
Pour une V,_,, L._,« g =<, —a'a,, et il vient

A1) \! pab __ \) rpik \' 1
(20) Z Tab T Py =2, Tip — 2_4 Iyai'a,’,

(a,b) (a.b) (i. k) (i. k)

T étant le tenseur symétrique de E,, .

Le deuxiéme membre n’est pas nul en général, de sorle que les deux courbures
totales de la variété sont distinctes; elles sont identiques si E, est euclidien, ce qui
donne la généralisation du théoréme de Gauss sur les surfaces de I'espace ordinaire.

" Plus généralement, ceci aura lieu pour toute V,_, de E,, si le second membre est

n—1 n?

nul pour tout vecteur unité (a;'), ce qui donne immédiatement le :

TuforiME. — Les espaces K, dans lesquels les deux courbures lotales d'une 'V, _,

quelconque sont idenliques, sont les espaces dont le tenseur principal (Zi) esl idenli-

quemenl nul; un tel espace, d’ordre 3, est euclidien.
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Si on se pose la méme question pour les V,, on voit facilement que « les seuls

espaces, dans lesquels toule V, a ses deux courbures totales égales, sont les espaces

euclidiens ».

[14] Nous terminerons en appliquant les généralités de ce chapitre a deux cas
particuliers importanté.

Considérons tout d’abord une V, « géodésique en un point M », c'est-d-dire
formée des géodésiques de E,, issues, de M, dans les directions du p-plan tangent
(&L B2, .., EP); le point M est évidemment supposé régulier pour V, et il résulte,
de la définition, que & u, = o entraine, en M, d*w; = 0. Or, on a

3 bl {3
— AP N 0% O ,
o, — 2. Eldihvu, = }_; \117 du,duy = 2 L P*wadu, duy;
¢Up
a ab, (a,b)e

donc une pareille variété a toutes ses courbures externes nulles, et réciproquement.

11 est clair que cette propriété n’est pas en général dérivable le long de la variété.
Nous appellerons « variété plane » une variété géodésique en tous ses points: le
long d’une telle variété V, on a

a

4 S‘ moe
— Tach 37
QUp

/i
AN

C

de sorte qu’elle apparait comme n’occupant que p dimensions de E, ; par exemple,

w3
toute courbe de V a les mémes (p — 1) courbures, qu’elle soit considérée dans E,
ou dans V; et, par suite, toute V, (p'<p) de V a les mémes courbures externes
par rapport & V et par rapport i E,. Ce dernier point peut d’ailleurs é&tre vérifié par

un calcul direct trés simple que je ne reproduis pas pour plus de briéveté.

[12] On peut rechercher les espaces E, pour lesquels toute variété, géodésique
en un point M, est plane. La relation (15) exige que les rotations de E_, en M,

vérifient 1'identité

n?

\NY 7k av oan bme
(2I> Lrlhlaé S =0,

ikhi

a pouvant étre égal 4 b ou & c, et, par suite, que E, soit & courbure constante K.
Cela suffit évidemment, et, dans ces conditions, les formules (14) nous appren-
nent qu'une variété plane de cet espace est aussi de courbure constante K. Enfin,
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d’apres (16), les R% sont nuls, de sorte qu'on peut annuler toules les rotations de
torsion par un choix convenable des vecteurs normaux; le long d’'une telle variété,

I'espace normal reste paralléle & lui-méme, au sens absolu.

[43] Un autre cas inléressant est celui ot, en.un point d'une V,, tous les cova-
riants P? sont nuls; une telle variété sera dite « développable en ce point ». Voici
un exemple particuliér, analogue au cylindre de 'espace ordinaire.

" Soit une V,Hr géodésique en un point M ; soit, d’autre part, un élément de
courbe, normal & cette variété en M, et que nous déplagons, au voisinage de M,
en conservant le parallélisme le long de loute géodésique de V

»—1» issuc de ce point;

nous définissons ainsi une V,, le long de laquelle on pose

p—1
N -
dw; = 2 3 du, + 3" du,,
a=1
- avec les identités
R Nz
i) ool
i -0 - =0 ab=r1,a2, ... — 1),
dup T dup @ T P )3

donc tous les P, et P*,, sont nuls, et cette variété est développable en M.

Pour les variétés développables, comme pour les variétés géodésiques, on a

_ub _ N\ rpikzax bz cwd,
(22) ed = Z VY- T

ikhl

En particulier, on peut dire que « la courbure riemannienne d'un élément plan
24, 2% de E, est la courbure lotale de toule V, développable, langenle a cel élé-
ment. »

On voit également que « dans un espace a courbure constanle K, loule V, déve-
- loppable est & courbure constante égale, el, réciproquement, loule V, de courbure
constanle K est développable ».

Voici enfin une autre propriété de ces espaces a courbure constante. Considérons
une courbe I' et les géodésiques de E, normales & ['; une famille de ces géodési-
ques 17, choisies le long de I', définit une V,; si du, = o sont ces géodésiques,

02

£ =0, donc t,, et les P, sont nuls sur la variété; sa courbure externe
2
aua

2
P> = — %(P* ), de sorle que, si nous raisonnons sur un ds* défini positif et des
o

on a

éléments réels, cette V, ne sera développable que si tous les P*,, sont nuls. Pour le
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by

réaliser, il faut d’abord choisir les " de facon que les P*, soient nuls le long de 1';
il est clair que, si E, est quelconque, la V, obtenue n’est pas complétement déve-
loppable; pour qu’elle le soit, il faut et il suflit, d’aprés

p

¢ Y 2 N

* — p* _— 21 P » 2 a3 DB Vrpik L am 2m 1z e,

Pze/a 1 el/a—a du 2 hnul e + R i:l‘ae - >1 ‘lhlai Tk vh WL
iy,

3 ikht

que les derniers membres de ces équations soient nuls le long de la variélé. On
obtient ainsi le :

TatorEME. — Pour qu'une géodésique d’un espace E,, normale & une courbe arbi-
raire, puisse engendrer une V, complétement développable, el cela quelle que soit lu
posilion initiale de celle géodésique, il faul et il suffit que E, soil & courbure constanle.

Nz
3

Remarquons que l'on a - =0, donc les courbes du, = o s’obtiennent par

au,

déplacement paralléle de 1" le long des géodésiques normales 1". Dans ce déplace-
ment, la géodésique de E, issue de %' décrit une V,, tangente 4 la variété donnée,
le long de la courbe I correspondante, et cette variété tangente est plane, car E,
est & courbure conslante; on trouve donc ici la propriété caractéristique des surfaces
“développables de I'espace ordinaire.

A=



