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SUR LES NOMBRES DE FERMAT ET DE MERSENNE

Yar M. Liox POMEY.

1. On appelle souvent Nombres de Fermatlesnombres premiers de laforme 2™ +1,
ou plus particulié¢rement ceux de la forme 2™ + 1, quiinterviennent dans la théorie
de la division du cercle (), réservant alors le nom de Nombres de Mersenne a ceux de

m

la forme 2™ — 1, en raison de ce que cet auteur a donné (sans démonstration) leurs
valeurs jusqu'd m = 257 dans ses « Cogitata physico-mathematica », valeurs qu’il
tenait, supposent certains, de Fermat lui-méme.

Les propositions, que nous indiquons ci-aprés et dont plusieurs ont été publiées
dans une Note des Comples Rendus de I Académie des Sciences (T. 170, .1920, p. 100
et T. 171, 1920, p. 940), ont trait & ces deux sortes de nombres; elles découlent du
théoréme suivant d'Ed. Lucas (4iti. d. R. Acad. d. Sc. di Torino, 1878, p. 284 et

Récréalions mathémaliques, T. 11, p. 233) :

Pour que le nombre M = 2" — 1 (ot m = 1 + 2an + 4ng) soil premier, il faut et
il suffit que Uon ait . .
M1 ﬁ
2

(1) "+ V2" D e V2" + 1) =0 (mod. M).

IL'y a lieu de chercher les valeurs de n les plus simples et indépendantes, si pos-
sible, de M.

() On sail qu’'un nombre 2™ + 1, pour ¢lre premicer doit avoir comme exposant. m une
puissance de 2; mais celle condition n’est pas suftisante comine Euler I'a montré le premier
pour p = 27, contrairement a4 une présomption de Fermal, dont celui-ci reconnaissail lui-
méme ne pas avoir de preuve (Letive de Fermat a Mersenne, du 25 déc. 1640). Ed. Lucas,
substiluant une autre inluition i celle de Fermal, suppose que les Nombres de Fermal
auraient exclusivernenl pour exposants les nombres 2, 22, 2,

Parallélement, il est permis, semble-t-il, de penser ue les nombres de Mersenne auraient
exclusivement pour exposant m (forcément premier) un nombre de Fermat ou de Mersennie. ..
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m-—i1

2. Remarquons tout d’abord que n est un diviseur quelconque de assu-

— I

Jetti a la seule condition de conlenir la méme puissance de 2 que , et que ses

valeurs les plus simples sont :

1° n=1 quand m estdelaforme 4h 4-3 (Cesl-A-dire de la forme 8h' + 3
ou 8h' 4+ 7), d’ot1 la congruence

M1 M43

G+V3) " +2—v3) ' =0 (mod. M)

2" n=12"" quand m =8h' 4 1 avec 4h'=2""(K + 1) ou m =1 + 2*(2aK 4-1)
d’onl
M4 M1

a—1 / a 2 x % 2
(2 +Va 4) + (2* Ve + 1) =o0 (mod. M).

3 n=12 quand m =8k’ +5, d’ou

M1 M-I

G+Vi) P +G—Vip) ' =o (mod. M).

Particularisons encore plus le nombre premier m en le supposant lui aussi
de la forme 2" — 1 (p premier impair). On pourra prendre pour n le nombre p
(en vertu du théoréme de Fermat) et par suite pour 2"-+\/2* + 1 lexpression
m+li\/(m+ 1)+ 1.

3. Théorémes corrélatifs des précédents. — Nous allons indiquer pour les nom-
bres premiers M une autre congruence caractéristique, de nature analogue a (1),
mais susceptible de revétir une forme particuliére plus simple que toutes les précé-
dentes et pburtant applicable & toules les valeurs de m.

m—i
M+ (ou 2 2 ) par 2" et multiplions

Pour cela appelons v le quolient de \/

M4+1 M4
s 4 E . . .
lacongruence (1) parla quantit¢ = * v * . On oblientainsi une nouvelle congruence
qui, aprés suppression des multiples de M, nous donne le théoréme suivant, corré-

latif en quelque sorte de celui de Lucas : .
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Tugorkme 1. — Pour que le nombre M = " 1 (ot m =1+ 2n + 4ngq) soil
premier, il faut et il suffit que 'on ait

M1 M-+ 1

(2) (r + \/1 4ot T (1 — Vi 1),7'1) Y =0 (mod. M),

m—i

—_n
2

avec v — 2

ST T / m—u .
Dot 'on déduit immédiatement Ken prenant n = ——— | ce corollaire.
2

Tutorime 11. — Pour que le nombre M = 2™ — 1 soil premier, il faul el il suffit

que lon ait

M1 M4

) (r + \/75)“ + (1 —\/3) * =0 (mod. M).

On voit que cette congruence est bien générale, que sa forme ne dépend plus
expressément de n el qu’elle est la plus simple possible.
Les autres cas envisagés précédemment (§ 2) fournissenl autant de théorémes

corrélatifs, que nous n’énoncerons pas pour abréger.

4. Si on éléve au carré les congruences (1) et (2) et si on supprime les termes
ot est en facteur le nombre M supposé premier, on obtient (en tenant compte pour

M—1

la congruence (2) de ce que la congruence 2 " =1 (mod. M) est vérifiée du mo-

M—1 : . . , . .
ment que ———— est de la forme 4k + 3) les conditions nécessaires suivantes :
2

(" : (142" +1=o0 (mod. M.
M—1
(2", (1429 " 41 = (mod. M).
Autrement dit :
TutoriMe . — S M = 2" —1 es[premicr, les nombres (1 + 2") el (1 + 2v")

sont des non-restes quadratiques de M.

Ou, sous une autre forme :
Si M est premier, il divise les nombres

N—1 M—1

(r 42" " 4 oL (r+2v) " 4
2(1 + 2" a1 4+ v%) ‘

On obtiendra divers énoncés particuliers en particularisant n ou v comme on I'a
indiqué précédemment (n** 2 et 3).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. \VI. 17
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8. Nous allons maintenant déduire de la congruence (1) un critérinm de prima-
lité pour le nombre F =1 + 2".
Si ce nombre ¥ est premier, on a en effet, en verta de la loi de réciprocité

(6) 7 M’ +i1=o0 (mod. F).
Autrement dit :
Tatorime IV. — Si F =1 + 2" est premier, lout nombre premier M = 2" —1

(avec m = 1 + an + 4nq) est un non-resle quadratique de ¥, ef par suite, comme l'on
sait, une racine primitive de I°.

D’ailleurs inversement s'il existe un nombre M (méme non premier) tel que F

¥—-1

divise M * 4+ 1, ilen résulte évidemment que le nombre F divise M — 1, mais
qu'il ne divise aucun nombre dé la forme M* — 1, ot % est un diviseur de F — 1.
Or, d’aprés la Réciproque du Théoréme de Fermat due & Ed. Lucas, si un nombre
jouit d’une telle propriété, il est premier. D’ou cette proposition.

n

TutoriMe V. — Pour que le nombre F =1 + 2" soit premier, il faut que,

M = 2" "™ — 1 étant premier, on ail

F—1

2

M +1=o0 (mod. F)

et cela suffit (méme si M n’est pas premier).




