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DE CERTAINES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE

INTEGRABLES PAR LA METHODE DE DARBOUX

Par M. R. GOSSE.

USSR

(4] La premiére partie du présent travail traite de la recherche des équations (E}

de la forme
(Ey=s+fle,y,z,p.q,r) =0

qui admettenl un invariant du second ordre pour le systéme de caractéristiques
dont y est un invariant, et deux invariants du second ordre pour 'autre systéme(').
* Cette étude met naturellement en évidence quelques équations de la forme

(E)=s+fle,y.5,p,9) =0

qui se déduisent par des transformations simples des équations (E), qui sont de la
premiére classe, et qui ne sont pas comprises dans le tableau dressé par M. Goursat(®),
ot sont venues jusqu’ici s'insérer toutes les équations (E') de la premiére classe.

Conformément aux résultats que j’ai démontrés dans ma Thése(*), ces équa-
tions (E') sont du premier degré par rapport & l'une des variables p ou ¢. Lear
étude constitue la seconde partie de ce Mémoire(*).

(*) Les résultats en ont été publiés succipctement dans mes deux Notes aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences du 4 février et du 10 mars 1924.

(®) Voir Goursat, Annales de la Facullé des Sciences de Toulouse, »¢ série, t. I, 1899,
pp- 31-78. .

(®) R. Gossg, Thése de Doctorat, chez E. Privat, Toulouse, 1g21.

(*) Les résultats sont résumés dans ma Note aux Comptes Rendus de I'Académie des
" Sciences, mai 1924.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. \VI. i : 22
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INTRODUCTION

PREMIERE PARTIE

[2] L'expression u(a,y.z,p,q,r, 1) sera un invariant de I'équation

si les deux équations

s+ f=o,

u =

sont en involution quelle que soit la constante ¢ .

Les deux équations

m® ST m == 0,

doivent d’abord avoir une racine commune.

3] Si on prend m = .

(1)

et le systéme

or Cdfy
L L) =
+/ dr - \dax, ©
donne

(2)

Nous poserons

of
en posant f' — -‘\—’—
<

o \dy /o

R=— / ',,/"dr.

s+ fle,y, 5, p,q9. 1) =0

¢

du L. U
—_— f _— 0
] Tt

) - s (, d‘/.\l

- - P o0,

df
dx

Qdu or

oo

)

on devra avoir

,Dubs+
5wy T

duy

dx J
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L’équation (1) montre que u est une fonction v de x,y,z,p,q et 6 =104 R et
on a A écrire que le systéme

v

D) Al W D) D)
(4) % TPy Ty gt (a9 +b)=o,
ou ,
d
a=—-X.
oq ‘
_ R R R OR df) VAR AT A
TR TPE Y f«‘q+f(da: v ety TRy

admet une solution autre que y. Le systéme formé par I'équation (4) et les équa-

tions
v LoV v ,
®) y /g Tt =o,
A )
\ 7 " "
(6) ~f$1—+ﬁ(a6+b =o,

ou les accents désignent les dérivations par rapport & r, doit donc admettre une
solution et une seule indépendante de r et différente de y. La combinaison de (4)

A \ . v Lo v,
et (5) donne une équation (7) ou le coefficient de —:~ est 1, celui de %-e— étant encore

&z
linéaire en 6. En supposant f” 9= o0, cest-d-dire en supposant que I’équation n’est
pas linéaire(*), on pourra alors résoudre les équations (4), (5), (6), (7) par rapport

v dw w dw

\

: chacune de ces dérivées aura une expression de la forme
w
— (b 4+ B).
) B

D’aprés un lemme de M. Goursat(*), le systéme admel une solution de la forme
M 4+ w. L’équation (4) donne alors :

S YN WP
(8) E—[’*p(\z +~ITP——- —‘\7+(l)\:0,
) 2 d N
e e de
© w TP Ty T g T = .

(*) Voir, pour les équations linéaires, la fin de mon Mémoire, Annales de la Faculté de
Toulouse, 1923.
(*) Voir Goursar, loc, cit., p. 32.
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En posant :

Y ;\Q
) G A N 3 — 40
3 ' p-q 5

on obtient, en intégrant la relation 8,

= 0 . 2Q 2Q )Q
(10 — L, YOI P P A — - F .
) / ‘\q ; s P e + P 3z T Dp

11 faut eu outre que l'équation (g). oft Yon a remplacé i par sa valeur, admette

une solution indépendante de ».

[4] Sion cousidéve la racine nulle_de I'équation caractéristique, on est amené
a discuter le systéme

du (du A coda o du s df
=T | = | =)
Ndy / \dx AV b

M

.o . 1 ¢ » N

w el [ étant indépendants de £, on a ST 0. Donc I'équation
C oq

d du Lou Looou du RN
Y = b — e f— e v i e  R—
¥ a2 T Lo Az op s

doit admettre deux solutions ve dépendant que de «, y, z, p, 1.
On voit qu’on peut immédiatement lui adjoindre I'équation :

7 du of ou Ff oo du , du du ) df )
i = —— — — e | = ) e P— ] ol Serael L
Az dqg p g \dxr Y p / g Ndw

Nous appelletons S le syteme

Y = o, 7 =0,
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2 .

= 0.

Etudes des équations ou
rdg

[B] La condition (10) montre que cetle condition s’écril :

WIS W,

dq pdg A/ p

20Q 2Q
~* ne peuvent étre nuls. Donc ‘\(: = Q
oq

’jl et
Q= ql(x, y,z) -+ mx,y, z, p).

- On a alors

) am
s+ r— o o
f ' op 7 AN Y) \)
= ————— +p=—.
) [\ dx ! 0z
Si on fait le changement d’inconnue 7 = A(x, y.z) ot [ = Eval I'équation vient,
4 .

aprés un changement de notations

s+ o(x,y, z,p,r)=o.

Qs

¢

Pour cette équation Q = ¢ el 'on peut supposer Y ==0 : si ; ne contient
, )z

pas z, elle se raméne & deux équations du premier ordre.

Le systéme S donne alors

u R du du . ,(’Du iy bz;) bu(dp)
—_— —_ 0 + o )<\ =o0.
oz dy " T\ p ar \dx

La seconde de ces équations doit admelttre deux solutions indépendantes de z;

le systéme

wu Abu+,<au+.au\‘ Duﬂzlp)_~
w Ty T\ 'ﬁ/”»rﬁﬁ.{ =
(
/ ()

X
u “du du \ du

’
—_—— 4 =

}—
p o op ) N

- . b -
ou l'on a posé o = 1%, doit &tre complet.
[



R. GOSSE.

178

Stow' = O, On a
N (L\(l) 4 dw + do
—_—— — —_— P— | =0
z\ow P oz b ’

d’ou

w = 2Y(y) + dg(x, y, p), ¢ =3(e, y,p, 1) + / eYg(x,y, p)dz.

Si o' n'est pas nul, la seconde équation de L divisée par o' et dérivée par rap-

port & z donne
.

d /1 d dw + dw + dw
— | — =0 —_— - rP— }=o.
2z Km' ' 2\ TPz p

On en conclut que

o=t Ly p ), =gy, pr) b gy [ evede

On a donc, suivant que Y est nul ou non, les deux seules formes

z

o=Zla(x,y,p, )+ B(x,y,p, 1) avec L= ; ou. R
[ ¢

{6] La relation g donne, dans ce cas,

TS de o
(1) Lpptrrs St =,
o oz p o
d’ont
’J/_‘\i —
v ()q

Un calcul facile montre qu’en lenant compte de la valeur de 4 (n° 3), on a

o ,<df£p”\ " <d> PRV " /M.c”
g T \dz / » \dx/ " T p dy = - ap
On a donc
Je‘ . fo.;” i 7
N/ o oz "7 + 8"
30 ‘)y' . A
Dl %2 =0, 04 — = Y, S1 00 pose
o

/ dYo" de” [/ dp - 24" Q"
. e , —_ 3!( % ) b s d T . v
(1n) —y@ y.y,p e ) e | ) +
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Si o" n’est pas nul,

> VA
= g = A Y, 4 p)
7+
-4

&

©

U
et le rapport — a une valeur g(x, y,p) indépendante de r. \
o.

Mais

. 2
U= 9 + ) + Py -

y

Si on remplace p par celte valeur dans la relation 11, en remarquant que b esl
du premier degré en ¢, on en conclut que 3y, est une fonction de y seul en annu-

. . 1
dantle terme en ¢*. Or 2y, ne peut prendre que les deux valeurs et — .
2449 1+ ge
. R a!l
Il faut donc dans ce cas que Z ==¢€*, §' = o, T% =—.
°q

Nous avons donc & étudier les trois types d’équations :

|54 (@, y, b, P) + 8@y, p) + By p) =,
0 s+ 2(,r+w) + by, p,r) = o,
M s +eé(a,r+a)+plx,y,pry=o,

x, et «, étant des fonctions de x.y.p.

{7] Equations 1. — On a successivement

o

.
ol

_

(f

& » o
= —q— (X, Y, Z.p) IL:;-;CI —qy + v,

ol
i
=

¢ étant donné par I'équation 12 comme dans le cas out 2" = o. Cette relation montre
que y ne peut dépendre de z que par I'intermédiaire de ¢*. Mais la relation (11)
donne

Cody N dy, N\
—q = L - f t b =
V" dw) T\ ax +/(g+y)+b=o0.

\
Ot

H —

R R )R SdfN : :
MK RNV Yy
o dy p \dx, oy T p

En annulant le coeflicient de ¢, on obtient

v dar D-Y
rs 4B = r—— 4+ p—+
i ) p 3z +

Qe
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. . L . S .
Mais 8, el 8, ne contiennent pas :; —‘1 est par suite une fonction de y seul et v
a2

ne peut contenir z que linéairement. 11 estdonc indépendant de 2 et I'équation peut
s'écrive :

d ) s
e (([ + v (z, v, p)) =calk,y,p,r).

Faisons la transformation de contact

X =cu(x,y,p. Y ==y, L=z + Yy, p),
o
Al
% WX A\ o 0% Y p
dr dp op dx p op oy dy o
p
On peut imposer aux fonctions ¢ et ¢ la seconde condition
2
Ry Yo op
Jy Jo Jdp i .
Wy e (L ¥ p)-
p
La relation
Q=9¢+v
donne
d . d . o[ Yo &g o >
—(q + Ndr + — N =T S ——dx d —dp ).
ll.]'}(q , ‘)dm+d_y(q+{)dy ldy+b<axd‘b+by y+Dp p
d’oti

d dy g )
—_ V=8 +r .
e Ut < e
L’équation peut donc s’écrire

S=1¢e“A(X, Y, P, R)

car R est lié & r par la relation

=~
<

) Y/

o d 0 / Q 8 A

R<‘ +'i):\ :p\+r \p

. s L‘p/ ((E/ Jo \ xp) JQ
N \op- )

On peut donc, sans diminuer la généralité, prendre 8, =18,=o.
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Si, dans le systéme E on pose ¢ = e*a(x, y, p, ), il donne :

Y ,(Du wN  du du (M )
=0 — e P | g + pa-ra ) =o0.
w o0 "\ Ty Ty v\ TF
Donc
dx Y
d /o ) | ) .
_.(i):o, - ‘, =o0, x=XYog(x,p, ),
dy \ a. dy \ o

et, en changeant de variable y, I'équation pent s'écrire

~

(13) s+ éalx,p,ry=o.
La condition (11) s’écrit alors, en posant ¢ = — f «”dr
‘e_“<dm\+36+’bc+2 4 })cx+ a+rba¢)+ dn o
—_— -— " e o+ 2| — - o =0.
dx dx p P (D:c p p p

On en déduit sans peine que u, == ¢*{(x, p) et on obtient la condition nécessaire
et suffisante pour qu'une équation 1 soit une équation E sous la forme :

d , L2 da [ da du da :
(18) -556—(6+l)+2p(0+l)+l-a—1-)-(6+l)_+~37<ﬂ+poc+r—(\;>+oc—b;__o.

On peut vérifier directement par un calcul simple que I'équation (13) admet sous
cette unique condition d’une part, les invariants

v et t——e“/a’*dr—kle“

et d’autre part, les invariants «, et u,, solutions distinctes de l’éduation

du " u , 1) o1/ da +pa+t ,)
—_—r—e— ) — | — -3 ra | =o,
& p 2! w2\ P

I est facile d'obtenir des exemples d’équations intégrables.

da , . .
1° Supposons -\—’; == 0. L’équation 14 donne par un calcul facile
<

‘ . N L
. . g dr Jx

ax’ 4+ 2X == ¢ 2"dr, o + \ = / a dr.
Qe o dr

Fac. des Se.. 3* série. t. \ V1. 23
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a f
= x’——a-,. Elles admettent la

La premiére donne za" = " et la seconde of —
dx ox
seule solution commune o == %(x)e” et un changement de variable permet de prendre

Féquation sous la forme

s=e¢7" ou r4+z-—4.s=—o.

Les équations des caractéristiques du second ordre sont :
di

dy=o0, dr=pde, dp=rdx, dq=sdz, qdv+ds—— =0
]

pour le systéme y et pour l'autre systéme

dy:———di, dz = pdx + qdy,

d

dp == rdx + sdy;

dg = sdx + ldy. pdx +dr=o.

On apercgoit immédiatement les combinaisons intégrables

y == constante, ¢* -+ % —— 2f == constante ;

L . . P L0
o ) == a, Arc sin — = ,
P ( u u
d’ont
" @€ 4 PF—1 c £+ v
— Iz 8 . e
{2 i

La forme de ces résultats invite 4 prendre p comme inconnue. On obtient immé-

diatement I'équation de Monge-Ampére

ks
rP4+-z——="~n

qui admet les deux invariants du premier ordre u et v définis par

x4 v
u

2 . L v — 1
* B———:COS

et pour l'autre systéme, y et l'invariant du troisiéme ordre

2 i-z
P + _—> == constante®

R S
—-§ + r A P
q ! : q

.
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comme on le vérifie sans peine. D’aprés la théorie générale(*) la transformation de
contact
(p—1)dp

XP=2"+(p--1), Y =y,
p\/X —(p—

doit la ramener a la forme

s=flx,y,2.p. q)

et cette équation devra admettre une intégrale intermédiaire du premier ordre du
systéme a et pour le systéme y, un invariant du troisi¢éme ordre. Le calcul donne

t (p—1)dp _ 9
z—f % ’ Q'_ p’
pZ

(i) = (42,

L’équation transformée s’obtient donc en éliminant p entre les deux relations

(pZ+(p—'>")=ﬂ:l;_rB{

wa| @

et

ps; Q. £ ‘ */‘ (p—1)dp
XQ. < %
p(X*—(p—1)?) p(N — (=17

oW

Elle est de la forme S = QF(X, P). On peut l'écrire
9y
3'3;(90, p)+qg=o
et on voit ainsi qu’elle admet l'intégrale intermédiaire

#(x, p) + z = X().

Nous étudierons dans une autre partie de ce travail les équations d’une forme
plus générale.

2° On trouve facilement que I'hypothése x = ¢(p) ¢(r) conduit & I'équation

. "
S—{-(l’vrl)e * ''—o.

) )
Cette équation se raméne a la précédente. kn effet, posons z + — = 7.
2

(*) Voir Gowrsar, Legons sur les équalions aux dérivées partielles, t. T, p. 82.
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L’équation vient

5+ re !

R. GOSSE.

3—,)a<+£;+ -l—

= 0.

Effectuons la transformation d’Ampére. On obtient I'équation

gu’un changement de variables raméne & I'équation que nous venons d’étudier.

(8] Equation 1. — u est du premier degré en q. Si on pose

la relation (171) s’écrit

, d dy
(15) (7*;—) »—-q(—d—}) |

et on a d’abord

e, + a, =

R

; 3
+ VL e —— -
b

i A O

a, et 2, ne dépendent plus de z; on en conclut que

BV
i

Dans P'équation

= —g(x,v.p)—-2Y,.

1

R IR ',(dp\
2z p " \dr/
BN O ﬂ@x)
p 9z o
99
N T

faisons la transformation de contact

X =g(x.y, p),

On a
P . 3
Spp
Il vient
de IS
-— — — + (L -
e Sy + V)

\

/

g vy _
stary, e TPY ¥, po P =
¥+ \I‘ 3 1 o TP\‘>+‘B(.L, Y, Pt o,

Y=y, 7=z Y(x. v, p.
\E? AN
R—L + — S 4
Y dx
== § =
N 20 AN
ap N ap
AN d ) N
AP A i
M/ N4 } \ap p
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Si on prend

I’équation 1I s’écrit alors

s+ 2(Yp + h(x, y)) + 8(x, Y. p, P =o0.

Posons
c=2, y=1, p(x, v) =X.
On a
do oy ) do ) ( o9 )"’ g
- = S ~.. - - ~ = el —“ P .
p= vac s < +R3y am_tpbmby r=R ¢/

a ')
Si Y est nul, on prendra % == h(x, y) et on aura la forme
e

(17) s+ 1+ 8(x,y,p,r)=o0.

Si Y n’est pas nul, on peut au préalable le prendre égal & un par un changement
de la variable y. Si k est nul, on a alors ‘ ’

(18) $ 4 pz+ Bz, y,p,r)=o0.

. 2 .
Si h == o, en prenant % = h, on obtient la forme
&

s+z(p+1)+ 8@, y,p,r)=0

qui se raméne A la précédente en posant z =17 — .

Pour I'équation 18, le systéme Z (n° B) s’écrit !

ou , ou , )
3y+, \T+——(B (\m +p\——o.
wu i ou
dp ar O
En prenant commnie variables indépendanles Z,y.p et o= '— on voit que les
coefficients de 1’équation :
R , v Ly ., o,
WS T r e Ty TP wi=e

ne doivent contenir p que par I'intermédiaire de « .
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Si I'on pose

b(.’L‘, }”_P{ ) E.B(‘T: Y, P, pw).

on a:
W1 WM w
T p e’ » P pe
Donc :
b= ph(w,y, ») + iz, y, p)
et

d /1 AN d o {
_<_~)+r+w_-< —)=o
(\p ¢

On doit donc avoir & la fois

2 /A1y VAR z) _
bp(ap p>“°’ E(Jp“? TP=o

ce qui est impossible,

Pour I'équalion 18, le systéme E donne

(=>4

u u o 1 du /B BN
=o, T e TP e ) =o.
P T T o\ TPy

On en conclut que

8= h(x,y, 1) + U, y, p).

et I'équation s’écrit :

s+z+p(Y—a)+8(x,y,r) =0
ou, en prenant comme variables yetx—Y,
(19) S+ —px+8(x,y,r) =o.

L’équation

a - du /8
ot ——(<—rx)=o0
oy " o\ dx

a deux solutions distinctes indépendantes de z et p. Ce sont les deux invariants
cherchés.
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Pour qu’il y ait un invariant du second ordre du systéme qui. admet y.comme
invariant, il faut et il suffit que le nombre

v = qu + u(Z, Y, 2, p)

vérifie la relation 11, ce qui donne

dp R ,<a - ) #
(%->—2({3—px+z)m+-g;+|ﬂ oux e ay—o’

(——-(f;"‘> est donc du premier degré en z et on peut prendre
» -

v, =Yz +mz +n.

On a alors
dm dny\ . R [ B ) N ( )
() + () vrove e m Tro(sp—re) =5+ st b—po)
La condition
am , om 4 oapY )
) < : = 2.
: dx s p p
donne
Y=o, m=ux"+Y,
et il reste

n on 2 ; :'D ) 2 e r’/b'ﬁ ", )—-—DE -
Ta;+rap+p(m +Y")—Tac_(f‘8 d’§+i$(E~’w, —Dy+2w(f5 px).

En dérivant par rapport & p, on voit que n doit étre de la forme

n=b(z.y) — pz’ + Y, + Y,)

et on a I'unique condition

A 7 6 . Lo
by~ fgrarl (35 ) e e )~ e =0
. < /

h
ox dy
On ne diminue pas la généralité en dérivant par rapporta » et la condition néces-

saire et suffisante pour que U'équation (19) soit une équation (E) est que B soit une
solution de U'équation aux dérivées partielles :

r8 a.e>+§ ’p OB

re — ——
i Qe ? dxdr dyor

+ 390—,3.+ 2+ 29(y) + Uy)=o.

d
p)
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L’équatioun (19) admet alors les deux invariants
voot t— f 5 g+ 2@ 20)) + ) — @ g+ b))
Pour donner un exemple, cherchons si § peut étre le produit d’une fonction de

a seul par une fcnction de r seul. '
En posant § = XR, oo obtient la relation

XR'(rz — X'R) + XX'R” + 30XR 4 2" = o.
On doit prt;ndre X=2a" et
R'(2R—r) —3R -—3sR” = 1.
Sion pose aR—r ==u, on a
an’ = (a' + 2) (¢’ + 3).
[;‘osons u 42 = —;—; on obtient, en intégrant,

{0+ 1) N

u , r4—4 26 +-46 =—=o.
] 2

L’équation s’obtient en éliminant 4 entre cette derniére relation et
x? 04 1)
s +z——pm+-—2—[r+ L—_*—(;——)]:o

Il est facile de déterminer ses invariants :

1° Le systéme dy = o, dz = pdic, dp = rdx, dq — sdx;
x* T
dt + ——-ds(—e—— [) +{(g—sx)dr=o0
2
qui définit les caractéristiques du second ordre du systéme y donne
d(t + qx — sx®) +-a—;—ds (% + 1) —o0.

Or I'équation elle-méme montre que

. &+ 1) s )
ds = H—O—:L'(lx—-?(—o-— x)do,
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donc

x* 0+ 1

: , o Ve B O+1) i
d(?+qm—sw)_—2-——07-}(6ﬁ 1)‘L(lx+7(6——[)—~———0 d0~.

On vérifie sans peine que le second membre est une différentielle exacte et que le
second invariant du systéme y est

xt (04 1)

t + qu — sic’ P

2° On peut aussi déterminer directement les deux invariants de I'aulre systéme.
1l est plus simple de chercher les solutions de I'égnation

ou u du /8
Y ’ r. J—
+ ! - X ) =0
v o \

qui s'écrit en prenant 4 comme variable au lieu de r

-/

u x* /1 —0 u

A ax—(0 =o0.
Yy 2( 5 >+Tae(’+'> ©
Le systéme différentiel

20dc  db
2 (1—0) a0+ 1)

dy =

admet évidemment l'intégrale premiére

(1 + 6) B

On a alors :

v«lv-‘--— y=u, + /—é_
2 \/;0 . 2 \ u

et
a0
o(r 4 6)

Les expressions u, et u, sont les invariants cherchés.

[9] Equations III. — Un calcul identique & celui qu’on a fait pour les équations 11
montre qu'on peut prendre

Fac. des Sc., 3¢ série, 1. \VIL. 24

%, == 0 2,6 = < Lp L =e{ap+ da
=0, = -— + %, =
! ? dr 1 2z ) * P dx
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a étant une foncti Le che i >z, = :
onctionde x etde y. Lechangementd’inconnue 2, = z — Ya raméne
I'équation & la forme
$ - pe + B(x, v, p,r) =0, v = pe + Y
) AT
et le systéme s'écrit alors
du - | (e a0 ’ 28 \ - du
t 3 1 (I 2 et S ol MR == 0, — + P = 0.
dy ) NN op/ b » or ‘

J

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il admette deux solutions est que

!'( ,.
b= psl

\ 7

L, y) = poh, iy,

L’identité 12 qui définit + donne alors :

3 R N K"
‘1_[3 It ‘ip (.6'>'pe$.)'

. ,odep” A4 L" ds . O
—pe’ Y == — 4 f  —t ( /-— pret-—re | — 3e t
A or wd ! dy p
d’ont
WEB" ‘n "
(p" =1 +p -2 =0,
o P ! op

c’est-a-dire

ce qui est impossible. Aucune équation ITl n’est une équation K



‘ ' CHAPITRE H

Ftude du cas général.

*f , .
|40] Si nous posons h = \r{q (h == 0), le systéme S du n° 3 s’écrit

du __ u ou o du du u /df\
o Y=greg—sy Gy ey ) - (E) =

dq ) )z p oz p
7_Du+_ Du_%_"bu r o ot ) dur ) d)—o
= TP T TR T Ry p brqu(dgc =

On en tire successivement
7 =20 <x>au ) /1 af>3u wod 1) sdf
YT \h/) d g \hd/p ar g \h 2 \?i.;)

7 — > (x'\ du @ (; Df)bu w o> 12 /df>\
T \R) e 3¢ \h /) g \h g \de,

/
/

Il

o,

I

o.

Les variables étant au nombre de 6, pour qu’il y aibdeux solutions, il faut d’abord
que Z, et Z, soient identiques. Nous distinguerons deux cas.

. dh 3f
[44] Premier cas : —a—q-__ o, ona W —o.

La relation 10 (n° 3) donne alors

2Q
O » [y )
P [ Q 3l =
oq 3q
On a donc deux cas a étudier
. 0 . da
1 -57———(1, Q—aq+b, E#O

L’équation s’écrit

d(aq + b)

e +P(x»¥y2,P»")=0-
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Faisons la transforiation de contact

N=o@.y.z,pi. Y=y, Z=1l@ysp. [¢4]=o0. °
T N A do /o Y ! .
¢ 'y N ¢ [ J J J
top p op ap \dy h>-4 p \ v g

Ni j'impose aux deux fonctions arbitraires ¢ et 4 la seconde condition

’M) WS M
¥ =y ¥ v
Jj'aurai
aq + b = PQ + Wx, v, 2, p).
d’ou
d(ag + b) oode o dh
R S 40 . —_—
dr (P8 + QR +

et I’équation s’écrira
PS + QR + F(X, Y, Z, P, Ry =o.

On peut donc, sans diminuer la généralité, prendre b =0, a =p
Mais si, dans I’équation

Ps +qr+ 2.y, 5 p, 1) =0

nous faisons la transformation d’Ampére, elle s'écrit
—XS—Q + Rg(-—P, Y.7Z — PX, X, — L):o.
Elle est de la forme

s + —i— + @y, e,pr)=o0

»f
eton a v/
ardg

= 0. Nous avons ainsi ramené ce premier type d'équations a celles
que I'on a étudiées au chapitre précédent.

2Q a .
= . Q=adg+g) +b.
YRRCTY 2 @ +9)

)
la condition

Y

Une transformation de contact du type T, ot 'on impose aux fonctions ¢ et

p \dy Tz,

ENE A Y E Y

permet de ramener I'équation proposée & une équation de méme type ot g est nul.



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 193
On peut donc prendre
Q=a¥%.q+0

et on doit avoir

¥ Q0 N
( 9. QB: 0,  cr-d —=o.
M\ dp T g/ '

L'équation peut alors s’écrire, en modifiant ¢,
i(aﬁ’ Y+ ap(r,y,z,p,r) =0
dy A el Yy, 2, p 1) = 0.
On a, dans ce cas,
dYa
S=qs + qiq(%—> =q¢ + Hqlg.

H ne dépendant plus de r.

L’équation Y s’écrit alors :

u u du ) | L du
w "% T (g7 + qHLg) + ¢¢ <Zl—a?)
u dp> Nz . ol
—3 3(1(——“/ + qﬁq(-—dm> +(ge + qH4g) (¢ + HO +iq))§ =o.

Elle doit étre une identité¢ en ¢; on a donc H=o0.

11 reste le systéme T
u ,u u oo, du/dg ’W
(20) > v vl +Pr)+317(’5=‘—9,"‘3‘;<'a;"“9/-*0'

. . %
Nous pouvons nous borner & I'étude du cas ou \_P' n’est pas nul(*).
¢ /)

-

La condition (11) (n° 6) donue, en posant s = / o"dr.

i ‘f du . z’ds) . - . o
(21) (%)fr‘lﬁ*?('g&; +r‘]“+‘19(%'”9>—(1:\7

de o
a OF e ‘0
— — f'——_—‘o.
73 +(Ir‘\p =

(*) Voir GoursaT, Lecons sur Uintégration des équalions aux dérivées partielles du second
ordre, t. 11, p. 173. : '
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En dérivant deux fois par rapport a r, oun obtient

4

\ .
On en conclut que ‘ est une fouction de x,y, z, p qu'on peut prendre égale

d
A4 — 4a; donc
dy

c=ablx,y,z,p, ")+ aqr +a,

les a; ne dépendant que de x,y, z, p. On a alors
=aq i Ya +
"w = —  — U w
! q9—q y %y

et en annulant le coefficient de g dans la relation 21, on a

_ d /2 d da,  da
23 — | —Y)——Ya(ar+a)+r—+-—2=o
(33) dx(byi) bvvl(‘ﬁ-')' by dy
' ' x . . . da ba‘
Remarquons que ' = aB' + «, ne peut étre indépendant de y que si 5o et S
ay Y

L]

. da . . .
sont nuls. La relation 22 montre alors que < est nul aussiet ¢ ne dépendrait plus.
qy

de y. L’équation 20, divisée par <’ et dérivée par rapport & y, donne alors, en
Yy q par ¢ pp h

I
posant © = 7

3 W do D (w2) w2 dp) AW
—_—— = — () —— — | |- | =" | =o0.
(23) vy ww P T r i\ )

On en conclut d’abord que :

2 % . |
— ¢+ w— =0
ay | ay Ty !
Or
R 1,0 /1 \ , Lo ab' + a,
® — — =24 . =
dy of Ty \o'/ YT dy ,0a  da,
dy dy
donc
B ¥: aB'+a R (aB' 4+ a) ( , Ya " b*a.)_
dy* " da  da, dy ( ,da ba,)“ o dy? oyt 7
oy dy " dy dy
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d’'ou
Ya da du da oa
B"2+L‘3<B:—'—r"‘x L!>
"y Ny dy dy
(& da da, \ ( 5D‘a | Ya,  da,
== —_— - = -
L5y vy /A" dy, s N
En développant et simplifiant, on trouve §" = o par une dérivation par rapporl

A y. La relation doit se réduire & une identité et on trouve aisément que
a, = K,a+1{, a, =K,a+ (.
K; et J; étant des fonctions de x, z, p. En modifiant 3, tout revient a supposer que
. J .
a, el a, ne dépendent plus de y. Si on pose u=-b—y-§fa (u=E=o0), la relation (22)
2 : ° . .
montre que Tiu ne dépend que de y. On peul par suite prendre ¢ =7v,Y" el en
oy
modifiant 8, on a finalement
. v d .
S=ql Y'B(x,2,p, r)+ 71;3—:!0 )
/d

. . N ¢ ,y .
v étant une fonction de &, z, p. En posant A = K%> — ¢*, l'équation 23 montre

" qu'on doit avoir

J ’A+ A dw Y
dy " by)” ’

d’ou, par un calcul identique au précédent

QA i('yyl'—l’): D“;g\
dy dy dy

Y’ YI‘——I .

"Orona

A ) ds dv dv

— =YY" ) e vB— QY — ¢

y <”<dm> b T ”’M>'
> ue peut s’annuler avec nos hypothéses. On a donc

d A d R
3;——__))' —-S_Y—%(YY )

ce qui exige que :

w
VI .

Ceci n’est possible que si Y est une constante. Il n’y a donc pas d’autres équa-
tions de la premiére classe du type étudié que celles ott f ne dépend pas de y.
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[42] RemarQue. — Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
Q.3 0
o+ — r
/,_‘+Dx+pbz T
JOT ;‘Q
g

soit linéaire-en ¢. On doit avoir

h I

o = 0
0" | 2Q

/]

On retrouve pour Q les deux formes que nous venons d’étudier. Nous avons done

déterminé toules les équations (E) linéaires en ¢,

(44

: dh N .
[43] Deuxiéme cas : :—q#o. On peut alors tirer \—Lﬁl de Z, (n° 10) et porter

dans Z_ qui doit étre identiquement nul. On a donc

, AR AN A TR AN [ b_/')__ Al
GRS (W> g (l—a/ Tt kg g\ g ) T

La premiére égalité donne, tous calculs faits

Yr odf _ Yy

A gt T g gt

(25)

(I

qu

/7

\

da/

dx

):

)

oq

(

| QN

h dq

(

Nous désignerons dorénavant par Q; des fonctions de x,y, z.p qui contiennent
¢ sans contenir r; nous pourrons alors sans crainte de confusion désigner aussi par

des accents les dérivées de ces fonctions par rapport & ¢. Nous poserons

i I d d QN .,
Q,:Gy Qg:<§+PD?+rop>Q’

La condition 25 vient en intégrant par rapport & r:

o >f
Y02
o g
c’est-a-dire
(26) cQF + Q) = Qe Q} + Q).

Si Qf est nul, on a soit Q) = ag + b, soit Q = ad(q + gr+ob.

s
dx

)
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Dans I’équation

dQ

EE—}'P(@',)’;Z;P,’"):O»

on peut en modifiant s prendre b= o dans les deux cas et nous avons vu (n° 11)
qu’une transformation de contact de la forme T permet, dans le premier cas, de

dh
prendre a = p; danslesecondcas, g =o. Si Q=pq, %ZI_ — o0, cequi estcontraire
L

a notre hypothése. Il nous reste donc le seul type
da
S= (pq+%q§fq> Ta
qu’on peut écrire en changeant les notations,

. da
f—+q+q%3;

Alors

(%) :q<fll;> +QQQ<%>—Q<9+§Eq—Z§> <p + Z: (1 +ffq)>.

Mais il est clair que la seconde des égalités 24 donnera, par le méme calcul qui

a donné 25,

(o) y<w>av N<W>ay

a 3 \dx /) rdg* (l\q’ dx ) ardg*’
Or
v Y, da Xfo dax ’f da 1
N p’ g p q’ ryg  p g

)=i\(& .
o i) = (@) + () i) 5 () e
)= (@) (&) -zl (&) F)

\

. SR , . . da .
Il est manifeste que 1'égalité 27 n’est possible que si T est nul, ce qui est

contraire & nos hypothéses.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. 29



198 ' R. GOSSE.

[44] Dans I'égalité 26, nous devons donc prendre

QIH
Q, = 6— et QIQI=0Q7Q;.
1

On en tire successivement

d D " / 20 '
= u®,y,2,p, 1) Q) — /) tr = (—Q~> (a,r+u,),

2Q 0 2Q . €0 20 )
- +pbz =u, + — % —(a,q +0b,), ———_.u,+ﬁ(agq+bz),

u;, a;, b; étant des fonctions de x,y, z, p. En modifiant ¢, on peut prendre nuls u,
et u, et le systéme

0,0

_ 2
dx dz i W(a1q+ l)’ ~

Q
Dp - Sq—(azq + bz)

admet, comme nous I'avons fait remarquer plusieurs fois, une solution linéaire VST

On a alors
duw AT
Wx A L , @ ey p oL
e B o] ), — ———, — e— —
! w P op ! ) R
d’ott I'on tire
Q=1¢(hqg+ ).
En posant X =a, w=ag, on arrive i I'équation
d4a .
s+ = Q +@+9 )——+—(—=o, ot Q=g (alg +g),y).

Une transformation de contact T permet de prendre ¢ = o et on a finalement

oL p o, 0 —
5+Q,+‘I d(l? =0, Q—“Y(aqyy)
On a donc
d%a 1
-0 — —_— R y
f—" i’Qi + d{L' ) QI QI .(aq y)

df | dp , da <d’£fa> (dia )( d:Ea>
%—Q|E+9q(243‘5+q d.’E +QlaA Q +q
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en posant

dj d4a #ea (di’a)z
Q<<dw>——?%) Q,Qa¢ +q<da7 dx )
L’équation Y (n° 10) s'écrit alors
du . dla 0+ g Ma ( >
DRRES <Q+qd> (Fe+agy)
du '/ dp dfa L. d*4a da\
—V[Q.<<%)—r%>—Q*Q,GP +¢1< pe (dz/>] o,

== 0. Il existe doncentre Q,, Q', et ¢ une rela-

u
u ne dépend pas de ¢. On a a; S

ar
tion de la forme

QQ,=KQ, +Kg+K,

et les nombres K; ne sont fonctions que de a, el de y.
Ecrivons alors 1'équation donnée sous la forme

89 4 eQuag. =0

et faisons la transformation de contact

X_q(a:,z,p), Y=y, Z:“!‘(x:zrp)r [?r‘”z

Py _a<a+ do W
p Nz p p 2 ,)
et on a alors
Q=agq,

d’ou

d(aq) d( aq) 9 <p 09
g d_S< do+ L dz L dp\+Tdv
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et

En modifiant ¢, I'équation peut donc s’écrire :
S+e@y,5p Qg y)=0 o QQ=YQ+Y,q+),
et le systeme S (n° 4),

~ du . du o1 /ds \
X=— —_ —_— — ) Y ) — — p—
w TPy +‘”ap or p’((da:) 9‘) o (w ' )'

°
Fl
u w o, __du u o,
:"‘—y‘ DI‘PSQ——O, Z=$+—5’—‘~P‘l—0.
On doit d’abord aveir
) .y d vy
.ﬁ(‘o |) - DZ (1‘ '_:)'

d
Si Y, =o0, ona £

Y Si Y, 4= 0, on peut prendre Y, = 1. On a alors

Si on change z en z -{—f Y.dy, on a une équation de méme forme ou —\i est

oz
e v oo o .
nul. 11 reste Y,—;— == 0. Si Y, n’est pas nul 3, =0 Maisona
& - oz
X(Y(w) = Y(X(u)) = o, c.-a.-d. Y(w) =o, o' =o,
ce qui est impossible. Nous n’avons donc que deux cas & distinguer :
. % .
o J— L —_— ° — —_ j—
1° Y, =o, Y =o, Y, =1, 2* Y, =o, oy o, Y, 1

48] Premier cas. — En changeant de variable y et modifiant Qetp, on peut
; e
prendre

0 s+Q@e@y.p=o0, QQ¥=aQ+1, a=]".

Le systéme S s’écrit

u u u 1 /ds . du , Ou u
— —— ——=|5-—a’) =o, = =0,
dx p o o' \dx
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On voit immédiatement que la condition nécessaire et suffisante pour que ce sys-
téme ait deux solutions est que ¢ soit une solution commune aux deux équations :

: d Mo d > %%
(28) (?l; Dy>+‘°<dac or _‘c(‘p+aLTy_'
D R
(29) dydr tige =0

Je dis que ces conditions suffisent pour qu’il y ait un invariant du second ordre
du systéeme y. En effet, 'équation

hl)J v v v )
TPy iy Tyt =0

s’écrit ici, en remarquant que I’équation 29 donne

Y
G:/\o"dr:pp'-{-—éi-’rl(%y}’d’),

Y w oW , . L dp % dc)
—_— P — 00— + ——# ¢ — —{— =o0.
=ty anq+M[ \Q+apQ+Q<aa.o+.dm+.oap (dx 0

w
(30) Y +p

Maison a:

ds\  da dy’ , dp) (d 3
(dx/“%“(ix‘)“(% + %“57)

et en tenant compte de 28, I'équation 3o s’écrit

W v w v v , . do
‘5‘;'{“1”3—2“4"'317 _PQE+S€<—GPQ +Q (aO‘P'—%) +PQ¢>—0-

On a successivement

) y~ U W ( da )

o e — 1 — 00" 2 r__ o ! ( —
L) AL ,

_Q3q—+b_ﬂg_0Q +°‘Q(aQ+1)z:0,
Y , 0 v
—_——— ____..——-o,
op op 26
d’ou finalement
v w LW L) , 0V da w /)

— 0 — ————— ____av ’
0z T T W w p . ey _a?_'a_e'QQG*Q—’)'



202 R. GOSSE.

Le systéme admet la seule solution

0 ‘ t ‘ )
_— O)— — ’ €T. v _ / 2dr 8
Q+°‘\ Q‘}"Q(“(“Cv.)vp) . xed'\
Drailleurs, les deux invariants de Lautre systéme sont de la forme u,(x, v, p,r)
et ulx,y,p,r). _
On est donc amené, pour intégrer U'équation I, A essayer la transformation p =1Z7.
On peut mettre I sous la forme ¢ = f(x, y, p, 1, 8),
On a alors
4 =flz,y, 2, P, Q)
et la transformée est :

VY Y Y

o NE N

(’est une équation de Monge-Ampére qui admet comme invariants, d'une part :

f + Q5% Vo s .
y et 2z 7p 20 +oda(m, y, )+ y(x, ¥, Z, Py}
9(,¥,2, P, Q)
bet, d’autre payt :
ux,y, Z,P), ux,y, 2, P).

On sait qu’on peut la ramener par une transformation de contact & une équation
de la forme

s=F(e,y,2,p,q)

qui admettra une intégrale intermédiaire du premier ordre pour le systiéme X et un

invariant du second ordre pour le syst¢éme Y. Il en vésulte qu’elle sera ou bien
linéaire ou bien d’une des formes indiquées par M. Goursat. L'intégrale générale est
facile & trouver dans les deux cas.

[16] Deuxiéme cas. — Un calevl qui ne différe de celuidu n° 15 que par le chan-
gement de y en z, donne, comme conditions nécessaires et suffisantes pour que
I'équation

s+ Q@) e, z,p,r) =0,
soit une équation E,

dQ 34 o
Q—E__aQ + q, (a=o0 ou 1), T3 + 0 5 =9

d Y d N\ % A
(Zlg b:)+ <T(\z>~—‘43p+a?z—'
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[47] 11 est aisé d’obtenir dans les deux cas des équations intégrables de forme
simple. Dans le premier cas, on peut ajouter a celles que j'ai signalées dans ma Note
aux Gomptes Rendus déja citée, I'équation

§* = q(r* — %)
. . , . . O
Dans le second cas, proposons-nous de déterminer les équations ou S est nul.
¢
On doit avoir
Y e de e e Mg
) + G ) — O R | I. — ‘
ozt troz izt ar ardz

En posant u = r + h(x, z), ¢ est une fonction de u et de x, vérifiant I'équation
dh Y e
z o

e

h doit par suite étre linéaire en z: en changeant de variable x et en posant
z, =z + §(x), on peut prendre 2= z. On trouve alors sans peine que ¢ ne peut
contenir x et que a doit étre nul. En intégrant I'équation

on parvient & I'équation :
s=\¢q +1sh.3g,
ou ¢ est une fonction de r et de z définie par la relation
P+ 2= chy + 2thE.

Cette équation admet comme invariants

t

Vg +1

y et

— Vg + tehy
et les deux solutions du systéme

u ,u u u ¢\ ou I du dp‘
w TPy T 35+P$+<”‘—'>$“7$?<—)=°-

. Q .
Sionpose w=r—=r—ch.0 et u=uo(x,p,z ), le systtme s’écrit

pI v v v

= ) —— —— ) —

oz ’ o p dw

Les invariants sont les deux nombres « et 8 définis par les relations
S

Pt ot =a,
Vp' + o

8 = —ux -+ Arc sin
qui s’écrivent

p=uosin (x + B), r—cht = x cos (x + B).



DEUXIEME PARTIE

Les équations s = pi(z,y,z,¢) + o(x,y,2,9) qui sont de la premiére classe.

[4] Nous avons rencontré, dans la-premiére partie, une équation de cette forme
qui est de la premiére classe sans se ramener a aucun des types classés. Dans cette
deuxiéme partie, nous reprendrons d’abord rapidement ’exposé de résultats connus
pour établir dans toute sa généralité un théoréme fondamental(*) relalif aux équa-
tions s = flx,y, 2, p, q) qui admettent une involution d'ordre(*) n>>2. En con-
frontant les conditions nécessaires qu'il fournit, nous serons amenés a cette conclu-
sion remarquable que les équations étudides(’) ne peuvent admeltre d'involution d’ordre
supérieur & deux du systeme Y que si elles admeltent une intégrale intermédiaire du
premier ordre du systéme X . Enfin nous déterminerons toutes les équations s = f
ayant une intégrale intermédiaire du premier ordre qui sont de la premiére classe :
elles se réduisent a deux types que nous étudierons complétement.

Ces résultats complétent et terminent la recherche et la classification des équa-
tions s = f de la premiére classe("). )

[2] Supposons donc qu’il existe pour chaque systéme de caractéristiques un inva-
riant d’ordre n™>2.

1° S'il existe une fonction o(x, y, 2, p) == o telle que

dx

A
p

) i dx
I",(@) =% +4q o,

do
¥ +f'55 + 2

() Ce théoréme a été démontré par M. Goursat (Annales de la Facullé des Sciences de Tou-
louse, 2¢ série, t. I, 1899, pp. 439-464) et par M. Gau (Thése de Doctorat, chez Gauthier-
Villars, 1g911) avec quelques restrictions que nous levons.

(?) Pour n = 2, voir le premier chapitre de ma These (Privat, Toulouse, 1921).

(*) Nous nous bornerons au cas ou I'équation n’est pas a la fois linéaire en p et q. Pour
le cas réservé, I'étude a été complétement faite par M. Gau (Thése de Doclorat et Annales
de I’Université de Grenoble).

(*) Pour les notations, voir la Thése de M. Gau.
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J'ai démontré dans ma Thése (pp. 27-37) qu'il existe une fonction § telle que

0 J J o 9
1(8)=——y-+ —+f——— <3f po+ff>+—{T3£3£—=

Nous appellerons ces conditions les conditions 1'. 11 est d’ailleurs manifeste que,
de méme s’il existe un nombre x(x, y, z, ) &= o vérifiant

. _dx  du [ da o
PW=g Tyt tegy =0
il existe une fonction 5(zx, y, z, ¢) telle que
. A 28 8 of \f \/' of o df
(B = — — —-— = =
M=o py S <\y az )—*—Dz S

2° Supposons que la premiére condition I" ne soit pas vérifiée et que I'involution
d’ordre minimum soit d’ordre n> 2.

Lemme. — Toute fonction u lelle que
du w d"f of
(1) —+ + \pm <W>+u8p =o, m<n
est identiquement nulle.
Si u n’est pas nul, son logarithme v vérifie
v ) w d’"_‘f
@ 7y_+q?z—+"'+“pm<dw”"‘)+bp*o'

N \ 7. b nl : ’)v r_ . i
Par hypothése, m estsupérieura 1. £n posant w = :.QT— on a, en dérivant par
p
rapporta p,,,

dw w w d™'f df
3 -— —_ e — —=
( ) Dy + q Yz + . + ‘\pm <dw7n—1 ) ‘\p

m

= 0.

En retranchant 3 de 2, on voit que w — v est un invariant d’ordre m. On doit
danc avoir

v . X
f——v = {X(x), e = .
‘pm pm + "P("L" y’ ... pm-—a)

En portant dans (2), on voit qu’il existe une involution d’ordre m, ce qui est
contraire & I’hypothése.

Donc u est identiquement nul.

Fac. des Sc., 3¢ séric, t. XVI. ) 26
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Ceci posé, on a

d¢ % | % % d""ﬂf> < AN Y}
(4) ‘\y + q (\Z +fbp‘ + T + &‘P,,_, <dwn—4 + dmn-i) - (pn + CP)'J

Si on désigne par des accents les dérivées par rapport & p

n—1?

(\tb, ‘):?r ) B:P, Df' < dn—zf> -
g+ (L) N =0,
‘).y + 1 oz +fbpa + * ‘\pn—x do"™* + ln——: ¢

A%
Si ¢’ est d'ordre effectif m, en posant u = i == 0. on retrouve la relation (1)
m

si m>2. On doit avoir u = o ce qui est contradictoire. Il faut donc que m = 2.
La relation

¢’ o' '/ df —
¢ ¢ ¥ ¢ (4 ——
—+q¥‘+fa+$z<d—m> +Mn_l =o,

3\ n— . ’ J R . [ 4
ou Mn_: est du premier degré en p, montre en dérivant deux fois que la dérivée
)%’

\—‘: est nulle en vertu du Lemme; o est du premier degré en p, .
p

2

En posant

¢' = (n—n1)x(x,y, 2, p)p, + B(x, ¥, 2, p)
on trouve les conditions de M. Gau :

da P Yy Yy

hE
=yt Iyt Ty =
8 8 B df ) Df>
G = Yy +q7z~+f$+(n—|)u(—a-5+p_b_z~+f¥
Dej- Dz‘/- D':f Df bf af_
+(n—‘])<c‘pbw +p3pbz +fapbq> T +$3q =0

On peut écrire immédiatement celles qui s’en déduisent en permutant les réles
de x et de y. Nous les appellerons les conditions C.

REMARQUES. — 1° Si on a
da da da of
—_— —_ — + Ka— = o, K constant);
y iy Ty TRy ( )

en posant a = «X, on retrouve la condition I, .



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 207
2° Siona

- g,

W W w AT dof
R (A N .
w P9t Ty (dac’"") TR

en posant v = ux, on retrouve la relation (1).

{3] La méthode qui donne les conditions G permet d’en obtenir de nouvelles.
On a en effet

(‘? - pn—l((n_ l) upz + 46) + q"(w’ y’ 2 .. 4 pn»a)
et 1a relation 4 donne, en supprimant les termes en Pu_y>

Mo s d
R (&=

nms o
RN =

)+g(n_I)zpa_*_i(jg?pnk%wlz:z*— g

les termes non écrits ne contenant plus que les dérivées d’ordre inférieurd n — 2.
Nous n’étudierons cette relation que dans les cas particuliers ot ce sera nécessaire




CHAPITRE PREMIER

Nous allons appliquer ce qui précéde a la recherche des équations
s =pb(x,y,2,9) + o(x,y,2,9)
qui sont de la premiére classe.

(4] Premier cas : Il n’existe aucune fonction W(x,y. z, p) non nulle telle que :

RN A)N A 2
(\_‘ % f_,_— / (f —o0, \

+13z+ op op

On a alors les conditions C et il est clair que « est nul. Donc

op Dﬁ+f ) ao+ 30>+3<) +n<\ +6we>_0
S“ch (bw “¥) T P\3 ) =
On en conclut que
= npl (x5, 2) + Uz, ¥, 2).
20 0 1o A, A,
+ - + + q—— + ;‘y‘ =o,
)(\eJ{_ \6>+ +9 2+ lio + +)l
n—i — — +nlw —
( © 5 v
Un changement d’inconnue perme.t de prendre [, = o. On a alors
20 o0 N N
(6) F(O)—-E——Feaq —= 0, (n—I)LJ-’\‘[-‘}—q—D———}— DY =0,
en posant
] 0 dw dw
L:Dw+mbq’ MZE g~

Etudions dans ce cas la relation 5. En posant

dw dw du u
—_ 1) —— F u) — — + 60—
3z + o aq ’ ( ) 2z ’
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on obtient
M '=((n—1)L+M, M =—Ap—B
avec
. nL A __(n—1)(n—4) /L )L i 2 N4 N
A~<"—3>F<T+W+qa—z>’ B="—"7" (35*“’3;)“‘“)*(”—“) (“’y”—azaw +_—Dy)oc>'

Supposons n>>3. L’égalité 5 ot « = o0, § =, donne par deux dérivations par  «
rapporta p,_,

akpﬂ ‘\4‘” Mv” ( dll—-:&f

o
e A A - J- N A .
Sy +q Y + ...+ T dac"") + > )

Le lemme montre que " est nul. Soit m I'ordre affectif de ¥'.

3&!1’ DKV D'JJ’ dm—if\ s e a
- —_— ... —_ 1) A =o.
by+qbz+ +me< )+\’l + M o

dox™ n—2 n—r1

Si m est plus grand que 1, le calcul fait au n° 2 nous améne 4 une conltradic-
tion. Donc ¢’ est du premier ordre. La relation

Rl n '
dy 9 2z -

A
p

+/s-+1{(r—1)L+M|=Ap+B

montre que }' est de la forme ap 4- b et donne la condition

n A da a
(n~3)F(;L+qD—Z+W) =ae+qg+g.

Si n =3, .un calcul direct donne facilement
i

AqA A 2a
F<L+q~;;+3y —

oy

da
)=ao+aiet

et ces deux relations peuvent se mettre sous la seule forme

om oam
(7 F<LTW+qaz>:o'

Nous allons montrer que les conditions 6 et 7 sont incompatibles.
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. .y - v ina , .
[5] Puisque la premiére condition 1" n’est pas vérifiée, 0 n’est pas nul. Si 3
4

20
était nul, il en serait de méme de 5 etun changement d'inconnue nous raméne-

& .

rait au cas ou 0 est nul. La premiére condition 6 peut donc s’écrire, en intégrant,
8) q =19z + g(x,.,0).
La condition 7 et la seconde condition 6 donnent alors

dm am
(9) L+-W—%—qbz:','(w,y,9).

(10) Nl-i—%(l—(n— l)m)—{—q%([—(n—l)m):—-(n—1)-,};.

Dérivons (g) par rapport & z et ¢; ajoutons; il vient, en tenant compte de 10

a N n(gdm L 2m  Fm
nL 4 g~ +3y—=(2+9)<°p_z+q v )

qui s’écrit

2

Dm+ b‘m+b‘m\ 3
13z dydz J’ (e=1—(-+1)m).

Nae+m) Mo+ m)
oz dy

(1) ny4q

=(z+4g) (9

oz

Si on remplace dans cette condition g par sa valeur tirée de 8, elle doit se réduire
a une identité en 6 et z. Si on dérive par rapport & z, on obtient

2

'

dy dz

’m ’m 3¥m
(0 it
7 T 095 )

dao Pa ,
(13) 055402 + ) + :(z+g)<26

Avant de discuter cette relation, remarquons quesi 0 estlinéaireen ¢, unchan-
" . . 0,
gement d’inconnue classique peut le rendre indépendant de ¢. Comme - Dest

°q

pas nul, il en est de méme de ¢". De plus, on a

Yy N om om
o=+ +y)z'%(w,y, 0)_—By —0z+9);
“et, d’apres 8,

n Q0 dg
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Si on prend 6 comme inconnue, on est donc ramené a I'équation qui s’obtient
en éliminant z entre

hli] am am
g="0z+g, el §:+(w,y,0)—-a7—(02+9)—b—z—-

Si m ne contient pas z, on est ramené a la forme s = f{x, y, ¢) que nous étu-
dierons en dernier lieu. Si m est du premier degré en z, on obtient une équation
bilinéaire. '

La relation 12 ne peut donc pas se réduire & une identité et g doit étre solution
d’une équation de la forme

(13) g'(a,g+ab+a)=>bg+bi+b,

les g; et b; ne contenant que x et y. En éliminant ¢' entre 12 et 13, on voit que ¢
est donné par une relation qu’on peut écrire :

Ag + g(BO 4+ ¢) + D6 + E6 + F = o.

I! ne peut avoir que les deux formes

g=2040 4 VB £ 280+ 8, g=204) 4y

Le trindme doit étre premier avec sa dérivée et p. n’est pas nul. Il suffit de rem-
placer g par ces valeurs dans 12 pour é&tre conduit dans tous les cas 4 ]a condition
¥m
7

Ce premier cas ne donne donc aucune équation intégrable.

- 0.

[6] Deuxiéme cas. — 11 y a une fonction Az, y, z, p) &= o, telle que

)\ n DY

(I[l) -3_}—’—+ "a? E P o.
d
1° i: 0. On a alors
p
. 24 AN
=T 0w

et un changement d’inconnue donne 6 == o. L’équation s’écrit

s = f(x, Y2 Q)
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: . of ..
Nous réserverons le cas ol \l est nul. La seconde condition T" donne

az

| .
8 =-X(x)p, + pa(x, y 2) + b(x, y, 2).

2

g da da
(15) X(@_Dz _X“/+_Dy +qb7
- f NANERA .M )
"o X3 i) = Uy ey

Associons d’abord & ces deux conditions les conditions

A du. du df

W TP Tyt T

Ww SN

¥ i ) « —_—
dx +paz +qu ‘\<W+q-0_z—>+3—z——o'

En posant y = -% (x,y,q), la premiére donne
&

du dx e )
— — z
¥y b

f

et la seconde

(o

¥ /o S ( al> \( N %
@2 = ! AN L2 (2N
af(‘“ a:) WYy \tn) T ‘(Eaz)/

\

“)2

Lol
4— n’est pas nul, on peut prendre Y —= 1 et

Si
28 T dz

2= 9(q + h(x, y)) + h,(x,y)
J est alors du premier degré en ¢. Sinon, [ vérifie la relation

N
%= la(z, y) + U(z, y)

et en posant ¢ = Z, V'équalion

du hF3
S = {2 z
g ' ¥:2)

se transforme en une équation bilincaire.
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Nous n’avons donc plus qu’a examiner le cas ol

3 Y,
(17) w +f‘q 5 + e
0 J 2 N
§+f g T (f+ f>+( _')(\q{y qbq{z>+a£:°'

Remarquons qu'en faisant au besoin un changement de la variable x, les condi-

tions 15 et 16 donnent toujours

N

Sy, 2,9) = [, (=, y,q)+<1 (w,y.z)+ Yy

L
Si ==

> est nul, I'équalion correspondante se raméne d une équation bilinéaire
W4 ’

en posant ¢ = Z. Si non, la condition 17 donne

M I

W T @y T

A a(x, ¥)

Un changement d’inconnue donne —\;:o, a= ——= et la condition 18
donne
o8 B ! ¥l fa(m—r)
2w g 2 bz’( q +m>_o.
On en conclut que
M o
=h— +h,.
hFa 3z v
L’équation
i

“—'f(x qu)+q—

se raméne encore & une équation bilinéaire en posant ¢ = Z.

) S .
2* Si :—p n’est pas nul, la relation 14 donne
[

-~

_ 1 0 da a
T p+a(x,y,2)’ J= (p+a)——q\Z y‘

Fac. des Sc., 3 série, {. XVI. 27
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Un changement d’inconnue raméne I'équation i la forme s — po(x, v, z, q). Nous

e - . .
allons étudier ces équations, en réservant le cas ou ;- est nul.
Jr

[7] S'il existe un nombre w(x,y, z,q) 4= o tel que

Al \
“+p—“+ +1 g—o,

on sait que I'équation proposée peut s’écrire

~/
~

d
E{;(“(yyzl Q) + l(‘T:,V: Z)) ==

~
&

Si on prend comme nouvelle inconnue a(y, z, q) + I, on est ramené I'équation

P)—}—-——”"I(%,}’,Z,P)

qu’on vient d’étudier au paragraphe précédent.
Nous n’avons donc qu’a discuter I'ensemble des conditions

26 a8 B (0 [0 2\ MW
(19) +q3~z-+p03;—>&x——+p\—+0—}$+p< +6—>—o,

dy [ dx oz oq oz oq
da da o0 %0
(20) = TPy +P°—+P“W+Pb—q;:0
. L u
qui nous donne, en posant o = \—q 4 (y, z, q)
u u
(20") -+ 0—\—(;— =uh(x,y,2)+ h(x,vy,2),

oY [ 2h dh o nl 20
(21) Eﬁ—p—-{—f——f—p(n—l) ([§+Oh> +p<¥—+—6§>:o.

La conditlion 19 donne sans peine

b b
X—‘—JX —+—S? (]—S-Z—,
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a et b étant des fonctions'de x,y, z. Nous distinguerons deux cas dans la discus-
sion. D’abord, si X n’est pas nul, on peut poser, aprés un changement de notations
b

WY/}
(22) 6 =— W + qg + 0,0y, 2, 9).

La deuxiéme relation peut disparailre, si on prend X =1, a=o0.

Si au contraire, X — o0, on a

3 AL (N) 8 da da
(29) T i T i Ty =

et 'autre condition donne simplement X, = b =o.

(8] X = 0. Les conditions (20') et (22) donnent

, e du /% b N
(24) Fz—+~a—a<~bu7+q~a?+f(0,/—un+h’.
b b\ Ak
[i =S !
(29) Dq,<3x3y i +X )‘/ T

1° X' 3= 0. On a la relation

(26) a9 1 ¥b >+ D(I *b > 2 I Bh>+ Q 1 dh,
dq 3 bm(X’ dxdy 13 \X oz ””W(X' da dac <X’W,'

Si cette relation se réduit 4 wne identité, on pent prendre 6 = X6 (y, z, q) et la

condition (21) conduit & une impossibilité.
Si non, on peut avoir pour a une des formes

u = ce", un=a¥q +c, == cq*;

a et ¢ étant des fonctions de y et de z. La relation (24) permet alors de calculer 0;
en portant dans la relation 21, on est conduit chaque fois & une impossibilité.

2> X' ==o0. On peut prendre X = 1. La relation (22) ne se réduit & une identité

oh
1 e . 1 I ! . . oy . r s
que si S5 = ©; mais alors (20') montre que l'équation proposée peut s’écrire, en
Q41
8
posant & — — ,
oz

dwl +1) 2, ,
die Y (@, ¥, 2)-
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En prenant ul + I, comme nouvelle inconnue, on est ramené au calcul du n° 7
et par conséquent a un cas déja discuté. La relation 25 donne alors

aq

u=—ce’ on u=cqy".

Dans le premier cas, on a facilement
0= e'lly, 2) + Ly, ) + A&, ¥, h=—Ly,2)—(l=k o).

En portant dans la relation 21, on voit que ! doit &tre nul, ce qui conduit & une
contradiction.

Dans le second cas, on est con@uit, par un calcul analogue, & des impossibilités,
sauf si ’

a(ln—1)+1=o0.
L’équati;)n
E) s= pq(w"" + 1+, Z)>
vérifie toutes les conditions nécessaires écrites.

[14] Etade de I'équalion E. — 11 revient au méme d’étudier

$ =pq<l<m, Hp" T+ (= ) + (Y z)> )

Pour cette équation

o )
x———(ll——l)p’ y == — ] p\lp + 1,

et il faut revenir & I'étude de la relation ().

, , . A2 y . N
11 est donc d’abord nécessaire de calculer Mn_‘: pour les équations oa

S= qo(x, y. 2, p)-

On a
M = 5K<r 0 + &> + F(e)?
A R 7
en posant
’ 6 &0 o0 o 30
—__ [ 0) = ~— + 6—
dap P 2zdp op’ FO) =+ +9 op



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 217

-et on voit que

df 200 20
(d.r) 1 rbp+:\_5+ —+OE
26 20 20 %0 0 26
2z, pa‘\p +p.\p +p,<\, 2W+’papaz +30$>
kdoﬂ):q %0 0 %0 20 20
M vl +e(e’ 3% TPy >

(26 %0 ]
:qua‘\p P:\z_*—pau’_{—v,

De méme
d’f 26 . ’
<F> .—‘plqg +p3M3+qu)
‘en posant
L ¥0 /2 X0 ¥
w=ros 05 Fpprr + 3F+$>
u u d Al
+p,(u0+-5-£+p—iz—+‘ >+—+p‘\—z+v0

]

d'f ] , %
<W>—~p,q$ +p M + 3p3q31;; + pye .

ol les termes non écrits sont au plus du second ordre et ot

w
o L)
q‘ps

-on a alors

d’f)__ LA dM‘.)+6 %
(dws- —P611$+P5 5 p‘5<_dac_ p_’a_p'_'—H + .

On en conclut que
-~ t]

s (n+2)(n §> 20
M (dmg +(n—5)qF +6qP,D—P,+rL

n—i1

que nous écrirons

- i 0 (n—1)(n—

— (D=2 o
n—i1 3 \p 2 s

B étant une fonction du second ordre qu’il est facile de calculer. Cette expression ne

vaut que pour n—1>5. Pour n =6, la loi se continue, comme le montre un

calcul direct. Elle est donc vraie pour n>>5,
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1° Supposons n>>5. Ona n—2>>3. Sion dérive la relation (5) par rapport

3 le vient ' ¢
ap,_,, elle vient en posant ' = T,
P,
‘\," D"' dll—f _
7 ' =
Y '”+_“P,,_.l<d v ,>+’\l ((’l_l)zp”+7’)+Mn—l_o

Soit m Tordre effectif de 4'. Le lemme établi au début de celte seconde partie
montre que m est au plus égal & 3 et que ' est une fonction linéaire de D, -

L
‘

=((—1)(n—2)p,Kx,y,2,p,p,) + 1(x,y,2,p,p,).

En remplacant ' par cette expression dans 27, on voit que .} doit étre du pre-
mier ordre d’aprés le lemme. 11 est donc égal & «. Il reste la condition

VY 0, AP df\d3,  (n—1)(n—>2) [d’f] | ) .
ey (@) g s e o,

Mais I'expression w = (n — 1) ap, + v vérifie la relation

ot et df> do?
Dy +4q 3z ‘f—j?'*“(% —+ 2 \/ e

p,

On en conclut qu’il existe une fonction i(zx, y, z,p.p,) telle que

A RPN df \ O .
(29) —Dy f— <%> +(n 1) (n—

L’application du lemme montre encore que X est une fonction du second degré

en p,. Posons

h=a(n—1)"(n—2)p*’, + bp, + c;

du

a, b, ¢ étant des fonctions de x,y,z, p. On voit d’abord que a n’est autre que ¥
C

et il reste la condition

- ®
' b b b 20 0 o
_ ) 2 2 b
(30) dy +a oz +fbp p )q( dx oz > + p

v

. /20 %0 8 20 20
=) (Il_z)qu2W+ pbh\p T2 ,__+ oz +0 Dp)

. 2*0 ’h %0\
+ n(n — 1) g2 F(6) + g(n — I)(n_2)<bp’bx +pW + Ob—p;)

(n— N 20\ ? 20
+I’l(ﬂ I)q(\ 0 +< )>>+(,l_2)(10'\—p-:0'

2 zp p
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Si, dans celte condition, on rémplace 6 par sa valeur tirée de I'équation E, on
voit que 'on a
b 20 o,
o0 Tk Ry T

En dérivant 3o par rapport a y, on obtient pour p. une équation de la forme

-

>

+Kp'=7Zp +Z,.

—

z

K étant une fraction non nulle, Z et Z, des fonctions de z. C’est 14 une équation
de Riccati qui donne

les ¢; étant des fonctions de z seul. En remplacant p. par cette valeur dans I'équa-

b
tion qu'on déduit de 3o en y faisant ;—y = o0, et divisant par ¢, on est immédia-
2 ,

tement conduit & une impossibilité.

2° Supposons n< 5. Il faut examiner directement les trois cas ot n al’'une des

valeurs 5, 4, 3. Pour n =5 et n = 4, le calcul est en tous points identique & celui

|

que nous venons d’indiquer. Pour n = 3, il doit exister une fonction ¢(x, y, z,p, D,)
telle que '

9 g % (df> % <d’f _ /

dy +qb_z +fbp t\ax Dp,+ doc’>—(p*+“')-b—1;
ce qui donne le systéeme
dg Qo 63@ g ! Q20 AL} \ . , O 00
by—o, ‘Tz-—i— $+ng<p"p Bm+pv+ >+p=b,+up,+v__@——.

On en coiiclut que

¢ =ap’, + Bp, + a(y, 2, p)
et on a la condition :
da da

b0t (20 20 ) O LU
dz p ‘(Dw p—B?_*— >+ oc“+2pk 0z <+
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- \ 2 ) . .
En dérivant par rapport & y et en remplacant 3, par pu'. on voit que u doit
¢ Ny

vérifier les deux équations

et ces deux équations ne peuvent avoir une solution commune dépendant de y.

L’équation E n’est jamais de la premiére classe.

[42] 1l ne nous reste donc qu'a étudier le cas.ol, dans I'équation s = pb(x, y, z, q),
on a les conditions 20 ou 20/, 21 et 23. Il est alors plus commode de faire un chan-

gement d’'inconnue qui donnera pour I'équation la forme

Ja Ja
s:(p+a)6(x,y,z,q)— _S_Z-—:\_)"’ pta

>,
I

mais qui permettra de mettre la condition 23 sous la forme

30 Q6
f~ =o0,

Y]
d’ot
RS
g =0z + 9(.v,9), <wg #0>.

La condition 20’ peut alors s’écrire, aprés un changement de notations,

!
. u u du
(31) 3w TPy T g = et ph) bt phy,
les h; étant des fonctions de x,y,z. On en tire :
” Mo,
u—
N Q hF4 2z
“ Ou:uh‘%—hsz— ‘ z
iz oq {
Si on pose
vr,y,z,0) =u(x,y, 2,02 + 9),

la relation précédente donne
ol + 1, =4(x, y, 9
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et I’équation proposée s’écrit

( dul + 1,)

= > — (al 4+ L)A(z, ¥, 2) + B, y, 2) .

Si A et B ne dépendent pas de z, on retombe sur une équation linéaire en pre-

nant ul 4 I, comme nouvelle inconnue. Sinon, I’équation

(_ d,(,/; Y, 0)> = A\!J(.’L‘, Y, 6) + B

donne, en prenant 0 comme nouvelle inconnue 7,

z=L(x,y,Z,P), g =1L+ <(x,v,Z)

et I'équation transformée

L L JoL B -
$+(\)-D—7j +bLTI)—:LL+’17(.L,y,Z)

devient, en intervertissant les rdles des variables

oL c\L L
— —{— s——q— =zL(x,y, z, q) + 5(x, ¥, 2).

dx

C’est la condition 31 ot h=12, h, = h,—=o0. Nous pouvons par suite nous
borner au cas ot les nombres h; ont ces valeurs simples.
Il existe donc une fonction u(zx, y, z, ¢) telle que

du du da.  da\ Ju du
—_ —_ D + a)) — ¢g— — = uz Xy Y,2), —_— .
M,+pbz+<(1+ Y0—4; Dy) N + g(x, y, 2) (bq,#0>
du u
Donc — 40— =o0 et u est une fonction de x, y, 0.
oz N7}

En désignant par des accents les dérivées par rapport & 0, on a ensuilte :

) d Qs
spg 2t Y &
(32) (u +9g >(7 +d)y=u ((/ Y + 5y ah + 390)'
La condition 271 donne, en y faisant h = z,
Bv da da | dv da ya
hat h— gt _ “@
+p +((p+a)' 15; 0y§bq+('l 1)(1+0 =17t 5

» Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. 28
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D’ou

o Ly

o oq

=o, Yy =uv(x,y, )

et la relation 21 équivaut &

) S da 0 ,
33 v ——\%(OZ+?)+V—a0+%§=(z+?)

En posant
da da AL
H= (62 +¢) + — —ah 4+ -
Dz(z%—{»)4—ay a +Dac

cette relation donne

JH Q
(34) Hv'-}—(z—}—g')—‘\;—:(z.{_?’)3_v+.(,l_,) .

i

0(2-}—;9')—}—&;—0@'; .

Si v’ est nul, v ne contient plus 6 et le second membre de la relation 33 montre

qu’on doit avoir

h) da da n—i
—_— s =n—i, a —

hEy dydz oz 2

24 zi(@,y) + K (x, )

Dans ce cas, le second membre de la relation 32 est du second degréen z etona

\3

hFAs

g
hrA

g(l+?')%:0, =o0.

Remarquons alors que I'équation peut s’écrire
d
(5) =+ 209 + 9009
et en changeant uen u + ¢,
du
(3;) =uz + g(x,y).
En posant u =7, on obtient I’équalion en Z en éliminant z enlre
P—yg(y)

=y qg="0z+ 9(x,y,9), ux.y,0)=2=2.
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On a donc en posant 0 = Z1(x, y, Z)

S —

L7
(&

_QF - 9

g=FP—g9)b+ Px,y,2) = 7 7

C’est encore une équation bilinéaire.
Si v' n’est pas nul, Péquation 34 donne

z4+¢ (=)0 + ) K, y,0)

J o' 41 v+ 2 (z 4 ¢y’

(n— )0z + o)
b 42

v
Qe

H=|—+@®n—1)(s—0¢) (" 4+ 1) (' 4 2) F=0);

s : '
H=3T%+(n—')(:&'—0:&’) @ +eNEz+4)+ +K(z+4¢), @ +1=o0);
¢ ;

{ v

\
H=,

+(n— [)(?——o?')f'i—:i[ + =10+ ¢V + )+ K@+ o). O +2=0)

o~/

X

et Ja relation 32 donne

2 Hu' ) /W 2
(35) wz 4 g0 He <Z+“> gy

—_— — _— lé_‘—
& z4¢'7 20 dx

’

La dérivée par rapport & o de o doit &tre du premier degré en z.

CD,
i

Ce n’est possible pour la premiére valeur de H que si K est nul; g est alors du
premier degré en z, et c'est le cas que nous venons de traiter; pour la seconde
valeur de H, on doit avoir

N

v N
e TG —0g) =0

et g est encore du premier degré; pour la troisi¢éme valeur, on tombe sur une
impossibilité.
Il n’y a donc aucune équation de la forme s = pi(x,y,2,q) qui soil de la

w

AL

.y . B 3

premiere classe si — n’est pas nul.
X




CHAPITRE 11

[43] Nous n'avouns réservé, au cours de I'étude précédente, que les deux cas ou
M s=Afxy,q); () s = pi(y, z, 9).

Dans les deux cas, il y a une intégrale intermédiaire du premier ordre, qui est

34 b:o
o(x,y,q9) =Y(y) ou % estune solution de T L —
(e, ¥, q) ) : o +faq ,
ou
\ ) A Y
U(y,2,9) = Y(y) ou ¥ est une solution de ~— + 0 - =o.
(V4 aq

Toute équation de la forme s = f(x,y, z, p, ¢) qui admet une intégrale inter-
médiaire du premier ordre se raméne donc & 'une des formes (I) ou (II) si elle est
de la premiére classe. Il nous reste & étudier ces deux types d’équations.

(14| Etude des équalions s = f(x,y, q¢). — Nous poserons :

F o) =< 4 20 F () =FF _(u)!
i - d t\q 4 n - {5 n—t f‘

On a alors

(%) ::—w + ?—f:F,(f).

Supposons que

On a

dl» if (\F ‘\F ) o ’
(@) =+ =P () = ¥,

b

I 'y aura une involution d’ordre n s’il exisle une founction Y(x,y,2,p, 0 Pyy)
telle que

WM fdfN 2 d f) Ay )
. —_ —_ Y : ' —=o,
TR (dx) TR ( =)+ (&
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c’est-a-dire si

W W P
+qa_Z+ 3;+ “‘p‘.’.+“.+ n‘.(\pn"l

dy

Les coefficients des dérivées de <4 ‘ne dépendent que de x,y, ¢. En désignant par

des accents les dérivées par rapport a p,_,, on a donc
oy NI ! oy
—+q¢—+f~~+ ... +F,_,——=0.
D‘V 0z ‘\p ')Pn—i

Si n est I'ordre minimum d’involution, cette condition exige que ' soit une

fonction X,_, de x seul. Donc

'IJ - pn—i Xn—; + '!Jl (w’ y’ Z... p}:~=)'

Supposons que, d’une fagon générale,
":’ - pn-—nxu——l + cee pl‘X‘ + '.L‘(x7 Y-z... I)K—l)'
On doit avoir :

M
op

4+ XeFioi 4+ ... +X,_F, ,+F,_, =o.

bk Mk ~
T

dy K—1

Si on représente par des accents les dérivées par rapport & p«—,, on a

We We
+q_+--~+FK—2 - == 0,
dy . bpx—x

' est donc une fonction Xx_, de x et ¥, est encore linéaire en pg—,. On a donc
nécessairement

‘F - X:l—lpll~l + Xn ~:1)n—2 + e + lel + on + g(w’ y)

et la condition nécessaire et suffisante pour que '’équation p, + ¥ = o soit en invo-
lution avec la proposée s’écrit :

N . : :
A) —‘\%—’_ q:\0+f‘\1 + Fixz_!_ ct + Fn—exn—»i + F"_‘:O.

C’est 1a une équation aux dérivées partielles d’ordre n, que doit vérifier la fonc-
tion f: elle ne peut en vérifier aucune autre de méme forme et d’ordre inférieur, si
Pinvariant d’ordre minimum est d’ordre n.
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[45] Pour intégrer I'équation A, nous démonltrerons d’abord les théorémes sui-

vants :

TaforeME 1. — Sion a, [ élant une fonction de u el de v,
’ h

Fx(f) + Ax@) Feei () + ... + A@ F () + A () S+ A(0)v = Z l(%) Bi(w),

¢ étant une fonction qui vérifie la relation F(¢) = o, on a aussi
h

Feea () + Comn (@) Fxmalf) + - + G/ + C@) v = N UDi(w) +1,.,(3) Dy 0.

I

Remarquons en effel que pour que l'on ait identiquement :

UL F() + AP () + .+ A S+ A ]
=F | UFii(f) + Eses (@) Fxsea (f) + ... + E, ()0 |,

il faut et il suffit que I'on ait

B = AU~U, Eeo,+Fe,=Ac,U...., E, +E=UA, E =UA,.

D’ot I’on tire immédiatement :
o=UA,—[UA 4. . . (— ) [UA]Y+(—r)™ [UA, ) (— 1) [UA— U,

Prenons pour U une solution autre que zéro de cette équation différentielle et
posons

b= UFses + ExaFamy + ... + Epv.

La relation donnée s’écrit

h
2
4 fa—z = U Y B9

1

Donc

h

V=1,.,(2) + El;(?) / UB;(u)du.

i

En remplacant dans cette formule b par sa valeur et divisant par U, on obtient

bien une relation de la forme annoncée.
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TutoriME 1. — L’intégrale générale de U'équation
(4) Fo () + A @F,_()+ ... +AS+ A0 =B

s’obtient en éliminant « enlre les deux équations

T

(5) f: ula ll (?) + ...+ u'nln(:’?) + u'n»+n
(6) U= Ll‘ ll (?) + ¢ + u‘n lu (?) + ll?l*‘v'l )

les accents désignant les dérivées par rapport & u.

Si la fonction f ne vérifie aucune équation de méme forme et d’ordre inférieur,
les nombres I; sont n fonctions linéairement indépendantes de ¢; les nombres u,,
u,_. forment un systéme fondamental d’intégrales de I'équation

2 ) TUn—t

u
(7) E=U"4+A,_U""+ ... +AU+AU=0,

u, étant une solution particuliére de I'équation E = B(u).
En effet, le théoréme 1 donne, de proche en proche,

Fn—!(f) + Bw—-lFu—s(f) + st + Bov = C(u) + Cl l| (:?)?

* Fa(f)+D1f+vDo:Eili+ +En—nlu—-a+E(u)’
f+vG,=H]IL+ ... +H,_]Il_, 4+ H@).

(8) v=o @, + o, + ... + a,l, + a(u);

v est donc certainement de la forme 8, les fonctions {4, ... [, étant arbitraires.
Mais on a alors :

n n
4 Qo ’ . L .
f=—=2 =)+ Naili(y) et F(f)y=o""(s) + X a" M l(5).

I

En écrivant que ces nombres vérifient 'équation 4 quelles que soient les fonc-
tions arbitraires /;, on a:

M(a)+ A, 2@+ ...+ Aja(u) = Bw)
et

") + A, " (W) 4+ ... + Ae(u) =o;

on retrouve bien toutes les propriétés annoncées.
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L’intégration de I'équation A est alors immédiate el on en conclut que loules les.
équations de la forme s = flx, v, q), qut admetlent un invarianl d'ordre sunérieur & 2,
s’obtiennent en éliminant + enlre les deux relations :

4= ::’(a/') li(.y? ?) + st + :Tnﬂi (‘1:) lu—;(.y’ C{;) + :’::”(.T/? I,L(;)’, ?) + :7114,('%)}

ds dz dz,.
s =04 ...+ —+ ="
tde *dx dx
Un changement d’inconnue nous montre qu'on peut se borner aucasou 2, est

nul et on peut poser [ (y, ¢) = 5, d’aprés la facon dont o est défini.
Comme ¢ =Y est une intégrale intermédiaire, on en conclut gue Fintégrale
générale des équations précédentes est donnée par la formule

= X('x) + El (x) / la (y’ \7) dy + R + Z:n—a (‘E> f ln~1 (y’ Y’) dy + E.n('x) / Y’dy'

[46] 11 est facile d’en déduire toutes les équations qui admelttent une intégrale
entidrement explicite. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le systéme de-
Pfaff & n équations et & n 4 2 variables

8) a,=dy,— l(y,)dy =o, i=1,2.,.,0

admette une intégrale explicite: il faut et suffit qu’il soit un systéme spécial (*).
Ona

NN N
@i =da;(5) —3a;(d) = 3 (dyst — dtsy).

NG L ) .
Y esl nul, une des intégrales a calculer se calcule imme-

3

Toutes les fois que

N/ . e
diatement. Nous pouvons donc snpposer —;t-’ == 0. Le premier dérivé de S est alors
i

Sy av=a—aH; ou H,= : , i=a,...,n.
On a )
Y, . AHY; R ~
(@) = ——\Hy— (dysy, — dysy) + T(dloy‘ —dy,sl).

La condition nécessaire et suffisante pour que le second dérivé $8" comprenne-

v . L\Hl,j L\I']l,j
n — 2 équations est que le rapport —— !
. Jy ol

soit indépendant de i.

(*) Voir CarTax. Bulletin de la Soviélé Mathémalique, t. XLIL 1914, pp. 12-48.
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. OHY

Si

fonctions ! aucune relation de cette forme. On peut alors poser

bH’i : BH‘l . DA . (\‘\

Par suite

[
~
(4

l

1

t

i

7

l

-

= ;(A).

o/
o/

2
=L 2y :
y M oy i WA

229

; était nul, on aurait ;= Y/, + Y,. Nous supposbns qu’il n’y a entre les

En prenant A comme variable {, on a une série de conditions nécessaires qui

s’écrivent :

‘\li.(l___l .
(l) ] _‘Tt——I]L(t), l=—2,...,N.

Dans ce cas, on a d’ailleurs,

1
1

(a) = ~ (dt3y, — dy,3t).

On a évidemment

(a) = dg[ 2 (dtdy, — dy,3t)

et si on pose

e, A dH

2

dt ° dt’ dt + 0,

on a identiquement
(ali)! — (a‘g)' Hzi X

Le second dérivé est alors

S a4 =ay—a 0%,  i=3,...,n.
Supposons d’une facon générale qu’on pose
He dH{™"  dH{™! dH ™!
T Ta A i T

que 'on ait

(@) = (a1
et que le Kiéme dérivé soit
SY) af = af ' —atT HY, i=K+1,...,n.
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI.
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La loi qui donne les nombres H montre qu’ils sont des fonctions de ¢ seul. On
a donc

K\/ dH?‘ K—I N K—1 /> )
(a) = T | O (d)3t — a; (o)dt).

Par suite, le (K 4 r)iéme dérivé est
S&+0)  aftt = af —af, HFTY, i= Ktoa,..n,

si on pose encore

dH dHY,,

HiT =
' o = dt

On a d’ailleurs

N dH:'f-I [ K—1 ~ K—1 )
(ax+1) - dt {ax (d) ol — Ay (0) dl {

el par conséquent

(af) == (ag.) H}T".

Il en résulte que chaque nouveau systéme dérivé comprend une équation de
moins que le précédent et, partant, les conditions nécessaires (1) sont aussi suffi-
santes pour que le systéme soit spécial.
dH™!

dt

Nous avons supposé == 0. S’il n’en est pas ainsi,

e M aH
T Tar cTar T

et
H 7 =CH{—; +C,,

K—1

on en lire

3 \e—3 3

H;™ =CH; =+ C,H;_; 4 C,.

Comme le dénominateur de H’; ne dépend que de l'indice supérieur et que
celui-ci est toujours le méme pour les nombres H qui figurent dans I'égalité précé-

dente, on aura encore

H ' = CHE T ¢ i h 4+ ¢,

K—2

et ainsi de suite jusqu’a

1

H,=CH,_, + ...+ CiuH, + Cie,,

17T K—1
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c’est-a-dire
My My—
M oAt

NA N,
+ PR + Cn-——ay + Cx—x"'DT "}“ Cli;

lK — C,lu—-l + Cglx——z + R CK—I l, + th + Yn+1 .

L’intégrale I, = /l,‘d_y se rameéne au calcul des intégrales d’indice inférieur

aY
et a celui de /ldy. 1l suffit de poser t—= rm pour ramener le calcul de I a

celui de Iu— ...I . On est donc en droit de supposer, dans le cas général, que

dH™
dt

n’est pas nul.

“*

[47] Nous écrivons les conditions trouvées sous la forme symétrique

A, M,
Y i

o) T

=/, )

On est ramené aux formules précédentes en posant g,({) = 1.
Proposons-nous d’abord d’expliciter les fonctions /;. On a

|, = / ofd, b= f wfdt;

y étant considéré comme une constante dans les intégrations. Si nous posons

D

Li
VERES 3‘[ 0,

on aura

@; 4 dH*; dH;
— 1 — N —HLY S g — K akiall o
1 Vs L /u‘ Y dt_Hlp‘ 7 dt / L, i dt, L_.z,v.“..,n.

Posons, en désignant par des accenls les™érivées par rapport & £,

L) =

9

Illvient

i H' V' T "PI '
] — “P 2 , l — 272 ), , i (_g) .
1 ([112)1 2 ] (Hiz)l 2 f ([{19! : ’

-

0
71

. H') H' ,
b=t ety &= gy ¥ ki f Ly a
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pour i=3, ... n. Si on pose encore (H*) 4, == Y',, on pourra recommencer le
méme calcul. Supposons que I'on ait

/

\f =, b+ . el
(2) <lj—_—.aj0',]4.(+aj‘q»;+ +aj.(+§”, ng;

b=abt o Fai” — (e [ @y, K<i<n.

\

Posons

~ 14
b (_H:-H)’ :"1'“x+x ;

S etl, pour j K, reprendront la méme forme avec un terme de plus et si<les
anciens coefficients aix ne dépendent que des fonctions ¢, il en sera de méme des
nouveaux. Pour j = K + 1, on obtiendra une expression linéaire de méme forme et
siona K+ 1<i<<n, la partie linéaire de /; subira la méme modification que celle
décrite pour les nombres /;; I'intégrale deviendra

—(—l)nf-p;Jr,H;‘ﬂ“dt:-(—I)Kvpmlf?‘f‘—(—1)ﬁ+x/q,x+,(H;+‘)'dt.

On pourra donc conlinuer le calcul que nous indiquons jusqu’a ce que toutes les
intégrales aient disparu et on arrivera & des formules de la forme :

n+1
3'44 (\24’ Bn-H,!J . 2 bK.‘!J
f_ %oy w + aozw + oo+ 1011+1W — %ok dy dx—1 ’
1
n
N N "y )
= gy + a3yl +...+ iy Z’““‘Sy_bﬁ—_l’

1

ou x, =0, ou les nombres «, sont des fonctions de ¢ qui ne dépendent que des
)

fonctions ¢; et ol on a remplacé la derniére fonction 4, par ‘\—j (y, ). Cette fonc-
: A

tion étant arbitraire, on a identiquement

A -
=)
c’est-a-dire
nt-1 . n+1 N
. K| JK,
9 2 Y ' . —_ . 2 T
; W(% + di—) = 3 D o Syl
I 1

et par suite :

’
o+ Gik—y = Qi Yok
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Si donc on pose

NK—1 o} Ax—1.},

'\ ¢ id '\ ¢ Y

L' - Z %ix JE—1 F - 2-‘ Gox Dlﬁ—-l

1 ’ 1
-on a
: nt1 n+x )

DLi N Jdr—1.), ' O Qk—1.Y)

= X e (e = X i i = il
1 1

[48] 1l est dés lors facile de calculer les inlégrales I, = / Li(y, 1) dy dans les-

quelles { est une fonction arbitraire de y, ou y, une fonction arbitraire de ¢{. On a
-en effet :

)L, )L, o
lizfli_dy;f 5 dy:Li—f—b—tdt_:Li—-f;_oi(Z)F(t,y)dt

et il faut expliciter les expressions

G, = f wF (8,600 dt,

6 étant une fonction arbitraire de {.

Je peux toujours remplacer la fonction arbitraire 0 par une fonction arbitraire 6,()
telle que

(Pl(t) F(ti e): O’l *

J’aurai alors

G, =0, Gi:fﬁ’,ﬂ'idtzelH'i—fO,(H‘i)'dt.

o,(H',) =10';

Je poserai

F, G, et G, seront alors exprimés en fonction de 6,,6,,0", et par-un calcul exacte-
ment semblable & celui du n° 17, j'obtiendrai

G =o,1()+ ... + ai"'r("'"),
la fonction 6 étant reliée & la fonction arbitraire <(f) par 'équation implicite

FO,t) = a,«() + ... + %, <,
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1l s’ensuit que

n

n n
N 1y, ¢ g (Y —1
Ii == Li(O, t) —_ Z ziK’L’(K—‘l) frmnd L 1,’,‘<~‘<y_)—':(""")> _ Z qik%_)_’

Jx—1

X 1 I

y étant considéré comme une constante dans les dérivations et remplacé dans leur

résultat par une fonction de ¢ définie par ’équation

n+1

D VP Jek) BN
Ld RTINSy T 9

1

Yy est alors exprimé au moyen d'une fonction arbitraire + de t; et z au moyen de ,
d’'une fonction arbitraire de x; de y, de t et d’une fonction arbitraire de ¢, par des.

formules débarrassées de tout signe d’intégration.
[49] Etude des équations s — Py, z, gj. — Nous poserons encore

2 d -
F,(u) =0, F,(u) = \—’: + o%, F,(0)=F,|{F,_ @],

Si u ne contient que y, z, ¢, on aura

dFi(w) oF,
I ——P5‘+P9W—~Plz+x(u)-
Par suite
df 26 ao> .
= p6 — — ) =p.0 *F (0).
s p2)+p<paz +s‘\q PO+ p°F,(9)

Supposons que

N
— LR (0
do x—1 >-J @ i)

avec
a, = ps, a =pk,
on aura
df i dag : S
dox = P04+ Iw<pax 5 > +o b p = >_;"i+xF"
\ o
avec

) ; da,
1 —1

a., =pa "4+ =
Kt Py drx
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Si a! est un polyndme homogéne de degré i+ 1, d’ordre K —1, isobare et de
poids K par rapport aux variables p;, il est clair que ai+! sera aussi un polyndme
hoinogéne de degré i+ 1, d'ordre K + 1—i et de poids K + 1. Comme la pro-
priété est exacte pour % =a’,0 + a',F,(0), elle est toujours vraie.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un invariant d’ordre n
o(x,y,2,p, ...p,) sécritalors :

K41 n—1x
Dc? B’T') an NN in o9 i _
D—}I-+q—a—z—+pFuS}’T+...+3‘—5:Zaﬁl‘i(0)+...+—‘\EZanFi(0)_o
-Ou encore . . -
() C,_F_,+...+CFi+...+CF,+¢C+D=o
avec
% _ % % d
D—'STy—. C__DZ, Ci—mau+...+-(\—]z:ai+l.

La relation 4 montre qu’il y a une relation linéaire & coefficients fonctions de y

et de z(') entre les nombres F; : donnons en effet aux variables p; des valeurs fixes.
Les nombres @’,, ¢ el toutes ses dérivées ne dépendent plus que de y et de z. Les

nombres F; ne dépendent pas des variables p;. Il suffit de désigner par D, C, C; les
fonctions de y et de z ainsi obtenues pour voir qu’il existe entre les nombres F;
une relation de la forme 4 ot les coefficients ne dépendent que de y et de z. Nous
écrivons cette relation :

(5) Fe() + Axei Fara (0) + ... + A,F, + Ag = B(y, 2).

Si nous supposons que la fonction 0 ne vérifie aucune équation de méme forme
et d’ordre inférieur. le théoréme 1I du n° 15 nous montre que toules les équations
correspondantes s’obtiennent en éliminant J entre les deux relations

K

0= I L0, V) 2y, D) + Zaga (¥, 2),

1

® :
S ) N DZl (\ZK+1
) — — — 2 l y " .
P i 9) 2 T T

() x est en effet un invariant du méme systéme et on-peut le supposer constant.
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Faisons le changement d’inconnue z = A(y, 2), lafonction h vérifiant la relation

Lh
_—:——ZK 1 yh)’
Yy (Y A

on a
dh Z.(y
7= }‘ LZi(y,h) c-a-d. ¢' = Zlici(y, z') avec Cizi‘—%’lﬁ.
R4
Remarquons gue l'on a alors
oh Mo, Wh | (NG
wE =it w) %
Ph Mgy b
Wz Tz 2
On a alors

s d dh 2 Ok VA utr
— P —_—y = E . — ———
pl +q BZ' "‘bz! + Dy le ll(y’ ?) DZ (y’ h)+ bz

c’est-a-dire

i~21.£
pv tL\Z' .

On peut donc garder les formules 6 en y faisant Zy4; — o0

Remplagons alors dans la condition (4) ¢ et 4 par leur valeur. On a

F(3)=o, F0)

. D”Zt
. ey F,L_i(O) = E I,TZT

et par conséquent

1 S
SR WAL W

1

chthr———

Le théoréme II montre que les fonctions [; ne peuvent étre reliées par aucune

Nor,
. g . . <
relation linéaire de cette forme. On doit donc avoir l

Jdy

=—=o0 et
D”Z,
(6) . (‘u_i\" +...—|—C—+(,LL—0,
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Il y a au moins une fonction Z; qui n’est pas nulle(*). Considérons I'équation
(7 §= PQZ

ol les accents désignent les dérivées par rapport & z. On a dans ce cas

" 7 (h+1)
i Li
7 , A

et la condition 6 exprime que ’équation 7 admet un invariant d’ordre n dela forme
X6b(y, 2)
dz

“(Z,p, P, -+ - Do) Mais cette équation est de la forme s = pg ——""2 qui a été
complétement étudié par M. Gau dans sa Thése (pp. 108-117). Elle ne peut admettre
d’invariants que de l'ordre 2 ou 3. Nous n’avons donc a étudier que lecasou n =3,
‘K = 2, les aulres ayant été complétement étudiés par M. Goursat (loc. cit.).

Posons donc
I€,(0) = [)F‘(G) + Bbq + a.
La condition 4 donne alors immédiatement

do o AL do

i i 3 i [
— 4~z =0 f
dy p, P - )z ap, ‘

¥ 2
+p’31: + P+ ap) 5 =,

p—p—+——(3pa+bp)~o

Ce systéme n’admet de solntions que si

e de
b=o, a=—ac(y,2),  B=——, .
o3 dy
et I'invariant correspondant est
3 2
U= L, —p—f——cp*.
p2p

C’est le méme que celui que M. Gau avait tlouve comme il fallait s’y attendre.

i (') M. Goursat a montré¢ que, si K = 1, il y a un invariant du second ordre (Annales de
* la Facullé des Sciences de Toulouse, 2° série, . I, 1899, pp. 31-78).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. ) 3o
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D’ailleurs un changement d’inconnue 7' = h(y, z) montre que, si on pose

oh » N N
—:e, ¢ == —— y

' a2\
on a identiquement
de oc

() = F,(0) + 200 + g~ + 5

On en conclut que toutes les équations considérées se raménent 4 celles pour les-
quelles F (0) est nul. Elles s’obliennent donc en éliminant o entre les deux relations

o S
q=2Uy, ¢) + zm(y, %), —=2zly,¢) +mly, ¢).

[20] Ces équations admellent I'iniégrale intermédiaire 3 =Y et la solution
générale sera I'intégrale générale de 1'équation

N 1 I i L
7?<?> +omy ) Uy, V) =o.

Si m ne dépendait pas de Y, on pourrait I'écrire

-
<

P (L VISV g
l@‘( >+ 1_z_+l‘<y’ )'—07

Y
—zi+fX(y,Y)dy=o

et en posant i(y, Y) = — f(y), on aurail comme intégrale générale

-

T = i) + gt

J el g étant deux fonclions arbitraires, Y, ¢tant déterminé.
Si m dépend de Y, soit v une fonclion arbitraire de y liée & Y par la relation

7 —am(y, Y) =o.

L’équation a intégrer deviendra alors
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d’ott, aprés un changemedt de notations
o
L=x@+ [ e vydy;

X et Y étant deux fonctions arbitraires. Il reste & calculer y, — / e My, Y dy.

’

On a identiquement

wy ) ) OV,
d<y’ bY,)—e <<)\——W—\ D—Y7> dy \Y'E (lY>

R
Si e =0, ONn a
<

Ar=aY + b, y,:ae“-{—f(b—a’)e‘dy.

’

‘a’ ; ¥, est alors débarrassé de

On peut supposér b-—a' == o0 et poser & = y—

tout signe / Dans le cas général, soit Y'éf(y, u) la solution générale de I'équa-

tion différentielle

) S adY
y Y’ Y'Y dy
On a identiquement
»® dA N N
®) PR S L S
dydY Y’ h)

quels que soient y et u et de plus,

(9 d( . 2 V2, dY
9 Y.,—¢€ Y’ >+€ o \\/2 =0, —.fdy

D’aprés nos hypothéses, le coefficient de du n’est jamais nul. Posons

A2 ,
% \Y'*”A:':O’ w==eA.
On a
w Y
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L’identité 8 dérivée par rapport & u, donne

NI
Sy 4+ f=o.
Donc -
Al
dw = w 4 du

Si nous posons w = F'(u), F étaunt une fonction arbitraire de u, on a

A ()
e Fw)’

YA of

Cette équation donnera y en fonction de u; en effet =
: audy u

et n’est

pas nul.
La relation g donne alors
F'(w)

b8
1= 57 0D 1o gy = P

y et z sount alors calculés au moyen de u par des formules débarrassées de tout signe
de quadrature.




