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SUR LES SYSTÈMES DE POINTS DU PLAN

APPLICATION AUX COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES

PAR M. M. LÉGAUT,
Agrégé préparateur à l’École Normale Supérieure.

INTRODUCTION

i. La première partie de ce travail est consacrée à l’étude de quelques problèmes
qui se posent très naturellement au début de la géométrie algébrique. Que peut-on
dire sur la formation et les propriétés d’un système de points situés dans son plan ?
Comment peut-on les classer, les déduire les uns des autres? Peut-on les caractéri-

ser, au moins relativement à certaines de leurs propriétés, par un ensemble fini de
~nombres entiers ? En particulier, quel est le nombre de conditions imposées à une
courbe de degré l pour passer par un système donné ?

Un problème de cette catégorie fut posé pour la première fois par Cramer,
lorsqu’il considéra les n~ points d’intersection de deux courbes de degré n. Un peu
plus tard, Cayley (Cambridge Mathematical Journal, vol. 3) étudia le système des

.mn points communs à deux courbes de degrés n et m. Il montra qu’en suppo-
sant m  n, toute courbe de degré l tel que m  l  m + n - 3, qui contient

.mn - de ces points, passe par les autres. En , 1886
2

(Mathematischen Annalen, t. 26), Bacharach publie un travail sur le même sujet.
En 1890 (idem, t. 30), Cayley présente un nouveau Mémoire où il améliore ses

démonstrations. Plus récemment, M. Gambier (Comptes rendus, 1922, t. reprit
le problème sous un aspect plus général, et se proposa de construire les systèmes
de points présentant, relativement aux courbes de degré l, la propriété suivante :
Une telle courbe passant par A de ces points, contient nécessairement les B restants.
Dans une deuxième note (C. R., 1923, t. I ~6), il montra en particulier que pour un

système donné, lorsque l augmente, le nombre des points B diminue et devient nul.
Il calcula en outre leur différence pour deux valeurs de l consécutives.
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Mon travail se distingue complètement de celui de M. Gambier, par la méthode
et par les résultats. J’ai borné exclusivement mon étude à celle des systèmes de
points simples tous distincts. J’exclue en outre toutes les considérations relatives à
la réalité de ces points (’). 

’ 

.

2. Posons d’abord quelques définitions. J’entendrai par l’expression « la courbe
de degré l (satisfaisant à la propriété X) » une courbe quelconque de ce degré (satis-
faisant à cette propriété, c’est-à-dire dont les coefficients de l’équation ne vérifient
aucune relation (autre que celles imposées par la propriété). La première courbe
minima d’uu système _1 est la courbe de plus petit degré, composée ou non, qui
puisse passer par A. Suivant les cas elle est unique ou dépend de paramètres. La
deuxième courbe minima d’un système A est la courbe de plus petit degré, compo-
sée ou non, qui puisse passer par A sans se décomposer nécessairement en la précé-
dente et une autre courbe. Elle n’est jamais unique, mais en général elle recoupe la

précédente en un système B indépendant de son choix.

Exemple. - Le système formé de sept points de l’intersection d’une conique et
d’une courbe du 5e degré admet pour courbes minima la conique et une quartique 

’

passant par ces points. 
’

Que le système A~ soit déterminé ou dépende du choix de la deuxième courbe
minima, nous dirons qu’il est le premier réduit de A. Cette indétermination occa-

sionnelle ne provoque aucune difficulté. Le premier réduit A2 de A; est le dellxième
réduit de A, etc. Construire les divers réduits de A1 c’est réduire A. Leur ensemble
est la réduction de A. Nous supposerons toujours que tous les réduits, de A sont des

systèmes de points simples distincts. Dans ces conditions, on démontre que tout

système se réduit à une intersection totale de deux courbes. (Chapitre III, paragr. 7,)
C’est de l’étude de la réduction d’un système de points que je déduis certaines

de ses propriétés. 
’

3. Le plus petit système corésiduel de A sur sa première courbe minima est dit t
le premier adjoint cle A, ou plus simplement l’adjoint de A. L’adjoint du premier-
adjoint est le deuxième adjoint. Je montre que c’est aussi le deuxième réduit de A.

L’ensemble des adjoints successifs forme la réduction adjointe.
Si nous faisons passer par A deux courbes de degré quelconque, non minima

pour A, qui se recoupent en B, nous dirons que 13 se déduit de A. Si ces courbes

sont minima pour B, nous dirons aussi que B se réduit à A. Si C se déduit de B,

B de A, C sera dit aussi déduit de A et nous étend rons cette défini tion quel que soi t

(’) Les quelques résultats nécessaires à l’intelligence de ce travail se trouvent dans.les
premiers chapitres du tome Il du livre de Picard et simart : Fonctions algébriques de
deux variables.



le nombre d’intermédiaires. On démontre (Chapitre II, paragr. ~) que les adjoints
de même rang de deux systèmes qui peuvent se déduire l’un de l’autre, peuvent aussi se
déduire l’un de l’autre. Leurs réductions adjointes coïncident à partir d’un certain

rang. (Chapitre II, paragr. 7.) Les courbes qui servent à faire ces déductions peu-
vent être composées ou non, mais je suppose que chaque partie indécomposable
contient des points de A et de B.

La singularité d’un système A, de A points, pour les courbes de degré l, est

l’excès du nombre A sur celui des conditions indépendantes imposées à une courbe
de degré l, pour contenir A. Un système est dit général, si sa singularité pour sa

première courbe minima est nulle. Un tel système se réduit à l’intersection lolale de
deux droites, d’une droite et d’une conique, ou de deux coniques. (Chapitre I, 

Les expressions de la singularité d’un système dépendent de ses irrégularités :
Si une partie indécomposable de la première courbe minima du réduit Ai ne contient t
aucun point du réduit suivant je dis que A? présente ou contient une 
larité et que A est irrégulier. Si aucun réduit ne présente d’irrégularité, le système
est régulier. J’étudie ces irrégularités, et leurs répercussions sur les réductions des

systèmes dérivés, dans les chapitres II et III. Je montre qu’il y a lieu de distinguer
les irrégularités stables, instables et apparentes.

Tout système peut se déduire d’un système régulier, se réduisant soit cx une 
section totale, soit à un système général. (Chapitre II, paragr. 13.)

Le rang du premier réduit général (ou celui de l’intersection totale augmentée
de un) est la spécialité du système. Le nombre des réduits contenant nne irrégula-
rité est l’irrégularité du système. 

’

La singularité SIA d’un système de A points, de spécialité û, a deux expressions
de formes complètement différentes suivant que le degré l est supérieur ou infé-
rieur à un nombre entier h c appelé caractéristique centrale. (Chapitre I, paragr. I I ;

Chapitre II, paragr. 11.) ,

Les nombres entiers qui interviennent dans ces formules sont les caractéristi-

ques du système. Ce sont des fonctions très simples des degrés des diverses courbes
minima des réduits. La donnée de ces nombres, et du nombre de points A, permet
de construire un système ayant pour singularité l’expression correspondante.
(Chapitre I, paragr. 12; Chapitre II, paragr. i4.) Ces nombres sont intimement liés
au système de points.

Les courbes ayant pour degré les caractéristiques d’indice pair jouissent de pro-
priétés particulières. (Chapitre II, paragr. 13.) On peut en outre énoncer la pro-
position suivante qui en fera sentir toute l’importance. (Chapitre III, paragr. 8.)

L’équation générale des courbes de degré l passant par un système de points peut
se mettre sous la forme :



où les a?~ sont des polynômes arbitraires de degré 1 - l - he ~

les F les premiers membres des équations des courbes de degré h2i li:2i hc (caracté- ,

ristiques), choisies arbitrairement et passant par le système.
Je démontre d’ailleurs qu’il n’est pas nécessaire, lorsque l est assez grand, de

prendre toutes ces courbes pour avoir l’équation générale. (Chapitre III, paragr. g.)-

4. La deuxième partie de ce travail est consacrée à l’application des résultats-
et des méthodes précédentes à l’étude des questions suivantes relatives aux courbes
gauches algébriques.

a) Combien de conditions impose une courbe gauche à une surface de degré 1’ 
’

pour qu’elle la contienne ?

b) Quel est le genre d’une courbe gauche sans point multiple?
c) Dans quelles conditions une surface de degré l, passant par l’intersection

totale d’une courbe C avec une surface d’ordre n, recoupe-t-elle C suivant l’inter-
section totale de C avec une surface d’ordre l - n ~

Ces problèmes furent déjà étudiés par Halphen cle l’Ecole polytechnique,
t. 33), Noether (Mémoires de l’Académie de Benlin, 1882), puis plus tard par M. Castel-
nuero (Rendiconti di Palermo, t. 7).
’ 

J’ai résolu ces trois questions exactement pour une certaine famille de courbes
gauches (chapitre IV, paragr. 7, 8, II). J’ai démontré en outre certaines proposi-
tions qui peut-être pourraient aider à leur résolution dans le cas général.

J’ai eu en outre l’occasion de montrer comment la méthode pouvait être em-.
ployée pour l’étude des systèmes de points dans l’espace. Je signale les particula-
rités qui rendent ce problème beaucoup plus délicat (Chapitré IV, paragr. 10).

5. Je dois terminer ce rapide exposé en remerciant bien vivement NI. Vessiot
et li. Lebesgue de l’aide qu’ils ont bien voulu ine donner pour la présentation et
l’impression de ce travail, M. Gambier de l’obligeance qu’il m’a témoignée en me.
communiquant le Mémoire qu’il a écrit sur la question.

. 
Je désire spécialement témoigner ma reconnaissance à M. Garnier, qui voulut

bien lire une ébauche de ce Mémoire et qui m’aida de ses conseils pour la rédaction.



CHAPITRE PREMIER .

Les systèmes de points réguliers.

1. Faisons d’abord quelques conventions qui préciseront et faciliteront l’exposé
de ce travail.

Un système de points sera désigné par une lettre, A par exemple, le nom.bne de
ses points par cette même lettre A. Dans les figures que nous ferons, nous le repré-
senterons par un point A. p

Nous désignerons une courbe quelconque de degré l par le symbole Cl. Nous
la représenterons par un simple arc de courbe, sans nous occuper de sa véritable
forme, mais simplement dans le but de faciliter les raisonnements.

Lorsqu’une courbe passera par un système de points, nous ferons passer son
image par le point image du système. Pour représenter deux systèmes A et B dont
l’ensemble forme l’intersection totale de deux courbes Cm et Cn, nous figurerons
deux arcs de courbe convexes qui se rencontrent aux deux points A et B.

Nous désignerons souvent l’intersection totale des courbes Cm et C?~ par le sym-
bole °

2. . Singularité de l’intersection totale C7,t , Cn. .
Nous appellerons singularité d’un système A pour une courbe Cl, l’excès du .

nombre A sur le nombre de conditions indépendantes imposées à une C~ pour con-
tenir A.

Nous nous proposons actuellement de trouver la singularité du système
~A = pour les courbes C~.

Énonçons d’abord deux lemmes préliminaires. Rappelons un théorème dû à
Noether (’). Lorsqu’une courbe Cl, , d’équation Fl = o, passe par l’intersection totale

et C" ~te se rencontrant qu’en des points simples tous distincts, on peut
mettr°e son équation sous la forme

où Fm et F,~ sont les premiers membres des équations de Cm et C,~, A et B deux
polynômes de degrés respectivement égaux à leurs indices. 

’

Considérons sur une C,d le système A = C", . C" . Faisons passer par A une C~
qui recoupe Cu suivant le système B. En supposant que Cm et Cil se coupent de la

Annalen, t. Fonctions de deux variables, Picard et Simart, t. II, p. 1 .



façon générale énoncée, l’équation F~ = o de Cl peut se mettre sous la forme précé-
dente. Cette dernière montre que C~ coupe Cu aux mêmes points que la courbe
d’équation Al-m.Fm ==o. La partie due à Fm == o donne A, le système B est donc
l’intersection totale de Cil avec la C~_", d’équation = o. On peut donc dire :

I° LEMME. - Si une courbe Cl rencontre une courbe C" suivant l’intersection totale
C", . C,l, elle recoupe C" suivant l’intersection totale .

Observons que le théorème de N0153ther ne suppose pas les courbes Cm et C" indé-
composables. La proposition précédente ne l’exige donc pas non plus.

Considérons la série de points déterminée sur Cn par un systèrne de courbes Ct.
Nous allons montrer que :

2° LEMME. - courbe Cl, pour passer par h points de C", est soumise à autant
de conditions indépendantes qu’un groupe de la série précédente pour les contenir.

Soient en effet R et 03C1 les dimensions du système de courbes Ci et de la série

qu’elles déterminent sur C". Par un groupe de cette série passent courbes C~
du système. Fixons h points sur Ils imposent h - a conditions aux CL précé-
dentes qui passent par eux, h - b conditions aux groupes de la série qui les con-
tiennent. La dimension des Cl du système passant par les R points est R - h + a,
celle de la série résiduelle ? - h + b. Par un groupe de cette dernière passent

courbes Cl du système contenant les h points. Or on sait qu’il y en
a ooH-; puisque en définitive ces courbes passent par un groupe de la série initiale :
a = b. ’ 

’

, 
Reprenons la figure précédente et laissons Cl passant par A, variable. - Les

systèmes B constituent une série dont nous allons déterminer la dimension de deux
façons différentes.

Si mn - est le nombre de conditions imposées à une C~ pour passer par A,
la dimension de la série B sera ; - (mn - où 03C1l est la dimension de la série
déterminée sur Cn par toutes les C~ du plan. D’autre part la série B est déterminée
par toutes les C~_.", du plan. On a donc l’égalité .. -

Avec des notations semblables à celles utilisées pour A = C", . C" , ,



et par suite :

Pour contenir 11 points en ligne droite, une Cu est soumise à n conditions :

= o si i = n, et par suite pour i> n. Si i  n il faut que la courbe C; con-
tienne la droite et = n - (c + I).

Quand ï ou == o.

Quand m  l C m -+- n - 2, l’égalité (i) devient :

Si maintenant nous supposons n  lC m , le raisonnement pris sous la forme
précédente est en défaut. CI doit se décomposer suivant Cn et une arbitraire

et en vertu de l’identité classique :

La singularité de l’intersection totale de deux courbes Cn et C,n ne se rencontrant
qu’en des points simples, tous distincts, est donnée pan l’expression

. Remarque. - Si on avait pris pour courbe base sur laquelle sont découpées
les séries de points, on aurait eu l’égalité

Cette égalité permet de retrouver les résultats précédents, en particulier le der-
nier. Si 



3. Les résultats précédents vont nous permettre de trouver la dimension de la
série déterminée sur C,~, courbe simple ou composée, par toutes les CI du plan.
Elle est égale au nombre de points qu’on peut arbitrairement choisir dans l’inter-
section totale C" . Cl.

La dimension da la série Cn.C sur Cn est donnée par les expressions :

r est la fonction définie précédemment.

Remarquons la relation :

,

On sait que la dimension d’une série de a points sur une Cil de genre p est
égale à a -p ~ i - ~,~, où i est l’indice de spécialité de la série, c’est-à-dire le nom-
bre d’adjointes d’ordre n - 3, linéairement indépendantes passant par l’un de ces

groupes, et (1) le défaut. Totalisons ces deux derniers termes en posant ô = co - i.

On a ici :

oû

si on remarque que 
~~2 - I) ~~ . - 2) 

est le genre maximum ~ d’une G . .2



4. Faisons encore quelques remarques sur une figure qui nous servira souvent.

FIG. 1.

Soit A + B. l’intersection totale Cn. Faisons passer par. A une Cu et par B

une Cu’ qui recoupent C,~ en D + C. On sait que C + D = Cl, où v est donnée

par l’égalité : ..

Nous dirons que ABCD est un quadrilatère curviligne inscrit dans Cn . 

-

Les systèmes opposés A et C, B et D sont corésidaels.

. Si on fait passer par A une CL, il existe une Cl passant par C qui détermine

sur C’t, en dehors de C, le même groupe de points que CL en dehors de A. Nous

dirons que CLet C~ se correspondent sur C",.

A la courbe de plus peti t degré passant par A, extérieure à ,Cn, correspond la
courbe de plus petit degré passant par C et extérieure à -

Lorsqu’on fait varier CL et C~ elles déterminent sur Cn la même série de points.

Systèmes de points généraux.

5. D’une façon générale, nous appellerons courbe minima d’un sys-

tème A, la courbe de plus petit composée on non, qui peut passer par A.
Suivant les cas, elle est unique ou dépend de paramètres.

Nous appellerons aussi deuxième courbe minima, une des courbes de plus petit
degré qui puisse passer par A sans se décomposer en la première courbe minima, °

une courbe arbitraire de degré convenable. Elle n’est jamais unique. -



Nous entendrons par l’expression « la première ou la deuxième courbe minima »
une courbe quelconque de l’un de ces deux degrés.

Exemple. - Le système formé de sept points d’intersection d’nne conique et
d’une quintique, admet _courbes minima la conique et uue quartique.
Un système A sera dit général si sa singularité pour la première courbe minima

esl nulle.

La singularité pour une Cl de degré supérieur est nulle aussi, car on peut t pren-
dre pour Cl particulière la courbe minima Cn et une courbe arbitraire Le ,

nombre des conditions indépendantes imposées à C~ est égal à celui des conditions
imposées à C,~, car ce nombre ne peut pas diminuer quand on particularise C~, et

il ne peut être supérieur à A, le nombre de points.
’A points pris arbitrairement forment un système général.
Les inégalités qui déterminent le degré ~t, de la première courbe minima, sont

Si A =}~ lt~ri + ~~), il y a une infinité de premières courbes minima. La notion

de deuxième courbe minima n’a pas ici de réalité.

Si .~1 = a(~t + 3~, il n’y a qu’une première courbe minima. Les C~ ~ sont

deuxièmes courbes minima.

6. Considérons un système A, général ou non ; ses deux courbes minima se

recoupent suivant le système A~, que nous appellerons premier réduit de A. Le

n’’ réduit A2 de A, sera dit deuxième réduit de A, etc... 
’

L’ensemble des réduits successifs de A constitue la réduction de A.

Nous dirons aussi que A se réduit en son réduit A.i .

Les courbes qui servent à faire la réduction seront appelées réduites.
Nous nous proposons d’étudier la réduction d’un système général.

7. Réduction d’un système général.
Soit le système général A, de courbe minima A, est son réduit.

Supposons A, général (on démontrera plus loin la réalité de cette hypothèse)..
- Le degré n1 de la première courbe minima de A, se calcule en utilisant les inéga-

lités (8) et l’égalité A + A, = n~ (ou n~ ~ n), On obtient ainsi les résultats suivants :.



TABLEAU J.

On peut donc écrire les inégalités toujours vérifiées :

THÉORÈME. 2014 Le deuxième réduit A2 de A est un système général.

Pour démontrer cette proposition nous allons employer un mode de raisonne-
ment nous servira souvent dans ce chapitre.

. FIG. a.. , ;-

Supposons que les courbes minima de A et A, soient respectivement C,,.C’,, ,
Cn C’n , Cn recoupe Cn suivant le système z.

, .. à

A et ce sont corésiduels sur C,, ; à une courbe Cn passant par A correspond
une C,, 

, 
passant par «, première courbe minima de ce puisque n,  n (9).

a et A2 sont corésiduels sur Cn1; à Cn1. passant par ce correspond une C 2’i,->é
passan t par A, , première courbe minim a pou r A, puisque 2 n, - n  n, .



11 suffit donc de montrer qne la singularité sn2A2 de A2 pour une courbe C" = Gs" _"
est nulle.

En nous servant de la formule (3) et dn deuxième lemme du paragraphe ~, nous_
pouvons‘ estimer de deux façons différentes la dimension J de la série déterminée.
sur C,1 par les courbes C" et Ç" correspondantes passant respectivemen t par A et a.

Considérée comme décrite par les courbes C", c = n2 - 
(n - 2) 

- A;

décrite par les courbes , puisque n1 > n - 2 , 03C1 ce 
(n -I)(n - 2) 

-- ô

oÙ ô est le nombre de conditions indépendantes imposées à une C" pour passer
. 

1

par x.

Faisons de même avec les courbes correspondantes C,z et C" , , en remarquant
1 2

que n2 n, - 2 puisque n, n - 2.

Ajoutons membre à membre les égalités (la) et (it) en remarquant
r~$ - ~~. = n,~ - A,. .

Puisque Ai est général, As deuxième réduit de Ai l’est aussi. Tous les réduits de A.
sont généraux. Le tableau 1 permet de voir comment s’effectue la réduction.

(1) La méthode serait ia même si 
. 

A == 2014201420142014- ou n(n + I) -t- i.
22



Si B  2 on est dans l’un des trois cas étudiés précédemment. Si non n~ = n,- 2.

Si on est dans l’on des trois cas déjà envisagés, si non continuons la

réduction. ~ .

Supposons que cette éventualité ne soit pas arrivée après la he opération.

Les B2i et décroissent,quand l’indice croit. On aboutira donc certainement,
après un nombre suffisant d’opérations, à l’un des trois cas précédents.

On voit qu’à partir de ce moment, les degrés des réduites décroissent régulière-
rnent d’une unit.é. Le dernier système réduit sera donc en général un point.

Cet énoncé souffre deux exceptions, si l’on arrive seulement à la fin de la réduc-
tion à trouver des systèmes vérifiant un des trois cas précédents.

Si 
. 

B-ai=2 et i n-4i-2=3, ou n-r-Zi-B=2 et n-4i-4=3,
ce qui correspond à B = n=, on vérifie aisément que le dernier réduit est cons-
titué par deux points, intersection totale d’une droite et d’une conique.

, 

Si B-2i=2 et n-4i-2=2, ou n-r-2i-~.B=2 et 12-fri-!~=~,
. ce qui correspond à B = n, , le dernier réduit est constitué par 4 points, intersection

totale de deux coniques.
Tout système général, dont le premier réduit est général, se réduit à une intersec-

tion totale, système général.

THÉORÈME. - Le premier réduit d’un système général est général.. 

Remarquons que l’on peut toujours faire passer par A1 une infinité de courbes
de degré n - r qui ne se décomposent pas en la première courbe minima C de A’ ’ 1 

*

et une courbe arbitraire. ’

, 
Le tableau I nous le montre lorsque A1 est général, et c’est vrai a fortiori si Ar

n’est pas général puisque ces A1 points ne peuvent imposer plus de A, conditions
iudépendantes.



Menons alors par A~ deux courbes C,~_, qui se recoupent en A’2. A’~ est général .

comme le montre un raisonnement identique à celui utilisé précédemment. Le

degré de la première courbe minima de A’~ est n - 2.
Nous déduirons A’~ de .A’2 comme A’s de A, etc...

Comme le’degré des courbes employées décroît régulièrement d’une unité, on
arrivera certainement à rencontrer deux systèmes consécutifs généraux.

Mais si deux systèmes consécutifs sont généraux, le précédent est général comme
nous le démontrerons au paragraphe 8. On peut ainsi remonter progressivement
jusqu’au système At. Nous pouvons donc conclure.

THÉORÈME. - Les réduits d’un système général sont généraux. Le dernier est une
intersection totale.

’ 

Systèmes réguliers spéciaux.

8. Systèmes réguliers de spécialité 1.

Si une partie indécomposable de la première courbe minima de A ne passe par
. aucun point du premier réduit nous dirons que A contient une irrégularité.

Un système A sera régulier si aucun de ses réduits ne contient d’irrégularité.
Un système général est régulier. 

’

Soit A un système général, de premier réduit A.. et C" sont les courbes

minima de Ai et A2. Faisons passer par At deux courbes arbitraires Cu et Cm dont
les degrés vérifient les inégalités

Ces courbes se recoupent suivant A. Nous supposons que toute partie indécom-

posable de Cn passe par des points de A,..

THÉORÈME. - Les courbes Cn et Cm sont les deux courbes A.

Reprenons la figure 2, en changeant convenablement les degrés des courbes.

Soit encore x le système où C" recoupe C" . La courbe de plus petit degré C,, pas-

sant x, extérieure à (~"1, correspond à celle de plus petit degré C"2 passant par A~.
v = n -~-/~2014/~; or v > n~ , puisque n > 2ni - n~ ; donc C"1 est la première courbe
minima de x.

La courbe C",, passant par z~1 et correspondant à C,~,1, passant par (x, est donc

la deuxième courbe minima de A puisque As est le premier réduit de A.

Un système non général dont le premier réduit est général et qui ne contient pas

d’irrégularité est dit régulier de spécialité 1.



REMARQUE. - J’ai cru devoir employer les mots de spécial, spécialité. Le sens
donné ici à ces termes n’a aucun rapport avec celui,qu’on leur donne dans la théorie ,

ordinaire des séries de points sur me courbe.

Le plus petit degré fie la courbe qui peut passer par A sans passer

par A, , est égale ci .

Une telle courbe correspond en effet à la courbe de plus petit degré passant

par x sans être obligée de passer par A, c’est-à-dire à la deuxième courbe minima

de ce puisque C" est première courbe minima et que Cil ne passe_ pas nécessaire-
ment par A3.

’ 

La formule (7) donne alors h3J, = m + n - + n, .

Lorsque le degré d’une courbe est compris entre m et h2 le passage par ;1 impli-

que celui par A~ . 

Singularité.

Elle est donnée par les formules suivantes :

La fonction o a été définie à propos de l’égalité (3).
La première formule se déduit du fait que si Cl passe par l’intersection

totale A + A, = Cn.Cm. D’après ce qui précède [paragr. 2], si on fait passer une C~

par mrz - + 03C6(m-l) poin ts convenablement choisis,

c’est-à-dire tels que les conditions qu’ils imposent à une Cl soient toutes indépen-
dantes, elle passe par le reste de l’intersection. On peut certainement choisir ces

points dans le système A, autrement la courbe C~ passant par A ne serait pas obli-

gée de passer par Une CI contenant un tel groupe de points passe par l’inter-
section totale et par suite par le reste des points A.

Nous démontrerons la deuxième formule en supposant l = hA, ce qui évidem- r
/

ment est suffisant.

La considération de la série de points déterminée sur Cn1 par les courbes C n2
et C., correspondantes donne l’égalité suivante analogue à (II), si nous remarquons

que j n1 - 2 (g) et n n1 car n 2n1 - l2. . 
’



De même en utilisant tes courbes correspondantes Ch2 et G. sur Cn et en remar-
quant que ~~/20142 car /!,~/~20143 et car //ï~2/~2014/~.

Ajoutons membre membre en ayant égard à l’égalité mn - A = n21 - A2.

REMARQUE. - Si rn --_ n = ~rz1- n~, = m; i le système A est général.
Si on fuit passer At deux C,t +1, le nouveau système A’ est général, proposi-

tion dont nous nous sommes servis à la fin du paragraphe 7.
Si nI ---- n, 2014 ï. ~ti + 1 = - 

. A’ est général d’après la remarque. e

Si n$ =. n~ - 2. Considérons les trois systèmes A A1 et A’. Les courbes qui re-
lien t A et A’ sont de degré n - 1. Le raisonnement fait sur la figure 2, paragraphe y,
montre que puisque A est général, A’ l’est aussi. . 

,

9. Systèmes réguliers de spécialité 2.
Avant de passer à l’étude générale des systèmes réguliers, il est intéressant de

considérer en particulier les systèmes dits de spécialité 2 et 3. Nous verrons ainsi
apparaître des particularités qui convenablement généralisées seront celles que peu-
vent présenter les systèmes réguliers de spécialité arbitraire.

Soit t t’11, un système régulier de spécialité 1; C" et C"t .1 son ses courbes minima,
A son premier réduit, de courbes minima Cu 2 . Faisons passer par deux cour-

bes Cft Cm telles que + 111. - n,. .

Elles se recoupent suivant A. Nous faisons sur Cil les mêmes restrictions que

précédemment.
Remarquons de suite que Cil et Cm ne sont pas obligées de passer par _~.~ car

- n ~ ~ n -- zn00FF + 1t3 puisque > . 

THÉORÈME. - Les courbes Cn el Cm sont les courbes minima cle A. Le petit

degré d’une courbe qui puisse passer par A sans contenir A! est égal à

Ces propositions se démontrent comme précédemment.

REMARQUE. - Les inégalités m  n m1 + n2 expriment les conditions né-

cessaires el suffisantes pour que C" et soient courbes minima de t1. .

- 

’ 

Car autrement t h~ ~ ~t  m et ce serai t 
L 
qui serai t courbe minima. ..

Un système régulier est de spécialité 2, si son 2ième réduit est le premier réduit

général.



Singularité. ’

Elle est donnée par les formules suivantes :

La première expression s’établit comme dans le paragraphe précédent. 
Pour démontrer la deuxième, reprenons la figure 2, en modifiant convenablement

les degrés des courbes; 03B1 est toujours le système où C" recoupe 
, 

1

Soieut les courbes passant respectivement par rk, ce et A2 et se corres-
z

pondant : les deux premières sur les deux dernières sur C" .
1 ,

La considération de la série déterminée sur C,l par CI. et CL donne une égalité
1 2

analogue à y r) en rernarquan que î, n1 car > n2 n1 + ni - n .

La série déterminée sur C’~ par C~ et Cl donne de même en remarquant que 

Ajoutons membre à membre en ayant égard aux égalités

10. Systèmes réguliers de ,-;pécialilé 3.
On les construit à ’partir des systèmes réguliers de spécialité 2, comme ces der-

niers à partir de ceux de spécialité I. En particulier on a toujours

Sans insister su r les propriétés de ces systèmes, identiques à celles des précédents,
considérons de suite l’expression de la singularité.

Singularité.



Les fonctions 9 et ~! sont définies à propos de l’égalité 3.
Bornons-nous au cas oÙ hQ lh4, les autres cas s’établissant comme 

demment. Reprenons la figure 2 convenablement modifiée. Soient toujours 
2

les 3 courbes correspondantes.
De l’égalité ( r a) on déduit t n2  h C m2 -+- n2 - 2n3 " + n4 . Les courbes Cl son t

2

obligées de passer par A3, premier réduit de A2.
La série déterminée sur C;,,1 par C;, et Cl2 donne l’égalité suivante si on se sert

cette fois de la formule en remarquant l2  ni puisque nz + - n3 ..

La série déterminée sur Cn par Cl et Ci, donne de même en remarquant que ), ; ~
car 

Ajoutant membre à membre en se servant des égalités (12)

et l’identité (2) peut s’écrire

Si nous remarquons en outre que

Et en se servant une deuxième fois de l’identité (2).

11. . Systèmes réguliers de spécialité 03C3 .

Nous appellerons ainsi un système régulier don t le premier réduit est régulier de

spécialité 03C3 -= l, le ième réduit de spécialité c - i; le c° réduit est le premier sys-
tème général de la réduction.



On obtient un pareil système en menant par Ai système régulier de spécialité f

deux courbes Cmo.et Cil arbitraires mais telles que

Ces deux courbes ne sont pas obligées de passer par A~. Elles sont les courbes
minima du système A suivant lequel elles se recoupent. Nous faisons toujours la

même restriction sur C" . ..

Singularité.
Supposons que la singularité de A=, système régulier de spécialité c ~ 2, soit

donnée par les formules suivantes :

où et 2v’ sont les plus grands entiers pans respectivement inférieurs ~ ~ - 2

et(720142)2014ï. 
’ 

.

_ 

On voit aisément que ces formules sont vérifiées pour a - 2 = f, 2 ou 3.

Si Ci passe par Le raisonnement déjà employé ne dépend nulle
ment de la réduction ultérieure de A, . On peut donc encore écrire 

’

Supposons h~  l  hc où hc =11- + .

Reprenons la figure 2, modifiée comrne il a été dit. Soient toujours ClC03BBCl les
. 2

courbes correspondantes passant par A x et A2.  l2  .

Remarquons que lQ  u1 car n~ > hQ, > (cornme on le montrera paragra-

phe 1 a) et que î, n car h  m1 puisque O n1. Nous sornmes donc dans des con-
ditions identiques à celles du paragraphe la. On peut donc de nouveau écrire l’éga-
lité (13). En se servant de l’identité (2 ) et de sa forme particulière (r4), on obtient :



Or posons :

En tenant compte de l’égalité (12) on a les identités

Par suite

où 2u’ + 2 est le plus grand entier pair inférieur à c .

Supposons maintenant ~~ ~ h~C . Nous nous trouvons dans des conditions
analogues à celles du paragraphe g : î, ~ ni + et 1> n . On

~ 
a donc :

ou

Or posons

On a les identités

Par suite, si

où 2V’ + 2 est le plus grand entier pair inférieur à T 2014 i . 
_

. 

Les formules exactes pour un système régulier de spécialité ? - 2 ; le sont encore

pour un système régulier de spécialité 03C3.
Écrivons-les sous une forme plus synthétique en modifiant l’expression de la sin-

gulari té lorsque à l’aide de l’identité 2 . On obtient ainsi en posant n --- hp,.

. ~n~l~~o: 
’ 

.



TABLEAU II.

. REMARQUE. - La singularité que présente un système de points A situé dans un

plan, pour une courbe plane est la’ même -que celle qu’il présente pour une surface

de même degré.
Si, en particulier, on veut faire passer par A une surface d’ordre inférieur à ho,

la surface devra contenir le plan.

C’est bien ce que donne la première expression puisque alors - 1) = o .

12. Caractéristiques d’un système régulier. ,

Nous venons de’voir l’intérêt que présentent les symboles h et 1~ dans l’expres-
sion de la singularité de A. Ces nombres sont intimement liés aux propriétés d’un
tel système. Dans les chapitres suivants nous aurons l’occasion de voir d’autres cir-

constances où ils interviennent utilement. Nous les appellerons les caractéristiques
de A. . Tous ces nombres ne jouent pas le même rôle. ,

Le nombre A sera appelé caractéristique centrale. Les caractéristiques d’indice

pair se distinguent nettement de celles d’indice impair. Nous nommerons les pre-
mières caractéristiques paires, les secondes caractéristiques impaires.

Il y a caractéristiques paires, ~v + ~ impaires, 2r + 1 caractéristiques.
Le nombre des réduites qu’il est nécessaire d’utiliser pour réduire A à A Q est 2y.

Les ~c caractéristiques paires et impaires qui contiennent chacune le degré d’une
nouvelle réduite les déterminent. hC contient certainement n03C3 puisque 211 + 2 > OE .



7~ contient t aussi si T est impair, mais comme nous connaissons A , le

tableau I nous donne en fonction de n03C3.
On obtient ainsi les expressions des degrés des réduites en fonction des caracté-

ristiques

Les caractéristiques jouissent des propriétés suivantes :

Une caractéristique k est comprise entre la caractéristique h de même indice,
et celle d’indice de même parité immédiatement supérieure.

Les caractéristiques A paires ne décroissent pas avec l’indice, les impaires ne
croissent pas avec l’indice. 

-

La caractéristique centrale est supérieure aux caractéristiques paires et inférieure
aux caractéristiques impaires.

On démontre aisément ces propositions en se reportant aux inégalités suivantes :

qui expriment que Cm. J sont les courbes minima de Aj.
Inversement, étant donnés 2G + 1 existe-t-il un système A de A points

qui les admette pour caractéristiques ?
Si u et vont toujours la même signification, les Zu ~ ~ premiers de ces nom-

bres rangés par ordre de grandeur croissante devront être pris pour caractéristiques
paires, les 2v + 2 derniers pour caractéristiques impaires, le nombre restant pour
caractéristique centrale. D’après les propriétés énoncées il ne peut y avoir aucune

ambiguïté pour donner à ces nombres leurs lettres h et k avec l’indice convenable.
Il est d’abord nécessaire que les ~~ ~ ~ 1 équations obtenues en égalant ces nom-

bres aux expressions des h et 1; donnent un ensemble de valeurs positives aux nj
et n1j qui satisfassent aux inégalités : 

’

On voit aisément que ces inégalités sont vérifiées grâce à la manière dont on a
choisi les h et k. Pour cette même raison les nJ ne croissent pas quand j croît.
Pour que toutes ces quantités soient positives il suffit donc que : .



’ 

Ceci supposé, si A03C3 existe, on pourra construire A. Pour qu’il en soit ainsi il

fau t et il suffit que n 03C3 soit la courbe minima de ,X ..

On doit donc avoir :

En particulier, il existe toujours une infinité de systèmes de singularité donnée,

vérifiant 03A6 > o, car il suffi t de prendre A , tel que n s soit sa courbe minima.

REMARQUE. - Nous avons donné plus haut l’expression de ~~ . Dans le cas où a

est impair pour savoir si ~ = i ou 2, il faut d’abord calculer A .

13. - Nombre de paramètres dont dépend un système régulier de spécialité 6.
Nous déterminons le système A, de spécialité d, par le nombre de ses points et

. ses caractéristiques. D’après le paragraphe précédent, nous connaissons les degrés
de ses réduites successives.

Supposons que ha et ko, caractéristiques de A, ne soient pas égaux.*
A tout système A ne correspond qu’un seul premier réduit A, dont on connaît

la spécialité a -1 i et les caractéristiques.
A tout système A~ satisfaisant à la définition précédente correspondent des sys-

tèmes A répondant à la question.
En prenant tous les systèmes A, et en déduisant d’eux tous les systèmes A possi-

bles, on obtient l’ensemble des A sans omission ni répétition...
Faisons passer par A1 une Ch ; comme = o ; la courbe

dépend de h0(h0+3) 2 - A1 paramètres. Considérons sur l’une d’elles la série déter-
minée par les Ck passant par A, . Comme k0h0, sa dimension est .

Si X et X, sont les nombres de paramètres dont dépendent A et A,, ~ on a :

ou



’ 

Si nous supposons hs ~ à un système A correspond sur sa première courbe
minima C,~ une série de systèmes A~ de dimension , ~ r, car:

o

et

En construisant, à partir de l’ensemble des systèmes A,, tous les systèmes A,
on obtient un ensemble de systèmes A où chacun est répété col fois. Par suite,

Soit maintenant un système ~~, régulier, de spécialité rs et dont toutes les carac-

téristiques d’indices différents sont inégales. L’égalité (I7) donne successivement :

A est général, X = 2A . En ajoutant membre à membre, on obtient donc :

. ,

S’il y avait c groupes de caratéristiques d’indices différents égales, il faudrait
retrancher~ c au résultat. 

~ 

-

REMARQUE. - Si s est impair, X est indépendant de A, car

Le nombre de paramètres n’est fonction que des caractéristiques.

14. Systèmes réguliers se réduisant à une intersection totale.

Soit Ai l’intersection totale Faisons passer par A1 deux courbes C,L et C",
arbitraires telles que :



Elles se recoupent suivant le système A. Nous faisons sur Cn les mêmes restric-
tions que précédemment.

THÉORÈME. 2014 Les courbes C?, et sont les courbes minima de A. ,

Soit en effet 03B1 le système où C"1 recoupe « --_ Les systèmes A et a

sont corésiduels sur C" . A la première courbe minima .(n1 n - m,) de 03B1 cor-
1

~respond la courbe de plus petit degré C,Tt passant par A, extérieure à C,l. Or m > n, 
~

donc Cn et sont les deux courbes minima de A.

Tout se comporte donc comme si n~ = ô, d’ailleurs d’une façon générale.
Urt système intersection totale se comporte comme un système régulier°, dont les

réduites, sauf les deux premières, sont de degré nul. .

Tout ce qui a été écrit à propos des systèmes réguliers se réduisant à un système
général peut être redit à propos des systèmes réguliers se réduisant à une inter-
section totale. Nous dirons aussi qu’un système régulier- est de spécialité a, si son 

’

a° réduit est un système nul, son a - le est une intersection totale non générale.
Le système nul constitue ainsi le premier réduit général.

Le nombre d’arbitraires d’un système de spécialité 5, de caractéristiques données
. (ici on ne se donne plus le nombre de points) est d’après l’égalité (~ l). ~ 

’

où

et c est le nombre de couples de caractéristiques d’indices différents égales.
On voit aisément que 

.

De sorte que



~ 

CHAPITRE II

Les systèmes de points irréguliers.

1. Faisons passer par un système A1 deux courbes Cz et Ct (z t). Si ces cour--
bes ne sont pas minima pour le système B suivant lequel elles se recoupent, nous
dirons que B se déduit de A. Si en outre ces courbes ne sont pas minima pour ~4,
nous dirons aussi que A se déduit de B . Cette opération est là déduction de B à A
ou de A à B.

Si C se déduit de B, B de A, C sera dit aussi déduit de A, et nous étendrons
cette définition à un nombre quelconque d’intermédiaires pourvu que l’un d’eux au
moins soit une déduction.

Les courbes qui servent à faire ces déductions pourront être composées ou non,
mais nous supposerons, pour la courbe de plus petit degré Ct’ que chacune de ses
parties indécomposables contient des points de A et B .

Nous nous proposons dans ce chapitre l’étude. des systèmes de points déduits des
systèmes réguliers par des courbes arbitraires.

Systèmes déduits d’un système régulier par un couple de courbes.

2. Soit A un système régulier de caractéristiques h1 ... hC ... ho, de réduits.
At ... A~. Faisons passer par A deux courbes quelconques Ct, C~ (z ~ t) qui se
recoupent en B.

A) THÉORÈME. 2014 Si z > t > h1 les 2 courbes Ct et Cz sont les courbes minima de B. .

C’est le cas étudié dans le chapitre précédent.

B) THÉORÈME. 2014 Si z  k1 t  h1 . Ct est une des deux courbes minima de B .

Soit Et le système où C~ recoupe Cn (fig. 3). Et et A, sont corésiduels sur C,~ .
Comme t + n - rn [ n, , correspondant sur C,z à Cn1 est première courbe,
minima de Et . Et et B sont corésiduels sur Ct . A correspond la courbe.
de plus petit degré passant par B extérieure à C

Si Ct est la première courbe minima de B(~); si c’est C~+~-~_~~~.
Dans cette hypothèse soit B~ ’ le système où recoupe Ct .

1

La courbe de plus petit degré passant par B sans contenir nécessairement B~,



correspond sur Ct à la deuxième courbe minima de Et, puisque Ct+n1 -’?’ 
est sa pre-

mière courbe minima. La cou rbe de plus petit degré passant par Et sans contenir a,

correspond à C~~ et est _~, ..
, ,

FIG. 3.

" Si t + C~, est la deuxième courbe minima de Et; la courbe corres-

pondante passant par B est C~ . Comme z ~ t C~ est la deuxième courbe minima
dè B .. " .

Si est la deuxième courbe minima de ~ 
e

courbe correspondante passant par B étant de degré supérieur à t, la conclusion

est la même. .

(1) En particulier si z> hi, C~ est l’unique première courbe minima de B. Cette re-
.marque permet d’établir géométriquement une proposition bien connue.

Considérons une courbe Cil présentant un groupe A de A points doubles. Faisons passer
par A sa première courbe minima Clio qui recoupe la courbe en le système B == A + B’ .
’Cho est à fortiori minima pour B. En observant que tout ce que nous avons dit s’applique
.à ce cas où des points de B coïncident avec ceux de A on conclue

Si Cho est unique pour A, elle sera aussi unique pour B. 
’

Si Clio dépend de ; paramètres (; > i) la dimension de la série B’ sera aussi? car on
peut toujours faire passer une Cho par p points arbitraires de C,~ (puisque ho  n et que

C1i est irréductible). Il n’y a donc encore qu’une passant par un système A + B’ == B
donne. Par conséquent dans tous les cas l’égalité précédente est exclue et. 

’

Mais alors r2 - 3 > h1A -- 2 . Cette dernière égalité montre que le système A des points
. doubles de C,t présente A conditions indépendantes aux adjointes d’ordre fi - 3 de celle courbe.

Cette dernière conclusion ne vaut en toute rigueur que si A est un système régulier.
.La suite du Mémoire la légitimera dans tous les cas.



Le premier réduit de B est B; .

’ 

est la première courbe minima de B1 puisqu’elle correspond sur Ct à 

,t correspondant sur à C,11, ’ première courbe minima de a, est

deuxième courbe minima de B, . B2 est ainsi. le système ou et se recou-

pent.
Soit Cc 

2 

une courbe passant par correspondant sur Cu à -"t . Nous

dirons que CE et Ci se correspondent.

THÉORÈME. 2014 B$ se déduit de A$ par l’intermédiaire de et de Ct correspondant
1 2

à Ct .

Nous appellerons adjoint d’un système A, le système « obtenu de la façon sui--
vante. Considérons la première courbe minima C,~ de A. Une courbe arbitraire Cz4
passant par A recoupe C,a en M . ., Menons la courbe de plus petit degré passant
par extérieure à C,l . Elle recoupe C" suivant le système oc .

Le système a, adjoint de A, est le phis petit système coi"ésiduel à A sur sa première
courbe minima.

. Lorsque l’adjoint est unique, il ne dépend pas de la courbe Cu qui sert à le cons-
truire. Faisons en effet passer par A une autre courbe C~ qui recoupe C,~ en N .. 

~

M et N sont corésiduels sur Les courbes de plus petit degré passant par N et ~Ir.
extérieures à rencontrent à nouveau C,t suivant le même système de points «
puisque elles sont correspondantes.

Sur la figure 3 l’adjoint de A est « . ..
Si z > h, Ct est la première courbe minima de B ; son adjoint est Et. .

L’adjoint de B se déduit de l’adjoint de A par l’intermédiaire de Cn et 
1

correspondant à Ct. .
Si z  h est la première courbe minima de B. Son adjoint ~ est le’ - - . 

4 -

système où la recoupe après être passée par B1. 03B2 B1Et03B1 forme un quadri--
latère curviligne inscrit dans . Le côté curviligne x(3 est de degré z - m + n, .

L’adjoint de B se déduit de l’adjoint de A par l’intermédiaire de 

correspondant à Ct. Cz .

C) Supposons maintenant t  z  

Ct et. C~ ne sont plus courbes minima de B. Comme nous-l’avons vu dans le cas.

précédent, est la première courbe minima de B.

Les courbes correspondant sur Cn à Ct recoupent G,t sui-

vant les systèmes E~, Et dont elles sont les premières courbes minima. Elles se.

recoupent en p, et rencontrent à nouveau respectivement C~ et Ct en F~ et Ft .
F~ et Ft sont sur .

Nous allons montrer que cette courbe passe par 03B2 .



Considérons pour cela les deux courbes composées [C~ + et [C~ + 
On peut écrire avec des notations déjà employées :

_ 

Ftc.4. 

Comme C~ et C~ sont quelconques, nous pouvons appliquer le Lemme du
2~ paragraphe du chapitre précédent.

La première courbe minima de B passe donc par, a . -m, première courbe
1

minima de Ft la recoupe suivant le système (3 . .

03B2 est l’adjoint de B . ’

L’adjoint 03B2 de B se déduit de l’adjoint x de A par l’intermédiaire de 
correspondant à Ct, .

Or l’adjoint de « est A$, celui de 03B2 B2, 2e réduit de B. D’autre part ne

peu t pas être la première courbe minima de 03B2 puisque Ct n’est pas minima pour B.
Les adjoints se correspondent donc.

B2 se déduit de A$ par l’intermédiaire des courbes Ct 
2 
C4 

2 
correspondant à Ct et Cz. . 

_

REMARQUE. - Remarquons l’identité :



. D’une manière générale on peu t énoncer que l’excès de la somme z + t sur la plus
petite caractéristique paire de B, différente de t et z est égal à la caractéristique hi
de A . On montre aisément que la deuxième courbe minima de B est de degré

On peut en conclure de même que l’excés de ta somrne z + t sur la 2e caractéris-

tique paire de B, différente de z et t est égal â la caractéristique k1 de A .

3. Réduction dn système B dans le, câs où z > t Iz , .

Appelons C~~~ , les courbes correspondantes à. C~ et C~ passant par Si on

affecte de l’exposant 2i les caractéristiques de A~_i, on voit en se reportant aux ex-
pressions des caractéristiques que si 2i  o,~ - 2  z~~ - 2 ..

L’étude du cas C permet ainsi de construire la réduction de B jusqu’à 82 inclu-
sivement. Comme z2., > ou se trouve alors dans le cas B. Il en sera

ainsi jusqu’à B~~ inclusivement. A ce moment ta~ ~ - n2~+1 et le premier réduit
de Bz~ est Aa~ . Nous montrerons dans le chapitre suivant que la réduction de B
jusqu’à est régulière. ,

Puisque est identique à A~~ la spécialité de B est c + 1, si Ba~ n’est pas

général.

Le système B déduit d’un système A régulier, de spécialité s, par
l’intermédiaire des deux courbes Ct et CN de degré supérieur à la caractéristique cen-
trale de A est régulier de spécialité s + 1, ® 

.

REMARQUE. - Si BZs est général, l’énoncé est en défaut. Cela suppose d’abord Aas
général, puisque .

. 
Dans le cas où hG  t  z C ~, , le système 13 

est aussi cle spécialité ~ .

4. Avant d’aborder l’étude de la réduction de B dans les autres cas, il nous faut

démontrer deux théorèmes qui joueront un rôle important dans la théorie.



Soit le système A = A’ + A" composé de l’intersection totale A’ de C, et et

du système .~" situé sur C,a~, où les nombres et vA vérifient l’inégalité :

h!A" étant la caractéristique correspondant à l’indice de A" .
~ 

A contient une irrégularité, car sa première courbe minima comprend C,,~ et Cnn,
première courbe minima de A", la partie ne passant par aucun point du réduit A .
Nous dirons que A présente une irrégularité stable.

2022 Considérons une courbe composée CvA + Cn, C" passant par A" . Soit 

un système corésiduel à A sur C.,.~ + C,~ : .’ Cl~ sont deux courbes correspondantes
’ 

et nous supposerons 1,, > ’tB . 
~ 

‘ Le système B présente une irrégularité stable.

La courbe correspondante à C~A ne recoupe pas C.,A . 13’ est donc

~ 

l’intersection totale de G. et où + t~ - A. . D’autre part passe

par B". 
~ 

. 

_ 
,

’ 

_ 
Si Ct~ n’est pas la courbe de plus petit degré passant par X", extérieure à C?t, ~

soit Cq cette courbe. 
’

D’après la remarque du paragraphe 2.

On en conclut : 
°

Si Gtg est la courbe de plus petit degré passant par X" extérieure à Cil’ soit G~
une courbe de degré égal à la caractéristique paire suivante. On a ainsi : ..

et par suite,

Dans tous les cas, on a donc

REMARQUE. 2014 ~ est supérieur à m.A pour ne pas se décomposer suivant G, et
une donc Cn est la première courbe minima de X" . 



En construisant le réduit de X", on voit que les 2~ courbes minima de X sont
aussi deuxièmes courbes minima de X" . La première courbe minima de X est
donc Cn + C,, .

FIG. 5. FIG. 6.

’"fHÉORÈME. - Le deuxième réduit A2 d’un système A dont l’adjoint contient une.
irrégularité stable contient aussi une irrégularité stable.

Soit l’adjoint ce = x’ + x~ ou «’ = C,, . G,a . La première courbe minima de oc se

compose de C,, et de la première courbe minima Cp~~ de a" . Elle recoupe Cil
en A, = AB + ~u~ . 

’

Comme 03B1 est adjoint de A, C. + Cp" est première courbe minima de A1.
A~ et a sont corésiduels sur cette courbe, en outre m1.[ rt, par suite A$ présente
une irrégularité stable.

REMARQUE 1. - Si on se borne à supposer que’« contient l’irrégularité la plus
générale on peut encore assurer que As contient une intersection totale.

REMARQUE 2. - La condition de stabilité implique que la première courbe minima
du réduit At se confond avec la première courbe minima de A", puisque .

Le deuxième réduit A~ est ainsi l’adjoint de A" . .

5. Réduction du système B dans le cas oiL t [ hG [ z .

A) Supposons  t  h~.,+, [ z  , ,~ > ô , 
’

Les premières inégalités expriment que t est compris entre et .

Ct , se décompose en et Ct203B4+2 -n203B4+2
. Comme 03B3> ô B203B4+2 se déduit

de A203B4+2 par l’intermédiaire de et Cz203B4+2. B203B4+2, par suite comprend l’inter-
section totale B‘a~~.~ = Ck’~+’ . Cta~+~_7?a~+7 et un système B"~~.~a déduit de 

par l’intermédiaire de C et C"’~ ’ . "



Les courbes minima de sont G.. et la courbe composée de G, .
et de la première courbe minima de B"203B4+2. On voit par un raisonnement
analogue à celui fait sur la figure 8 par 
.de Cn203B4+3 et Cz203B4+4. Nous savons désormais poursuivre la réduction de B, qui se
confondra à un certain rang avec celle de A .

La spéciali té de B est c + ! ; B est irrégulier. B203B4+2 contient une irrégu-
larité stable; l’inégalité 1 s’écrit en effet :

B) Supposons C ~  ~ z  ~~a~-i ~ ~~ > Ô . /
Les deux premières in~alités expriment que :

La courbe Ct203B4+n203B4+I-m203B4 passant par correspondant â se décompose
ainsi en la première courbe minima de et une courbe arbitraire 

~~ fig. 7). Comme ,~ > ô, l’adjoint de B~s se déduit de par l’intermédiaire des
~ courbes 

+?tag+I -m~~ ~ 
° ~as par suite comprend l’intersection totale

fi’as de avec et le système déduit de 03B1203B4 par l’intermé-

. diaire de et Cz203B4+n203B4+I _?" . afi 
On voit aisément, comme p récédemment, que 03B2203B4

contient une irrégularité stable. Il en est donc de même de Bas+a .

FIG. 7. Fic.8.

. 

La première courbe minima de se compose de Ct a~ _~~~ 8 qui recoupe la pre- .



mière courbe minima de B~~ eu B’2~+I, et de la première courbe minima de ~"a~ qui
passe par puisque et sont corésiduels sur 

’+ I ’ 
~ 

-

Nous avons représenté une deuxième courbe minirna de B"2~+I qui passe
par B’2~+I , et nous savons qu’elle est aussi deuxième courbe minima pour 
(paragraphe 4). On obtient ainsi le système Ba~+~ . Comme et sont .

corésiduels sur Cz203B4+2, se déduit de par l’intermédiaire de "

et Cn203B4+2. ° B’203B4+2 = ° et 
2 passe B"203B4+2, de

sorte que B203B4+3 est le système où cette dernière courbe rencontre la première courbe-
minima de B"203B4+2. Comme l’irrégularité est stable est l’adjoint de 

Considérons alors la figure 8. Comme et A2~+3 sont t corésiduels sur C"as+a’ ,
la première courbe minima de passe par a2s+~ . C"2s+3 est la première courbe-
minima de «~s+a . Elle recoupe la précédente suivant adjoint de ..

se déduit de A203B4+4 pai l’intermédiaire de Cn203B4+3 et Cz203B4+4.
On en tire les mêmes conclusions que dans le cas précédent. 

C) Supposons lt2,~  t  I~,a,~-~.-2 t It2.~-~-I ~ z  1~2y-I t "r ..

. Y 
est courbe minima pour et on sait que se déduit de par-

l’intermédiaire de et Ct203B3+2. L’étude du cas B (paragr. 2) permet de conti-

nuer la réduction. 
’ 

’

Si h2~~~  t  ou   t se compose de l’inter-

section totale B’~~+a = . Cta~+~-,t2~+~ 2 et du système B"a~+2 déduit de 

par l’intermédiaire de et C"2~+a . . Les courbes minima de Bas+a sont 

et la courbe composée de première courbe minima de 

A2~+1 est le réduit de Bas+a . On vérifie que contient une irrégularité stable.

Si lt’z~ ~ t C h1~-~a, ’ par se décompose suivant 1

et une courbe arbitraire Cf2~-1,t2~ . ~~~~ par suite se compose de l’intersection totale 
’

de et de C~ ._~ . " et du système 8~ identique à ~2$ présente une irré-

gularité stable; aussi. 
’ 

. 
". 

On suit aisément sur la figure 9 la construction de et En particulier
B’2s+2 est l’intersection totale de et Cn203B4+n203B4+2-m203B4+I. B"203B4+2 est sur cette

dernière courbe, de sorte que est le système où C"2~+~ première courbe minima
de 13"Zs+? recoupe Cn203B4+n203B4+2-m203B4+I. D’ailleurs l’adjoint de B"203B4+2 est le système

par conséquent se confond avec A203B4+3.
Il est clair que si z est supérieur à h~, , les résultats sont les mêmes.

Nous montrerons au chapitre suivant qu’il n’y a pas d’autres irrégularités.

THÉORÈME. - Le système B, déduit d’un système A, régulier, de spécialité s, , par 
.

l’intermédiaire de deux courbes Ct et C~ telles que t C hc ~ z est irrégulier d’ordre un .

et de spécialité G -~ ~ . . 
’ 

-



6. . Réduction du système B dans le cas où t  z hC .

Supposons  t  1~~;  z  ~~ ~ Ô .

Si + 1 les raisonnements précédents suffisent pour faire la réduction. Ils

FIG. 9. EIG. I0.

montrent que B~~+~ contient une irrégularité stable et que Bas+4 se déduit de 
par l’intermédiaire de Cn203B4+3 et Cz203B4+4. La réduction de B203B4+4 contient de même

une irrégularité stable.
, 

Si y = 0 ou 0 -}- t, les résultats sont les mêmes. Les raisonnements doivent être
un peu modifiés, car les deux irrégularités se trouvent dans le même réduit pair, ou
dans deux réduits pairs consécutifs. 

’

THÉORÈME. - Le système B, , déduit d’un système A. régulier, de spécialité c, , par
~’intermédiaire de deux courbes Ct et C~ de degré inférieur à la caractéristique centrale
de A , est irrégulier d’ordre deux, Et de spécialité G + I .

REMARQUE. - Tous les nouveaux systèmes de points que nous venons d’étudier
ne possèdent quand ils sont irréguliers que des irrégularités stables. Leur réduction
se confond toujours à un certain rang avec la réduction du système régulier dont ils
sont déduits.

Si le système régulier se réduit à une intersection totale, nous démontrerons plus
loin qu’il en est de même du système déduit. C’est un cas particulier de la remarque
précédente, si on considère le système nul comme le dernier réduit.

7. Propriétés des courbes caractéristiques paires de A .
Nous appellerons ainsi les courbes de degré égal à une caractéristique paire de A ..



THÉORÈME. - Les courbes caractéristiques paires cle A ne provoquent aucune irré-,
gula.rité dans la réduction de B .

Reportons-nous aux paragraphes précédents. Supposons par exemple

Considérons la figure ~.
L’adjoint ,~~~ est constitué par le seul système (~"~, car ;~’~~ disparaît puisque l’une

des courbes de cette intersection totale a son degré qui s’annule. L’irrégularité de ~3~~
disparaît, et avec elle celle de B~a+~ . c. q. f. d.

L’adjoint 03B2203B4 se déduit t de A203B4+2 par l’intermédiaire des courbes Cn203B4+I et Cz203B4+2.
Les réduits pairs ultérieurs de B vont se déduire des adjoints des réduits de même
indice de A. La réduction de B ne pourra plus venir se confondre avec celle de A .

Ce fait est général comme on peut le voir en considérant les autres cas étudiés.
Si les deux courbes Cr et C~ sont des courbes caractéristiques paires, la réduction

de B vient de nouveau se confondre avec celle de A.

THÉORÈME. -- La réduction du système déduit de A par un seul couple de ,courbes
dont une seule est courbe caractéristique paire de A ne se confond jamais avec celle de A. .

Appelons réduction adjointe,.la succession des adjointes de A. La réduction

adjointe comprend tous les réduits pairs de A, et leurs adjoints. On peut dire :
La réduction adjointe d’un système déduit de A par un seul couple de courbes vient~

toujours se confondre avec celle de A .

Signalons encore une propriété que nous établirons plus facilement un peu plus
loin .

- Le système B déduit du système A, r~égulier de spécialité a, par un
couple de courbes, est de spécialité ~ si l’une d’entre elles est courbe car~actér°istique
paire, de spécialité s -1 si les deux sont des courbes caractéristiques paires.

,

Cette proposition montre la grande analogie qui existe entre les deux courbes
minima et les courbes caractéristiques paires. 

_

Systèmes déduits d’un système régulier par deux couples de courbes.

8. Passons maintenant à l’étude des systèmes B déduits des systèmes obtenus-
précédemment que nous appellerons A, par l’intermédiaire des courbes arbitraires
C4 et Ct(z> t).

Nous définirons formellement les caractéristiques des systèmes irréguliers, comme
celles des systèmes réguliers. Soit A~~ un système réduit de A qui présente une



irrégularité stable. A~s est composé de l’intersection totale A.’2;) de et du

système A"2~ de première courbe minima C,~«z~ . Nous poserons :

’ 

Dans toutes les caractéristiques d’indice supérieur à z~~, + et joueront t
le rôle de et m~~ . 

’

L’inégalité qui exprime la stabilité de l’irrégularité s’écrit avec ces notations :

Comme la première courbé minima de est Cn~~l~ : ~u,,+1 == vz~ + 

Les raisonnements faits précédemment ne supposent rien sur la régularité du
système A. Ils sont donc applicables quand A est irrégulier. Le système B pourra
ainsi avoir des irrégularités provenant des valeurs de t ou z inférieures à la carac-
téristique centrale de A . ~ 

, 

, 

,

Le seul fait nouveau est la présence d’irrégularité stable dans des réduits pairs
de A. Nous allons étudier l’influence d’e l’irrégularité A,~ dans la réduction de B.

THÉORÈME. - une irrégularité stable d’un réduit pair de A, provoque dans la
réduction de B une irrégularité stable dans un r°éduit impair.

Pour abréger l’exposé, nous ne considérerons que les cas où les précédentes irré-
gularités ne viennent pas se mêler à celles que nous allons étudier. Quand B,~ se
déduira de A,~ par l’intermédiaire de nous supposerons que cette courbe n’est

pas obligée de se décomposer suivant et une courbe arbitraire. Lorsque t2~  u,~
se décomposera suivant C.,1~ et Cr~~_,,’~ . D’autre part la deuxième courbe minima

~ de est de degré + - + n,~+, . Nous supposerons donc dans ce ca; :

A) L’éventualité la plus simple est celle où fait partie de la réduction de B.
Supposons B~~ se déduit de par l’intermédiaire de Ck~a

et 
~ ou de et si la réduction de B n’est pas déjà confondue avec celle

de A. Comme l’irrégularité est stable, dans les deux cas est confondu avec A28.
Il en serait ainsi encore si t  z [ k~~_~ . 

’

B) Supposons z > kz~, 
se décompose suivant C,,~a et Ct~~_.,2s . De sorte que B~s dans l’hypothèse



qu’il se déduit de par l’intermédiaire de Ct203B4 et se compose de l’intersection

totale = C., , . C. ,_". , " et du système déduit de par C~~~ et 
D’après une remarque du paragraphe 4, nous savons que Cta~-’’2~ est première

courbe minima de et que la deuxième courbe minima de B~~ l’est aussi pour B"~~ .
Si z.~~ - > v~~, la première courbe minima de est donc -~ Cr2~_~a~ .
La deuxième courbe minima de recoupe cette dernière suivant

et sont corésiduels sur C,,~~ + C~~~_.,a~, ~~~ est supérieur au degré de la
deuxième courbe minima de B203B4, donc B203B4+I, contient une irrégularité stable.

Si ~~~ - ‘v~~ la première courbe minima de B~~ serait Ct,~~_-.,a~ + .

Avec une méthode semblable on serait arrivé au même résultat.

FIG. I f. 

Poursuivons la réduction de B en supposant par exemple z203B4 - > v203B4.

B’203B4+I = Cv203B4.Ct203B4-v203B4-n"203B4+m203B4+I. Cette dernière courbe passe par B"203B4+I. De

sorte que est le système où cette courbe recoupe la première courbe minima

de B"~~~. I , 
’ 

’

. Comme B"~~+i est le plus petit système corésiduel à sur la première
courbe minima de passe par le système E où recoupe " et déter-

mine à nouveau sur Cn"203B4 " l’adjoint de A"203B4, A203B4+2, cette courbe minima est Ct" .
Le quadrilatère curviligne A203B4+2 E B"203B4+I B203B4+2 est inscrit dans . Le côté

curviligne A~~~...~ B~,,+z a pour degré :

B i+. se déduit de A203B4+2 par l’intermédiaire de C ,, , et Ct203B4, .

~ ~ ’ ?4+. 1 24+2

La réduction ultérieure de B est donc connue.



Si B28 se déduisait de A2~ par l’intermédiaire de C"~~-I et le raisonnement

et le résultat seraient identiques.

C) Supposons . 

’

Nous savons faire la réduction de B jusqu’à l’adjoint de que

l’on déduit de x~~_~ par l’intermédiaire des deux courbes Ct~~_~"2s_?_",as-I
et C.. Les courbes G, ~ et se décomposent toutes les deux, suivant

la courbe C., , et deux courbes arbitraires Ct.,_., ,, C~ ,_., , passant par 

contient ainsi le,système rf21-2 où C,,~~ recoupe et un système complé-
mentaire j3"2s_a . . 

’

et E’z + sont corésiduels sur Cz203B4+n203B4-2 -»1" ; Ct203B4+n203B4-2 -ru, . 
cor-

respondant sur cette courbe à Cn203B4-I, deuxième courbe minima de E’z + 03B2’203B4-2 est

aussi deuxième courbe minima pour f~2~_a puisque  

03B2203B4-2 et E’t + sont corésiduels sur Ct203B4+n203B4-2-m203B4-I . Or Ct203B4-v + Cv203B4 " est

la première courbe minima de E’t + 03B2’203B4-2 si 203B4 > . Elle rencontre donc

à nouveau ~t2~ ~-)l2s-2-1~t2~i-I suivant le premier réduit ~a,_I de (3~~_a .
Comme et x2~-2 sont corésiduels sur , la courbe

est la première courbe minima de ~j2~_~, et est l’adjoint de 
’

coïncide avec .

Si - ~~s ~ , la première courbe minima de E’t + serait

+ et le même raisonnement donne le même résultat.

. FIG. 13. 
_

D) Supposons 
Comme dans le cas précédent on obtient ~20142. Reprenons la figure 1 3 en rem-



plaçanl par K. Comme précédemment la première courbe minima de 

passe par K. Les systèmes K et A203B4 sont corésiduels sur + Ct203B4-v203B4. Comme
les courbes Ç,l , 2~--f et Cc, ad ,~-", . 3~--~a _",, ~ .~ 5 x ne sont pas minima pour E’r, on peut écrire

K présente doné une irrégularité stable.
est le système où la première courbe minima de ;~~~.~, recoupe la première

courbe minima de Il.,.~_~ . et £~.,~_~ sont ainsi corésiduels sur la première
courbe minima de (ia~~~, et pour la même raison : 

. 

~ 

,

présente une irrégularité stable.
Du fait de cette irrégularité, B~~+I est confondu avec le premier réduit de ;~"~~_~ .

Le deuxième adjoint de 03B2"203B4-2 est confondu avec B203B4+2. Or se déduit de

03B1203B4-2 + 03B2’203B4-2 par l’intermédiaire des courbes C "--’-11" -"l" 
et C. " L’/" -’11 

L’adjoint de ce système est A"203B4, son deuxième adjoint A203B4+2; par conséquent,
B203B4+2 se déduit de A203B4+2 par l’intermédiaire des courbes Ct203B4+2 .Cz203B4+2.

E) Supposons h~~+a ~ l  1~.~~+z ~ ~t~~+r C N  f~~~s..

. Il suffit de reprendre la même méthode. En particulier le premier adjoint de ~"3,,_~
se déduit de par les courbes C~t,~_,,,~, C;,,~_.,,,~ dont la première est prernière
courbe minima, puisque ~.,,,, - > ~ - 

, 

’

B203B4+2 se déduit de A203B4+2 par l’intermédiaire des courbes Ct203B4+2 et Cn"203B4.
Propriété de la courbe Ck203B4.. ,
Faisons passer par A une courbe et une Ct telle que h~~+, C t ~ I~~~+I , En

se reportant à la figure Il, on voit que ne se compose plus que du système B"~~~, .

car disparaît puisque l’une des courbes de l’intersection totale a son degré qui
s’annule. L’irrégularité de B203B4+I s’évanouil.

On peut d’ailleurs prendre t tel qu’il ne cause pas d’irrégularité dans la réduc-
tion de B, on en conclut que : 

THÉORÈME. 2014 On peut toujours déduire un système r°égulier cl’un système dont seul
un réduit pain contient une irrégularité slable.

Systèmes déduits d’un système régulier par trois couples cle courbes..

9. Il est nécessaire d’étudier aussi en particulier cette éventualité car elle pré-
sente un fait nouveau. Soit A un système déduit d’un système régulier par deux



- couples de courbes; faisons passer par A, deux courbes arbitraires Cl et C~ qui se

recoupent suivant le système B. D’après les paragraphes précédents la réduction
" de B peut présenter des irrégularités du fait des valeurs de z et l, et des irrégula-

rités de A situées dans ses réduits pairs. Mais A .possède aussi des irrégularités
.situées dans des réduits impairs.

Quelle est leur influence sur la réduction de I3~

On peut énoncer la proposition suivante : :

irrégularité stable cl’un réduit impair cle A provoque une 
’

gularité stable d’un réduit pair cle B;

~ 

Nous aurons l’occasion de développer la démonstration au chapitre suivant.

, Systèmes déduits cl’mt système régulier.

10. Nous pouvons maintenant considérer le cas général. D’après l’étude précé-
. dente un tel système ne présente que des irrégularités stables. Les unes sont situées
dans des réduits pairs, les autres dans des réduits impairs. Nous les appellerons .

pour abréger irrégularités paires ou impaires.

La réduction de ce système se fait parallèlement à celles dés systèmes inter-
médiaires nécessaires pour arriver au système régulier en ce sens que sauf aux

, 
endroits où les irrégularités se manifestent, les réduits pairs de même indice, ainsi
.-que leurs adjoints, se déduisent les uns des autres par des courbes correspondantes.

Les réductions adjointes de ces systèmes viennent se confondre avec celle du sys-
tème régulier. Ils se réduisent donc tous à un système général (en y comprenant le
système nul). Réciproquement : :

Un systéme se réduisant à un système général et ne présentant que des irrégularités
stables, peut être déduit d’un système régulier.

Nous avons vu en effet comment on pouvait déduire d’un système A, un système B
ne présentant pas dans sa réduction d’irrégularité correspondante à celle de AZa,
réduit pair déterminé de A, et n’ayant pas d’autres irrégularités que celles qui cor-
respondent aux autres irrégularités de la réduction de A. Comme en outre à toute
irrégularité impaire de a correspond une irrégularité paire de B, on voit qu’on
peut déduire de A un système se réduisant à un système général et n’ayant plus
d’irrégularité dans sa réduction.

il. . Singularité d’un système déduit d’un système régulier.
Etudions d’abord la singularité d’un système A présentant une irrégularité quel-

.conque A‘~ CY. où passe par 11". Considérons sur cette courbe la série déter-



minée par les C~ passant par A . Cette même série est déterminée par les Ci-., pas-
sant par A". Si Pl et Pl-., sont les dimensions des séries déterminées sur C. par les Cl

1 

ou

Au début du premier chapitre on a démontré que

On peut donc écrire :

La singularité de A pour les Cl est la somme de la singularité de A" pour les 
et de A’ pour les C~ . .

A) Le système A ne possède qu’une seule irrégularité. Elle est paire et stable.

Soit Aa~ le réduit pair où elle se trouve. Nous reprenons toutes les notations du,
paragraphe 8. "

Supposons l > hc. ..
La réduction de A ne présente pas d’irrégularités avant t A2~, on peut donc écrire :

D’après la proposition précédente :

On sait que :

A~s+~ est l’adjoint de A"28; on obtient aisément : :



A203B4+2 est régulier de spécialité 03C3 - 203B4 - 2 . D’après l’expression de hC l hG en-

traîne > h~~+’, ~

où les h et k avec l’exposant 20 + 2 sont les caractéristiques de A203B4+2, v le plus

grand entier inférieur à .. ,
2

Remarquons les identités suivantes dont nous avons vu un cas particulier déjà.

Ajoutons membre à membre ces égalités. On obtient :

Supposons ~~Ac. . 
"

Nous suivrons la méthode. Nous avons d’abord :

puis

car l,s est toujours inférieur à ~,as . 

est l’adjoint de A"~s, et on obtient :

A,~+a est régulier de spécialité



ou u est le plus grand entier inférieur à ~ .
_

Or on a les identités :

Et en se reportant à l’identité 2 du chapitre i , on obtient en ajoutant membre
à membre ces égalités : "

Remarquons que ~.~(k~~ - l) _--_ o, puisque l  hU  1~2~ .

B) Le systéme A ne possède qu’une irrégularité. Elle est impaire et stable.

L’inégalité qui exprime que l’irrégularité est stable s’écrit avec les notations .

employées
, _ J

si est le réduit où elle se trouve.

Gomme la première courbe minima de A,; 1 est confondue avec on a~

+ v,.,_I -1~,~_I . ° 

. En prenant la même méthode, on voit que le seul nouveau problème est celui de
connaître l’expression de la singularité de en fonction de celle de t~~.t . En
suivant la méthode du chapitre précédent, on obtient :

De sorte que l’on peut en conclure pour le système ~4 .



; .Il faut d’ailleurs remarquer que dans la première formule -,~(k~~_, -~ l) == o. .

C) Cas général. 
’

En se servant d’un raisonnement de proche en proche on arrive au résultat géné-
ral suivant : 

,

Soit un système A qui possède : 
p irrégularités paires stables.

q irrégularités impaires stables.

Les courbes mini ma de sont ~ ~ = /~ ~ 4- ~ t ~ = 
’ 

Les courbes minima de sont == ~~ ~, + v,.~-~ ,. ~,~-, = ~...~~

REMARQUE. - Une irrégularité stable introduit un terme soustractif dans l’une
des expressions de la singularité.

12. Soit B le système déduit du système A’analogue au précédent par l’inter-
médiaire de deux courbes Nous allons calculer la singularité de B en tenant
compte de la manière dont on l’a déduit de A. Reprenons pour cela le procédé uti-
lisé dans le premier chapitre pour calculer la singularité d’un système régulier.

Supposons />~ en posant ~=~-~-M-L~, ~ est la caractéristique
centrale de 



Sans insister sur les détails du calcul, écrivons seulement les deux égalités ana-
logues aux égalités (10) et (T 1) du précédent chapitre.

on l, À et l1 sont les degrés des courbes correspondantes passant par B, le système
où C, recoupe C,~ et A1. Ajoutons membre à membre ces deux égalités :
R

est supérieur -

Remarquons que :

et que par suite :

Un obtient alors :

Si au contraire la méthode donnerait les 2 égalités.



En substituant à s~! sa valeur on obtient ainsi :
~f

Ces expressions sont intéressantes car elles permettent de vérifier plusieurs théo-
rèmes que nous avons démontrés précédemment.

Remarquons d’abord que la réduction de B ne peut pas avoir d’autres irrégula-
rités stables que celles qui proviennent des irrégularités de A et des valeurs de z

_ 

et t, puisque toute irrégularité stable introduit un terme soustractif dans l’une ou
l’autre des expressions de la singularité.

Si z  hc l est supérieur à fil puisque z + t = hé + h. . - l) = o . La pré-
sence de ~(t - l) montre que C~ a provoqué une irrégularité dans la réduction de B.

Si est inférieur à h. -.~(f - l) - ô . C. n’a donc pas provoqué 
gularité stable dans la réduction de 13 . La présence de ~_,’ (t - l) montre que Ct est
une courbe caractéristique paire de B .

= les termes 9(z + t- h2i+2 - l) et - 1) se détruisen t. Cz n’intro-
duit aucune irrégularité stable. Si en outre t est aussi une caractéristique paire de A,

détruit un nouveau terme de la somme : Le système B a sa spécialité infé-
rieure d’une unité à celle de A .

Si z = k203B3i les termes 03C8(t-l) et + t-k203B3i - l) se détruisent. L’irrégularité
correspondante à celle de 11 n’est pas stable, on sait qu’en général elle n’existe pas.

Dans un autre ordre d’idée l’identification des expressions de la singularité que
nous venons d’obtenir dans le paragraphe précédent et celui-ci permet d’établir des

relations entre les caractéristiques de A et de B.

Application. - On peu déduire de ces formules la proposition suivante r
Soient deux systèmes .1 et B formantl’intersection totale de deux courbes Cz et Ct.
Le nombre des courbes linéairen1ent indépendantes de degré t passant par B est

égal éc la singularité de t1 pour les courbes de degré z - 3 augmentée de 1 + - t), ,
si t est di fférent de h~ - 1 et h~ - 2 .

Démontrons-le par exemple lorsque thBC. Les formules précédentes donnent : 1



car on à l’identité :

En tenant compte de la valeur de s~ 3 on obtient puisque z - 3 > hC .

La démonstration serait la même si .

Considérons une courbe C~ sans point multiple. Un système A de cette courbe
détermine une série complète. Menons par A une courbe arbitraire Ct qui recoupe

Les courbes Ct passant par B découpent sur Cz cette série. Supposons l> z.
La dimension de cette série sera N - 1 -(t-z+ I)(t-z+2) 2 si Nt 

est le nom-

bre de courbes Ct indépendantes passant par B. Or cette expression est égale à .sÂ J . .

THÉORÈME. - une courbe C. sans point multiple, la dimension de la série com-
plète déterminée par un système depoints est égale à sa singularité pour les courbes Cz-3.

On peut en déduire le théorème de Riemann Roch (’) dans ce cas particulier.
On a

d’où

On obtient l’expression arithmétique du théorème :

13. . Propriétés des caractéristiques.

Nous avons eu déjà l’occasion de les définir. Les paragraphes précédents ont
montré qu’à toute irrégularité paire stable correspondait une caractéristique paire
supérieure à la caractéristique centrale, et qu’à toute irrégularité impaire stable cor-
respondait une caractéristique impaire inférieure à la caractéristique centrale. Nous
appellerons les premières caractéristiques paires mixtes, les secondes caractéristiques
impaires mixtes.

(1) PICART et SIMART, tome Il, p. 32. 
’

(2) La méthode employée dans la note de la page 55 permet de démontrer le théorème
dans le cas où la courbe présente des points doubles. ,



. Résumons les propriétés principales des caractéristiques. 
’

i. Une courbe de degré supérieur à la caractéristique centrale et différente
des caractéristiques paires mixtes laisse constante l’irrégularité du nouveau sys-
tème.

2. Une courbe caractéristique paire mixte diminue l’irrégularité de une

unité.

, 3.. Une courbe d’ordre inférieur à la caractéristique centrale et différente d’une
- caractéristique paire augmente de une unité l’irrégularité.

4. Une courba caractéristique paire laisse constante l’irrégularité et diminue la ’
spécialité de une unité.

5. L’opération qui déduit un système d’un autre par un couple de courbes aug-
mente la spécialité d’une unité.

REMARQUE. - Les résultats relatifs à l’irrégularité ne sont exacts que si on consi-
dère des courbes arbitraires du degré indiqué. Nous verrons en effet dans le chapitre
suivant que si certaines particularités se présentent dans la réduction du premier
système, certaines courbes de degrés déterminés peuvent provoquer des irrégularités
d’ailleurs non stables dans la réduction du système déduit.

6. Les deux systèmes déduits l’un de l’autre par deux courbes de degré égal à
leur caractéristique centrale, sont de même spécialité. 

’ 

>

Ces propriétés ont été établies dans des cas particuliers. Les démonstrations sont
.aussi exactes dans le cas général.

7. Les courbes caractéristiques centrales jouissent d’une propriété qui va éclaircir
la relation qui existe entre les systèmes réductibles à une intersection totale non

,générale et les systèmes réductibles à un système général. ..
Faisons passer par A, système de spécialité c, réductible à un système général,

deux courbes Cit Cyt de degré égal à la caractéristique centrale de A. Si u est le

plus grand entier inférieur à 03C3 2, B2u se déduit de A211 par l’intermédiaire de C’t t,,i
.et . Ce sont les courbes de plus petit degré qui passent par sans contenir
nécessairement A2u+1. 

q 
est un système général.

Si n’est pas une intersection totale générale, h=t~ , ~ 2 se déduira de A~t,~~ par
.’intermédiaire des courbes C1n2u+ Q 

et C2n2u; 2

. De sorte B2u+2 pourra être consi-
- déré comme le premier réduit de A2u+2. Le système 13 se réduit à un système
.général.

Si est une intersection totale générale, on prévoit que B~t~~2 n’existe pas~
- et qu’il est le système nul. Examinons de plus près ce cas.

Pour cela reprenons la figure 4 en y changeant convenablement les lettres et les
degrés des courbes. Supposons que A2u+2 est un point. L’adjoint 03B22u de B2u se déduit

i .



Comme les courbes minima cie et de son réduit 03B12u+1 sont respectivement

Cn2u +1 
C’n 

ur, 
-,r, +1 et C1 C,r 

2u+ i 
-1, celles de 03B22u auront pour degré :

Calculons le degré de la première courbe minima de par le même procédé
on obtient :

est l’intersection totale de 
-M , et C" _," 

. Par suite on peut écrire : r
~~u :u ~-i 1 au ecc ~ 1

ou, en employant les caractéristiques :

On peut ainsi énoncer la proposition suivante.

° 

THÉORÈME. 2014 La condition nécessaire et suffisante pour que l’on puisse déduire
d’un système 11. r°éductible à uci système général, par l’intermédiaire d’un seul couple
de courbes, un système réductible à une intersection totale non générale est que le pre-
mier réduit pair de A soit une intersection totale générale et que :

On peut toujours déduire de A urt pareil système en utilisant un nombre suffisant
de coup~es de cour~bes.

Report.ons-nous en effet au cas général. I~~~~~~ est un premier réduit de 
Déduisons lE’ de B, comme l~ de A . est un deuxième réduit de En

- continuant ainsi on arrivera après x opérations à ce que soit une intersection

totale générale à laquelle se réduit t A. Dans ces conditions ~B-~1 + se réduit à l’inter-

section totale . Elle n’est pas générale ordinairement. Dans le cas contraire on
voit facilement, en se servant d’une proposition suivante, comment on peu en dé- .

duire une intersection totale non générale.
Réciproquement, on peut toujours déduire d’un système se réduisant à une 

section totale, un système se réduisant à un système général.



Soit A un tel système dont le réduit est l’intersection totale

Faisons passer par A deux courbes Ct et C~ qui se recoupent suivant le sys-
tème B. Pour que 13 soit réductible à un système général, il est nécessaire que la

:réduction de B ne vienne pas se confondre avec celle de A . On peut toujours réa-
liser cette condition en choisissant convenablement t et z .

Supposons c impair : se déduit de par l’intermédiaire des courbes

~C~_ .(/~2014t~~2014i~/?~2014t -~-~~2014~. Soit ~6-I le système où recoupe

c’est l’intersection totale de et et 6~2014t sont

..corésiduels sur courbe de plus petit degré passant par 
extérieure à correspond siir cette courbe à Ct03C3-1-m03C3-I, première courbe minima
de puisque - C n?-I , Comme ~ - I ~ z?-I  t?- I f les deux

courbes minima de sont t Cr - ? Î ,_~ ? , I _~, ?-I et Ct . ? B,, est l’intersection totale

de et ~ 

’

Posons == + i . . B~ est constitué par n?_.I + i points en ligne
droite, système dont on peut déduire un point. ,

Fic.i4. FIG. 15.

Supposons a pair : se déduit de Ar20142 par l’intermédiaire des courbes 

et C~ _ . (~20142 ~ ~2014i). Les deux courbes minima de ont pour

degré respectif : + ~2014a - + et ~20142 + 42014a - + La pre-
mière recoupe suivant le système t 1.5). La première courbe minima de 1

correspond sur la première courbe minima de B~2014a~ à celle de B~2014j

dont le degré est ~2014~ + ~20142 - ~~2014s 2014 + ~-i. Cette dernière après être passée
par le système J recoupe en Il C~ ~ _ _~ _ . Pour avoir il suffit de mener

la première courbe minima de H. ..



On a successivement :

Pour que l’intersection totale B03C3 soit générale il suffit de prendre t et z vérifiant
les inégalités :

14. Nous finirons ce chapitre en étudiant la détermination des systèmes que
nous venons d’étudier. Donnons-nous 2c + 1 nombres positifs tels que :

Supposons en outre que l’on ait la suite croissante :

A quelles conditions existe-t-il un système .1 de ~~ points les admettant pour carac~ -

téristiques?
Supposons que soit le dernier réduit de A contenant une irrégularité. Il

est d’abord nécessaire que existe. C’est un système régulier. Les expressions
des caractéristiques nous donnent les degrés de ses diverses réduites. Nous avons vu
au chapitre précédent les conditions d’existence de .

C’es conditions suf fisent pour que A existe.
En effet, il faut que : 

’

1° soit minima pour _1"~,~~_1 ce qui est car > h2.,~+t ..
2° est l’intersection totale de C.~ ~ 2’~~~-I .

3° C a est courbe minima pour car )z~~~_,   

. 

On peut par suite construire le système jusqu’à l’irrégularité suivante. La même
méthode permet de la construire sans introduire de nouvelles conditions. En conti-
nuant ainsi on obtient le système A .



CHAPITRE III

[1. - Irrégularités instables; ; Irrégularités apparentes.

1. Nous avons étudié dans le chapitre précédent les systèmes de points qui se
déduisent des systèmes réguliers par l’intermédiaire de courbes arbitraires. Cette

hypothèse nous a permis de supposer en particulier les deux faits suivants : 
~

a) Tous les systèmes de points sur lesquels nous avons raisonné satisfont en’
chacun de leurs points aux conditions d’application du théorème de N0153ther, et pour
préciser les idées ne sont constitués que par des points simples distincts.
. b) Aucune courbe , Cz . correspondant à Ct, Cz, .q111 permettent de déduire

B2i de .A2i ne se décompose en une courbe arbitraire ne passant par aucun point
de A2i et une autre courbe sans y être obligée pan son 

’

Nous conserverons toujours la première restriction, nous supprimerons désormais 
_

la seconde. Il est alors aisé de voir que la réduction du système déduit peut présenter
des irrégularités qui ne satisfont pas à la condition de stabilité. Nous les appcllerons
irrégularités instables.

Soit B le système déduit de A par l’intermédiaire des deux courbes Ct . Cz (t  z).
Si h2a  t  , B2~ se déduit de par l’intermédiaire de et C,x (C,x étant

, 

suivant la valeur de z, G~2~ ou C~_ ). Supposons que se décompose suivant la

courbe C,,~a ne passant par aucun point de A2~ et Ct2~_,,2~ . Le système se com-

pose de l’intersection totale B’~~ de C.,a~ et Cx, et du système déduit de A.,,, par

l’intermédiaire des deux courbes Cx et C, ~2$ .2014, 2~ .. La première courbe minima de 

est de degré 1,1 - v~~ ~ z~~ - . Par suite si on a :

B203B4 présente une irrégularité. Elle est d’ailleurs instable car l’inégalité, condition de
la stabilité, s’écrit : .

,

Elle n’est jamais vérifiée puisque l > .

On voit en outre aisément que la réduction continue normalement après l’irré-

gularité.
On peut faire les mêmes observations si la courbe correspondante à C~ qui per-



met de déduire de «,~ se décomposait de la manière indiquée. peut ainsi pré-
senter une irrégularité instable et nous verrons plus loin (paragraphe 3) que dans
des conditions bien déterminées contient aussi une irrégularité instable.

Nous nous proposons dans la première partie du chapitre d’étudier à quelles
conditions ces irrégularités doivent être soumises pour qu’elles aient une influence
dans la réduction des systèmes déduits.

2. Il nous faut d’abord approfondir certaines notions déjà entrevues.
A) Soit un système A = A’ + A" contenant l’intersection totale A’ = CILA et

le système A" situé sur L’inégalité caractéristique de la présence d’une irrégu-
larité dans le système A est :

Elle exprime en effet que la première courbe minima de A se compose de C. et
de la première courbe minima de A".

Reprenons la figure 5 du chapitre précédent et exprimons JB du système B co-
résiduel à A sur Cn + C’/A en fonction de JA. Nous supposerons comme précédem-
ment . 

’ 

>

v) Cn est première courbe minima pour A" et B".

et par suite :

~,i , ~,,
Remarquons que h, = n + tA-k0A". Puisque Cn est première courbe minima

pour B", il faut que tB soit supérieur à ou

On peut donc écrire :

~) C~ est première courbe minima de A" seulement:
La première courbe minima C"B" de B" correspond â la deuxième courbe minima

CmA" de A" . ,



Par suite en prenant la notation des caractéristiques :

y) Cn n’est première courbe minima ni de A" ni de B". 
’ 

,

Les premières courbes minima de B" et Art se correspondent et on peut écrire :

D’une façon générale si ln ~~C t, , ,l" ~ Rappelons que l’on a aussi Iv ~ l, .

B) Soit un système A sur une courbe Cn. Construisons un système B corésiduel
’ 

à A sur C,l . . Nous dirons que deu;r caractéristiques de A ei B se correspondent si deux
courbes ayant ces nombres pour degré peuvent être correspondantes sur Cu. En iden-
tifiant les deux expressions de la dimension de la série déterminée sur Cu par deux
courbes CIB correspondantes, on obtient la correspondance qui existe entre les

caractéristiques de A et B. Résumons simplement les résultats : ,,

1 ’> Les caractéristiques centrales se correspondent.
2° Si (;" n’est pas caractéristique paire de ..-1. ..

~z) ~c > h~ les caractéristiques paires de B correspondent à celles de 
û) idem, mais en outre Cn caractéristique paire de B ne correspond à

rien pour A.

Si C1l est caractéristique paire de A.

a) n ,~ h~ les caractéristiques paires de B correspondent à celles de A sauf à Cu’
b) idem, inais Cu caractéristique paire de B ne correspond à rien pour A.

~3° Si Cn considérée comme passànt par B ne correspond pas à une caractéris-
tique impaire de A.

a) r~  les caractéristiques impaires de B correspondent à celles de ~1.

h) n  hAC idem, mais caractéristique impaire de B ne correspond à rien

pou r A . ~

Si Cil considérée comme passant par 1,3 correspond à une caractéristique impaire
de A.

a) it  hAC les caractéristiques impaires de B correspondent à celles de A sauf
’

h) ~t ~ trt idern, mais C,l caractéristique impaire de B ne correspond à rien
pou r ~ .

Remarquons enfin que la différence de deux caractéristiques est égale à celle de
leurs correspondantes.



3. Considérons les systèmes de points que l’on peut déduire par un seul couple
de courbes de ceux qui admettent dans leur réduction une seule irrégularité, im-
paire.

Nous savons effectuer la réduction d’un tel système B déduit de A jusqu’au sys-
tème réduit de A qui précède celui qui contient l’irrégularité. Deux cas peuvent
alors se présenter : ou la réduction de B est déjà venue se confondre avec celle de A
et l’irrégularité impaire de A devient une irrégularité paire de B, ou cette éven-
tualité n’est pas encore arrivée. Pour examiner ce dernier cas, il suint de considérer

_ 
un système A dont le premier réduit A, contient une irrégularité et d’étudier le

’ 

système B déduit de l~. par les courbes C~ et G~ (1 fl z). 
’

Pour abréger, nous supposerons que C~ et C~ ne passent pas nécessairement

par A, ...
Rappelons que Ct et Cz si z l > hAC sont des caractéristiques paires de B. (Nous. ,

excluons le cas très particulier où il n’en est pas ainsi pour simplifier l’exposé.)

A) La première courbe minima de A ne contient pas G.,1 . 
i~ Ct n’est pas minima pour B. ~ w

Soit b1 le système où Cnn, première courbe minima de B recoupe C, . La pre-
mière courbe minima de b, correspond sur Ct à C"~ et sur il la première courbe
minima de + Cetle dernière recoupe la première suivant le premier
réduit de b, b~ ~ b‘~ + - ( fig. 16). b, 

- 

et A, sont corésiduels sur ~ 

Comme est minima pour :~.~~ et que le degré de la première courbe minima
de b1 est inférieur à puisque z > n,;, on peut écrire en ayant égard au para-
graphe 2.

L’égalité dernière ayant lien si (;~ n’est pas la caractéristique de ~~1.

FIG. 16.



Considérons maintenant la figure 1;. ’La deuxième courbe minima de B recoupe
en B,. Sa construction ainsi que celle de son réduit R3 sont les mêmes que celles

de b1 et On utilise ainsi la première courbe minima de b2.
Si Jb o l’irrégularité de b, 

- 

n’existe pas, . l’irrégularité correspondante à A,
dans la réduction de B non plus.

Si Jb2o on obtient le système B, = B’ + B"2. ... -
B2 et b2 sont corésiduels sur la première courbe minima de + On

peut écrire : ,

l’égalité ayant lieu si C~ n’est pas la caractéristique h:~, car dans ces conditions

n’est pas minima pour 

/

l’égalité ayant lieu si (1, J n’est pas la caractéristique car dans ces conditions’

C?~~ n’ejst pas 3e caractéristique paire pour et la première courbe minima de B,
n’est pas la deuxième courbe minima de Y’ + Y" et donc de Y" .

On peut ainsi écrire : 
’

b"2 et A"1 sont corésiduels sur Cn A". En ayant égard au paragraphe 2, on voit que 
et A’~ s correspondent à et /~i. De sorte que 

. 

. 

’

ou correspond a , ~~ et est egal , a h~ 1 si et C~ ne sont pas des courbes 

l’égalité ayant lieu si Ct et G,, ne sont pas des courbes 

2° Ct est minima pour B sans que C. le soit.
La première partie de l’exposé suffit, on voit que == 

3° Ct et C~ sont minima pour B.

BI coïncide avec A et = laü 1 ~ 
’



D’une façon générale on obtient donc les résultats suivants :

Si J".~ est positif n’a pas de correspondante dans la réduction
deB.

Si .Jnz est négatif, B~ contient l’irrégularité correspondante à celle de 
Dans le premier cas, les courbes C~ et C~ considérées comme issues de A sont.

arbitraires, il est aisé de voir que considérées comme issues de B elles sont parti-
culières. Il suffit de reconstruire la figure en sens inverse. On peut donc conclure.

THÉORÈME. -_- Le système a. déduit d’un système B régulier par urt couple de courbes
arbitraires ne présente pas dans sa réduction d’irrégularité impaire.

C’est une partie de la proposition générale que nous avons invoquée au chapitre
précédent. 

’

B) La première courbe de A contient C., .

Les raisonnements précédents sont alors en défaut et pour arriver aux mêmes
résultats il nous faut employer un autre procédé. Faisons deux remarques prélimi-
naires. 

,

Appelons adjoint d’un système El sur une courbe Cr passant par B le plus petit..

système corésiduel à B sur Ce .

in Soit un système B dont l’adjoint ,t sur la courbe Ct contient une irrégularité.

Que peut-on dire de son adjoint t~~
La première courbe minima de B correspond à la première courbe minima

de y C., + C",,, . Cette dernière rencontre à nouveau Ct en D = D’ + D" qui l’admet

pour première courbe minima puisque y est adjoint. Elle recoupe CnB suivant l’ad-

joint de B, 6 = ~j’ + ~" . (~ et y sont corésiduels sur cette courbe.

Comme C".," n’est pas minima 

D’ailleurs ni C ni Cn ne sont minima pour 1)" et :

r° Reportons-nous au paragraphe 4 du chapitre précédent. Supposons que l’ad-

joint (3 de B présente une irrégularité qui ne soit pas assujettie à être stable, Les

systèmes et B sont corésiduels sur la première courbe minima de 03B2 Cv03B2 + C .



Comme n’est pas minima pour B"~ :

Comme C,~~ n’est pas minima pour 

On voit en particulier que si J~ + - est négatif, B~ présente encore
une irrégularité. Nous nous sommes servis de cette remarque au début du chapitre.
Nous pouvons maintenant résoudre le problème.

1° Ct n’est pas minima pour B.
L’adjoint y de B sur C~ est corésiduel de At sur la première courbe minima

de A + . Comme C~ _; ,, .#1 n’est minima ni pour y" ni pour A~.

D’ailleurs Ct n’est pas minima pour A" et :

D’après la première remarque, si 03B2 est l’adjoint de B on peut écrire :
_ _ . _ .,~~ _ ,.n

FIG. ~8.

Si J03B2 est positif, 03B2 ne présente pas d’irrégularité, B2 non plus.
Supposons J~ négatif; la seconde remarque permet d’écrire :



En comparant ces diverses égalités, on obtient :

Si z et l ne sont pas égaux à iaJ on voit immédiatement que In2 == Et en

raisonnant comme précédemment on obtient aussi :

l’égalité ayant lieu si t et z sont différents de .

2° Ct est minima pour B sans que CL le soit, .

On vérifie aisément que Z0A"1 == 

REMARQUE. - Si I’,~ est négatif, 1B~ qui est inférieur on égal à est négatif
aussi. La proposition que nous avions énoncée paragraphe g du chapitre II est donc

’ 

établie.’ 
, 

’

. 

’ 

Supposons Si B2 est irrégulier nous pouvons recommencer avec B~ ce .

que nous avons fait avec A; nous obtiendrons un nouveau système C qui pourra
présenter, ou non, dans son réduit C2 une irrégularité. Arriverons-nous ainsi ec un
système n’ayant‘pas d’irrégularité correspondante à celle de A1?

Pour uniformiser les notations, soit A’ le système irrégulier à partir duquel nous
. 

commençons. A2... Ai seront les divers systèmes que nous obtiendrons après 1, ... i - i
opérations.

Le système A2 contient, le cas échéant, l’irrégularité correspondante à celle de ~.1:

Si J,2 > o z12 ne contient pas d’irrégularité.
Supposons J~2 C o, construisons le système ~13 .... Les J successifs ne peuvent

pas décroître.

. 

D’autre part dans l’égalité :

,~’r correspond à r~r-,_~ 
. Comme les caractéristiques centrales se correspon-

dent, ~;" r,ri est inférieur ou égal à la caractéristique centrale hc 
~r1 

de ~~~" . On peut
donc dire.



THÉORÈME. - Si l’irrégularité vérifie l’inégalité :

aucun système Ai n’aura perdu l’irrégularité correspondante à celle de A1 .

, 
i 

~ , , , ~ 
i . 

~ ,

D’autre part ~rt’~~ atteint sa limite supérieure . Il suffit de s’astreindre â ne 

pas prendre pour passer du système :~‘ au système 
‘ des courbes de degré

égal à la troisième caractéristique paire du système dont Ai est le premier réduit.

- Si l’irrégularité vérifie l’inégalité :

on peut toujours trouver un système Ai qui aura perdu l’irrégularité correspondante
à celle de A .

. Les irrégularités qui satisfont à l’inégalité JCA1 >- 0 sont dites apparenles. Nous les
retrouverons dans le paragraphe suivant.

REMARQUE. - Dans l’hypothèse où J;~  o, lorsque J~i aura atteint son maxi-

mum, comme il ne peut pas décroître, il restera constant. Les caractéristiques paires
de ~~"i sont toutes égales. , .

4. Étudions maintenant les systèmes de points que l’on peut déduire par un seul 0
couple de courbes de ceux qui possèdent dans leur réduction une seule irrégularité
paire. 

’ 

.

La réduction d’un tel système se poursuit normalement jusqu’au réduit pair qui
contient l’irrégularité si les deux courbes correspondant à ce réduit et qui servent
à faire la déduction n’ont pas une partie commune.

r) Considérons d’abord le cas particulier où le système A --_ A~ -}- A" contient
une irrégularité, le système B étant déduit de A par l’intermédiaire de CL et de la
première courbe minima de A, + C~ ~.

. 

.

La courbe CvA + CnA" est aussi minima pour B = B’ + B" (fig. l9). Menons
l’autre courbe minima de B, minima aussi de B" comme nous savons. On obtient
ainsi B, . B~ et A sont corésiduels sur C. ~ C~~~", d’ailleurs Rl est l’adjoint de A.
On peut donc écrire : _



Si JB, est négatif, B~ contient une irrégularité correspondant à celle de A. Sinon
cette dernière n’a pas de correspondante dans la réduction de B . D’ailleurs la réduc-

tion de B est facile à concevoir puisque est l’adjoint de V.

 . . 

’

La courbe C, + n’est pas minima pour B. Reprenons la figure 19 en subs-
tituant aux lettres B~, x’ pour exprimer le premier adjoint de A.

19.

0n voit aisément que l’adjoint 03B21 d.e B se déduit de 03B11 par l’intermédiaire de la

première courbe minima de x‘ et de C~ correspondante à Cz. Si J~ est positif,
~ n’est pas irrégulier, ~’ non plus et B n’a pas dans sa réduction d’irrégularitécor-
respondante à celle de A . Si J,, est négatif, (3’ se déduit de (Xi comme B de A. Il

se compose de l’in tersection totale B’ confondue avec B’ et d’un système t~"! . On
peut donc raisonner sur le premier réduit ;~‘1 comme dans le cas précédent
sur B~ .

Prenons le cas général : Appelons x’ et ~s’ les ièmes adjoints de A et B, C~ i la

courbe passant par ce; correspondante à C;~ .
Si . hA2i+3 C z  on voit aisément que   . Si . 

ou l’un des J des adjoints précédents est positif, l’irrégularité de A n’a pas son cor-
respondant dans la réduction de B. Si est négatif, se déduit de 

par l’intermédiaire de la première courbe minima de et de Son pre-
mier réduit est joue le rôle de B, de A]. Or ~l2i+~ est l’adjoint
de B2i+I, par suite esl confondu avec ~xai+3 ..

Si  z  ~~ai-+-3 ~ ce qui donne   hlai+3 , on peu t raisonner de
même. En particulier si est négatif, le premier réduit ~i~2i+~ de ~a~+a se confond
avec «~L+3, or ~~a~+? est précisément les conclusions sont donc les mêmes.



Remarquons que x"~‘+~j est le 2i + 3e adjoint de on peut écrire :

THÉORÈME. - Si k2i+3 zkA2i+I , l’irrégularité correspondante ci celle de A

n’existe pas dans la réduction si J., + (kA"2i+2 - h0A" ) est positif. Dans le cas contraire,
elle existe dans le réduit B2i+3 .

B"~i+3 est d’ailleiir; le 2i + 3~ adjoint de 1", sa réduction se poursuit normale-
men t.

RSMARQUE. - Les adjoints successifs de B jusqu’à (i3i+~ inclusivement contien-
nent l’inte rsec tion totale B". 

’

B) Supposons que B se déduit du système A précédent par deux courbes
. 

- , 

’

Soit a le système où la première courbe minima CIlA de A recoupe Ct est

composée comme précédemment de et C"~"). al est le premier réduit de a ( f g. 20).
La première courbe minima de B, passe par at de sorte que B2 se déduit de a, par
l’intermédiaire de cette courbe et de la première courbe minima de ai.

Les passages de A à a, de a1 à B2 sont de ceux étudiés dans le cas A .

FtGr.20.

Si kA2i+3tkA2i+I, ia réduction de a présentera une irrégularité dans a2i+3 si

. B~~+4 se déduit de par l’intermédiaire de la première courbe minima de 

, 

et suivant les valeurs de z, de ou de la première courbe minima de ~z.>,l+, .
Dans les deux cas B~;+;, est confondu avec a2~+a 



THÉORÈME. - Si kA2i+3 C t kA2i+I, l’irrégularité correspondante à celle de. A

n’existe pas dans la réduction de B si JA + hA"2i+4 - o. . Dans le cas contraire

elle se trouve dans et elle satisfait aux égali.tés :

Si en outre 
, à partir de inclusivement les réduits pairs

de B et leurs adjoints ont une partie commune, intersection totale.

C) Si t C ~.~ C ~, C~ se décompose suivant C.,.~ .B 
et t Ci-.,, . . Les raisonnements

seraient tout à fait analogues à ceux faits dans Je cas A. Les conclusions relatives

à l’existence dans la réduction de B d’une irrégularité correspondante à celle de A
sont identiques.

D) Enfin si tz A, il suffit de reprendre la méthode du paragraphe 3, en
allant en sens inverse : B contient toujours une irrégularité correspondante à celle
de A. -

Remarquons enfin le cas z = u. qui fait toujours disparaître dans la réduction
de. B l’irrégularité correspondante à celle de A .

On peut donc conclure.

THÉORÈME. 2014 Si une irrégularité A sa-tisfait à l’inégalité Jc = JA + hA"C - C o
elle aura toujours sa correspondante dans la réduction d’un système dérivé par un seul

couple de courbe, sauf si le degré de l’une d’elle est ~., .

Comme les caractéristiques centrales se correspondent, la quantité Je est la même

pour les deux irrégularités correspondantes. On peut ainsi étendre le théorème pré-
cédent à un système déduit quelconque.

Tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 3 et 4 se généralise aisément si
le système A possède plusieurs irrégularités dans sa réduction,

THÉORÈME. 2014 La condition nécessaire et suf fisante pour qu’une irrégularité de A
ait sa correspondante dans la réduction d’cLn système déduit B est qu’elle ne soit pas
apparente.

On peut observer d’ailleurs qu’elles seules ont une influence sur l’expression de
la singularité. 

’

Remarquons que l ne peut que diminuer lorsqu’on passe d’un système à son
déduit, par un seul couple de courbes, ou rester constant.

Les irrégularités instables tendent, à mesure que le nombre des déductions augmente
à avoir des irrégularités correspondantes stables.. ,

C’est la justification de leur nom.



Considérons le cas où l’irrégularité A n’a pas de correspondante dans la réduc-
tion de B. Les courbes C~ et C~ qui sont arbitraires considérées comme passant
par A, sont particulières considérées comme issues de B. On le voit aisément en
construisant la figure 20 en sens inverse. On peut donc conclure.

Le syslèn1e A déduit d’un système B régulier par un couple de
courbes arbitraires ne présente pas dans sa réduction d’autres irrégular1ités que celles
dues aux degrés des courbes qui servent à faire la déduclion.

Cette propriété, ajoutée à celle analogue du paragraphe 3, justifie la proposition
générale que nous avons invoquée au chapitre II. ..

:(I. - Systèmes symétriques et dissymétriques. Systèmes complets
et incomplets.

5. Soit A un système de points appartenant à l’ensemble de ceux que nous avons
étudiés jusqu’à présent. Faisons passer par A et a91 points du premier réduit 

-

A~ = a’, + a~, deux courbes Ct et C~ qui se recoupent en b’ . Soit B le système com-

posé de bt et de b2 - . Les deux systèmes A et A + a~1 ont mêmes courbes mi-
nima.Si l est supérieur aux caractéristiques centrales de b’ et de B, on peut écrire :

où H désigne la même fonction de l dans les deux égalités. 
°

. Si l est assez grand pour que sl1a11 et sl1A1 4 soient nuls, les singularités de B et de bt

seront égales. Les points b2 sont indépendants pour les courbes Cl passant par b’,
ou encore, les points b1 présentent la même singularité pour les courbes générales Cl
et pour celles qui sont assujetties à passer par b~ .

, Cette particularité n’existe pas dans le cas général précédemment étudié.
° 

Soit en effet un système B = bt -~- bQ tel que slB = pour des valeurs de 1 qui
n’annulent pas les deux membres de cette égalité. Il est nécessaire que B et b’ aient

la même caractéristique Cela exige que Bs et le système b~ + B~ aient, des pre-
miéres courbes minima de même degré. Si la première courbe minima de B~ est

déterminée, il faudra que b2 se trouve dessus. Si elle est variable, et cela exige hB1 = kB1,
il sera nécessaire que soit formé de points appartenant à Bg. Si enfin B2 est lui-
même variable, et cela exige en outre kB1 = hB3, lorsque sl1 et sll s’annulent, H s’an-

’nule aussi et par suite Si B et .. 
, , A,



Nous dirons que les systèmes étudiés précédemment sont symétriques et que ceux

que nous venons de construire sont dissymétriques. Les b2 points seront dits former
un groupe indépendant pour les courbes C~ de degrés convenables. Le système B,
du début du paragraphe possède un groupe indépendant b1 pour les valeurs de l~

supérieures à h3 . On peu t construire des systèmes admettan t un groupe indépendant
pour des valeurs de l supérieures à une caractéristique impaire. En effet supposons
que Ai admette le groupe a21 == b2, comme groupe indépendant pour supérieur
à h°3A1. On voit aisément que B admet ce même groupe indépendant quand l est

supérieur à ~. .

THÉORÈME. - Soit un système B dissymétrique, admettant le groupe indépendant bs

pour l > . Les réduits pairs de B jusqu’à B2i-2 inclusivement sont dissymétriques
et admettent le groupe indépendant b2 pocin des valeurs convenables de l. .

Puisque B présente le groupe indépendant t b~ pour l > h3, B~ contient groupe

indépendant pour les valeurs de la supérieures à On recommence ainsi le

raisonnement jusqu’à inclusivement. Bû contient d’une façon symétrique bg.

On pent avoir des dissymétries plus compliquées. Supposons le réduit Ai décom-

posé en 3 groupes étant groupe indépendant pour h > . Faisons

passer les courbes Ct et C~ par _~ a~, , Elles se recoupent en bi et posons

B == 6~ + ~ + ~,.
Écrivons comme précédemment :

Comme par hypothèse ~ == ~+~ ~ ~~-’ ~

a3, est groupe indépendant de B pour d’aillenrs toujours: .

est groupe indépendant de B pour /~>~. .
On peut t représenter ces résultats par le schéma suivant t qui s’explique de lui-

même.



D’une façon générale, on obtient des systèmes représentables par le schéma :

ou ~~ ~ h C lQ . ,  1.,; l,... lo étant des caractéristiques impaires de B.
La réduction de ces systèmes se fait aisément. Nous n’insisterons pas.

REMARQUE. - On peut concevoir d’autres systèmes dissymétriques. Ainsi le sys-
tème formé par la somme de plusieurs systèmes ayant les uns par rapport aux autres
des positions arbitraires. Nous ne les étudierons pas ici.

6. Soit A un système dissymétrique dont. le schéma est :

Faisons passer par A deux courbes Ct et C~ qui se recoupent suivant le système B.
Supposons l., = h2i+1 et appelons x. le système a, + cc~ + ... + a.-~j : : A admet

«., pour groupe indépendant quand l ~ . Les réduits pairs de A jusqu’à A,~
inclusivement possèdent le groupe «,, . Les courbes minima des réduits impairs de A

. jusqu’à inclusivement passent par x., . Par suite les courbes Cil passant par A,
de degré inférieur à h2~ contiennent nécessairement «., . Il en est donc de même des

courbes Cl passant par B de degré inférieur à la caractéristique paire de B

Si l,,_I = et x.,_1= a, + a2 + ... + av les courbes Cl passant par B de

degré inférieur à z + t - M + contiennent nécessairement etc.

On peut ainsi rattacher au système B une suite de systèmes complémentaires B, ,

ay , x.2014i ... «Q .

131 est le complémentaire de B quand l [ h2 .
x., est le complémentaire de B quand l ~ hâi ..’. etc.
B sera dit système incomplet lorsqu’il admet des systèmes complémentaires pour

. l > h2. Dans le cas contraire, il sera dit complet.
Tous les systèmes étudiés dans les chapitres précédents sont complets.

7. Nous finirons cette étude géométrique par l’établissement d’une proposition
qui montrera la généralité des systèmes de points étudiés. Considérons un système A
et construisons sa réduction. Le seul fait qui puisse empêcher de pousser la réduction
de A jusqu’au système général est celui où deux réduits consécutifs admettent les
mêmes courbes minima. Nous allons montrer que cette éventualité est impossible.

Soient A et B deux systèmes dont l’ensemble forme l’intersection totale des deux
courbes C’l et Cr" (m~ n). Nous pouvons toujours supposer Cn, indécomposable.



CrL pourra être composée de courbes C" ... . Supposons que Cm et C,z soient
minima pour A et B. Puisque Cm est deuxième courbe de A, on ne peut pas faire
passer par A une indécomposable. D’après le paragraphe 3 du chapitre I.

Comme Cm est aussi deuxième courbe minirna de B,

Ou en ajoutant :

ce qui est incompatible avec l’hypothèse rn ~ n .

, C." n’est sûrement pas première courbe minima de B, car de l’inégalité y) on
dédui t :

Si Cn est deuxième courbe minima de B, , elle ne sera pas minima pour son premier
réduit B~ . Soit en effet la première courbe minima de B. Elle est minima

pour B, puisque B,~ et A sont corésiduels sur Cn: B et B, admettraient alors les
mêmes courbes minima si CIL était minima pour B1.

Nous avons ainsi étudié tous les systèmes dont les divers réduits sont constitués
par des points simples distincts. Ces restrictions sont trop grandes et les résultats
obtenus peuvent s’étendre à beaucoup d’autres systèmes. Nous n’insisterons pas sur
ces considérations dans ce travail.

III. - Équation générale des courbes d’un degré donné passant par un système
de points déterminé.

8. Soit A un système de points que nous avons construit dans les chapitres pré-
cédents. Nous nous proposons de trouver l’équation générale des courbes passant
par ce système. Reprenons pour cela la figure 2 du chapitre I, convenablement
modifiée.



Les courbes Cl2 passant par A2 de degré inférieur à hiz contiennent nécessaire-
ment le réduit A3. Si on représente par Cu le premier membre de l’équation de la
courbe Cu’ on peut écrire d’après le théorème de N0153ther :

oÙ x~ et a~ son deux polynômes de degré lR - n3 et l, - n~.. .

Soit C;, la courbe passant par x et correspondante sur C" à La courbe com-
4 9

posée C,m passe par l’intersection totale de C~, et de h~ + Crt . Par suite :
1 1 .3 .

où a est une constante. Si C~~__~ et C~ ~_~ 
sont les courbes passant pat x et

3 1 21 >

correspondantes à Cn2 et Cm2, on a de même :

En multipliant les deux membres de l’égalité (i ) de l’égalité (2) par -03B12,
, 

a a

de l’égalité (3) ’) et en additionnant membre à membre on obtient:
a

L d 
’ 

d 1" 
A A’ yr , 

l, ’" ’ bLe degré du polynôme -- ; xa a" 03B22 est égal à 03BB + m1 - n1. Or ce nombre

est supérieur â mi puisque C" est courbe minima pour x . De sorte que l’on doit

conclure :

Cette équation représente toutes les courbes C;, passant par oc lorsque :



On peut reprendre la même méthode pour passer de x â A . On a ainsi successi-

vement : ,

Puis en ajoutant membre à membre ces égalités après les avoir multiplées par
des constantes convenables :

Le degré du polynôme b 
- 03B2B" b" est égal â l + n1 - n. . Il est supérieur

à n1 car C,L est courbe minima de A. Il faut donc en conclure ;

De sorte que, avec la notation des caractéristiques.

C’est l’équation générale des courbes CL passant par A quand l  h~ .

THÉORÈME. 2014 D’une manière générale, si A est un système régulier, admettant les
caractéristiques paires , l’équation générale des courbes Ct de degré
inférieur à la caractéristique centrale h~, , passant par A est

Si 1 [ h2j son équation peut se mettre sous’ la forme :

les polynômes u et v d’indice supérieur à 2 j - 2 sont nuls.
Ce théorème se démontre aisément de proche en proche.



Nous avons vu que tout système de points, de l’ensemble étudié, peut se déduire
d’un système régulier. Considérons par exemple le système A déduit du système
régulier A~ par l’intermédiaire de deux courbes Cn et Cm qui ne sont pas minima
pour A . En suivant la même méthode, et en prenant les mêmes notations, on arrive
d’abord à l’égalité :

les ~ étant étendues aux caractéristiques paires convenables Le degré du

polynô m e A - ~ ~~‘ -E- ‘~ ~ $‘ ) ’l’ â a ~ cn 1 - n , 0.. ~, - n - m 
, a a~~ 

’ 

a :l 
° ’

Si m4 > n - y + hA2C ou n  n1 + m1 - hA2C le polynôme en a , sera toujours
identiquement nul. Or cela signifie que ni est supérieur à la caractéristique centrale
de « . Cn est une courbe caractéristique paire mixte.

Ca peut ainsi s’exprimer linéairement en fonction de courbes caractéristiques
paires de degré inférieur à )~; d’une façon générale. =

- Si A est un système cle points admettant les caractéristiques paires
... (à l’exclusion des caractéristiques p.aires mixtes), l’équation générale

des courbes CL 1 inférieur à la caractéristique centrale hAC est
’ 

Il

la suite des indices présentant des lacunes dues aux caractéristiques mixtes.
Si 1 [ , les polynômes u et v d’indice supérieur à 2 j - 2 peuvent être pris nrzls. .

REMARQUE. - Cetle équation générale ne peut pas s’exprimer linéairement avec
des équations de courbes d’ordre différent des caractéristiques. On rend compte
aisément. Ainsi il est nécessaire qu’elle contienne Cj, , , puis quand l = ko il faut

o

introduire une Ck. Tant que l est inférieur à h~, l’expression obtenue est bieno - 

.

l’équation générale. Mais quand l = h~Z il fau t de nouveau introduire un- terme Ch, etc.
i

Application. - On peut retrouver la singularité du système A en utilisant cette
équation générale. Pour simplifier les écritures, reprenons le cas précédemment
traité.



Nous supposons ainsi que n, m, M - M, + n~, 1~ - Mt + sont les quatre pre-
mières caractéristiques paires de A, c’est-à-dire Il m, + /1t - h:2. Soit 03C1A le
nombre de paramètres dont dépend le système de polynômes tels que :

La dimension du système de courbes Gl est alors :

En considérant les égalités analogues à 4 et 5, et en reportant dans 6 les valeurs

que l’on en a tirées pour et on obtient :

a) Si 1- nl + degré du polynôme facteur de est inférieur à Il, l’iden-

tité ~ nécessite : .

Réciproquement si l’identité 8 est vérifiée, il en est de même de (7). En éliminant

b’CmCn+n2-m1 et b"CmCn+m2-m1 entre 4, 5 et 8 on obtient : .

ce qui montre que B’U + B"V est divisible par C . En remplaçant cette quantitéQ ’ ’~,

par - U0 Cn et en divisant par C,, on obtient l’identité 7.
 i

b) Si 1 - m + ni est supérieur à n , ,-l’identité 7 nécessite: 1

Réciproquement si (8’) est vérifiée, il en est de même de (j).
Comme est inférieur à la caractéristique centrale de o:, puisque 

l’identité (8’) s’obtient en prenant pour H un polynôme arbitraire de degré 
Si o7 est le nombre de paramètres dont dépend le système tels que :



Or on voit aisément que :

On obtient donc la formule :

t~’est l’égalité que donne la considération de la série déterminée sur Gn par les
courbes correspondantes G~ et C,, .

Passons maintenant au cas oÙ L est supérieur à la caractéristique centrale de A.

THÉORÈME I. - Toule courbe passant par un système général, de courbe minima
d’ordre n, , a une équation qui peul se metlre sous la forme :

Les étant des courbes minima convenables. . 
,

La réduction adjointe du système général se termine par une intersection totale

générale. L’équation générale des courbes qui passent par cette intersection totale

s’exprime linéairement en fonction des équations des deux courbes qui la forment.
On voit aisément, par la méthode employée précédemment, que l’éqnation générale
des courbes passant par l’adjoint précédent s’exprime linéairement en fonction des

équations de trois courbes minima, et ainsi de suite jusqu’au système donné : Le
nombre T est égal au nombre d’adjoints, nécessaire pour arriver à l’intersection
totale générale, augmenté de 3.

REMARQUE. - Nous verrons plus loin que si l est assez grand, il n’est pas néces-
saire d’employer les 1" courbes minima pour avoir l’équation générale des C~ passant
par le système.

THÉORÈME II. - Toute courbe passant par un système régulier, a une équation qui
peut se mettre sous la forme : 

~ 

,

les sont r courbes de degré hc choisies convenablement.



Le théorème a été démontré quand lhC, il suffit d’annuler les wi . Tout sys-

tème régulier se réduit à un système général. Considérons les ’t" courbes minima du

premier adjoint général, et continuons à appliquer la méthode précédente pour
remonter jusqu’au système donné..Les = courbes minima donneront’! courbes de
degré égal à la caractéristique centrale hc du système. Les passages successifs d’un

adjoint à l’autre donneront les courbes caractéristiques paires de l’expression.

THÉORÈME III. - Toute courbe passant par un système de points de caractéristiques
paires mixtes ou non , h0k0 ... , a une équation qui peut se mettre sous la fonn2e :

les polynômes peuvent être pris nuls si les courbes 
, 

sont d’un .

degré supérieur à l;

En effet tout système irrégulier peut être déduit d’un système régulier. En pas-
sant de ce dernier au premier nous aurons l’occasion, d’introduire les courbes carac-

téristiques paires mixtes si l est supérieur à la caractéristique centrale. La proposi-
tion est d’ailleurs déjà démontrée si 1 est inférieur à hc .

REMARQUE 1. - On voit aisément que les polynômes peuvent t être pris
de degrés l - l - l - .

REMARQUE 2. - On doit choisir convenablement les courbes caractéristiques.
Ainsi Ch2i ne doit pas être fonction linéaire des équations des courbes caractéristiques
d’indice inférieur. De même les CihC sont linéairement indépendants entre eux, et ne
doivent pas s’exprimer en fonctions linéaires des équations des courbes caractéris-

tiques paires.

9. Lorsque 1 est suffisamment grand, il est inutile de prendre un aussi grand
nombre de courbes pour exprimer linéairement en fonction de leurs équations,
l’équation générale des courbes C~ passant par le système donné. Ce qui suit le
montrera clairement.

Soient trois courbes C" C" C" , 
:g 

qui passent par le système A . Dans quelles condi--

lions l’équation : .’

sera-t-elle l’équation générale des com°bes Cl passant par A?



Si p désigne le nombre d’arbitraires homogènes dont dépend le système des poly-
nômes tels que : .

Calculons le nombre p. On a :

Soit B le système suivant lequel Cn1 et Cn se recoupent. A3 doit être le premier
membre de l’équation d’une courbe passant par B. ..

Considérons d’abord le cas où il n’y a pas de courbe de degré passant

par B . P ~ o; dans ces conditions il est nécessaire que soient égaux aux

caractéristiques paires hokoh,. B admet alors la première courbe minima Ch ~_~ _,, , ,
3 0 i

et par suite il faut avoir l’inégalité : .

On vérifie que cette expression est supérieure à k, . On peu t donc conclure qu’il
est nécessaire d’employer les courbes caractéristiques paires Ch Ck Ch pour représenter

o o a

l’équation générale des courbes d’un degré déterminé 1 , inférieur à .

S’il existe des courbes Cl-n passant par B, A3 dépend de 
’

~

paramètres. D’ailleurs si ~3 est déterminé, A~ et A~ dépendent comme on le voit
aisément de ~L(n~ ~ n~ -- l) paramètres :

En se servant de l’identité :

on obtient l’égalité



Si ~ n2 - ~ , l’égalité exige que soient nuls.

Comme = rt~ + - ces trois inégalités se réduisent à :

Si l C li, + n2 - 2, , te terme + n2 - l) n’appartenant sûrement pas à l’ex-

pression de slA puisque n1 + n, > il est nécessaire que :

Il faut donc :

L’égalité exige que rtg soit le degré de la première courbe minima de A. Si X
est la plus petite caractéristique paire de A différente de hoA, et à l’occasion de n1 et n2,

Les deux inégalités se réduisent à

THÉORÈME. - L’équation générale des courbes cle degré l passant pal’ un système A

peut être mise sous la forme ; 
.

el sous la ,/ânme :

~ étant lcc plus petite caractéristique pccic°e h0n1n2.

Le minimum de n1 + n2 + h0 - Z est ho + + h2 - k2.

Si 1 ho + + h2 - k2 - 2 , on peut écrire l’équation générale des Cl sons la.

forme : .

Rappelons que c’est aussi l’équation générale quand C 1; ~ . .



On peut étendre ces résultats au cas où l’on emploie plus de trois courbes pour
former l’équation générale, mais on obtient des propositions moins précises. ,

Soit un système A dont l’adjoint est (x. C~ et C;, sont les courbes correspondantes
sur Cil passant respectivement par A e t « . Si î, est supérieur à h03B10 + k03B10 ;-- h.x -- - 2 , ,

l’équation générale des C, contenant x est :

Or, comme précédemment, nous pouvons écrire successivement :

En multipliant t les membres de ces égaillés par et en ajoutant 
’

on obtient

et puisque l > n, on peut écrire en prenant la notation des caractéristiques :

C’est la formule générale des courbes CI lorsque :

Mais on ne peut t pas assurer dans tous les cas que c’est là vraiment la limite
inférieure de l . En effet soit une équation de la forme (1), cherchons si c’est l’équa-
tion des courbes C~ passant par A. En tenant compte des égalités précédentes on
obtient l’identité :

Le degré du polynôme facteur de Cn est égal à 1 :

Si 1 ~ h~ - Il on 1 l’identité précédente impose :



Pour que l’équation (1 j soit générale, il faut et il suffit que (2) le soit. Dans ce cas
la limite précédemment trouvée est bien la limite inférieure. Cela exige la condition

’ Si 1 + h03B10 - n rrt ou l  fi 
’ 

exige que

Il faut savoir si cette équation représente toutes les courbes C? . Nous revenons
au problème d’où nous sommes partis. ,

On peut de nouveau reprendre la méthode en considérant l’équation générale
des C,, comme fonction linéaire de quatre courbes et en déduire à nouveau une
limite inférieure de la valeur de l pour laquelle l’équation générale peut être consi-
dérée comme fonction linéaire des équations de cinq courbes. Cette limite sera la
véritable si elle est inférieure à h1A, ce qui s’exprime par la condition :

si l’on veut que l’équation générale soit :

Il faut en outre que le système satisfasse à la condition trouvée précédemment

‘ 

ce qui s’exprime facilement à l’aide des caractéristiques de 1~ .

On généralise aisément. On obtient des limites inférieures exactes pour les sys-
tèmes-satisfaisant à certaines conditions, et des limites inférieures approchées pour
les systèmes arbitraires.



CHAPITRE l~T

Application à l’étude des courbes gauches.

1. quelques définitions et propriétés qui vont nous servir dans ce

chapitre. Nous désignerons par Fm ou une surface d’ordre m . Nous réserverons

spécialement la lettre + au cas où cette surface est variable. Nous aurons souvent
l’occasion de considérer le système linéaire de courbes déterminées sur Fm par toutes
les surfaces ~~ de l’espace. Une de ces courbes sera représentée par ~t, le système
linéaire par Nous prendrons d’ailleurs les notations classiques de cette théorie,

, que l’on pourra trouver dans les premiers chapitres du tome lI des Fonctions algé-
briques de deux variables, de Picard et Simart.

Une courbe C de la surface Fm étant donnée, elle détermine un système linéaire

[C;I complet, pourvu que l’on se donne au préalable le système de points-base que
l’on veut imposer au système Il est possible que ICI ( admette d’autres points-
base. On les considère dans cette théorie comme virtuellement inexistants. Le genre
virtuel du système ICI [ est le genre d’une courbe générale C, en ne tenant pas compte,
à l’occasion, des points-base multiples inexistants virtuellement. On appelle aussi

degré virtuel de le nombre des points d’intersection de deux courbes générales C,
en dehors des points-base préalablement fixés. En particulier, le genre virtuel du

système est égal au genre propre d’une courbe générale 03C6l puisque le système
n’admet pas de points-base. Son degré virtuel est mlJ .

Dans ces conditions nous donnerous à dimension de l’expression sui-
vante :

où Pa désigne le genre arithmétique de la surface Fm’ fIL le genre virtuel ou propre
de ô~i / un terme complémentaire dont il est inutile, ici, d’approfondir le sens.

Le théorème de N0153ther (’) dont nous nous sommes servi dans le plan se généra-
lise dans l’espace et s’applique aux surfaces. On peut comme dans le plan en déduite ,
la conséquence suivante : .

, 
THÉORÈME. 2014 Si on fait passer par t’intersection totale générale de deux surfaces li"

et Fm, une 03A6l elle recoupe Fm suivant l’intersection totale de et d’une .

(~) et tome II, p. ij.



2. Dimension de lcr série déterminée par les surfaces de degré 1 sur l’intersection

totale Frt . 

’

Soit Cmn (m j n) uue telle courbe de genre p. . Faisons passer par Cm,n les sur-
faces et cherchons deux expressions différentes de la dimension du système
~ c~l - déterminé par les ~~l sur 

Si mnl - p - 03B4l est la dimension de la série déterminée par les 03A6l de l’espace
sur la courbe Cm,n ; une première expression de la dimension de ~~t - Cm.nl est :.

D’autre part ce système peut être découpé sur Fm par les Un peut donc
écrire :

()r on connaît le résultat suivant) :

En reportant cette valeur de 03A0l dans l’égalité précédente, on obtient :

THÉORÈME. 2014 Le complémentaire sl de la série déterminée sur Cm.n par: 03A6l
est égal à la différence des termes complémentaires 03B4’l03B4’l-n des systèmes déterminés
sur Fnt par les 03A6l et 03A6l-n.

Cette proposition ;a nous permettre de trouver la valeur de ôl . On peut en effet
écrire :

Et en appelant du le terme complémentaire de la série déterminée sur une section
plane de Fu par les ~~ .

Or nous connaissons la valeur de du [Chapitre I, paragraphe 3].
Si i ,~ m - 2 ou ~~~+~2014 3, , tous les d sont égaux à 

étant le genre maximum d’une courbe plane de degré m, le genre de la

section plane générale de F lU .

(1) PICART et tome II, p. I07.



Or Cm.n est une courbe du système Ci.mj , CI.,n étant t une section plane de 
Son genre virtuel (’), qui est égal à son genre propre comme on l’a déjà remarqué;
est égal à :

D’ailleurs le genre maximum d’une Cm,n est donné aussi par l’expression :

On peut donc écrire :

. THÉORÈME. 2014 Si 1 > rn + n - 3, le terme complémentaire de la série déterminée
sur Cm n par les ~1 est égal à l’excès du genre maximum d’une telle courbe sur son
genre propre .

Supposons + 1 ou nlm + rt -- 3 . 
’

Or on a l’identité :

Un calcul facile donne :

En posant :

Cette méthode ne peut pas nous donner 03B4l lorsque l est inférieur à n. Considé-

. 

rons d’abord la section plane générale de Cm.n. Pour qu’une 03A6n passe par ce sys-

(i) PICART et SIMART, tome II, page 
’ 

,



tème de points, il faut qu’elle contienne la section plane correspondante de 
~ 

~,L recoupe Fn suivant une courbe intersection totale de Ft~ et Fn_1. En par-
ticulier le nouveau système de points où ~~, recoupe Cm.n est l’intersection totale de C,n,n
et de On peut par suite écrire l’égalité :

Supposons maintenant qu’on veuille faire passer par une section plane de Cm,n
une 1B de degré l, inférieur à ~ 2014 i . Il est nécessaire que cette surface contienne

le plan. En raisonnant comme plus haut, on a aussi l’égalité :

Ces deux remarques permettent de calculer 03B4l quand l est inférieur à n , On

peut ainsi donner le résultat général suivant : 
"

Rappelons d’ailleurs que :

3. . Singularité du système de points, intersection totale de trois surfaces.

Rappelons la proposition suivante(1) : :

Les surfaces qui passent par l’intersection totale des trois surfaces Fn1 4 F" 3 

-ont

des équations qui peuvent se mettre sous la forme :

où F est le premier membre de 1°équation de Fni et Ai un polynôme de degré 1 - ni .>i i

Considérons la courbe C . , ’ in tersection totale de Fni et F,, . Coupons par la

surface Fn3. Faisons passer par ce sys.tème de points A une Fl. Elle recoupe C,, ,,, 2
aux mêmes points que la surface dont l’équation est A3 = o .

l’ j Rendiconti... dei i.incei, xi°iii, , se;pii.



THÉORÈME. - Si une surface Fl coupe en ses points d’intersection avec F" ,

, !il a

elle recoupe cette courbe en ses points d’intersection avec une .

a

Cette proposition va nous permettre de trouver la singularité du système de
points A, intersection totale des trois surfaces F" F" F"  ~t$ w n~). Exprimons

f 9 ;j

de deux Inanières différentes la dimension de la série déterminée sur par les ~1~~
passant par A. Si l> n3 on a l’égalité : 

’

4. Considérons maintenant les courbes gauches que l’on ne peut pas considérer
comme intersection totale de deux surfaces. La surface de plus petit degré F n. qui
peut contenir une telle courbe C, sera appelée première surface minima. Elle peut,
suivant les circonstances, être unique ou dépendre de paramètres. La surface de plus
petit degré Fm qui peut passer par C sans se décomposer en la précédente et une
surface arbitraire de degré convenable, sera dite deuxième surface minima. Elle n’est

jamais unique. 
’

Considérons une section plane arbitraire A de C. Le système A admet deux
courbes minima. Nous supposerons essentiellement, à moins d’avis contraire, que A

admet aussi des courbes minima de degré n et m . Cette condition restrictive exclut

par exemple la quartique de Steiner. On sait en effet que cette courbe admet pour
surfaces minima, une surface du ~~ degré et une du 3e, tandis que sa section plane
a pour courbes minima les coniques.

Les deux surfaces F~i et Fm se recoupent suivant la courbe C~ , appelée premiere
réduite de C . La première réduite de C, est la deuxième réduite de C. L’ensemble

des réduites de C constitue sa réduction. Nous faisons sur les réduites C1. C~ ... la

même restriction que sur C, de sorte que si on coupe la figure par un plan, les dif-
férentes sections A, A~ ... seront les réduits successifs de A .

Pour faciliter les raisonnements nous utiliserons encore des figures schématiques.
Nous représenterons une courbe par un point, une surface passant par cette courbe,
par une courbe passant par le point image de la courbe. Deux surfaces qui se cou-
pent suivant deux courbes distinctes seront ainsi représentées par deux arcs de courbe
convexes qui se rencontrent en deux points. Enfin la lettre qui représente la courbe
donnera aussi son degré.

Soit une surface F,~ sur laquelle se trouve la courbe A. Faisons passer par A



deux surfaces Fx et Fy qui recoupent la surface Fit suivant les courbes B et C . Ces
courbes B et C sont dites corésiduelles sur la surface Fil’ Si on fait passer par B

une surface Fx’, on voit aisément, grâce au théorème de N0153ther, qu’il existe une
surface Fy’ passant par C et découpant sur Fu en dehors de C la même courbe que
Fx~ en dehors de On a d’ailleurs la relation :

’ 

Fx’ et Fy’ sont dites deux surfaces correspondantes; se correspondent
sur Fn .

Nous appellerons courbe genérale une courbe dont la section plane est un système
général. Nous verrons un peu plus loin comment on peut construire de telles courbes.

Soit une courbe C, de degré C, générale, de surface minima Frz, de première
réduite C, , courbe générale aussi à cause de la restriction énoncée plus haut. Faisons

passer par C, deux surfaces Ft et F~ (z ~ t~ qui se recoupent suivant la courbe h
de degré F . Les surfaces F~ et F~t se rencontrent à nouveau suivant la courbe y, de

degré y. Appliquons à cette figure une méthode calquée sur celle que nous avons

employée dans le plan.
Les courbes ; et C1 sont corésiduelles sur F" . Soient 03A603BB et 03A6l deux surfaces

correpondantes sur F,t et passant respectivement par y et C, . Elles déterminent

sur Fn le même système de courbes dont nous allons exprimer de deux façons diffé-
. rentes la dimension. Si est la dimension de la série déterminée

sur C, par les ~l , une première expression de la dimension du système précédent
est :

où est le genre arithmétique de pl le genre de 9z sur 
Si 0394 est Je nombre de conditions imposées à 03A603BB pour contenir y, une deuxième

expression de la dimension est :

On peut donc écrire l’égalité :

La formule 2 permet d’écrire, en appelant p~ le genre de la section plane de ..



D’autre part, d’après l’égalité (1 ) :

où les di sont les termes complémentaires des séries déterminées sur une section

plane de F,z par les ~~. Si n, est le degré de la surface minima de C,, h ~ ~ ï est

supérieur à n1 -t- t et comme n1  n - 2, tous les d sont égaux à leur valeur

maximum (n - I)(n - 2) - p1.
2

L’égalité / en tenant compte de 5 et 6 devient :

Aux surfaces passant par y correspondent sur F, lei 4)~ passant par 1~. On

peut encore écrire de deux façons différentes la dimension du système de courbes
découpées par ces surfaces sur F~ . On obtient symétriquement :

Retranchons membre à membre 8 de 7.

La différence 03B40393l - ôl( iie dépend pas de 1. En effet. on a :

L’égalité g s’écrit alors en tenant compte des relations qui expriment la corres-
pondance entre ïB et .

On vérifie aisément que le premier membre est indépendant de l . Par consé-

quen t 
, 

ne dépend de 1 que par l’intermédiaire de Posons :



Cherchons l’expression de ~~~T~ . Elle ne dépend pas de l, de sorte qu’on peut faire
le calcul en posant l~ ==: 1 == il = ~. + l -L + . L’égalité ~~ devient :

Or le deuxième membre peut se mettre sous la forme :

(Pour le vérifier, le plus simple est d’exprimer u ^ et l4 en fonction des quantités
indépendantes z l n et 

Si nous voulons que 0393 soit une courbe générale, il faut astreindre l et z à satis

faire aux inégalités t  z ~ 2n - n1; par conséquent les termes
en l et u -- ~, sont nuls. Comme d’ailleurs Il - ’~. on peut écrire :

Remarquons que rt est le degré do la surface minima de 0393. Cette expression est

donc de la même forme que celle 03B4c1l1.
Ell’eciuons la réduction de la conrhe C . Comme le système ~~ se réduit à une

intersection totale générale, la courbe C se réduit à une courbe générale, intersection
totale de deux surfaces. Ce ne peut être,, d’après ce que nous avons vu dans le cha-

pitre 1, qu’une-droite, une conique ou une biquadratique. Dans les trois cas l’expres-
sion précédente donne le maximum clc la valeur que peut atteindre ôl . Cette remarque

est évidente dans le cas de la droite ou de la conique. Pour la biquadratique, le

résultat du paragraphe 2 donne :

C’est précisément la valeur trouvée par l’autre formule. On peut donc conclure.

THÉORÈME. - Le maximum du terme complémentaire Cle lcc série déterminée par

les 03A6 l 
sur une courbe générale (;, , de degré C, , cle genre p, , de surface minima FJt est: :

D’après ce qui précède on voit que ô~ est constant quand l ~ n . , .

REMARQUE. - La construction d’une courbe générale est aisée, La courbe l’,
comme C, satisfait à la condition restrictive puisque la formule qui donne l en



fonction de /, est la même que celle analogue dans une section plane. Il suffit par

suite, de faire passer par une courbe générale (droite, conique, biquadra tique) deux 
surfaces de degrés convenables qui se recoupent suivant une autre courbe générale.
On peut recommencer l’opération autant de fois que l’on veut.

THÉORÈME. 2014 En général, le maximum du terme complémentaire  est égal à l’excès

maximum II0393 d’une courbe ayant même réduction que 0393 sur le genre de 0393.

Rappelons que la dimension de la série déterminée sur l’ par les ~I~. ; ~_~ conte-
nant la courbe C et les points multiples de I1 est égale - 1 ~’), La dimension

de la série découpée sur 0393 par les 03A6z+t-4 passant par C est égale à:

où A est le nombre de points communs à un terme complémentaire.
D’ailleurs comme C et P forment l’intersection totale des surfaces F~ et F~, on peut
écrire d’après le paragraphe 2.

Si représente le nombre de conditions imposées aux ’I’~-; l-, passant par C

pour contenir convenablement les points multiples de l’, on obtient l’égalité :

Dans le cas général y = n -- z et tl = z + l - n - 2. L’égalité (lo) s’écrit
alors, en remarquant t en outre que :

Le genre maximum d’une courbe de même réduction que l’ est donc

en posant

(1) NOETHER. Matematischen Annalen, i. p. rno.



Or on vérifie aisément l’identité suivante :

Dans le cas particulier actuel et 
,~ 
sont nuls et ou peu écrire :

et par conséquent, : :

- Si n1 = n - I, ce qui a 1(P.T1 Sl C = 
n(n + I) 2

, OIl voit de la même

façon que:

et par conséquent :

1’ est une courbe générale. En se reportant au premier chapitre on voit que F
est la courbe de degré maximum ou minimum qui admette Fu comme courbe
minima. On a d’ailleurs C) :

(’) Supposons pour simplifier p = Dans le raisonnement précédent nous avons

fait J’hypothèse implicite que la courbe composée F + C pouvait être considérée comme la
limite d’une courbe intersection totale de F~ et F~, sans points multiples. Cela nous
a permis.d’écrire : .

où h est bien exactement le nombre des points communs à I’ et C.

Nous avons ainsi retrouvé dans le cas général, une proposition bien connue, établie elle-
même en faisant cette hypothèse. Les surfaces d’un degré Z suffisamment grand découpent
siir r une série complète. 

’

Mais dans le cas très particulier où F est la courbe de degré maximum ou minimum

qui admet comme surface minima, cette hypothèse nous conduit à un résultat mani-
festement faux. Le ôi que nous obtenons est négatif, ce qui est impossible puisque pour
les grandes valeurs de Z la série correspondante n’est pas spéciale. Cette hypothèse n’est
donc pas vérifiée et. C + r n’est plus la limite d’une Cz,t sans points multiples. Dans ces
conditions h- h’ des points communs à C et I’ sont les positions limites de ces points
multiples et

Comme nous ne savons pas si dans ces conditions les séries découpées sur F par les
surfaces d’un degré suffisamment grand sont complètes, nous pouvons seulement amrmer
que 03B4l tend vers une constante positive ou nulle et que par suite



5. Faisons passer maintenant par C deux surfaces de degré z et l tels que

z ~ t ~ an - n, , La section plane de 1’ est un système de spécialité un. Nous
dirons aussi que h est de spécialité un. En nous reportant au calcul précédent, on
obtient si l ~ h2

.en appelant t ho k0h2 les caractéristiques de la section plane B de 0393. Nous dirons 
.

simplement que ce sont les caractéristiques de Le raisonnement précédent
montre aussi que dans le cas général le genre maximum d’une courbe de spécialité 1
esl :

Mais si

Dans le premier cas, on a toujours :

.t dans le cas particulier ~’ ) : :

REMARQUE. - Castelnuovo a démontré que si une courbe C est sur une sur-

face du ~° degré, son genre maximum est égal à

Il est aisé de voir que nous obtenons le même résultat. Dans ce cas particulier
(

Si 1’ est pair h2 = - I, et == (0393-2)2 4. . == 0393-2 2 et la formule de
" 

2 i 4 "2

M. Castelnuovo donne le même résultat. De même si r est impair on trouve

(’~ Voir la note de la page 116.



6. Considérons le problème plus général suivant : Soit i C une courbe de surfaces
minima Fil et Ci est sa première réduite. Faisons passer par C deux surfaces

Ft et F~ telles que - ni . Elles se recoupent suivant la courbe 1’ dont t

elles sont surfaces minima. reprenons la méthode du paragraphe 4. Signalons seu-
lement les modifications. On a encore l’égalité 

’

Mais ici les fi ne sont pas tous égaux à leur valeur maximum, de sorte que l’éga-
lité 6 devient :

On obtient ainsi à la place de l’égalité 7.

De même l’égalité 8 devient : :

Et en retranchant membre à membre :

Remarquons en outre les égalités suivantes qui expriment la correspondance des
surfaces ~hz, ~h;., ~1~~ . .

1

On a d’ailleurs :

On peut vérifier comme précédemment que l’expression suivante est indépen-
dante de 1 .

, 

est par suite fonction de / par l’intermédiaire de et de ~~3(h,~ - l).
Supposons que si est la caractéristique centrale de Ci on ait :



Pour calculer ô~’~ on peut remplacer l par la caractéristique centrale ~~~ de r sauf

dans les termes - 1) et - 1). On obtient ainsi :

()r la partie surlignée s’écrit comme on peut le vérifier en remplaçant a~ et ), en

fonction des quantités indépendantes 

Par suite en remplaçant t et  par ho et en se servant de la notation des carac-

téristiques

Supposonsque C, soit nne courbe générale. Quand r1 est supérieur à rtl, 

La formule précédente, où l’on fait II,;,1- o, donne l’expression du 
, 

d’une

courbe I~ régulière de spécialité 2, quand l est supérieur à la caractéristique cen-
trale de F (Nous disons que l’ est régulière parce que sa section plane est un système
régulier). 

~ - 

,

Si C, est une courbe régulière de spécialité i, le paragraphe 5 montre que

où h’~ et sont des caractéristiques de C , Or :

Le terme complémentaire d’une courbe I’ régulière de spécialité 3, quand
l~ o) est donné par :

D’une façon générale, ou peut énoncer la proposition suivante :

THÉORÈME. - Le terme complémentaire de lcr série déterminée par les 03A6l sur une



courbe I’ régulière, de spécialité 03C3, quand 1 est supérieur à la caractéristique centrale 03C9

est donné par l’expression : .

où u et v sont les plus grands entiers inférieurs respectivement à -~ et ~ -- I . ~
2 2

Quand l croît, ôl croît. Son maximum est atteint pour les valeurs de l supé-
rieures à !~.

Reprenons le raisonnement qui nous a donné précédemment le genre maximum
d’une courbe I~ régulière. Soient w et ~~‘ les caractéristiques centrales de r et C .
On voit aisément que si Cj et sont les deux premières courbes générales de la
réduction de C :

Dans le cas général nj1 = nj - 2 et

Posons pour simplifier puisque z + t > fil

où Hc ne contient pas z + t . ..

On obtient, en faisant les mêmes calculs que précédemment :

Le genre maximum d’une courbe de même réduction que h est donc :

La transformation de Hc se fait aisément, à l’aide des identités connues :

Et on obtient :



Et on peut aussi conclure,

THÉORÈME. - Le maximum du terme comptémentaire 03B4l, , clans le cas est

égal à l’excès dlt maximum II0393 d’une courbe de même réduction qne 0393 sur le

cle I’ .

REMARQUE. -- 5i = 
nj(nj+ I) 2, = 1 

- i et on obtien t :

La valeur de III, devient :

La transformation de Hc est un peu plus compliquée. On a par exemple :

De sorte que

Et l’expression qui donne le maximum de ô~ devient (’) : :

7. Considérons enfin le cas le plus général que peuvent présenter les courbes
satisfaisant à la condition restrictive énoncée précédemment. Une telle courbe peut
se déduire d’une courbe régulière par l’intermédiaire d’un certain nombre de cou-
ples de surfaces Ft et F~, puisque cette propriété existe pour sa section plane.

Supposons d’abord qu’elle se déduise d’une telle courbe C par un seul couple de
surfaces Ft et F~ . La méthode déjà employée peut de’ nouveau être appliquée. La

(1) Voir la note de la page 116.



seule modification introduite est due au calcul de ~~’~- ô’~ . ° On a en effet dans ce
cas : 

~ .

La modification analogie a lien sur la surface Ft, de sorte que si on

obtient :

REMARQUE. - z et t sont des caractéristiques paires, mixtes Oll non, de h . Dans
les deux cas z et t interviennent, sous la notation des caractéristiques, dans la

t~

somme J [(C303C9-h2l+2 +C303C9-k2l+2]. Les termes 03C63(t-l) et 03C63(z- sont identique-
o

ment nuls si z et t sont des caractéristiques paires.
On trouve de même la valeur maxima du genre d’une courbe avant la même

réduction que l’. L’expression est la même que précédemment, mais les sont

des caractéristiques paires, mixtes on non.
En o tilisaut un raisonnement de proche en proche, on peut étudier le cas général

oÙ l’ se déduit d’une courbe régulière par l’intermédiaire d’un nombre arbitraire
de couples de surfaces. On obtient ainsi la proposition suivante :

- Dans le cas général, le terme complémentaire de la série déterminée
par les 03A6l sur une courbe 0393 de spécialité c, quand l est supérieur à la caractéris-
lique centrale 03C9, est donnée par l’expression ;

les h et les lt sont les caractéristiques paires et impaires, mixtes on non de et v

les deux nombres maxima inférieurs à 1 et 6- I .
2 2

11 serait aisé de donner l’expression de dans le cas particulier que nous avons
signalé à la fin du paragraphe 6 et de faire la même remarque.



8. Proposons-nous de calculer le terme complémentaire lorsque 1 est infé-

rieur à la caractéristique centrale de 1.’ . 
’

Il nous faut d’abord trouver la dimension 03C1l L du système des courbes décou-

pées sur la surface par les 03A6l de l’espace. Elle est égale à celle de la série caracté-

ristiquel’) de ce système augmentée de un. Cette dernière n’est autre que celle déter-
minée par les sur la courbe -~t intersection totale de F"t et de Fl. On a par suite

Or le paragraphe 2 donne :

Et par conséquent :

Oti vérifie aisément que cette expression est égale à

où

Reprenons la figure habituelle, en supposant que C1 est une courbe régulière de

,spécialité r, de caractéristique centrale ~~~ . Si n! ~ l!  n! les ~~l passant par Cj
.. ! 

1

doivent se décomposer suivant la première surface minima Fn et une 
_?t 

~ La
! !s ,

dimension du système détèrminé par ces 
9 

est donc C3L 1 _1_3 
-1. Si m1 l1 C 

03A6l
, 

est assujettie à passer par l’intersection totale de F" 
., 

et de h’,n . Le terme com-

plémentaire de la série déterminée sur cette courbe par les 03A6l de l’espace est :

En utilisant l’identité :

on peu aussi écri re :

(’) PICARD et t. If, p. 97.



Comme l1  n1 la dimension du système découpé sur Fn par les précédentes
est égale à 

1

Cette formule est valable aussi lorsdue n1  h  m1.

Les deux égalités ordinaires qui expriment de deux façons différentes la dimen-
sion du système découpé sur et Ft par les surfaces correspondantes p,~~~~ , ,

sont :

En ajoutant membre à membre :

z et t sont des caractéristiques paires, mixtes ou non. Les termes correspondant
existent que si elles ne sont pas mixtes. ni et ni, -/1 sont égaux à l’excès d’une

caractéristique paire de l’ sur 1 .

Faisons passer par F deux surfaces Elles se recoupent t suivant la courbe 1"’,

qui peut avoir, comme on l’a vu, des irrégularités impaires. La méthode montre

qu’elles interviennent dans l’expression de ~~ . On obtient en effet :

Si 1 est inférieur au degré de la première surface minima de l’, il suffit de

reprendre la méthode déjà employée dans ce cas pour les courbes, intersections

totales de deux surfaces. On obtient ainsi :

On pent ainsi énoncer la proposition générale suivante : :

THÉORÈME. - Le tel’l12e complémentaire de la sénie déterminée par les 03A6l sur une

courbe I’, , de spécialité 03C3, quand 1 est inférieur à la. caractéristique centrale 03C9 est

donnée par l’expression :

les li et li sont des caractéristiques paires de 1B certaines lacunes pouvant exister

dans les indices à cause des caractéristiques paires mixtes. Les l~z.,z_1 sont les carac-

téristiques impaires mixtes.



9. Tout ce que nous avons dit sur les systèmes de points dans les chapitres II
et III peut être redit pour les courbes précédentes. On énoncera, en particulier, faci-
lement les théorèmes relatifs à l’équation générale des surfaces passant par une telle
courbe. Nous dirons que ces courbes sont congrues acc plan. Comme nous l’avons déjà
remarqué à propos de la construction des courbes générales, toute courbe déduite
.d’une courbe congrue acc plan est congrue au plan. Considérons nne courbe quelconque,
nous pouvons toujours effectuer sa réduction à moins que deux réduites successives
aient mêmes surfaces minima. Excluons d’abord ce cas. Comme les réduites paires
ont leurs degrés qui décroissent quand l’indice croît, on arrivera certainement à une

réduite, intersection totale, générale ou non, de deux surfaces. Or cette dernière
courbe est congrue au plan, par suite les courbes admettant uue telle réduction sont

aussi congrues au plan. L’existence de courbes non congrues au plan dépend de celle
de la figure formée par deux courbes C et r dontl’ ensernble forme l’intersection totale
de deux surfaces , qui sont minima pour C el I’ .

Bornons-nous à en donner un exemple. Soient t ni génératt ices d’une même famille
d’une quadrique F~ . Faisons passer par ces in droites C, une surface Fm qui re-

coupe F2 suivant la courbe 1’ . La courbe F est constituée par m génératrices de
l’autre famille. Faisons en effet passer par un point de F la génératrice de cette
~° famille; elle rencontre F", en na + i points et par suite est tout entière sur F?" . .
Les courbes C et h admettent F2 et Fn, pour surfaces minima. Si en effet on fait passer
une par C, elle contiendra la quadrique F~, puisque les génératrices
de la 2~ famille la lencontrent en plus de m’ points.

THÉORÈME. - Les courbes qui peuvent se déduire cle m génératrices d’une même

famille d’une quadrique ne sont pas congrues au plan. 
’

, 
Il est à remarquer que les raisonnements faits dans le cas où la courbe est congrue

au plan, peuvent encore partiellement s’appliquer au cas général. Ainsi, tant que la
surface ~L n’aura pas de correspondantes passant par la réduite qui forme avec la
suivante la figure précédente, on aura la même expression pour la valeur de ôl (fin
du paragraphe 8). Les quantités plus les caractéristiques du système
de points, section plane de ~a courbe, mais les caractéristiques propres à la courbe.
De même, si on connaît l’expression de ôl pour cette réduite, par la même méthode
on trouvera la valeur de 03B4l pour une courbe qui s’en déduit.

10. Montrons rapidement quelles sont les difficultés qui se présentent dans
l’étude des systèmes de points de l’espace. Soit A un tel système. La surface de plus
petit degré I~~ qui peut passer par A sera dite premiére surface minima. La surface
de plus petit degré h’~ qui peut passer par A sans nécessairement se décomposer
en la‘précédente et une surface arbitraire de degré convenable sera la deuxième sur-

face minima. La surface de plus petit degré F,, qui passant par A ne contient pas



nécessairement la courbe intersection totale des deux surfaces minima précédentes
sera la troisième surface minima. Ces trois surfaces se recoupent suivant le système At’
premier réduit de A . Le premier réduit A~ de ~1~ est le deuxième réduit de A, etc.

Toutes les conventions de langage dont nous nous sommes servis dans le plan peu-
vent être employées dans l’espace.

Calculons la singularité de A en fonction de celle de ~1~ . Soient Fies
surfaces minima de ~~~. La courbe intersection totale de Fp et de F~ est recoupée
par F~ 

! suivant le système « . La courbe , intersection totale de F et de F~ 
1 

est

recoupée par l~’f~ 
i 

suivant le système ~~ . Enfin Cp t ,~ i est recoupée par F~, suivant As.

l’iG. 2 1 .

Nous avons vu au paragraphe 3, pour les courbes intersections totales de deux
surfaces, le théorème analogue de celui qui nous a servi pour les courbes planes.
Nous pouvons en tirer les mêmes conséquences. Les systèmes A et a , « et § , # et A2
sont corésiduels respectivement sur , . Soient 03A6l03A603BB 03A6 03A6l2 les su rfaces
correspondantes passant par A , « , p , A, . Écrivons de deux façons la dimension de

la série déterminée par ces 03A6l et b,, sur C en rémarquant que 1 ) q > p .

où P est le genre de Comme 1 - r ---- î, -~y, on peut écrire :

De même la série déterminée sur Cp.p par les et donne :
1

La série sur C , ,~ donne aussi :
1 ~



En ajoutant membre à membre ces trois égalités :

Comme dans le plan, on peut mettre cette relation sous la forme :

Remarquons simplement que pour que soient surfaces minima de A, il

faut et il suffit qu’ils vérifient les inégalités :

Cela nous permet de construire des systèmes de points se réduisant à un système
général (e~est-à dire un système dont la singularité est nulle pour sa première sur-
face minima), ou à une intersection totale de trois surfaces. La singularité de tels
systèmes est facile à exprimer. Nous n’insisterons pas. Qu’il nous suffise d’indiquer
seulement les deux différences fondamentales que cette théorie présente avec sa cor-
respondante dans le plan. 

’

1° ° Il existe des figures formées par deux systèmes de points A et B dont l’ensemble
forme l’intersection totale de trois surfaces Fp Fq Fr qui sont minima pour A et B . .

Pour le voir simplement, il suffit de considérer deux courbes C et I’ dont l’en-
semble forme l’intersection totale de F~ et F~ surfaces minima respectivement pour
C et IB et de les couper par F~, . Les deux systèmes A et B sections
de G et I’ par F,, admettent comme surfaces minima.

2° La correspondance que nous avons établie au chapitre ll entr°e les réduits pairs
de deux systèmes de points déduits l’rrn de l’autre par un nombre arbitraire de couples
de courbes n’a pas son analogue dans l’espace.

Il suffit de calculer le nombre de points du deuxième réduit B~ du système B
déduit de A par l’intermédiaire des trois surfaces pour voir que le nombre

A~ + B2 n’est pas le produit de trois entiers. 
i 

’

Terminons ce sujet en faisant une remarque qui va nous servir plus loin.
Si le système A, intersection totale d’une courbe C et de la surface Fl" admet

les mêmes surfaces minima Fp et que C, son premier réduit t A1 est l’intersectiôn
totale de C, première réduite de C avec Fr . Il peut arriver que tous les réduits
de A soient les intersections totales de Fr avec toutes les réduites de C (en parti-



culier si r  q  p). La réduction de A se fera ainsi tout entière sur FI,. Les for-

mutes précédentes sont applicables en y faisant r = r1. En particulier :

Cette relation est identique à celle qui lie les degrés des surfaces correspondantes
passant par C et C2. Par suite la condition qui exprime que F~ est surface minima
de C est la même que celle qui dit que Fp est surface minima de A.

Nous dirons que la courbe C est congrue à lcc surface Fr, lorsque la réduction.
de l’intersection totale de F~, et de C se fait de la manière indiquée précédemment.

Une courbe est congrue aux surfaces de degr’é supérieur à sa deuxième surface
minima. Car le système A admet alors les surfaces minima Comme A1 est
aussi l’intersection totale de Ci et de -Fret que q1 C q  r, A1 admet comme sur-
faèes m inima Fp Fq1 Fr, etc.

La remarque précédente montre en outre que toutes les courbes déduites d’une
courbe congrue aux surfaces F,, est aussi congrue aux surfaces F r

.

Par conséquent, pour savoir à quelles surfaces est congrue une courbe, il suffit

de savoir à quelles surfaces est congrue sa dernière réduite. En particulier : :

Une courbe est congrue aux surfaces de degré supérieur à la deuxième surface-
minima de sa dernière réduite.

On peut donner une limite inférieure du degré des surfaces auxquelles est congrue
une courbe. Il suffit pour cela de considérer sa dernière courbe réduite. Nous excluons

le cas déjà étudié, ou c’est une droite, une conique ou une biquadratique. Supposons
donc que C et l’ forment l’intersection totale des deux surfaces F~ et F~ (p  q) qui
sont minima pour C et 1’. Coupons la figure par la surface Fx de degré x inférieur
à q . Les systèmes A et B admettent F~ et Fx comme surfaces minima. Pour que C
et h soient congrues à F.~, il faut en outre que A et B admettent F comme sur-
face minima.

1. Supposons 2 . .

Puisque les surfaces h~_~, passant par A ou B doivent contenir la courbe Cp,r,.
intersection totale de 1~x et on doit avoir les deux inégalités : .

lit comme A + 13 = pqx, il faut et il suffit que :



La condition de possibilité s’écrit :

ou

Il est donc nécessaire que x = ~~ - p + 2 . Dans ces conditions, il faut : ,

Un exempte de ce cas est celui de G et r sont constituées par fi génératrices des
deux familles d’une quadrique. 

’ 

.

2. Supposons .r;>~2014p+2. .

La même remarque permet d’écrire : .

La condition de possibilité s’écrit :

On vérifie aisément que :
.

La condition de possibilité est donc toujours vérifiée quand q - p + a  x [ q .

S ’

THÉORÈME. - limite inférieure des degrés des surfaces auxquelles une courbe
est congrue est égale à l’excès du degré de la deuxième surface minima de sa dernière
réduite sun celui de sa première surface minima augmentée de deux.

Soit xo une valeur de x pour laquelle les inégalités (I) sont vérifiées. On voit
facilement que, lorsque x est compris entre q - p + a et q , le premier membre de
la première inégalité est fonction décroissante de x, et le deuxième membre est
fonction croissante de x. Par suite les inégalités (r) seront vérifiées à fortiori quand à
est supérieu r à 

’

THÉORÈME. - Si une courbe est congrue aux surfaces de degré x0, elle est congrue
aux surfaces de degré supérieur.



11. Soit la courbe C, coupée par la surface Fx suivant le système A. La dimen-
sion du système de courbes ~l découpées sur Fx par les ~~~1 passant par C est : 

.

en appelant t~~~~~ le défaut de ce système par rapport à celui déterminé sur Fn par
les ~~l passant par A . D’autre part si rl et sont les dimensions des ÏB et 

passant par C, on a l’égalité : 
’

d’où

Cette relation va nous permettre d’étendre, dans une certaine mesnre, aux courbes

gauches, le théorème démontré pour les courbes intersections totales de deux surfaces
au paragraphe 3.

Reprenons la figure qui nous a servi pendant tout le chapitre, et supposons, pour
simplifier, que F~ et ~’~ soient surfaces minima de h .

THÉORÈME. 2014 Si l1 > x, le défaut 03C9lx relatif à la courbe Il est égal au défaut uxl1
relatif à la courbe Ci.

Reprenons les calculs faits au paragraphe 6. Avec les mêmes notations on a :

D’autre part, J étant une fonction convenable indépendante de l, on a vu que

Et par suite en remplaçant 1 par l1 par 

D’ailleurs on a l’identité :



Par suite : :-

On obtient l’égalité : :

On peut alors aisément faire la différence

ou l’on suppose 1, - x > hl1 pour que ne soit pas obligée de passer par C~ .
On trouve

où B et A~ sont les sections de I’ et Cf par Fx. c. q. f. d. 
,

Si est inférieur à h:1, on obtient le même résultat en se servant des calculs
faits au paragraphe 8.

. 

Soit une courbe C coupée suivant le système A par la surface Fx. La dimen-
sion de la série déterminée sur C par les ïB passant par A est donnée par
l’expression :

La série déterminée par les sur C a pour dimension :

De sorte que :

. THÉORÈME. 2014 Si les 03A6l passant par C et par A découpent sur Fx le même sys-
tème. Une sur f ace 03A6l passant par A recoupe C suivant l’intersection totale de C et

de 
.

Nous pouvons maintenant faire l’extension annoncée. Considérons les courbes
congrues à un plan ; ,elles se réduisent à une droite, une conique, une biquadratique.
Le de ces trois courbes est nul quelles que soient les valeurs de x et de l. .

- Si Fj coupe une courbe C congrue ét un plan suivant son intersection
totale avec , elle la recoupe suivant une intersection totale avec Fl-x.



Plaçons-nous dans le cas général. Ce qui précède montre qu’il suint d’étudier le =

défaut t ~,~1~ relatif à une courbe dont la première réduite admet les mêmes surfaces
minima que la précédente. Quand le théorème sera vrai avec cette dernière courbe
pour une surface t~ de degré 1 supérieur à Zx lorsqu’elle rencontre celte courbe
suivant son intersection totale avec F,~,, il sera encore vrai,pour toutes les courbes
l’admettant comme réduite paire, avec une surface de degré correspondant à 1

et la même surface Fx .
On sait que lorsque 1 est supérieur à un nombre ~~, le défaut t,~l~ des rhl passant

par par une courbe C sur le plan est nul(’). On peut donc énoncer :

THÉORÈME. 2014 Si une 03A6l de degré l > Z1 coupe une courbe C suivant une section

plane, elle la recoupe suivant son intersection totale avec Fl-1 .

Remarquons que :

Par conséquent si A et B sont les sections de la courbe C par Fr et F :

Pour une valeur de 1 assez grande, le deuxième membre est nul et

Comme s‘., est nul quand l est assez grand, il en est de même de ..

THÉORÉME. 2014 Si une fit de degré l > ~x coupe une courbe C suivant son inter-
section totale avec une , elle la recoupe suivant son intersection totale avec une .

Quel est le rôle du nombre xo, le degré le plus petit surface à laquelle est
congrue la courbe C a Je n’ai pu le préciser convenablement. Faisons cependant une
remarque qui peut nous en donner une première idée. Si xo est de degré inférieur
à celui de la deuxième surface minima de C, q. Si l est compris entre xa et q,
les ~hl passant par A, contiennent nécessairement la courbe intersection

totale de F xo et Fp . Elles recoupent donc Fp suivant l’intersection totale de Fp
et Fl-x0 et par suite C suivant son intersection avec On peut donc énoncer

la proposition suivante comme probablement exacte : 
’

Si une courbe C est cougrue à une surface Fx, , toute surface 03A6l passant par l’in-
tersection de C avec F.I’ recoupe C suivant son intersection avec une F l-,l; .

(’ j ) PICARD et SIMART, tome Il, p. 72.
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Rectification. - Page 116, dernier alinéa de la note :

Au lieu de : « Comme nous ne savons pas si... (jusqu’à la Un du texte)

Lire : « Nous ne traiterons pas ici cc cas 


