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SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN

APPLICATION AUX COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES

Par M. M. LEGAUT,

Agrégé préparateur i 1'Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

1. La premiére partie de ce travail est consacrée a I'élude de quelques problémes
-qui se posent trés naturellement au début de la géométrie algébrique. Que peut-on
dire sur la formation et les propriétés d’'un systéme de points situés dans son plan?
‘Comment peut-on les classer, les déduire les uns des autres? Peut-on les caractéri-
ser, au moins relativement & certaines de leurs propriétés, par un ensemble fini de
-nombres entiers? En particulier, quel est le nombre de conditions imposées & une
-courbe de degré ! pour passer par un systéme donné?

Un probléeme de cette catégorie fut posé pour la premiére fois par Cramer,
lorsqu’il considéra les n* points d’intersection de deux courbes de degré n. Un peu
plus tard, Cayley (Cambridge Mathematical Journal, vol. 3) étudia le systéme des
.mn points communs i deux courbes de degrés n et m. Il montra qu’en suppo-

sant m > n, toute courbe de degré [ tel que m<C !l m+ n—3, qui contient
(m+n—10l-1)(im+n—1—2)

2
.(Mathematischen Annalen, t. 26), Bacharach publie un travail sur le méme sujet.

mn

de ces points, passe par les aulres. En 1886

En 18go (idem, t. 30), Cayley présente un nouveau Mémoire ou il améliore ses
démonstrations. Plus récemment, M. Gambier (Comples rendus, 1922, t. 175) reprit
le probléme sous un aspect plus général, et se proposa de construire les systémes
de points présentant, relativement aux courbes de degré [, la propriété suivante :
Une telle courbe passant par A de ces points, contient nécessairement les B restants.
Dans une deuxiéme note (C. R., 1923, t. 176), il montra en particulier que pour un
systéme donné, lorsque / augmente, le nombre des points B diminue et devient nul.

1l calcula en outre leur différence pour deux valeurs de { consécutives.
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Mon travail se distingue complétement de celui de M. Gambier, par la méthode -
el par les résultats. J'ai borné exclusivement mon ¢étude a celle des systémes de
points simples tous distincts. Jexclue en outre toutes les considérations relatives &
la réalité de ces points (*).

2. Posons d’abord quelques définitions. Jentendrai par I'expression « la courbe-
de degré ! (satisfaisant & la propriété X) » une courbe quelconque de ce degré (satis-
faisant & cette propriété, c’est-d-dire dont les coefficients de I'équation ne vérifient
aucune relation (autre que celles imposées par la propriété). La premiére courbe
minima d'un systéme A est la courbe de plus petit degré, composée ou non, qui
puisse passer par A. Suivant les cas elle est unique ou dépend de paramétres. La
denxiéme courbe minima d’un systéme A est la courbe de plus petit degré, compo--
sée ou non, qui puisse passer par A sans se décomposer nécessairement en la précé-
dente et une autre courbe. Elle n’est jamais unique, mais en général elle recoupe la
précédente en un systéme \, indépendant de son choix.

Exemple. — Le systéme formé de sept points de Uintersection d’une conique et
d’une courbe du 5" degré admet pour courbes minima la conique et une quartique
passant par ces points.

Que le systéme A, soit déterminé ou dépende du choix de la deuxiéme courbe
minima, nous dirons qu'il est le premier réduil de A. Celte indétermination occa-
sionnelle ne provoque aucune difficulté. Le premier réduit A, de A est le deuxiéme
réduit de A, etc. Construire les divers réduits de A, c’est réduire A. Leur ensemble
est la réduction de A. Nous supposerons toujours que tous les réduits de A sont des.
systémes de points simples distincts. Dans ces conditions, on démontre que tout
systeme se réduit & une intersection totale de deux courbes. (Chapitre 1, paragr. 7.)

C’est de I'étude de la réduction d’un systéme de points que je déduis certaines
de ses propriétés. -

3. Le plus petit systéme corésiduel de A sur sa premiére courbe minima est dit
le premier adjoint de A, ou plus simplement 'adjoint de A. I’adjoint du premier-
adjoint est le deuxiéme adjoint. Je montre que c'est aussi le deuxiéme réduit de A.
L’ensemble des adjoints successifs forme la réduction adjointe. _

Si nous faisons passer par A deux courbes de degré quelconque, non minima
pour A, qui se recoupenl en B, nous dirons que B se déduit de A. Si ces courbes
sont minima pour B, nous dirons aussi que B se réduit & A. Si C se déduit de B,

B de A, C sera dit aussi déduit de A et nous étendrons cette définilion quel que soil

(1) Les quelques résultats nécessaires a Uintelligence de ce travail se tronvent dans. les
premiers chapitres du tome 1l du livre de MM. Picard et Simart : Fonctions algébriques de
deux variables.
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le nombre d’intermédiaires. On démontre (Chapitre II, paragr. 2) que les adjoints
de méme rang de deux systémes qui peuvent se déduire U'un de l'aulre, peuvent aussi se
déduire l'un de Uautre. Leurs réductions adjointes coincident & partir d'un cerlain
rang. (Chapitre II, paragr. 7.) Les courbes qui servent a faire ces déductions peu-
vent étre composées ou non, mais je suppose que chaque partie indécomposable
contient des points de A et de B.

La singularité d’un systétme A, de A points, pour les courbes de degré [, est
I'excés du nombre A sur celui des conditions indépendantes imposées & une courbe
de degré I, pour contenir A. Un systéme est dit général, si sa singularilé pour sa
premiére courbe minima est nulle. Un tel systéme se réduit & Uinlersection lolale de
deux droites, d’une droite et d’une conique, ou de deux coniques. (Chapitre I, paragr. 7.)

Les expressions de la singularité d'un systéme dépendent de ses irrégularités :
Siune partie indécomposable de la premiére courbe minima du réduit A; ne contient
aucun point du réduit suivant A, , je dis que A; présente ou contient une irrégu-
larité et que A est irrégulier. Si aucun réduit ne présente d’irrégularité, le systéme
est réqulier. J’étudie ces irrégularités, et leurs répercussions sur les réductions des
systémes dérivés, dans les chapitres II et III. Je montre qu’il y a lieu de distinguer
les irrégularités stables, instables el apparentes.

Tout systéme peut se déduire d'un systéme réqulier, se réduisant soit ¢ une inler-
section totale, soit a un systéme général. (Chapitre 1I, paragr. 13.)

Le rang du premier réduit général (ou celui de I'interseclion totale augmentée
de un) est la spécialité du systéme. Le nombre des réduits contenant une irrégula-
rité est I’ mégulartte du systéme.

La singularité s, d’un systéme de A points, de spécialité s, a deux expressions
de formes complétement différentes suivant que le degré ! est supérieur ou infé-
rieur & un nombre entier h*; appelé caractéristique centrale. (Chapitre I, paragr. 11;
Chapitre 1I, paragr. 11.)

Les nombres entiers qui interviennent dans ces formules sont les caraclérisli-
ques du systéme. Ce sont des fonctions trés simples des degrés des diverses courbes
minima des réduits. La donnée de ces nombres, et du nombre de points A, permet
de construire un systéme ayant pour singularité l'expression correspondante.
-(Chapitre I, paragr. 12; Chapitre II, paragr. 14.) Ces nombres sont intimement liés
au systéme de points.

Les courbes ayant pour degré les caractéristiques d’indice pair jouissent de pro-
priétés particuliéres. (Chapitre II, paragr. 13.) On peut en outre énoncer la pro-
position suivante qui en fera sentir toute I'importance. (Chapitre IIl, paragr. 8.)

L’équation générale des courbes de degré | passant par un systéme de points peut
-se metlre sous la forme :

F, —Z(uth + v, F, )+§‘wF(”
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ou les u,; v,; w; sont des polyndmes arbitraires de degré [ —h,,, | —k
les F les premiers membres des équations des courbes de degré h,; k,; h (caracté-

ristiques), choisies arbitrairement et passant par le systéme.

2i? PYR) l_hCy

Je démontre d’ailleurs qu’il n’est pas nécessaire, lorsque [ est assez grand, de
prendre toutes ces courbes pour avoir I’équation générale. (Chapitre 111, paragr. g.)-

4. La deuxiéme partie de ce travail est consacrée 4 P'application des résultats
et des méthodes précédentes & I'étude des questions suivantes relatives aux courbes
gauches algébriques.

a) Combien de conditions impose une courbe gauche & une surface de degré I’
pour qu’elle la contienne?

b) Quel est le genre d’une courbe gauche sans point multiple ?

¢) Dans quelles conditions une surface de degré I, passant par l'interseclion-
totale d’'une courbe C avec une surface d’ordre n, recoupe-t-elle C suivant I'inter-
seclion totale de C avec une surface d’ordre [ —n )

Ces problémes furent déja étudiés par Halphen (Journal de I'Ecole polylechnique,
t. 33), Neether (Mémoires de I' Académie de Berlin, 1882), puis plus tard par M. Castel-
nuero (Rendiconti di Palermo, t. 7).

J'ai résolu ces trois questions exactement pour une certaine famille de courbes
gauches (chapitre 1V, paragr. 7, 8, 11). Jai démontré en outre certaines proposi-
tions qui peut-étre pourraient aider & leur résolution dans le cas général.

Jai eu en outre l'occasion de montrer comment la méthode pouvait &tre em-
ployée pour I'étude des systémes de points dans I'espace. Je signale les particula-
rités qui rendent ce probléme beaucoup plus délicat (Chapitre 1V, paragr. 10).

5. Je dois terminer ce rapide exposé en remerciant bien vivement M. Vessiot
et M. Lebesgue de I'aide qu’ils ont bien voulu me donner pour la présentation et
I'impression de ce travail, M. Gambier de I'obligeance qu’il m’a témoignée en me:
communiquant le Mémoire qu’il a écrit sur la question.

Je désire spécialement témoigner ma reconnaissance & M. Garnier, qui voulut
bien lire une ébauche de ce Mémoire et qui m’aida de ses conseils pour la rédaction.




CHAPITRE PREMIER

Les systémes de points réguliers.

4. Faisons d’abord quelques conventions qui préciseront et faciliteront 1'exposé
de ce travail.

Un systéme de points sera désigné par une lettre, A par exemple, le nombre de
ses points par cette méme lettre A. Dans les figures que nous ferons, nous le repré-
senterons par un point A.

Nous désignerons une courbe quelconque de degré [ par le symbole C,. Nous’
la représenterons par un simple arc de courbe, sans nous occuper de sa véritable
forme, mais simplement dans le but de faciliter les raisonnements.

Lorsqu’'une courbe passera par un systéme de points, nous ferons passer son
image par le point image du systéme. Pour représenter deux syst¢tmes A et B dont

I'ensemble forme I'intersection totale de deux courbes C, et C,, nous figurerons

m
deux arcs de courbe convexes qui se rencontrent aux deux points A et B.
Nous désignerons souvent U'intersection totale des courbes C,, et G, par le sym-

bole C,,.C,.

2. Singularité de Uintersection totale C,,.C,.

Nous appellerons singularité d’'un systéme A pour une courbe C,, l'excés du
nombre A sur le nombre de conditions indépendantes imposées & une C, pour con-
tenir A.

Nous nous proposons actuellement de trouver la singularité @', du systéme

ma
A =C,,.C, pour les courbes C,.

Enongons d’abord deux lemmes préliminaires. Rappelons un théoréme da 2
Neether (*). Lorsqu'une courbe C,, d'équation F, = o, passe par lUintersection tolale
C,-C,, G, et C, ne se rencontrant qu'en des points simples tous distincts, on peut

mellre son équalion sous la forme

F,=4\A_,.F,+B_,F, (m>n et I>n).

ou F, et F, sont les premiers membres des équations de C,, et C,, A et B deux

n?
polynémes de degrés respectivement égaux a leurs indices.
Considérons sur une C, le systtme A = C,,.C,. Faisons passer par A une C,

qui recoupe C, suivant le systéme B. En supposant que C,, et G, se coupent de la

(*) Math. Annalen, . VII; Fonclions de deux variables, Picard et Simart, t. II, p. 1.

Fac. des Sc., 3° série, t. XVI 5
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facon générale énoncée, I'équation F, = o de C, peut se mettre sous la forme précé-
dente. Cette derniére montre que C, coupe C, aux mémes points que la courbe
d’équation A,_,.F, =o. La partic due & F,, = o donne A, le systéme B est donc
lintersection totale de C, avec la C,_,, d’équation A,_, =o0. On peut donc dire :

1° LemME. — Si une courbe C, rencontre une courbe G, suivant l'inlersection lotale
C,.-C,, elle recoupe C, suivant l'intersection lolale C,GC_,.

Observons que le théoréme de Neether ne suppose pas les courbes G, et G, indé-
composables. La proposition précédente ne I'exige donc pas non plus.

Considérous la série de points déterminée sur C, par un systéme de courbes G,.
Nous allons montrer que :

2° Lemwe. — Une courbe C,, pour passer par h points de C,, est soumise & aulant
de condilions indépendantes qu’un groupe de la série précédente pour les contenir.

Soient en effet R et ¢ les dimensions du systéme de courbes C, et de la série
qu’elles déterminent sur C,. Par un groupe de cette série passent coR—: courbes G,
du systéme. Fixons % points sur C,. Ils imposent 2 — a condilions aux C, préce-
dentes qui passent par eux, 2 — b conditions aux groupes de la série qui les con-
tiennent. La dimension des C, du systéme passant par les R points est R — & + q,
celle de la série résiduelle o — h 4 b. Par un groupe de cette derniére passent
coR=h+a—(—h+b) courbes C, du systéme contenant les k points. Or on sait qu’il y en
a cof— puisque en définitive ces courbes passent par un groupe de la série initiale :
a=>b. '

Reprenons la figure précédente et laissons C, passant par A, variable. — Les
systemes B constituent une série dont nous allons déterminer la dimension de deux
facons différentes.

Si mn—a',, estle nombre de conditions imposées & une G, pour passer par A,
la dimension de la série B sera 5, — (mn —a',,)) ou él est la dimension de la série
déterminée sur C, par toutes les C, du plan. D’autre part la série B est déterminée

par toutes les C,_,, du plan. On a donc I'égalité

l=m

Loy —
P (m’l —a mn) - nol—n
mn — a'

— ¢ == .
& YVi—m mn

n”;l—m - (Fl - A:’lfx) + (Pt—a - pl—e) + v + (;’l——m—v-l - \O[—m)'

”
el

Avec des notations semblables a celles utilisées pour A =C,,.C,,,
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et par suite :

l Al l—1 l—m+1
(l) am.n_al.n+a1.n + +a1.n :

Pour conlenir n points en ligne droite, une C, est soumise & n conditions :
a';n==o0 si i=n, el par suite pour {>n. Si i<n il faut que la courbe C; con-
tienne la droite et a',, = n— (i + 1).

Quand l—m+1>2n—r1oul>m+n—2, d, =o.

Quand m Il<<m+n — 2, Végalité (1) devient :

a,, =1+ ...+[n—(—m+2)]= (m—l—n——l—r)(m—{—n——l——rz).

2

Si maintenant nous supposons n- /< m, le raisonnement pris sous la forme

précédente est en défaut. C, doit se décomposer suivant C, et une C,_, arbitraire

l—n

A+ l)(l+2)_ (I—n+1)U—n1+2)

mmn

mn—a

2 2
et en verlu de 'identilé classique :

I+ DU+ 2) _ (lf'—n+ 1)(l—n+2) n (l—‘m+' N(l—m+ 2) (—n—m+1)(l—n-—-m+2)

2 2 2 2

i _ (m+n—Il—1)y(m+n—I1—2) _(m—=Il—1)(m—1—2)

(2)

+ mn,

mn 2 9

La singularité de Uinlersection totale de deux courbes C, el C, ne se rencontrant
qu'en des points simples, tous distincts, est donnée par I'expression
dpy=gm+n—h—gm—1) ~ (m>n)
ou

U—1l—1(u—1—>2)

2

g(u—1) = si I<u—2 et y(u—l)=o0 si I>u—a.

Remarque. — Si on avait pris C,, pour courbe base sur laquelle sont découpées
les séries de points, on aurait eu I'égalité

i l I J l—1 l—n+1
(] ) an.m”‘ax.m +a1.m + +a1.m .

Cette égalité permet de retrouver les résultats précédents, en particulier le der-
nier. Si nI<<m
(m+n—Il—1)m+n—1l—2) (m—Il—1)(m—I1—2)

2 2

dam=[m—U+ )]+ ... +[m—(l-—-n+ 2] =
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3. Les résullats précédents vont nous permettre de trouver la dimension de la
série déterminée sur G,, courbe simple ou composée, par toutes les C, du plan.
Elle est égale au nombre de points qu’on peut arbitrairement choisir dans linter-
seclion totale C,.C,.

o, = nl— a’n.l .

Sil>n

I (n—1)(n—2) _ I+ +2) L (n—Il—1)(n—1—2)

2 2 2

g=n

Si [ <n, un groupe de la série n’est découpé que par une seule C,.

O

U+ N e DI (n'—l-—l)(n——l——z).

! 2 2 2

La dimension da la série C,.C sur G, est'donnée par les expressions :

(3) I:,:nl-——gi;)g(n——:&—fg(n——l).
) a=£51§559—-~¢m—0-
¢ esl la fonction définie précédemment.
'P(ll;__l>:(u——l—1)(u—l—2) I>u Y u—Dl)=o0 si I<u.

2

Remarquons la relation :

(u—l—1)(u—1—2)

su—0+1lu—10)= "

L4
On sait que la dimension d’une série de a points sur une C, de genre p est
égaled a —p-+i— o, ou i estl'indice de spécialité de la série, c’est-d-dire le nom-
bre d’adjointes d’ordre n — 3, linéairement indépendantes passant par 'un de ces

groupes, et » le défaut. Tolalisons ces deux derniers lermes en posant 3 = o — i.

On aici :

nl—g—:‘—)—}n—_-—?i+;g(n—l):nl—p—5,
ol
®) B=n—p—gn—1

(n—1)(n —2)

2

si on remarque que est le genre maximum = d’une C,.
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4. Faisons encore quelques remarques sur une figure qui nous servira souvent.

Cu

Soit A + B l'intersection totale C,.C, . Faisons passer par- A une G, et par B
aune C, qui recoupent G, en D+ C. On sait que C+4 D =C,.C, ol v est donnée
par l'égalité :

u+u =v+v.

Nous dirons que ABCD est un quadrilatére curviligne inscrit dans C, .
Les systémes opposés A et C, B et D sont corésiduels.

-(6) un — A =vn—C, vn—A=un—C.

Si on fait passer par A une Cy, il existe une C, passant par G qui détermine
sur C,, en dehors de C, le méme groupe de points que G, en dehors de A. Nous
dirons que C, et C, se correspondent sur C,.

«(7) L—u=1I1—v.

A la courbe de plus petit degré passant par A, extérieure & C,, correspond la
courbe de plus petit degré passant par C et extérieure & C,.
Lorsqu’on fait varier C;, et C, elles déterminent sur C, la méme série de points.

Systémes de points généraux.

5. D’une fagon générale, nous appellerons premiére courbe minima d’un sys-
téme A, la courbe de plus pelit degré, composée ou non, qui peut passer par A.
Suivant les cas, elle est unique ou dépend de paramétres.

Nous appellerons aussi deuxiéme courbe minima, une des courbes de plus pelit
degré qui puisse passer par A sans se décomposer en la premiére courbe minima, -
et une courbe arbitraire de degré convenable. Elle n’est jamais unique.
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Nous entendrons par I'expression « la premiére ou la deuxiéme courbe minima »
une courbe quelconque de F'un de ces deux degrés.

Exemple. — Le systéme formé de sept points d’intersection d’une conique et
d’une quintique, admet pour courbes minima la conique et une quartique.

Un systéme A sera dit général si sa singularité pour la premitre courbe minima
est nulle.

La singularité pour une G, de degré supérieur est nulle aussi, car on peut pren-
dre pour C, particuliére la courbe minima C, el une courbe arbitraire C,_,. Le
nombre des conditions indépendantes imposées & C, est égal a celui des conditions
imposées &4 C,, car ce nombre ne peut pas diminuer quand on particularise C,, et
il ne peut étre supérieur & A, le nombre de points.

A points pris arbitrairement forment un systéme général.

Les inégalités qui déterminent le degré n, de la premiére courbe minima, sont

n—i)(n -+ 2) n(n 4+ 3
2 2
3 .
SiA =+ M, il y a une infinité de premiéres courbes minima. La notion
3

de deuxi¢me courbe minima n’a pas ici de réalité.

: nin+3) ., , o .
Si A = —<——~, il n’y a qu'une premiére courbe minima. Les C,,,6 sont
2 ° .

n4t

deuxiémes courbes minima.

6. Considérons un systéme A, général ou non; ses deux courbes minima se
recoupent suivant le systéme A,, que nous appellerons premier réduit de A. Le
1" réduit A, de A, sera dit deuxiéme réduil de A, etc... -

L’ensemble des réduits successifs de A constitue la réduction de A.

Nous dirons aussi que A se réduil en son réduit A,

Les courbes qui servent a faire la réduction seront appelées réduiles.

Nous nous proposons d’étudier la réduction d'un systéme général.

- 7. Réduction d'un systéme général.
Soit le systéme général A, de courbe minima C,. A, est son 1* réduit.
Supposons A, général (on démontrera plus loin la réalité de cette hypothése).
Le degré n, de la premiére courbe minima de A, se calcule en utilisant les inéga-
lités (8) et I'égalité A + A, = n’ (ou n*+ n), On obtient ainsi les résultats suivants :
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TasLeAav I.

Courbes Cu?u:hes
minima minima
de A. de A,.
A ME3) c,cC,., A, = UACR )] c, C,
2. ' 2 1 1
— : — 3)
(n—1)(n+ 2) facA< n(nj 3) ¢,c, (n, l)g(nl + 2) <A< nl(n,2+ ‘¢, c,
2. 1 1
— 3 .
A:(n I)(ll+2)+2.C"C” A = ll‘(ll;‘*‘ )Cu Cn 11,
2 . 1 1
A= EZ00E L e, A =200
2 . 1 1

On peut donc écrire les inégalités toujours vérifiées :
(9) n—z2n<n.

THEOREME. — Le deuxiéme réduit A, de A esl un systéme général.

Pour démontrer cette proposition nous allons employer un mode de raisonne-
ment qui nous servira souvent dans ce chapitre.

Fic. a.

Supposons que les courbes minima de A et A, soient respectivement G,.C’,,
C, ¢, , G, recoupe C, suivant le systéme a.
1

n n K
1 1 t

A et o sont corésiduels sur C,; & une courbe C, passant par A correspond
une G, passant par «, premiére courbe minima de « puisque n, << n (g).
1
« et A, sont corésiduels sur C, ; a C, passant par « correspond une C
1 1

2n, —n
1

passant par A,, premiére courbe minima pour A, puisque an, —n<n,.



fo M. LEGAUT.

Il suflit donc de montrer ue la singularilé 5 de A, pour une courbe C,
est nulle.

=C

e —n
1

En nous servant de la formule (3) et du deuxiéme lemme du paragraphe 2, nous.
pouvons estimer de deux fagons différentes la dimension ¢ de la série déterminée:

sar G, par les courbes C, et C, correspondantes passant respeclivement par A et a.
1

e . . n—1)(n—a2
Considérée comme décrite par les courbes C,, 5= n*— (%() — Ay
2
.. . n—i)(n—a N
décrite par les courbes Cﬂi, puisque n, >n—a2a, ¢ =: nn, — (—M —

2
ot 3 est le nombre de conditions indépendantes imposées 4 une C, pour passer
. 1

par o.
n—i1)(n—a n—i1)(n—a2)
(10) : ni—‘ﬁ-——( ) )—;\:nnl————.._( )( —3.
2 2
Faisons de méme avec les courbes correspondantes C, et C, , en remarquant
1 2
que n, > n,— 2 puisque n, > n— 2.

(n,—1)(n,—2) (n,—1)(n,

—2)
2 — Z .
(11) n‘—*——h—2 —o_n’n,—‘%—%2 (A, AL

Xjoutons membre & membre les égalités (10) et (11) en remarquant
n—A=n’—A\,.

si2 =n,(n,+n—an)=o. c. q. f.d. (M.

Puisque A, est général, A, deuxiéme réduit de A, 'est aussi. Tous les réduits de A.
sont généraux. Le tableau 1 permet de voir comment s’effectue la réduction.

G 4D N BN Y R S) A Mnit )
2. 2 2. 2.
n=mn-—ri. n,=n—a n=—n-—1I
§i A — n(n + 3) A = n(n, 4 1) \, = n(n, + 1) A, — n{n; + 1) ,
2. 2 2 2.
n=n—i n,=n—2 n=—n-—;(
§i A — nn 4 1) P n(n, + ?)_) A = n(n, + 1) A — n{n; + 1)
N 2 2 2 2.
n,=n-—2 n,=n—3 np=n—i—ri.
— - 3
Si w—k < \<M—), posons A = n(nj ) —B o<B<<n—1..
2 2

(*) La méthode serait la méme si A =

n(n:— 3) ou nn + 1) "

2
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(n, +2)(n, — nn +3 n(n, 43
Alors n,=n—2 ct A, = 4 2)(n,—1) + B = -Jf(’)‘ﬁ) —(n, +i—B) = ”(__;——)— —B,.
2 2 2
Si B2 on est dans I'un des trois cas éludiés précédemment. Sinon n,=n, — 2.
n (n, — nn, + 3 . n(n, -3
A, = (, +2)(n, — 1) +B,= s, +3) (0, + 1 —B,) = nn, +3) B,.
2 2 - 2
Si B, <2 on est dans l'un des trois cas déja envisagés, si non continuons la
réduction. ) . i . )
Supposons que cette éventualité ne soil pas arrivée aprés la k° opération.
. (n,, 2)(n,,,, —1)" o
Sik=a  B,—B—ai [ T e 2 G S R S S
: 5 s M
. . .. n,. ,+2)(n,. ,—1 .
sik=a2i+1 B, ,=n—9—1—B. ;\‘_”._1:(' 2 ) (s )~|~Bgi My, =n—4i—4.

2

Les B,, et B,, , décroissent quand l'indice croit. On aboutira donc certainement,
aprés un nombre suffisant d’opérations, a I'un des trois cas précédents.

On voit qu’'a partir de ce moment, les degrés des réduites décroissent réguliére-
ment d’une unité. Le dernier systéme réduit sera donc en général un point.

Cet énoncé souffre deux exceptions, si ’on arrive seulement i la fin de la réduc-
tion a trouver des systémes vérifiant un des trois cas précédents.

SiB—ai=2etn—4i—2=3,oun—r—ai—B=2 et n—4Hil— 4 =3,
n—+1

ce qui correspond & B = , on vérifie aisément que le dernier réduit est cons-

titué par deux points, tntersection totale d’une droite et d’'une conique.
SiB—2i=2etn—4i—2=23, 0un—1—2—B=2 etn—4i—4 =2,
. . n e g3 e ey . . .
ce qui correspond 4 B = —, le dernier réduil est constitué par 4 points, intersection
2
totale de deux coniques.

Tout systéme général, dont le premier réduit est général, se réduit & une intersec-
tion totale, systéme général.

TutorEmE. — Le premier réduit d’'un systéme général est général.

Remarquons que I'on peut toujours faire passer par A, une infinité de courbes
de degré n — 1 qui ne se décomposent pas en la premiére courbe minima Cnl1 de A,
et une courbe arbitraire.

Le tableau I nous le montre lorsque A, est général, et c’est vrai a fortiori si A,
n’est pas général puisque ces A, points ne peuvent imposer plus de A, conditions
indépendantes. ‘

Fac. des 3c., 3¢ série, t. XVI. 6
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Menons alors par A, deux courbes C,_, qui se recoupent en A',. A, est général
comme le montre un raisonnement identique a celui utilisé précédemment. Le
degré de la premiére courbe minima de \ est n — 2.

Nous déduirons A', de A’, comme A, de A, etc...

Comme le*degré des courbes employées décroit réguliérement d’une unité, on
arrivera certainement a rencontrer deax systémes conséculifs générausx.

Mais si deux systémes consécutifs sont généraux, le précédent est général comme
nous le démontrerons au paragraphe 8. On peul ainsi remonter progressivement
jusqu’au systéeme A,. Nous pouvons donc conclure.

Tutortme. — Les réduils d'un systéme général sont généraux. Le dernier est une
intersection tolale.

Systéemes réguliers spéciawr.

8. Systémes réguliers de spécialité 1.

Si une partie indécomposable de la premiére courbe minima de A ne passe par
aucun point du premier réduit A,, nous dirons que A contient une irrégularité.

Un systéme A sera régulier si aucun de ses réduits ne contient d’irrégularité.

Un systéme général est régulier. ’

Soit A, un systeme général, de premier réduit A, . C"1 el C"2 sont les courbes

minima de A, et A,. Faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, et C,, dont

" les degrés vérifient les inégalilés

m>n n>an,—n,.

Ces courbes se recoupent suivant A. Nous supposons que toute partie indécom-

posable de C, passe par des points de A,. .
Tutorime. — Les courbes C, el C,, sonl les deux courbes minima de A.

Reprenons la figure 2, en changeant convenablement les degrés des courbes.
Soit encore = le systeme ol C”1 recoupe G, . La courbe de plus petit degré C. pas-
sant pat x, extérieure & (1"1, correspond & celle de plus petit degré C"2 passant par A, .
v=n+4n,—n;orv_>n, puisque n> 2n, —n,: donc C"1 est la premiére courbe

"minima de a.

La courbe C,, passant par A et correspondant & C"l, passant par o, est donc
la deuxiéme courbe minima de A puisque m > n. A, est le premier réduit de A.

Un systéme non général dont le premier réduit est général et qui ne contient pas
d'irrégularité est dit régulier de spécialité 1.
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REMARQUE. — J'ai cru devoir employer les mots de spécial, spécialité. Le sens
donné ici A ces termes n’a aucun rapport avec celui qu’on leur donne dans la théorie

ordinaire des séries de points sur une courbe.

TutorkMe. — Le plus petit degré de la courbe qui peul passer par A sans passer
par A, est égale '

h,=m4+n—oan +n,.

Une telle courbe correspond en effet a la courbe de plus petit degré passant
par « sans étre obligée de passer par A, c’est-d-dire & la deuxiéme courbe minima
de o puisque C"1 est premiére courbe minima et que an ne passe.pas nécessaire-
ment par A,.

La formule (7) donue alors h, = m 4 n— 2an, + n

Lorsque le degré d’'une courbe est compris entre m el &, le passage par A impli-
que celui par A,.

Singularilé.
Elle est donnée par les formules suivantes :

n<I<h,. S,A:__(m+n—l——|)(m+n——l—2)
h

, —g(m—1l)— (mn — A)

[

<A s’y =o.

La fonction o a été définie & propos de I'égalité (3).
La premiére formule se déduit du fait que si /<(h, C, passe par l'intersection
totale A + A, = C,.C,,. D’aprés ce qui précéde [paragr. 2], si on fait passer une C,
—l—D(m+n—I—
par mn — (m+n 1)2(m Rl 2) + ¢(m—1) points convenablement choisis,

c’est-d-dire tels que les conditions qu’ils imposent a une G, soient toutes indépen-

dantes, elle passe par le reste de l'intersection. On peut certainement choisir ces
ipoints dans le systéme A, autrement la courbe G, passant par A ne serait pas obli-
gée de passer par A,. Une G, contenant un tel groupe de points passe par l'inter-
section totale et par suite par le reste des poinis A.

Nous démontrerons la deuxiéme formule en supposant / = h,, ce qui évidem-
ment est suffisant.

La considération de la série de points déterminée sur C, par les courbes C,
et C, correspondantes donne 1’égalité suivante analogue a (1 I)j si nous remarqnon;
que n,>>n,—2a (9) el v>>n, car n>2n, —n,. ‘

(n,— 1) (n, = ) (=) (m—2)

2

nn,— — A, =nyv—
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De méme en utilisant les courbes correspondantes C, et G, sur G, et en remar-
quant que v_>n—2 car n,>n, —=2 et h, > n car m >z an, —n,.

e

ny — —(A—s

).
2 A

(n— I)(Il—"?')_—_.a_: nh (n—1)(n-—2)
* 2

Ajoutons membre & membre en ayant égard & I'égalité mn — A == n*, —A,.

hy )
SA\ - n(”l +n— 2”1 + ”z - hz) = 0. c. q. f. (].

REMARQUE. — Si m =n =2an,—n, h,=m; le systéme A esl général.
Si on fuit passer par A, deux C"ﬁ,l, le nouveau systéme A' est général, proposi—
“tion dont nous nous sommes servis a la fin du paragraphe 7.
Sin,=n,—1.n,+1=n2n—n,. A estgénéral d’aprésla remarque.
Si n, ==.n, — 2. Considérons les lrois systémes A A, et A’. Les courbes qui re-
lient AetA’ sontdedegré n — 1. Leraisonnement fait sur la figure 2, paragraphe 7,
montre que puisque A est général, A’ I'est aussi.

9. Systemes réguliers de spécialité 2.

Avant de passer & I'élude générale des systémes réguliers, il est intéressant de
considérer en particulier les syslémes' dits de spécialité 2 et 3. Nous verrons ainsi
apparaitre des particularités qui convenablement généralisées s¢ront celles que peu-
vent présenter les systémes réguliers de spécialilé arbitraire.

Soit A,, unsystéme régulier de spécialité 1; (j”1 et Cm/1 sont ses courbes minima,
A, son premier réduil, de courbes minima an. Faisons passer par A, deux cour-
bes C,C,, telles que m>n nzn +m—n,.

Elles se recoupent suivant A. Nous faisons sur C, les mémes restrictions que
précédemment.

Remarquons de suite que C, et C,, ne sonl pas obligées de passer par \, car

n, +m —n>n +m —an, + n, puisque n,>n,.

Tafonime. — Les courbes C, et G sont les courbes minima de A. Le plus pelit
degré & une courbe qui puisse passer par A sans conlenir A, est égal a

hy=m+n—m —n,+n,.
Ces propositions se démontrenl comme préctdemment.

ReMaRQUE. — Les inégalités m > n>m, + n, — n, expriment les conditions né-
cessaires el suffisantes pour que C, et C,, soient courbes minima de A.

Car autrement i, < n-<{m et ce serail C,,2 qui serait courbe minima.

Un systéme régulier est de spécialité 2, si son 2ime réduit est le premier réduit
général.
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Singularilté.

Elle est donnée par les formules suivantes :

§'y = (m + n—l_l);m St —g(m — 1) —(mn—A)

bl sly=alh,— )+ ok, —1).

hy=m+n—n,

nLI<h,.

k,=m+n—m,.

La premiére expression s’établit comme dans le paragraphe précédent. .

Pour démontrer la deuxiéme, reprenons la figure 2, en modifiant convenablement
les degrés des courbes; a« est toujours le systéme ou C"4 recoupe G, .

Soient C/C»,_C,z les courbes passant respectivement par A, « et A, et se corres-

pondant : les deux premiéres sur C,, les deux derniéres sur C, .
1

n?

La considération de la série déterminée sur C, par C, et C, donne une égalité
1 2

analogue & (11) en remarquant que i >n, car l,>n,>n, +m,—n.

ot~ D=2

+o(n,—1)—A, =ni—

(n,—1)(n,—2) .
_— — 0,

2

La série déterminée sur C, par C, et C; donne de méme en remarquant que ! >n

BRCTILED I

=nl

(n—3)—

GRS (CEL P

Ajoutons membre 4 membre en ayant égard aux égalités

(12) mn—A=mn —A,, l=m+n—m —n+1I, I=)+m—n,.

s’A =gm+n—n—0)+s(m+n—m —1.
10. Systémes réguliers de spécialilé 3. -

On les construit a partir des systémes réguliers de spécialité 2, comme ces der-
niers & partir de ceux de spécialité 1. En particulier on a toujours

m>zn>m, +n —n,.

Sans insister sur les propriétés de ces systémes, identiques & celles des précédents,
considérons de suite ’expression de la singularité.

Singularité.

— 11— Fn—1—2 X i
nKl<h, o = TN Dim+n : {—32) + b, — 1) + Lk, — 1) — 5(m — 1) — (mn' — A)

2
heSU sy =g — ) + 2k, — ).

hy=m+n—n_,

. ,=m+n—m, -

hy=m+n—m —n +n, k=m+n—m, —n,+m, h,= m+n—m —n+m,+n,—oan +n,.
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Les fonctions ¢ et L sont définies & propos de I'égalité 3.
Bornons-nous au cas ot h,<I/<h,, les autres cas s'élablissant comme précé-
demment. Reprenons la figure 2 convenablement modifiée. Soient loujours C,C.C,
2
les 3 courbes correspondantes.
De I'égalité (12) on déduit n,<l,<<m, + n,—an, + n,. Les courbes Cl2 sont
obligées de passer par A, premier réduit de A, .
La série déterminée sur C, par C;, et C, donne I'égalité suivante si on se sert
s 2
cette fois de la formule (4) en remarquant I, <n, puisque n, > n, + m, — n, .
L4 1) (L + 2 ) (A4 1)(h 4+ 2
(z )(e )——l—‘[\ s-.]__. ( )

l - ~
9 2 ,\._.__ 92 b_l_’;<”1_l‘>‘—r“

La série déterminée sur C, par C, et C; donne de méme en remarquant que i << n
car I,<m,

‘(‘/Ll);/\ﬂ—l_a:(l—‘}__l)?(iﬂ—'—":('1—[)—(:\——8[‘\). )

Ajoulant membre & membre en se servant des égalités (12)

EDICD NS

b !
(15) S;\——:\ 5 ‘Az—[\2+

ﬁﬁL’_;([f_” FAm—1) + Yn—1).

Or
b (m,+n,—1l,—1)(m,+n,—1, —2)

Ay

—o(m,—1,)—(mn,— \))
2 .

et I'identité (2) peut s’écrire

(L, + 1), + 2) n (m,+n,—1l,—1)(m, +n,—1,—2)

2 2.

(14)

—o(m,—1)—mn,="1(n,— 1)+ 1(m,—1).
Si nous remarquons en outre que n,— /I, =h,—l et m,—I, =k, —1 ona

Sy

e LU e — Dt — )+ Y — ).
2

Lt en se servant une deuxi¢me fois de Uidentité (2).

o, = (m+n—1— 1)2(111 +n—1—2) ik, — ) + 4k, — ) — (mn — A) .

14. Systémes réguliers de spécialilé s . »
Nous appellerons ainsi un systéme régulier dont le premier réduit est régulier de
spécialité o« — 1, le itme réduit de spécialité s —i; le ¢ réduit est le premier sys-

téme général de la réduction.
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On obtient un pareil systéme en menant par A, systéme régulier de spécialité ¢ — 1
deux courbes C,, et C, arbitraires mais telles que

m>n, n>m,+n —n,.

Ces deux courbes ne sont pas obligées de passer par A,. Elles sont les courbes
minima du systétme A suivant lequel elles se recoupent. Nous faisons toujours la
méme restriction sur G, .

Singularité.
Supposons que la singularité de A,, sysléme régulier de spécialité s — 2, soil
donnée par les formules suivantes :

a'

—;’T"(I”% - l—:) - (.”lz n,— A:a) + E ["’ (h!u’ - ls) + H"(lg’gi'—— ln)]

1

2 m,+n,—1I—1y(m, +n,—1,—2)
ni<le<hiﬂ sl\- :( £+ £ - )'( 2 2

Ag 2

'U’

Ilz(l< l: Sf: = E ["?(hev.-i v lz) + ?("‘zei 1
o

ou 2u' et 2v' sont les plus grands entiers pairs respectivement inférieurs & ¢ —2

et (s—2)—r1.
Ry=M—M + ... +n,4 E,=M—M + ... +m,,.
K, , =M, —M+ . ...—n, , K, =M—=M +...—m, ..

hec — \Ig— \[;; e o PYE (“J = m; + Ilj)'

On voit aisément que ces formules sont vérifiées pour 6 —2 =1, 2 ou 3.
Si n<{l<Ch, C, passe par A, . Le raisonnement déja employé ne dépend nulle
ment de la réduction ultérieure de A,. On peut donc encore écrire
. (m+n—Il—1)y(m+n—1—2)

n-I<h, sy —g(m—1) —(mn—A).

2

Supposons h, < I<h, ot h, =M —M, + w,.
Reprenons la figure 2, modifiée comme il a été dil. Soient toujours C,C,C, les
courbes corresponaan les passant par A x et A,. n, LI ’
Remarquons que [,<n, car n,>h’,>>h", (comme on le montrera paragra-
phe 13) et que 1 <n car [,<m, puisque m, > n,. Noussommes donc dans des con-
~ ditions identiques & celles du paragraphe 10. On peut donc de nouveau écrire I'éga-
lité (13). En se servant de I'identité (2) et de sa forme particuliére (14), on obtient :

u’

—l— | — )
O DM AR I sy — 1)+ e, — ) — (i — A) + N — 1) + 40, — 1)

2

1
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Or posons :

hy=M—M, .. +n,, hey=M—M, ... +m,.

En tenant compte de 1'égalité (12) on a les identités

(15) hy 1=k, —1, by — 1=k, —1,.

Par suite

w4y

VY htn——
hoid<hy sy = MR b VIRERTET) N — 1) 4 Wk — D) — (mn— AX

2
1

ou 2u’ + 2 est le plus grand entier pair inférieur & o. ,

Supposons maintenant 1> h_, I,>> k.. Nous nous trouvons dans des conditions

analogues A celles du paragraphe g : x>>n, car {,>>n,>n, +m,—n et I>>n. On
a domnc :

s'y=om+n—n,—l) +s(m+n—m —10)+ sl:

ou
sta= (b, — D) + ok, — D) + X [a(ky, — L) + 50, —L)].
Or posons
(16) By, =M—M, ... —n,.,, ke, =M—M,...—m, .

Omn a les identités

Par suite, si

I‘C \<l ‘ S’,\ - v [?(,lﬂ£7'| - l) + "."(/"gi44 - l)]

ol 20" + 2 est le plus grand entier pair inférieur & 5 — 1.

Les formules exactes pour un systéme régulier de spécialité s — 2, le sont encore
pour un syst¢me régulier de spécialilé o.

Ecrivons-les sous une forme plus synthétique en modifiant 'expression de la sin-
gularité lorsque [<'h_ al'aide de I'identité 2. On oblient ainsi en posant n = h,,

~m_—_:k0:
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TasLeau II.

I+ 1) u -
no<i<hg  sy=A—LEDEED N, — 0+ 40, — 1)

v

he <! s = X oy, — D) + 9y — D)
o
c— 2 <u<6 ¢s—3 <v<c——l
= a2’ P 2
hy=M—M, ... +n,, ky=M—M, ... +m,,
h,i“:M—hL...——Il’H_‘, lf!i+4:M_Ml my .,

he=M—M, ... +n,,,.

. ReEMARQUE. — La singularité que présente un systéme de points A situé dans un
plan, pour une courbe plane est la méme que celle qu’il présente pour une surface
de méme degré.

Si, en particulier, on veut faire passer par A une surface d’ordre inférieur a h,,
la surface devra contenir le plan.
I+ 1)+ 2
SIAI A—-(—+———-)( + ) .
2 ,
C’est bien ce que donne la premiére expression puisque alors J(h, — 1) = o.

412. Caractéristiques d’un systéme régulier.

Nous venons de voir I'intérét que présentent les symboles h et It dans 1'expres-
sion de la singularité de A. Ces nombres sont intimement liés aux propriétés d’un
tel systéme. Dans les chapitres suivants nous aurons I'occasion de voir d’autres cir-
constances ou ils interviennent utilement. Nous les appellerons les caractéristiques
de A. Tous ces nombres ne jouent pas le méme réle.

Le nombre h, sera appelé caractéristique centrale. Les caractéristiques d’indice
pair se distinguent nettement de celles d’indice impair. Nous nommerons les pre-
miéres caractéristiques paires, les secondes caracléristiques impaires.

Il y a 2u + 2 caractéristiques paires, 2v 4 2 impaires, 20 4- 1 caractéristiques.
Le nombre des réduites qu’il est nécessaire d’utiliser pour réduire A & A est 2s.
Les 26 caractéristiques paires et impaires qui contiennent chacune le degré d’une
nouvelle réduite les déterminent. k contient certainement n_puisque 2u + 2>a.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. . )
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IzC contient aussi R si s est impair, mais comme nous connaissons A , le
7
tableau I nous donne n 4. e fonction de n .
T 1 T

On oblient ainsi les expressions des degrés des réduites en fonction des caracté-
ristiques

m,=H,—1,... +Fk,, ny,=H,—H + ... +7n, ’
. Ny, =H —H,...—h, . (MU=h+ k).

n,=H,—H,... +H, —h;—c siosestimpair (¢=10u2),

my., =H,—U, —k,

=110, —H, ... —Hy1. + h; si s estpair.

Les caractérisliques jouissent des propriétés suivantes :

Une caractéristique /& est comprise entre la caractéristique £ de méme indice,
et celle d'indice de méme parilé immédiatement supérieure.

Les caractéristiques % paires ne décroissent pas avec I'indice, les impaires ne
croissent pas avec l'indice. '

La caractéristique centrale est supérieure aux caractéristiques paires et inférieure
aux caractéristiques impaires.

On démontre aisément ces propositions en se reportant aux inégalilés suivantes :

m; > n; nj>M;_ —n;_, etleursconséquences n;>n;_,

qui expriment que C"j et ij sont les courbes minima de A;.

Inversement, étant donnés 26 + 1 nombres, existe-t-il un systéme A de A points
qui les admette pour caracléristiques ?

Si u et v ont toujours la méme signification, les au + 2 premiers de ces nom-
bres rangés par ordre de grandeur croissante devront étre pris pour caractéristiques
paires, les 2v 4 2 derniers pour caracléristiques impaires, le nombre restant pour
‘caractéristique centrale. D’aprés les propriétés énoncées il ne peut y avoir aucune
ambiguité pour donner & ces nombres leurs lettres & et k avec I'indice convenable.

11 est d’abord nécessaire que les 25 + 1 équations obtenues en égalant ces nom-
bres aux expressions des i et &k donnent un ensemble de valeurs positives aux n;
et m; qui satisfassent aux inégalités : "

m;>n; > m;_ +n_ —n;_,.

On voit aisément que ces inégalités sont vérifiées grice 4 la maniére dont on a
choisi les h et k. Pour cette méme raison les n; ne croissent pas quand j croit.
*
Pour que toutes ces quantilés soient positives il suffit donc que :

n, = O(hk, ... h, L, ke, RE Ay, k) >0

2l
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Ceci supposé, si A_ existe, on pourra construire A. Pour qu’il en soit ainsi il

faut et il suffit que n_ soit la courbe minima de A .
Ar=MmeNey— Moy Nys ... +(— 1) (mn——AN)=F0kl, ...)+(—1)A.

On doit donc avoir :

b >o.
(b — 1) (D + 2)

2

—F<(—17AaK F.

(])((b +3)
2
En particulier, il existe toujours une infinité de systémes de singularité donnée,
vérifiant & > o, car il suffit de prendre A , tel que n_ soit sa courbe minima.

REMARQUE. — Nous avons donné plus haut U'expression de ©. Dans le cas ou ¢

est impair pour savoir si ¢ =1 ou 2, il faut d’abord calculer A .

43. — Nombre de paraméires dont dépend un systéme régulier de spécialilé s.

Nous déterminons le systéme A, de spécialité o, par le nombre de ses points et
ses caractéristiques. D’aprés le paragraphe précédent, nous connaissons les degrés
de ses réduites successives.

Supposons que h, et k,, caractéristiques de A, ne soient pas égaux.-

A tout systéme A ne correspond qu'un seul premier réduit A, dont on connait
la spécialité ¢ — 1 et les caractéristiques.

A tout systéme A, satisfaisant a la définition précédente correspondent des sys-
témes A répondant i la question.

En prenant tous les systémes A, et en déduisant d’eux tous les systémes A possi-
bles, on obtient I’ensemble des A sans omission ni répétition.

Faisons passer par A, une Cho; comme hy=n_>n,+m,—n, sh\"1 = 0; la courbe

- h(h,+3 : '
dépend de —L’Q{——) — A, paramétres. Considérons sur 'une d’elles la série déler-

minée par les Cko passant par A,. Comme k, > h , sa dimension est

Ik h

0770

he— 1) (h,— 2)
— e \

Si X et X, sont les nombres de paramétres dont dépendent A et A, on a :

2A j

1

h(h,+ 3 h,— 1) (h,—
<2 ), (hy— 1) (hy—2) _

2

X=X, +

4

h ke, —

o
ou

(17) X—~A)—X,—A)=3h,—1=3n—1.



Da M. LEGAUT.

Si nous supposons A, = k,, & un systéme A correspond sur sa premiére courbe
minima C, une série de systémes A, de dimension ; =1, car:
. .

Ue+ 1) (hy+3)

2.

F:

— Y, — k) — (A — 5, (formule 4)
et ‘ '

(k, + 1)k, + 2)

2

At 5=y — k) 4 bk, — k) = Yk, — k) + 3.

En construisant, 4 pactir de I'ensemble des systémes A,, tous les systémes A,
on obtient un ensemble de systémes A olt chacun est répété oo fois. Par suite,

(X 4+1—A)—(X,—A)=3h—1.

Soit maintenant un systéme A, régulier, de spécialité s et dont toufes les carac-
téristiques d'indices différents sont inégales. L’égalité (17) dorne successivement :

(X —A)—(X,—A)=3n—1.
(X, —A)—(X,—A)=13n,—1.

(Xt — Apd) = (Xo — Ag) == 3npy — 1.

A_est général, X =2A . En ajoutant miembre & membre, on obtient donc :

g—1

(18) X=A+A+3 W n—(—1).

S’il y avait ¢ groupes de caratéristiques d'indices différents égales, il faudrait
retrancher ¢ au résultal.

RemARQUE. — Si s est impair, X est indépendant de A, car

A+Ad=mﬂ—m‘n,... +m

s—1  5—1

Le nombre de paramétres n’est fonction que des caractéristiques.

-44. Systémes réguliers se réduisant & une intersection totale.

Soit A, intersection totale G, .C,, . Faisons passer par A, deux courbes G, et C,,
1 1

arbitraires telles que :

m2>n n>m +n,.



SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 53

Elles se recoupent suivant le syst¢éme A. Nous faisons sur C, les mémes restric-
tions que précédemment.

TutorkME. — Les courbes C, et C,, sonl les courbes minima de A.

.

Soit en effet o le systéme ou C, recoupe C,:a=C, .C . Les systémes A et «
1 4

n—m
sont corésiduels sur C,. A la premiére courbe minima Cn1. (nt < n—m,) de o cor-
respond la courbe de plus petit degré C,, passant par A, extérieure &4 C,. Or m > n,
-donc C, et C, sont les deux courbes minima de A.

Tout se comporte donc comme si n, = o, d’ailleurs d’une facon générale.

Un systéme intersection totale se comporte comme un systéme régulier, dont les
réduiles, sauf les deux premiéres, sont de degré nul.

Tout ce qui a été écrit & propos des systémes réguliers se réduisant & un systéme
général peut étre redit & propos des systémes réguliers se réduisant a une inter-
section totale. Nous dirons aussi qu’'un systéme régulier est de spécialité s, si son
¢* réduit est un systéme nul, son ¢ — 1° est une intersection totale non générale.
Le systéme nul constitue ainsi le premier réduit général.

Le nombre d’arbitraires d’un systéme de spécialité s, de caractéristiques données
-(ici on ne se donne plus le nombre de points) est d’aprés l;égalité (rp). - (

CX—A=X, i — A+ 3N n—(—a)—c,
0
ol
A=mn—mn, ...+ (—1)"M_n,—,

-et ¢ est le nombre de couples de caractéristiques d’indices différents égales.
On voit aisément que

er——x = My—1Ns—1 + 3nrr—-x — I.

De sorte que
51

X=mn—mn, ...+ (—1)"Me—ifoes + E n—(—1)—c.

[¢]




CHAPITRE 11

Les systémes de points irréguliers.

4. Faisons passer par un syst¢me A, deux courbes C et G, (z>1). Si ces cour--
bes ne sont pas minima pour le syst¢éme B suivant lequel elles se recoupent, nous
dirons que B se déduit de A . Si en outre ces courbes ne sont pas minima pour A,

nous dirons aussi que A se déduit de B. Cette opération esl la déduction de B a A
oude A 4 B.

Si C se déduit de B, B de A, C sera dit aussi déduit de A, et nous étendrons
cette définition & un nombre quelconque d'intermédiaires pourvu que I'un d’eux au
moins soit une déduction.

Les courbes qui servent & faire ces déductions pourront tre composées ou non,

mais nous supposerons, pour la courbe de plus petit degré C,, que chacune de ses
pa;~ties indécomposables contient des points de A et B.

Nous nous proposons dans ce chapitre I'étude des systémes de points déduits des
systémes réguliers par.des courbes arbitraires.

Systémes déduits d’'un systéme régulier par un couple de courbes.

2. Soit A un systéme régulier de caractéristiques &, ... hy ... h,, de réduits

A, ... A,. Faisons passer par A deux courbes quelconques C,, C,z>1t qui se
recoupent en B.

A) TuoriME. —Si z 2>t > h, les2 courbes C, et C_ sont les courbes minima de B.

C’est le cas étudié dans le chapitre précédent.

B) TuforkmE. — Si 2> k, t<Th,. C, est une des deux courbes minima de B.

Soit E, le systéme ou C, recoupe C, (fig. 3). E, et A, sont corésiduels sur G, .
Comme ¢t +n,—m<n,, G, _,
1

minima de E,. E, et B sont corésiduels sur C,. A C

correspondant sur C, a C, est premiére courbe-
1

correspond la courbe-

t-n —m

de plus pelit degré C_, , ., passant par B exlérieure d C,.
1

Si z2>h, C, est la premiére courbe minima de B('); si z<Ch, c’est C

=Mt
12 F?ll

Dans cette hypothése soit B, le systéme ou C recoupe C,.

+n —m
¢ 1

La courbe de plus pelit degré passant par B sans contenir nécessairement B,
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correspond sur C, 4 la deuxiéme courbe minima de E,, puisque C est sa pre-

-, —
7‘ wn

miére courbe minima. La courbe de plus petit degré passant par E, sans contenir «,
correspond a C,, etest C
1

tm —m
1

Si t +m,—m>n C, estla deuxiéme courbe minima de E,; la courbe corres-
pondante passant par Best C.. Comme z>¢ C, est la deuxidme courbe minima
de B. ‘ ‘

Sit+m—m<n C

courbe correspondante passant par B étant de degré supérieur & ¢, la conclusion

——— la deuxiéme courbe minima de E,, CH_t_Hm;

est la méme.

(*) En particulier si z>h,, C, est I'unique premiére courbe minima de B. Cette re-
marque permet d’établir géométriquement une proposition bien connue.

Considérons une courbe C, présentant un groupe A de A points doubles. Faisons passer
par A sa premiére courbe minima C, qui recoupe la courbe en le systtme B —= A + B'.
'G,, est a forliori minima pour B. En observant que tout ce que nous avons dit s’applique
.4 ce cas ou des points de B coincident avec ceux de A on conclue

n}hlA.

Si C,, est unique pour A, eclle sera aussi unique pour B.

Si C,, dépend de s paramétires (¢ > 1) la dimension de la série B' sera aussi ; car on
peut toujours faire passer une C, par s points arbitraires de C, (puisque h, < n et que
C, est irréductible). Il n’y a donc encore qu'une C, passani par un systéme A + B' = B
-donné, Par conséquent dans tous les cas I'égalité précédente est exclue et

ll}hiA—f— I.

Mais alors n — 3 > h,'\ —- 2. Celte dernitre égalité montre que le systéme A des points
-doubles de C, présenle A condilions indépendanles aux adjoinles d’ordre n — 3 de cetle courbe.

Cette dernjére conclusion ne vaut en toute rigueur que si A est un systéme régulier.
La suite du Mémoire la légitimera dans tous les cas. ‘
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Le premier réduit de B est B,.
C,., _. estla premiére courbe minima de B, puisqu’elle correspondsur C,a C,.

C‘*”’r" correspondant sur CHml_m a C"U premiére courbe minima de «, est

deuxiéme courbe minima de B,. B, est ainsi le systéme ou Cn1 et C,, —n S recou-
pent.
Soit Ct2 une courbe passant par A,, correspondant sur C”‘ aC,, g Nous
dirons que C‘2 et C, se correspondent.
\ .
TaiortME. — B, sedéduit de A, par Uintermédiaire de C".l el de C,2 correspondant

a G,.

Nous appellerons adjoint d’'un systéme A, le systéme o obtenu de la fagon sui-
vante. Considérons la premiére courbe minima C, de A. Une courbe arbitraire C,
passant par A recoupe C, en M. Menons la courbe de plus petit degré passant
par M, extérieure & C,. Elle recoupe C, suivant le systéme o.

Le systéme «, adjoint de A, est le plus pelit systéme corésiduel & A sur sa premiére
courbe minima.

Lorsque I'adjoint est unique, il ne dépend pas de la courbe C, qui sert & le cons-
truire. Faisons en effet passer par A une autre courbe C, qui recoupe C,en N. -
M et N sont corésiduels sur C,. Les courbes de plus petit degré passant par N et M,
extérieures & C,, rencontrent & nouveau C, suivant le méme systéme de points «
puisque elles sont correspondantes.

Sur la figure 3 I'adjoint de A est «.

Si z>h, C, estla premiére courbe minima de B; son adjoint est E,.

L’adjoint de B se déduit de Tadjoint de A par Uintermédiaire de C, et C
correspondant a G, .

Hn —m
1

Si z<h, CHHH"1 est la premiére courbe minima de B. Son adjoint § est le

systéme ou G, la recoupe aprés étre passée par B,. 8B E,x forme un quadri-

n_—m
1

latére curviligne inscrit dans C Le cOté curviligne «8 estdedegré z—m+n,.

t+n —m*
1

L’adjoint de B se déduit de Uadjoint de A par Uinlermédiaire de C,,, _,,C

—m Hrin, —m
correspondant & C,.C,.
C) Supposons maintenant ¢ z<ZF,.
C, et C, ne sont plus courbes minima de B. Comme nous I'avons vu dans le cas
précédent, C_,, est la premiére courbe minima de B.

— M-
Mbn

Les courbes C C

wi,—mr Coin —m correspondant sur C, a C,, C, recoupent G, sui-
vant les systtmes E,, E, dont elles sont les premiéres courbes minima. Elles se
recoupent en B, et rencontrent & nouveau respectivement C, et C, en F et F,.

F, et F, sont sur C

4-t—M-t-n °
4 1

Nous allons montrer que cetle courbe passe par 8.
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Considérons pour cela les deux courbes com posées [C,+ CH,‘{_m] et[C,+ Czﬂ‘_m].

On peut écrire avec des notations déja employées :

[Cot Gl - [C+ Coy ] =A+B) + (E, 4+ F) + (E, +F) + (2 + )
[C: + Ct»Ht1—7n:]' ‘Cu - (\ + E;) —i_ (a + Et)

Comme C, et C, sont quelconques, nous pouvons appliquer le 1* Lemme du
2° paragraphe du chapitre précédent.

[C:, + Ct*ili:‘m] * Czﬂt—t—M«.Ln,i: B + nﬁ + Ft + Fz *

La premiére courbe minima de B passe donc par. 6. C,., _,, premiére courbe
minima de F, la recoupe suivant le systéme §. '

8 ‘est ladjoint de B. :

L’adjoint § de B se déduil de Uadjoint x de A par Uintermédiairede C,,, _,,C.., _,
correspondant a C,, C,. ' 4

Or I'adjoint de « est A,, celui de § B,, 2° réduit de B. D’autre part C ne

t+n —m
1

peut pas étre la premiére courbe minima de § puisque C, n’est pas minima pour B.

Les adjoints se correspondent donc.
B, sedéduitde A, par Uintermédiaire des courbes C, C, correspondant C,etC,.
2 2

ReMARQUE. — Remarquons l'identité :

t+t—(+t—M+n)=h =m+n—n,.
Fac. des Sc., 3° série, t. XVI. 7
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D’'une maniére générale on peut énoncer que l'excés de la somme z + ¢ sur la plus
petite caractéristique paire de B, diﬁérénte de tel z est égal & la caracléristique h,
de A. On montre aisément que la deuxiéme courbe minima de B est de degré
z4+t—M+m,.

On peut en conclure de méme que l'excés de la somme z + ¢ sur la 2° caractéris-
lique paire de B, différente de z et t est égal & la caracléristique k, de A .

. . ) N .
3. Réduction du systéme B dans le cas ob z 2> (> h,,.

Supposons  ky. 4, L 2 <l has 0 KU < haso s, 2> 1.

Appelons G, ., G, . les courbes correspondantes & C, et C, passant par A,;. Sion
alfecte de 'exposant 2i les caractéristiques de A,;, on voit en se reportant aux ex-
pressions des caractéristiques que si 2i-< 2y — 223 — 2.

k:—zH-l S ai <l€:f;—2i——x. hj;—zH-x S < h:;—u'_l Zai 2 lai

L’étude du cas C permet ainsi de construire la réduction de B jusqu’a B,, inclu-
sivement. Comme z,, > M,,— ms.4., on se trouve alors dans le cas B. Il en sera
ainsi jusqu’a B,s inclusivement. A ce moment f,5 > M.y — n,s4, el le premier réduit
de B.s est A,y. Nous montrerons dans le chapitre suivant que la réduction de B
jusqu’d Bsy, est réguliére.

Puisque Bjs4. est identique & A,s la spécialité de B est ¢ + 1, si B,s n’est pas
général.

TuorEME. — Le systeme B déduit d’un systéme A régulier, de spécialilé s, par
Uintermédiaire des deux courbes C, et G, de degré supérieur ¢ la caractéristique cen-
trale de A est régulier de spécialité s + 1,

RemARQUE. — Si B,s est général, I’énoncé est en défaut. Cela suppose d’abord A,s
général, puisque

a5 K Loy K 225 < 2Ny — Moy = May + ¢ (z=1 ou 2).

Dans le cas ot h, <UL2<h,+ ¢ lesysieme B est aussi de spécialité s.

4. Avant d’aborder I’étude de la réduction de B dans les autres cas, il nous faut
démontrer deux théorémes qui joueront un role important dans la théorie.
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Soit le systétme A = A’ + A" cdmposé de l'intersection totale A’de C, et C, et

du systéme A" situé sur C, , ou les nombres w, et v, vérifient I'inégalité :

A”
h=vi—u+ /7,‘ <o,

h‘A" étant la caractéristique correspondant a I'indice de A".

A contient une irrégularité, car sa premiére courbe minima comprend G, etCur,
premiére courbe minima de A", la partie C,, ne passant par aucun point du redmt A,.
Nous dirons que A présente une irrégularité stable.

G, passant par A". Soit B—=DB'+B"

un systeme corésiduel & A sur G, +C,. C,‘ el'G, sontdeux courbes correspondantes

- Considérons une courbe composée C, + C,

n’
et nous supposerons f, > 1.

TuEtorEME. — Le systéme B présente une irrégularité stable.

La courbe C, correspondante & G, (fig. 5) ne recoupe pas C,,. B est donc
Vintersection totale de G, et C, o0 wy==ys + ts — fx. D’autre part C, passe
A B B
par B". . .
- Si G n’est pas la courbe de plus petit degré passant par X', exteneure a G,
soit G, cette courbe.
D’aprés la remarque du paragraphe 2.

h‘A”::n—+—t‘.v—q, h"”:n+t,,—q.

On en conclut :

Si C,, est la courbe de plus petit degré passant par X" extérieure & C,, soit C,

une courbe de degré égal & la caractéristique paire suivante. On a ainsi :

" ' " .
R =n+ti—p, hN=ntti—t, k=n+t—p,

et par suite,

Al Al

=T 4+ —0").
Dans tous les cas, on a donc

L < L<o: c.q.f. d.

REMARQUE. — ¢, est superleur a w, pour ne pas se décomposer suivant C et

une G, , or px > R " donc G, est la premiére courbe minima de X”.
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En construisant le réduit de X", on voit que les 2° courbes minima de X sont
aussi deuxiémes courbes minima de X". La premiére courbe minima de X est

A,

Fie. 6.

TuEOREME. — Le deuxiéme réduil A, d’un systtme A dont l'adjoint contient une
irrégularité stable contient aussi une irrégularité stable.

Soit I'adjoint « = &' 4 &" ou o' = C. .G, . La premiére courbe minima de a se
compose de C, et de la premiére courbe minima Cpr de «". Elle recoupe C,
en A, =A' + A", '

Comme « est adjoint de A, C. + Cpr est premiére courbe minima de A,.
A, et o sont corésiduels sur cette courbe, en outre m,< n, par suite A, présente
une irrégularité stable.

REMARQUE 1. — Si on se borne & supposer que « contient I'irrégularité la plus
générale on peut encore assurer que A, contient une intersection totale.

REMARQUE 2. — La condition de stabilité implique que la premiére courbe minima
"
du réduit A, se confond avec la premiére courbe minima de A’, puisque w,>h" -
Le deuxiéme réduit A, est ainsi 'adjoint de A".

5. Réduction du systtme B dans le cas oty t << h.<z.
A) Supposons  Ausys <<t <<hasia, hapr <2< sy —, >3,

Les premiéres inégalités expriment que ¢ est compris entre a4, et masy,.

C‘=6+= se décompose en Cm_*_, et Ct=s+,—n,s+,‘ Comme y>3 By, se déduit

de A,3+, par l'intermédiaire de C et C .Bas+a, par suite comprend l'inter-
+: P t354-2 %2842 p p
section totale B',54, = Cz,s+,'ct,s+s~",s+, et un systéme B’,54, déduit de Ay,

tC

par l'intermédiaire de szs+: etC, ;..
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Les courbes minima de B,s4, sont C et la courbe composée de C

23842 LaS+42—M35 42

et de la premiére courbe minima C,» de B";54.. On voit par un raisonnement

2342
analogue & celui fait sur la figure 8 que B,s.4 se déduit de A,s14 par Uintermédiaire
de ans+3 et Cz=s+4‘ Nous savons désormais poursuivre la réduction de B, qui se

-confondra & un certain rang avec celle de A. _
La spécialité de B est s + 1; mais B est irrégulier. Bisy. contient une irrégu-
larité stable; I'inégalité 1 s’écrit en effet :

[28—1-2 3543 — Tad+a -+ [Z:S-I—a + N33 42 — mzs—f—:] < O.

B) Supposons [, <<t < husya, Fawpr <2 <lesy—s, Y>3,
Les deux premiéres inégalités expriment que :

Nas o < tas + Nasr — Mus <Nas + Nasga — Mastr -

- 1 ’
La courbe Ct:s+n;s+,—m,s passant par .5, correspondant a C, ;. se décompose

-ainsi en la premiére courbe minima C de a,5 et une courbe arbitraire C

TR tas—mi,y

(fig. 7). Comme y >3, l'adjoint 8.5 de Bas se déduit de .5 par I'intermédiaire des

-courbes C,ns_%sﬁ —may C°:3+"28+1 gy

. \ T , ” ,
('as de C’f:&""'28+1""‘23 avec G, ,_,, - et le systéme B, déduit de «,5 par I'intermé-

diaire de C"m_I et CZas+nzs+1—Mns' On voit aisément, comme précédemment, que {,5

-contient une irrégularilé stable. Il en est donc de méme de B,s4.,.

8.5 par suite comprend l'intersection totale

A25+1

A2s G cun 5.imsS
G H

LA

A
Azgf2 20+3

%29+2

3231-4
B,s
20+3
C \ A23+4»
Gn2(3+2 22842 ,0223"“23*"2&2‘

Fie. 7. FiGc. 8.

La premiére courbe minima de 8.5 se compose de Cy,5—m 5 qui recoupe la pre-
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miére courbe minima de B.s en B's54:, etdela premiére courbe minima de 8,5 qui

passe par Ay, puisque B;5 et Ajs4, sont corésiduels sur C”28+
N 1

Nous avons représenté une  deuxiéme courbe minima de B";54; qui passe
par Blst:. et nous savons qu'elle est aussi deuxiéme courbe minima pour B,sy.,
(paragraphe 4). On obtient ainsi le systéme B.sy,. Comme B';yp, et Assy. sont

corésiduels sur C, .., Blsy, se déduit de A5, par lintermeédiaire de C ;-

et Gy Blosta=10Cp ;- C:«;s—mzswzsﬂ. el G, sangss, PASSepar By, de

sorte que B,s43 est le systeme ot cette derniére courbe rencontre la premiére courbe

minima de B';54,. Comme l'irrégularité est stable B,s14 est I'adjoint de B'ss4.,.
Considérons alors la figure 8. Comme B354, et A,543 sont corésiduels sur C

TR

la premiére courbe minima de B",; 1. passepar wsy,. C"zs+% est la premiére courbe

minima de a,54,. Elle recoupe la précédente suivant Bisy;, adjoint de B'asq,.
B.siq se déduit de Assyy par Uintermédiaire de ans+s el C.wr,
On en tire les mémes conclusions que dans le cas précédent.

C) Supposons ks <{<Tkasia, beypr << 2 < hiayr, T8

C;,Y est courbe minima pour B,,, et on sait que B,.4, se déduit de A, 4, par

Pintermédiaire de G, ., et th+2. L’étude du cas B (paragr. 2) permet de conti-

nuer la réduction.

Si Masin <t < kasta, OU Nyspa<lysta<Masgs, Basy. se compose de linter-

section totale B's+y =G, .G, _, . =~ etdu systéme B'ss54, déduit de Aasy,

” s .
par lintermédiaire de th et ans+3‘ Les courbes minima de Bisy,sont C

et la courbe composée de C

Mad 41

oy N . . "
tadta—1a54s O de Cm_H premiére courbe minima de B"»5.4,

Austa est le réduit de Busya. On vérifie que Basy. contient une irrégularité stable.

Si kas <ZU<Thasta, Gy, —m,; Passant par ;s se décompose suivant C"28+1

et une courbe arbitraire G, _,, .. .5 par suite se compose de I'intersection totale B85

de C, cetdeC, ., 5 et du systéme 8,5 1denthue a4 Ass41. Pas présente une irré-

gularité stable; Bisi. aussi. " -
On suit aisément sur la figure g la constructlon de B,54+, et Bysy.. En particulier

Blss4. est intersection totale de C, 25—y € C"z‘s—‘—nzsjuz—vtzs+l' B":54. est sur cette

derniére courbe, de sorte que B,s13 estlesystémeon C premiére courbe minima

HoS4-2

de B":s54, recoupe C D’ailleurs I'adjoint de B",s5., est le systéme-

Hg§HaS o —MaS 4y "
A,s+3. par conséquent Basigq se confond avec Assqs.
11 est clair que si z est supérieur & h,, les résultats sont les mémes.

Nous montrerons au chapltre suivant qu’il n’y a pas d’autres irrégularités.

TutortMe. — Le systéme B, déduit d'un systéme A regulter de spécialité s, par:
intermédiaire de deux courbes C, et C_ telles que 1< h <z eslirrégulier dordre un
" et de spécialilé o + 1.
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6. Réduction du systéme B dans le cas ot t <z <h,.

Supposons ks <t <hwsya,  hy<<z2<hita, v >3.

Si y>3% + 1 les raisonnements précédents suffisent pour faire la réduction. Ils

Cn,s,
A
Gt25~m25 231-2
’ 281-2
BSvs
Ca 5’"2&-2 250

A23+3

Fie. 9. Eic. ro.

montirent que B,sy, contient une irrégularité stable et que B,s+4 sedéduitde Assig
par I'intermiédiaire de an etC, ., La réduction de B,s;4 contient de méme
une irrégularité stable.

Si vy =25 ou 3 + 1, les résultats sont les mémes. Les raisonnements doivent &tre
un peu modifiés, car les deux irrégularités se trouvent dans le méme réduit palr ou

dans deux réduits pairs consécutifs.

TatorkME. — Le systéme B, déduit d'un systéme A régulier, de spécialité s, par
lintermédiaire de deux courbes C, et C, de degré inférieur  la caractéristique centrale
de A, est irréguli_er d'ordre deux, et de spécialité s + 1.

ReMARQUE. — Tous les nouveaux systémes de points que nous venons d’étudier
ne possédent quand ils sont irréguliers que des irrégularités stables. Leur réduction
se confond toujours & un certain rang avec la réduction du syétéme régulier dont ils
sont déduits.

Si le systéme régulier se réduit & une intersection totale, nous démontrerons plus
loin qu’il en est de méme du systéme déduit. C’est un cas particulier de la remarque
précédente, si on considére le systéme nul comme le dernier réduit.

7. Propriélés des courbes caractéristiques paires de A .
Nous appellerons ainsi les courbes de degré égal A une caractéris‘ique paire de A.
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TuatorkME. — Les courbes caractéristiques paires de \ ne provoquent aucune irré-
gularité dans la réduction de B .

Reporlons-nous aux paragraphes précédents. Supposons par exemple
t = ks , /1‘2-:+, <z kz'."f’l , v >3.

Considérons la figure 7.

L’adjoint 8.5 estconstitué par le seul sysléme §',; car 5',5 disparait puisque 'une
des courbes de celte intersection totale a son degré qui s’annule. L'irrégularité de B,»
disparait, et avec elle celle de B,s4, . c. q.f. d.

L’adjoint 8,5 sedéduitde A,s4, parl'intermédiaire des courbes sy, O Crria.
Les réduits pairs ultérieurs de B vont se déduire des adjoints des réduits de méme
indice de A. La réduction de B ne pourra plus venir se confondre avec celle de A .

Ce fait est général comme on peut le voir en considérant les autres cas étudiés.

Si les deux courbes C, et C, sont des courbes caractéristiques paires, la réduction
de B vient de nouveau se confondre avec celle de A .

TnEorkME. — La réduction du systéme déduit de A par un seul couple de courbes
dont une seule est courbe caractéristique paire de A ne se confond jamais avec celle de A.

Appelons réduction adjoinle, la succession des adjointes de A. La réduction
adjointe comprend tous les réduils pairs de A, et leurs adjoints. On peut dire :

La réduction adjointe d’'un systéeme déduit de A par un seul couple de courbes vient
loujours se confondre avec celle de A .

Signalons encore une propriété que nous établirons plus facilement un peu plus
loin.

TutoriME. — Le systéme B déduil du systéme A, régulier de spécialité s, par un
couple de courbes, est de spécialité c si Uune d’entre elles est courbe caractéristique
paire, de spécialité s — 1 si les deux sont des courbes caractéristiques paires.

Cette proposition montre la grande analogie qui existe entre les deux courbes
minima et les courbes caractéristiques paires.

Systémes déduits d'un systéme régulier par deux couples de courbes.

8. Passons maintenant a I'étude des systémes B déduils des systémes obtenus.
précédemment que nous appellerons A, par 'intermédiaire des courbes arbitraires
C,etC,(z>0).

Nous définirons formellement les caractéristiques des systémes irréguliers, comme
celles des systémes réguliers. Soit A,s un systéme réduit de A qui présente une
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irrégularité stable. A, est composé de l'intersection totale A'ys de C, (C, et du
systéme A’,5 de premiére courbe minima C, .. Nous poserons :

hyy =M — \i. T (v,s + ”«”28), k=M — M, + . el
Dans toutes les caractéristiques d’indice supérieur & 23, v,5 + n'ss et p,s joueront

le role de n,s et ms.
L’inégalité qui exprime la stabilité de I'irrégularité s’écrit avec ces notalions :

]fas-l-l < Ifz& .
Comme la premiére courbe minima de A,s4, est Carr ot havr = vay + has,y
]‘,28 < h23+1 .

Les raisonnements fails précédemment ne supposent rien sur la régularité du
systtme A. Ils sont donc applicables quand A est irrégulier. Le systéme B pourra
ainsi avoir des irre’gnlarités provenant des valeurs de ¢ ou z inférieures & la carac-
téristique centrale de Al

Le seul fait nouveau est la présence d’irrégularité stable dans des redmts paus
de A. Nous allons étudier I'influence de l'irrégularité A,s dans la réduction de B.

TukorEME. — Une irrégularité stable d'un réduit pair de A, provoque dans la
réduction de B une irrégularité stable dans un réduit impair.

Pour abréger I'exposé, nous ne considérerons que les cas ou les précédentes irré-
gularités ne viennent pas se méler & celles que nous allons étudier. Quand B,; se
déduira de A,s par 'intermédiaire de C,,,» nous supposerons que cette courbe n’est
pas obligée de se décomposer suivant Cnr_; et une courbe arbitraire. Lorsque f,5 < pas
C,,, se décomposera suivant C.,setC, . .. D'autre partla deuxiéme courbe minima

: de A 25 estdedegré w.s + n'ys — \L;+, + Nas4.. Nous supposerons donc dans ce cas :
{5 — Vad > Y2l + ’I-’,23 —_ A\Iﬁ{-l + 13542 OUu t> h28+2 .

A) L’éventualité la plus simple est celle ot A, fait partie de la réduction de B.
Supposons z>> ks et ¢ >>kis4.. Bas sedéduitde A,s parl'intermédiaire de C.;
et G, oude C,;etC,,

de L\ Comme irrégularité est stable, dans les deux cas B.s., est confondu avec A,s.

si la réduction de B n’est pas déji confondue avec celle

Il en serait ainsi encore si ¢ Lz<lki—a.
B) Supposons z> k.3, haspa K E<lhasr -
C,,, se décompose suivant G, et C . .. De sorte que B.; dans I'hypothése

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. 8
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qu’il se déduit de A,s par 'intermédiaire de C,,, et C, ; se compose de l'intersection
totale B',5 =0C, ..C ; et du systéme B’,; déduit de A";s par G, et C, —, .
23 D) v “29 EL) kL)

D’aprés une remarque du paragraphe 4, nous savons que C;,y—,, st premiére

R S
<33 2

courbe minima de B',5 et que la deuxiéme courbe minima de B,s I'est aussi pour B",5.
Si Zay

423 >>v,3, la premiére courbe minima de B,s est donc Co s + G y—s

La denxiéme courbe minima de B,s recoupe cette derniére suivant
Buspo = Bospr + Blasga . (fig. 11).

B.s4: et Ays sont cerésiduels sur G, + G, 5—,;» 2 est supérieur au degré de la

deuxi¢me courbe minima de B,s, donc B.s4. contient une irréqularité stable.
Si 2,

a3 <va3 la premiére courbe minima de B.; serait C, .., .+ C,

2 5.
Avec une méthode semblable on serait arrivé au méme résultat.

Fie. 1t. Fic. 12.

Poursuivons la réduction de B en supposant par exemple z,5 — pas = vas.

Blasir =G 5 Cp =y +ms -
sorte que By, est le systéme ot cette courbe recoupe la premiére courbe minima
de B";54:- '

Comme B';54. estle plus pelit systéme corésiduel & A"sssur G, (., ., la premiére
courbe minima de B',;4. passe par le systéme E ott Cyv  recoupe C, .. . et déter-

Cette derniére courbe passe par B".;34.. De

. ’ . . " N A N ini
mine 4 nouveau sur C"”gs ladjoint de A”.5, Aus4., cette courbe minima est C!zs+:.'

Le quadrilatére curviligne A,si, EB".541 Bosia est inscrit dans C Le coté

YRS
curviligne A,si.Basy, a pour degré :

Lys — vas — ’1"23 + my3 4 + ””23 - (t'xs - st) = My541.

Bassn se déduil de Aus4, par Uintermédiaire de G tC

e .
Myy41 L3542

La réduction ultérieure de B est donc connue.
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Si B,s se déduisait de A,s par l'intermédiaire de C, . et C, = le raisonnement

et le résultat seraient identiques.
C) Supposons  kysy, <t z<lhss.

Nous savons faire la réduction de B jusqu’a ladjoint 8.5—, de B,s—,, que
Ion déduit de =x,5—, par lintermédiaire des deux courbes C

Ly Fa—n —My5—1

et C, . Les courbes C, et C_ = se décomposent toutes les deux, suivant

pf Uy § g My 5—y 23}

la courbe C,; et deux courbes arbitraires C,s—,y GCi;—,, Passant par A"

29 ~24

8,5—. contient ainsi le systéme §',5—, ou G,  recoupe G, . et un systéme complé-
¢ . ‘ 23 Moy —1 v

mentaire B"s5—.

B,5— et E', + B's5—, sont corésiduels sur G cor-

223 HFNaF—p — M3 —1 C‘zS*"aS-——a""’zS——x
respondant sur cette courbe & C, ., deuxiéme courbe minima de E’, 4- #',5_, est
aussi deuxi¢me courbe minima pour 8.5, puisque f,5<Z2.5.

B.5—s et E',+ 8'55—, sontcorésiduels sur C . 0r G, — + G est

la premiére courbe minima de E', 4 8',5—, si 1.5y — 23 >>nas. Elle rencontre donc

Ly Hlay—g —M S —

a nouveau C suivant le premier réduit $.5— de 8.5—,.

ta§ Fla§—g —My5—1
Comme B8,—; et a3, sont corésiduels sur C, .., . _ = , la courbe
23 TRy §—3 —Maj—1
C,,;—,5 T C.,; estlapremiére courbe minimade 85—, et Ass est I'adjointde 8,5, .
B.s4: coincide avec A,s.
Si  Mas—: — pus < N5, la premiére courbe minima de E', 4 #,5—. serait

Cos—au T C,,s_,—#,; €t le méme raisonnement donne le méme résultat.

Fie. 13.

D) Supposons  fusq. < EK2<Moasgr

Comme dans le cas précédent on obtient 8,5—,. Reprenons la figure 13 en rem-
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placant $.5—, par K. Comme précédemment la premiére courbe minima de 8,5

Be=2
passe par K. Les systémes Kk et A, sont corésiduels sur C, 5 T G y— 5 - Comme
2 2 2

les courbes C, . et C,
23—1 2%

AU Ny Y Sy

ne sonl pas minima pour E’,, on peut écrire

K présente donc une irrégularité stable.

B.s—, est le systéme ou la premiére courbe minima de 8.5, recoupe la premidre
courbe minima de B.s—.. B.s—, et B.;_, sonl ainsi corésiduels sur la premiére
courbe minima de $.;—,, et pour la méme raison : '

B.s—. présente une irrégularité stable.
Du fait de cette irrégularité, B,si. est confondu avec le premier réduitde 8",5—..
Le deuxiéme adjoint de #",5_. est confondu avec B.s4,. Or 8",5—, se déduit de
7 ’. v oye e ’
%:5—a + fls3— par lintermédiaire des courbes C, .., . ., . etC . . _ -
L’adjoint de ce systéme est A’.5, son deuxiéme adjoint A.s;.; par conséquent,

B.sy. se déduit de A,51. par l'intermédiaire des courbes Cti’$+2 . C;,H, .

E) Supposons  husp, <t <FKasgr, Fasgr <z2<less.
11 suffit de reprendre la méme méthode. En particulier le premier adjoint de 8,5,

se déduit de A", par les courbes G, (., . C ., = dont la premitre est premicre
courbe minima, puisque 2.5 — v,5 = ,5 41 s — Moy, . '
B.s4a se déduit de A5y par Uintermédiaire des courbes Cmq’_’ et anﬁ.
Propriété de la courbe G, .
Faisons passer par A une courbe C, etune C, telle que husyy<¢<Thaitr. En
se reportant & la figure 11, on voit que B,; ne se compose plus que du systéme B3,
car B',; disparait puisque l'une des courbes de lintersection totale a son degré qui
s’annule. L'irrégularité de B,s4. s'évanouil. ’
On peut d’ailleurs prendre ¢ tel qu’il ne cause pas d’irrégularité dans la réduc-

tion de B, on en conclut que :

Tutorime. — On peul loujours déduire un systéme régulier d'un systéme dont seul
un réduit pair contient une irrégularilé stable.
Systemes déduits d’un systéme régqulier par trois couples de courbes.

9. 1l est nécessaire d’étudier aussi en particulier cette éventualité car elle pré-
sente un fait nouveau. Soit A un systéme déduit d'un systéme régulier par deux
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-couples de courbes; faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, et C, qui se
recoupent suivant le systtme B. D’aprés les paragraphes précédents la réduction
de B peut présenter des irrégularités du fait des valeurs de z et {, et des irrégula-
rités de A situées dans ses réduits pairs. Mais A posséde aussi des irrégularités
.situées dans des réduits impairs.

Quelle est leur influence sur la réduction de B?

On peut ¢noncer la proposition suivanle :

TuEorEME. — Une irrégularité stable d’'un réduil impair de A provoque une irré-
gularité stable d'un réduit pair de B, :
Nous aurons l'occasion de développer la démonstration au chapitre suivant.

.

Sysiémes déduits d’un systéme réqulier.

40. Nous pouvons maintenant considérer le cas général. D’aprés l'élude précé-
-dente un tel systéme ne présente que des irrégularités stables. Les unes sont situées
-dans des réduits pairs, les autres dans des réduits impairs. Nous les appellerons
pour abréger irrégularilés paires ou impaires.

La réduction de ce systéme se fait parallélement a celles dés systémes inter-
médiaires nécessaires pour arriver au systéme régulier en ce sens que sauf aux
-endroits ou les irrégularités se manifestent, les réduits pairs de mémé indice, ainsi
-que leurs adjoints, se déduisent les uns des autres par des courbes correspondantes.

Les réductions adjointes de ces systémes viennent se confondre avec celle du sys-
téme régulier. Ils se réduisent donc tous & un systéme général (en y comprenant le
systéme nul). Réciproquement :

Un systéme se réduisant & un systéme général et ne présentant que des irrégularités
_stables, peut étre déduit d'un systéme régulier. .

Nous avons vu en effet comment on pouvait déduire d’un systéme A, un systéme B
ne présentant pas dans sa réduction d’irrégularité correspondante i celle de A,;,
réduit pair déterminé de A, et n’ayant pas d’autres irrégularités que celles qui cor-
respondent aux autres irrégularités de la réduction de A. Comme en outre a toute
‘irrégularité impaire de A correspond une irrégularité paire de' B, on voit qu'on
peut déduire de A un systéme se réduisant & un systéme général et n’ayant plus
-d’irrégularité dans sa réduction.

41. Singularilé d’'un systéme déduit d'un sysléme régulier.

Etudions d’abord la singularité d’un systéme A présenlant une irrégularité quel-
-conque A'=C,.C, ou C, passe par A". Considérons sur cette courbe la série déter-
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minée par les C, passant par A. Cette méme série est déterminée parles C,—, pas-
sant par A". Si ¢ et 9,_, sont les dimensions des séries déterminées sur C, par les C,

et Cp—, :
¢ N, AT —
(A8 ) = — (A s

=

ou
I—

v l—
A A - A" - (;ﬁl - :‘J[_,.l) + SAH v — (Iol - Pl~—~,) + SAN .

o«

Au début du premier chapitre on a démontré que
!
, Ty — Q..

On peut douc écrire :

l—
[ i
SA_SAH +al‘~-“'

La singularité de A pour les C, est la somme de la singularité de A" pour les Ci_,

et de A' pour les C,.

A) Le sysiéme A ne posséde qu'une seule irrégularité. Elle est paire et stable.
Soit A,s le réduit pair ou elle se trouve. Nous reprenons toutes les notations du.

paragraphe 8.

Supposons (> k.
La réduction de A ne présente pas d’irrégularités avant A,s, on peutdonc écrire :

3—1

=g Y eth — D)+ ok — 1.
$ A SAas + Z‘ [?( 2L-id ) + ‘?( 2i--1 ):]

D’aprés la proposition précédente :

l s 1 o= !

S — 3 3 3
=
28 23 #25 728

On sait que :

d» = o(as + vas — Lis) — o(ppas — bis).

#25"28
A5y, est 'adjoint de A”,5; on obtient aisément :

I — [
s =522+ + o(uay + n"25 — s + v13) .
“+2

Aﬂzs 28
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Ass4, est régulier de spécialité 5 — 28 — 2. D’aprés I'expression de hc 1> hc en-
5
traine 54, > BT

—3—1

s = N 0 ) o )

(&)
’

ol les h etk avec I'exposani 23 + 2 sont les caractéristiques de A,s4,, v le plus

P y G 1
grand enlier inférieur &

Remarquons les identilés suivantes dont nous avons vu un cas particulier déja.

2342 2842
th_l - 1284—2 = hzi—-}-zS—H? — ly kzi—:x — lz3+2 - kzi+:8+3 —1.
[L13+V23“—[23:h23+1_ly Yony — 28:—/%8—1-

Ajoutons membre & membre ces égalités. On obtient :

v

[>he,  s'v= ) [9(haigs — 1) + g(haiys — O] — 9(kas — 1)

Supposons {< k..

Nous suivrons la méthode. Nous avons d’abord :

+ 2 4o — ) + (i — D] .

(2}

PO s DL G ) A W O e SO L U )

2 A 2

puis

{ l
3 37 23
s s;,, P tal,

28 V28 R 293

0123 — (P'Rs + Vad 28 7 [) (!‘"33 + Vaj — 123 - 2) . (Mz& - la; — I)([Lnﬁ - lgs —_ 2)
(ST RRT) 2 2

car [,5 est toujours inférieur & p,s. -
Aus4a est Padjoint de A",5, el on obtient :

fpo— Lis —vas + 1) (las — va3 Ly, 5t Y (Lasaa
23 » N Ao + ( : = I)g( : 2 2> — S::Sﬁ—zz - -'\28+2 + Giva £ 1)2(1 ot 2 + ‘!’('l”ﬁ + vy — lzs) .

Aus4. est régulier de spécialilé ¢ — 28 — 2, et Lz, <h”+2 :
a—3—1

15ta (128 2 ])(ln n+2) ad+3
s :8—:— —'A,s = 9 - Z [;’ 8—’_ —13'5-9-2) + ‘{( 8+ ““128+2)]
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. . ’ . \ G
ou u est le plus grand entier inférieur & —.
- 2
Or on a les identités :
2542 28+2
J hni - 128—{»2 - h2i+25+2 - l; /1‘21' - 1284-2 —_— /l'zi+28+z —1.

Et en se reportant & I'identité > du chapitre 1, on obtient en ajoutant membre-
3 membre ces égalités :

— A+ MQ_) — }: [Y(hoi — 1) + $(kai — D].

o

I<h,, s’A

.
J

Remarquons que U(k.s — ) = o, puisque I < he<h.s.

B) Le systéme A ne posséde qu'une irrégularité. Elle est impaire et slable.
L’'inégalité qui exprime que lirrégularité est stable s’écrit avec les notations-
employées
Il':y—x < kz-;

si Aj,—; est le réduit ou elle se trouve.
Comme la premiére courbe minima de A, est confondue avec Cpv, _ on a
hny + Vay—1 = kﬂ"/——l .
2oy > hyy.

En prenant la méme méthode, on voit que le seul nouveau probléme est celui de-
connaitre I'expression de la singularité de A,,_, en fonction de celle de A,,. En
suivant la méthode du chapitre précédent, on obtient :

. l !
S1 l> hc , .S‘A"I'_’ = s;{‘.’ + ?(}12_2 — n"n_{_‘ — Vay—y — 124‘,_2)-

27—3
v

lnv—z lﬂ"—-—ﬂ
si l<hc, star—a Apa 4 (s + 1) (Bia £ 2) = slAﬂ’: — A,

7
An-{—n 2 2

+ ’-!/(mz-;—n - ln~;—2) + '!«(n:r;—z - l'r‘/—-z) + '1'/()127—2 - }Lz-‘:—x - lﬂ‘[———ﬂ) .

+ (g + 1) (boy -+ 2)
2

De sorte que 'on peut en conclure pour le systéme A .

sil>h, s = X [elhisi— D + s(kaies — ],

: l l u
sit<h, o =a-LEDEEY N

A 2

[’%(h” - l) + ‘4’(1{“' - l)] - 4‘(,{!‘(—1 -_ l).

o
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11 faut d’ailleurs remarquer que dans la premiére formule w(kay—s — 1) =o0.

C) Cas général.

En se servant d'un raisonnement de proche en proche on arrive au résultat géné-
ral suivant :

Soit un systéme A qui posséde :

p irrégularités paires stables.

J— S Y >
h28+- = I'u& ce h:sp+ V5Pt /lﬁﬂ R

—1

, _ R _ .
/.._: =v,__ + hﬂ': Ce, 1‘2-;"—1 =v,q_, T /Lqu ,

/»' . < ,n' EEEE /i-z-rq—~ ) < ]L‘)A/q .

v p ‘ .
Si l> hc’ SIA - 2 [?(h’i" 1 l) + 9 < Yeiia T l)] - E ?("'gs" - l) .

u Ty .

. L+ 1)+ 2 . \ '
Sitich, o= A= CEEED L N i, 4 s, — 01— N 40— 1.
G— 2 G 7—3 — 1
2 <u<;, 2 <v&. 2
hy=M—M, ... +n,, ke, =M —M, ...+mei,

,=M—-M ...—n, , ,,l_\lﬁ\l —m,,,.

h,=M—M,...+n,

Les courbes minima de A K sont n i:n” iy, M=

28’ 23 ? 28 a3 *

Les courbes minima de A,, . sont Naiy =n"4i_, + Varior, | Mgy = w,.i,

REMARQUE. — Une irrégularité stable introduit un terme soustractif dans I'une
des expressions de la singularité.

12. Soit B le systéme déduit du systéme A “analogue au précédent par l'inter-
médiaire de deux courbes C, et C,. Nous allons calculer la singularité de B en tenant
comple de la maniére dont on I'a déduit de A. Reprenons pour cela le procédé uti-
lisé dans le premier chapitre pour calculer la singularité d'un systéme régulier.

Supposons [>>h; en posant hf=—z +{—M L+ R, he' est la caractéristique
centrale de A,.

Fac. des 3c., 3¢ série, t. XVI. 9
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Sans insister sur les détails du calcul, écrivons seulement les deux égalités ana-
logues aux égalités (10) et (11) du précédent chapitre.

nl’ __gl_l:_%___w + ?(” — [.) — (\1 _SI\‘) == nhi _W + 'JJ(/Z‘-\I\) J— 8’
1 9 7
t— l—2) [— ) (t—"2
po =D s — (_A')%-L) doall—1l) — (B — sy,
2 2 .

ou [, x et !, sont les degrés des courbes correspondantes passant par B, le systéme
ou C, recoupe C, et A,. Ajoutons membre & membre ces deux égalités :
1

s’“:s?‘+a;(z+l—n—l)+zla(z+l—m—-l)—go(t_——l)—q:(z—l).

Puisque 1> he, [, est supérieur & hat:
v D
Al R 1 Al T
5»‘[\11 — Z [’?(h aj-iq ll) + ?(l' a1 lc)J - Z ".’(]‘ 2;" - lq) .
Remarquons que :

Wy ,=—"h,,+m+n, =z4+l—m—n+1,
et que par suite :

h’::-a—[4::+['—/l-;zre—"lr K. -“IAZZ_*—[—,‘.:HQ__I’ ]Lg:l—{-—l—hc.

LIEN]

On obtien§ alors :

v+41
l> h:‘?v sl“ - .\:J H’(Z +( - h-u . l) + ?(Z +.t - l'.:i'f' s l)] - ?(: - l) - :?(t - l)
o
[)
N . N
— Nzt t—ky, —0.

1

Si au contraire [<Z h; la méthode donnerait les 2 égalités.

G+l +2 n—1)—(A, —s") = +0+2) Un—2)—3,
Ay 2

v+ 1)+ 2) o

2

W=y —z = dHF DD ')'(’ T —h—(B—sl).

2
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. l . ..
En substituant a sA‘ sa valeur on obtient ainsi :
1

u+1
Q) X 3 )
N et —hy  — D+ 4+ —ky,, —D)

o

. 1<hz, SIB:B_‘(JLI)Z_({.T_@—+

q
\ A . L
HAE =D+ —D— N 4@+ t— ki —1).

1

Ces expressions sont inléressantes car elles permettent de vérifier plusieurs théo-
rémes que nous avons démontrés précédemment.

Remarquons d’abord que la réduction de B ne peul pas avoir d’autres irrégula-
rités stables que celles qui proﬂ*iennent des irrégularités de A et des valeurs de z

_ et L, puisque loute irrégularité stable introduit un terme soustractif dans I'une ou
Fautre des expressions de la singularité.

Si z<Thc ¢ estsupérieur & he puisque z + ¢ = ho + he. L(t—1I)=o0. La pré-
sence de o({ — 1) montre que C, a provoqué une irrégularité dans la réduction de B.

Si 2> he ( estinférieura he. o(t—1)=o. C, n’a donc pas provoqué d’irré-
gularité stable dans la réduction de B. La présence de ({—1) montre que C, esl
une courbe caractéristique paire de B.

Si z=h,;,, les termes ¢(z +t—h, ,— 1) et g(t — ) se détruisent. C, n’intro-
duit aucune irrégularité stable. Sien outre  estaussi une caractéristique paire de A ,
¢(z — 1) détruit un nouveaun terme de la somme : Le systéme B a sa spécialilé infé-
rieure d’une unité a celle de A .

Si 2z = ks, les termes Y(t — 1) et ¥(z + ¢ — k,.i — 1) se délruisent. L'irrégularité
correspondante & celle de A n’est pas stable, on sait qu’en général elle n’existe pas.

Dans un autre ordre d’idée I'identification des expressions de la singularité que
nous venons d’obtenir dans le paragraphe précédent et celui-ci permet d’établir des

" relations entre les caractéristiques de \ et de B.

Application. — On peut déduire de ces formules la proposition suivante ;

Soient deux systémes A et B formantl'intersection totale de deux courbes C,etC,

Le nombre des courbes linéairement indépendantes de degré t passant par B est
égalalasingularité de A pour les courbes de degré z — 3 augmentée de 1 + V(z — 1),
si t est différent de he — 1 el he— 2.

Démontrons-le par exemple lorsque ¢ < he. Les formules précédentes donnent :

a1 q
t 4 t \ )
( 1)2( + 2) _(B—S‘n) == ‘}3 [@(3—/)2,”) + th(Z— /{“.,l)] + 1+ ;(z—t)._‘\_“ \[(Z—/x‘,..,i),
41 . ' g ~

= Y [olhy, ., — (2 —3)] + g[ky., — (z — M+ 1 4+ 34— — Y gllay— (2 —3)].

1
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car on a l'identité :
1 —a)=glu—(: —3)].

En tenant compte de la valeur de 7= on oblient puisque z — 3> he .

U+ 1)+ 2) N
————2(———(1%—3’“):3: a0
La démonstration serait la méme si ¢ > h;.
Considérons une courbe C, sans point multiple. Un systéme A de cette courbe
détermine une série compléte. Menons par A une courbe arbitraire C, qui recoupe

C.en B. Les courbes C, passant par B découpentsur C, cette série. Supposons {>> z.
(l—z+1)(t—z+42)
2
bre de courbes C, indépendantes passant par B. Or cette expression est égaled s .

La dimension de celte série sera N—1—

si N, est le nom-

TuEoreME. — Sur une courbe G sans point mulliple, la dimension de la série com-
plete délerminée par un systéme de points est égale & sa singuiarité pour les courbes C._,.

On peut en déduire le théoréme de Riemann Roch (') dans ce cas particulier.
On a

T Gt Tt
2
d’ou

. H(z—=3) =3, \
_0:—-—(:\*‘5A )+l:3;~n'
" :

On obtient 'expression arithmétique du théoréme :

N Gl P i) N0
2

43. Propriétés des caractéristiques.

Nous avons eu déja Foccasion de les définir. Les paragraphes précédents ont
montré qu’a toute irrégularité paire stable correspondait une caractéristique paire
supérieure a la caractéristique centrale, et qu’a toute irrégularité impaire stable cor-
respondait une caractéristique impaire inférieure a la caractéristique centrale. Nous
appellerons les premieres caractéristiques paires mixtes, les secondes caractéristiques
impaires mixtes.

(*) Picart et Sivart, tome 1, p. 32.
(*) La méthode employée dans la note de la page 55 permet de démontrer le théoréme
dans le cas ou la courbe présente des points doubles.
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- Résumons les propriétés principales des caractéristiques.

1. Une courbe de degré supérieur a la caractéristique centrale et différente
des caractéristiques paires mixtes laisse constante l'irrégularité du nouveau sys-
téme. '

2. Une courbe caractéristique paire mixte diminue lirrégularité de une
unité.

3. Une courbe d'ordre inférieur a la caractéristique centrale et différente d’une
caractéristique paire augmente de une unité I'irrégularité.

4. Une courbe caractéristique paire laisse constante I'irrégularité et dlmmue la
spécialité de une unité.

5. L’opération qui déduit un systéme d’un autre par un couple de courbes aug-

mente la spécialité d’une unité.

REMARQUE. — Les résultats relatifs a I'irrégularité ne sont exacts que si on consi-
dére des courbes arbitraires du degré indiqué. Nous verrons en effet dans le chapitre
suivant que si certaines particularités se présentent dans la réduclion du premier
systéme, certaines courbes de degrés déterminés peuvent provoquer des irrégularités
-d’ailleurs non stables dans la réduction du systéme déduit.

6. Les deux systémes déduits I'un de 'autre par deux courbes de degré égal &
leur caractérislique centrale.sont de méme spécialité.

Ces propriétés ont été établies dans des cas particuliers. Les démonstrations sont
aussi exactes dans le cas général.

7. Les courbes caractéristiques centrales jouissent d’une propriété qui va éclaircir
la relation qui existe entre les systémes réductibles & une intersection totale non
générale et les systémes réductibles 4 un systéme général.

Faisons passer par A, systéme de spécialité o, réductible & un systéme général,
-deux courbes C',C?, de degré égal a la caracléristique centrale de A. Si u est le

plus grand entier inférieur & —, B, se déduit de A, par I'intermédiaire de C',

20

et G, . Ce sont les courbes de plus petit degré qui passent par A,, sans contenir
22U

nécessairement A, .,. A, ., est un sysléme général.
Si A,,., n’esl pas une interseclion totale générale, B,, ., se déduirade A, ., par
T'intermédiaire des courbes C', et C*, . De sorle que B, , pourra étre consi-
2u- 2 U e -

déré comme le premier réduit de \ Le systtme B se réduit & un systéme

LI
général.

Si \,,., est une intersection tolale générale, on prévoit que B n’existe pas,

2U--2
et qu’il est le systéme nul. Examinons de plus prés ce cas.

Pour cela reprenons la figure 4 en y changeant convenablement les lettres et les
degrés des courbes. Supposons que A, . est un point. L'adjoint § de B,, se déduit

20

by , " (s . .
del'adjoint a,, de A, parl'intermédiaire des deux courbes C R el C ity 4

u
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Comme les courbes minima de 2,, ct de son réduit «,, , sont respectivement
~ N < [? . .
C”m , (,"M‘mw o et C, C”M puy celles de 5,, auront pour degré :
2['7.2“ —m, . + I] - [,n:u — M, +1+ ny., 1] - = Ny — }I‘;u o T2,
2 |,Il'.’ll - ,"2" 1 + I] - [Il:'l( - In".!'l 1 + 1 + ,lﬂ’l : 1] + ’]2'I -1 — = ,lill - ’)7f)l' [

Calculons le degré de la premiére conrbe minima de 4, ; parle méme procédé
on obtient :

(nﬂl - NKIQU‘Fl + 2) + ('1-_’1! - I”ill i) - 2I”l‘lll - ”1;'1( i + ]] + nQII 1 =0.

8,, est intersection totale de C, .

20 2t 2u

. .,et G, _ . Parsuiteon peulécrire :
2U P

ou, en employant les caractéristiques :

i+ —h
ligy g

B ' :Chr—-l; -

2 1 ta
t
On peut ainsi énoncer la proposition suivante.

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse déduire
d'un systéme A réductible a un sysiéme général, par Uinlermédiaire d'un seul couple
de courbes, un systéme réductible & une inlersection totale non générale est que le pre-
mier réduil pair de A soit une interseclion tolale générale et que :

he — hy, +n,,.,>2,
he — by, +n,, ,>1.

On peut loujours déduire de A un pareil systéme en ulilisant un nombre suffisant
de couples de courbes.

Reportons-nous en effet au cas général. B, ,, est un premier réduit de A
Déduisons B'de B, comme BdeA. B', , estun deuxiéme réduit de A

2u-t+e*
-

U9 * }LI}

continuant ainsi on arrivera aprés x opérations a ce que B*,, . soit une intersection

tolale générale a laquelle se réduit A. Dans ces conditions B*** se réduit & I'inter-
section tolale Bf::l . Elle n’est pas générale ordinairement. Dans le cas contraire on
voit facilement, en se servant d’une proposition suivante, comment on peut en dé-
duire une intersection totale non générale.

Réciproquement, on peul loujours déduire d’un systéme se réduisant a une inter-
section totale, un systéme se réduisant a un systéme général.
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Soit A un tel systéme dont le réduit A,—, est I'intersection totale

G, .-C, _ (n—m,—y).
Faisons passer par A deux courbes C, et C, qui se recoupent suivant le sys-
téme B. Pour que B soit réductible & un systéme général, il est nécessaire que la
réduction de B ne vienne pas se confondre avec celle de A. On peut toujours réa-
liser cette condilion en choisissant convenablement f et z.
Supposons ¢ impair : B,—, se déduit de A,_,; par l'intermédiaire des courbes
C,_ G, (s L Zoms <Mo—ei + Nor). Soit B, le systéme ou C, _ recoupe

t'}'— I

C,,_, (fig. 14), c’est I'intersection totale de C, et C, B,—: et §,—, sont

Mgy

corésiduels sur G, . C, .., , courbe de plus petit degré passant par B,_,

extérieurea C, _ correspond surceltecourbed C, _ _, . premiérecourbe minima
o— ‘o— c—

de 8,—, puisque {,— — m,—, <n,—,. Comme ¢, , + 2, — M,—; <t,—,, les deux

courbes minima de B,_., sont C,
—

de C, et C,
(- et 1 T—

Posons ¢,_, = m,_, + 1. B, estconstitué par m,—, — n,—, + 1 points en ligne

oy, €t (Ilq. B, est Uintersection totale

17 vr—1

1 My— T Me—1

droite, systtme dont on peut déduire un point.

AG’—‘I
C -
s ro o
4 ct cncf-l
: o-1
H -~
Ctoi+ 224 -Mom 4
Fie. 14. Fic. 15.

Supposons s pair : B,, sedéduitde A,—, parlintermédiaire des courbes C, .
et G, . (lr—2 < 2Z—2 X Moy —n,—). Les deux courbes minima de B,—, ont pour
degré respectif : z,—y + s — Moy + Noy €t 2oy + £,y — M,y + m,—,. La pre-
miére recoupe C,  suivantlesystéme I (fig. 15). La premiére courbe minima de I

correspond sur la premiére courbe minimade B,—,, acellede B,—,

lo— g tNg =My g
dont le degré est {,—, + z,—y — M,—s — M, —, + n,—,. Cette derniére aprés étre passée

ar le systéme J recoupeen H C . Pour avoir B, il suffit de mener
P y p ‘s .

—g My

la premiére courbe minima de H.
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On a successivement :

~
% —2 = L L N
K=C, .C_ . _.
Ho—1 lomy Ty ™My,
e L

B, =C — -G —
L e G PR P e I

Pour que I'intersection totale B, soit générale il suffit de prendre ¢ et z vérifiant
les inégalités :

he LtLz2<he + 2.

44. Nous finirons ce chapitre en étudiant la détermination des systémes que

nous venouns d’étudier. Donnons-nous 26 + 1 nombres positifs Ak, ... tels que :

,f28+1 < ka& < hﬂq'—l Tt kme}p+1 < k3$p < h:sp+1 )
h,r’ < /{2_'_1 < /{27 ey h,.,q < /{2_’11*‘ < l.,"_‘q‘
Supposons en outre que I'on ait la suite croissante :

holl‘“ - hg«: ,l‘g-:.._.l . /1'.,41 .« hgu+2 .. ]{28+‘ . 11'23 Ilgs+l e lf‘ h

L

A quelles conditions existe-t-il un systéme \ de A points les admellant pour carac-
téristiques? )

Supposons que A,«—, soit le dernier réduil de A contenant une irrégularité. 11
est d’abord nécessaire que A, existe. Cest un sysléme régulier. Les expressions
des caractéristiques nous donnent les degrés de ses diverses réduites. Nous avons vu
au chapitre précédent les conditions d’existence de A,.q.

Ces conditions suffisent pour que A existe.

En effet, il faut que :

1° N,0—, soit minima pour \";0_, ce qui est car hya_, > h,ay,

2° A';.0—, est I'intersection totale de C:‘zr’l——-l et Ckz-.'q—l_hﬂ_q'

3° C”Mﬁ’ est courbe minima pour \au—y car fiay < feay—y < hya.

On peilt par suite construire le systéme jusqu’a I'irrégularité suivante. La méme-

méthode permet de la conslruire sans introduire de nouvelles conditions. En conti-
nuant ainsi on obtient le systéme A.




CHAPITRE I

{I. — Irrégularités instables; Irrégularités apparentes.

1. Nous avons étudié dans le chapitre précédent les systémes de points qui se
déduisent des systtmes réguliers par 'intermédiaire de courbes arbitraires. Cette
hypothése nous a permis de supposer en particulier les deux faits suivants :

a) Tous les systémes de points sur lesquels nous avons raisonné satisfont en"
chacun de leurs points aux conditions d’application du théoréme de Naether, et poar
préciser les idées ne sont constitués que par des points simples distincts.

6) Aucune courbe C, ,C, correspondant & C,, G, qui permettent de déduire
B, de A,, ne se décompogsze eI; une courbe arbitraire G, ne passanl par aucun point
de A,; et une autre courbe sans y élre obligée par son degré.

Nous conserverons toujours la premiére restriction, nous supprimerous désormais
la seconde. 11 est alors aisé de voir que la réduction du systéme déduit peut présenter
des irrégularités qui ne satisfont pas & la condition de stabilité. Nous les appcllerons
irrégularités instables.

Soit B lesystéme déduitde A parVintermédiaire des deux courbes C,.C, (¢ 2).
Si hys<t<Thsst:, Bas sedéduit de A, par l'intermédiaive de C, | et G, (C, étant

suivant la valeurde z, C, ,on G, . ). Supposons que C, | se décompose suivant la.

.5+ Le systéme B.; se com-

pose de l'intersection totale B',s de C, et C,, et dusystéme B'.; déduitde A, par

courbe C, ; ne passant par aucun point de A el G, .,

I'intermédiaire des deux courbes C, et G, ., .. La premiére courbe minimade B".s

7 A 5 . .
est de degré f,5 — vas + 2,5 — b, »¥. Par suile si on a :

- LY
L >vos A+ (s —vas + 25— R P)  ou <Thyy,,

B.s présente une irrégularité, Elle est d'aillenrs instable car I'inégalité, condition de

la stabilité, s’écrit :

*

Va3 — a5 + (Zas F (os — vay — Nu5) < 0.

Elle n’est jamais vérifiée puisque { > /5.

On voit en outre aisément que la réduction continue normalement apres 1'irré-
gularité.

On peut faire les mémes observations si la courbe correspondante & C, qui per-

Fae. des Sc., 3¢ série. t XVI 10
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met de déduire .5 de «,5 se décomposait de la maniére indiquée. 6.5 peutainsi pré-
senter une irrégularité instable et nous verrons plus loin (paragraphe 3) que dans
des conditions bien déterminées B.sy, contient aussi une irrégularité instable.

Nous nous proposons dans la premiére partie du chapitre d’étudier & quelles
conditions ces irrégularités doivent &tre soumises pour qu’elles aient une influence
dans la réduction des systémes déduits.

2. 1l nous faut d’abord approfondir certaines notions déja entrevues.
A) Soit un systéme A = A’ + A" contenant 'intersection totale A’ = G, .G, et

le systéme A" situé sur C, . L'inégalité caractéristique de la présence d’une irrégu-
larité dans le systtme A est :
¢

Al
Jh=vi—uw+h, <o.

Elle exprime en effet que la premiére courbe minima de A se compose de C,, et
de la premiére courbe minima de A".

Reprenons la figure 5 du. chapitre précédent et exprimons J, du systéme B co-
résiduel & A sur C, + C., en fonction de J,. Nous supposerons comme précédem-
ment ;<. T

x) G, est premiére courbe minima pour A" et B".

JA:\:A——!J.A-{—H, -‘1;:V|1—P'l\+n7
et par suite :

JA+tA=JB+[B~‘

" . A" . . e
Remarquons que b =n + t, — k,” . Puisque C, estpremiére courbe minima

) . . y X”
pour B’, il faut que £ soit supérieur & k, ou

"

th—ty k) — b,

On peut donc écrire :

NG

=+ Gt —n", < <k,

8) G, est premiére courbe minima de A" seulement :
La premiére courbe minima C, , de B" correspond & la deuxiéme courbe minima
4
G, deA".

JA = Va — Ha +n y JB = Vi — [ + g, g — N == ea == My .
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Par suite en prenant la notation des caractéristiques :

"

/)'

A
o

Jo=do b (kS —h

v) C, n’est premiére courbe minima ni de A" ni de B". .
Les premiéres courbes minima de B' et A" se correspondent et on peut écrire :

Jo = I,
D'une fagon générale si 4, < [\, Ju. > J.. Rappelons que Pon a aussi 1, < I..

B) Soitun systéme A surunecourbe C,. Counstruisons un systéme B corésiduel
4 A sur C,. Nous dirons que dewx caractéristiques de A el B se correspondent si deux
courbes ayant ces nombres pour degré peuvent &tre correspondantes sur C,. En iden-
tifiant les deux expressions de la dimension de la série déterminée sur C, par deux
courbes €, C, correspondantes, on obtient la correspondance qui existe entre les

caractérisliques de A ét B. Résumons simplement les résultats :
t* Les caractéristiques centrales se correspondent.
2° 8i C, n'est pas caractéristique paire de \.

ay nz h: les caractéristiques paires de B correspondent a celles de A .

B

by n<_h, idem, mais en outre C, caractéristique paire de B ne correspond a
rien pour A.
Si C, est caractéristique paire de A.
B s e s . \ 1
a) n 2 h_ les caractéristiques paires de B correspondent a cellesde A saufd C,.
B, . f e e . — .
b) n<h_ idem, mais C, caractéristique paire de B ne correspond & rien pour A.

3¢ 8i C, considérée comme passant par B ne correspond pas A une caractéris-
tique impaire de A .
N A r . . . - b
a) n<Ch,_ les caractéristiques impaires de B correspondent A celles de A.
. A .7 . ' Foe . . . ’ T
by n 2z h, idem, mais C,, _, caractéristique impairede B ne correspond & rien
pour A. .
Si C, considérée comme passant par B correspond i une caracléristique impaire
de A.
. A e e « . 3
«) n<Zh. les caractéristiques impaires de B correspondent i celles de A sauf
a €, =ty
A, « ro. . . « e
by n > h, idem, mais G, , = cavaclérislique impaire de B ne correspond & rien
pour A.
Remarquons enfin que la différence de deux caractéristiques est égale A celle de
leurs correspondantes.
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3. Considérons les systémes de points que ’on peut déduire par un seul couple
de courbes de ceux qui admettent dans leur réduction une seule irrégularité, im-
paire.

Nous savons effectuer la réduction d'un tel systtme B déduitde A jusqu’au sys-
téme réduit de A qui précéde celui qui contient I'irrégularité. Deux cas peuvent
alors se présenter : ou la réduction de B est déja venue se confondre avec cellede A
et l'irrégularité impaire de A devient une irrégularité paire de B, ou cette éven-
tualité n’est pas encore arrivée. Pour examiner ce dernier cas, il suffit de considérer
un systéme A dont le premier réduit A, contient une irrégularité ct d’étudier le
systéme B déduit de A par les courbes C, et C, ({ < 2).

Pour abréger, nous supposerons que C, et C, ne passenl pas nécessairement
par A,.

Rappelons que C, et C, si z> (> he sont des caractéristiques paires de B. (Nous
excluons le cas trés particulier ot il n'en est pas ainsi pour simplifier Uexposé.)

A) La premiére courbe minima de A ne conlienl pas G, .
1

1> C, n’est pas minima pour B.

Soit b, le systeme ou C, , premiére courbe minima de B recoupe C,. La pre-
miére courbe minima de b, correspond sur C, & C, etsur C, & lapremiére courbe
minima de AquAl + CHA';. Celle derniére recoupe la premiére suivant le premier
réduit de b, ; b, =10, + ", (fig. 16). b, et A, sont corésiduels sur C"A, + C"A;f.
Comme C,,A;r est minima pour A", et que le degré de la premiére courbe minima
de b, cst inférieur & n, puisque z>>n,, on peut écrire en ayant égard au para-
graphe 2.

'lb - JA, + (/"oAJ - ’lo!\i)7 ]b < IA

L’égalité dernitre ayant lieu si (C, n’est pas la caractéristique £, de A .
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Considérons maintenant la figure 17. La deuxiéme courbe minima de ‘B recoupe
C,, en B, . Sa construction ainsi que celle de son réduit B, sontles mémes que celles
de b, et b,. On utilise ainsi la premiére courbe minima de 6, .

Si J,,’>0 lirrégularité de b, n’existe pas, lirrégularité correspondante & A,
dans la réduction de B non plus.

Si 'J»b, < o on obticnt le systéme B, = B', + B",,

B, et b, sont corésiduels sur la premiére courbe minima de 4,C, + C,». On

2 2 .
peut écrire :

" " " 4 "

J“«, — 'lb_) + (/‘“l’g —h ll-;’)7 ho 2 - / by < ku ,

I'égalité ayant lieu si G, n’est pas la caractéristique k", car dans ces condilions

s . e "
C,,b;r n’est pas minima pour B’,.

s

7 o4 7 . . , > ’ . . A oy .
I'égalité ayant lieu si (. n’est pas la caractéristique %, car dans ces conditions
C,, n’est pas 3° caractéristique paire pour 4,, et la premi¢re courbe minima de B,
n’est pas la deuxi¢éme courbe minima de Y' 4 Y” et donc de Y.

On peut ainsi écrire :

"
Ay

"

Joo =Jd0, + (" = 1M + (5 — 0"

I"2 < 1‘1

" " T C , . 7
b" et A", sont co_resxduels sur C“;r. En ayant égard au paragraphe 2, on \01tAque h, =
”

B!t . r .
et /, = correspondent & k"« et h"+. De sorte que

" " no "

T, =da+ (7, —h", kM<Kt

2
\. Al b’ . . Al ;
ot y,+ correspond & y,+ et est égal & &+ si C, et C, ne sont pas des courbes Cpt.
I“z < IAz'r
I'égalité ayant lieu si C, et C, ne sont pas des courbes Cy?.

2° G, est minima pour B sans que C, le soit.
144

L1 : ’ r . A "
La premiére partie de I'exposé suffit, on voit que 7"« = k"1 .

3> C, et C_ sont minima pour B.

. . A Al
B, coincide avec A el y 1+ = R, 1
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D’une fagon générale on obtient donc les résultats suivants :
" " " " 1
; A A A A A
'l“z = gy + (7‘0 t hu ])‘ /lu ' </_u ' \<\h~: 17
l“z g [Al .

Si Ju, est positif Virrégularité A, n'a pas de correspondante dans la réduction
de B.

Si J,, est négatif, B, contient 'irrégularité correspondante a celle de A, .

Dans le premier cas, les courbes C, et C, considérées comme issues de A sont
arbitraires, il est aisé de voir que considérées comme issues de B elles sont parii-
culiéres. Il suffit de recounstruire la figure en sens inverse. On peut donc conclure.

TukorEME. — Le systéme A déduit d'un systeme B régulier par un couple de courbes
arbitraires ne présenle pas dans sa réduction d'irrégularilé impaire.

C’est une partie de la proposition générale que nous avons invoquée au chapitre
précédent. )

B) La premiére courbe de A contient C.,Al.

Les raisonnements précédenls sont alors en défaul et pour arriver aux mémes
résultats il nous faut employer un autre procédé. Faisons deux remarques prélimi-
naires. .

Appelons adjoint d’un systéme B sur une courbe C, passant par B le plus petit.
systéme corésiduel & B sur C, .

1 Soit un systéme B dont Vadjoint v sur la courbe C, contient une irrégularité.
Que peut-on dire de son adjoint §?

La premiére courbe minima G, de B correspond a la premiére courbe minima
de ¢ C.,Y + C"T,,. Cette derniére rencontre a nouvean C,en D = D’ + D" quil'admet
pour premiére courbe minima puisque v est adjoint. Elle recoupe C, suivant I'ad-
joint de B, 8 =8 - 8". # et y sont corésiduels sur cette courbe.

Comme C, , west pas minima pour 8" :

M s
=T ) =0
Dailleurs ni C, ni Cy ne sont minima pour D" et :
=1,
2° Reportons-nous au paragraphe 4 du chapitre pl‘ééédent. Supposons que 'ad-

joint § de B présente une irrégularité qui ne soil pas assujettie & étre stable. Les

systémes 4 et B, sont corésiduels sur la premiére courbe minimade 3C, +C, .
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. , ni B -
Comme C,,g,, n’est pas minima pour B', :

Jog =1y + (k" — 1),

0

Comme C, n’est pas minima pour B’,.
B

loy = Ly + (& — 1.

ot gfr , . ,
On voit en particulier que si J; + (k, — k") est négatif, B, présente encore
une irrégularité. Nous nous sommes servis de cette remarque au début du chapitre.
Nous pouvons maintenant résoudre le probléme.

1° G, n’est pas minima pour B.
L’adjoint v de B sur G, est corésiduel de A, sur la premiére courbe minima
» Ly s . [
-de A C.,Ai + C n’est minima ni pour y" ni pour A’ .

ny—"

. Comme C”A_‘;“
J,=1,.
D’ailleﬁrs G, n’est pas minima pour A" et :
L, =1, + k" —h").
D’aprés la premiére remarque, si § est I'adjoint de B on peut écrire :

J§ = J'.’ + (ko‘{” - ho.r”) ’
Ilg = [.;.

C

z

Fic. 18.
Si Jg est positif, 8 ne présente pas d’irrégularité, B, non plus.
Supposons J; négatif; la seconde remarque permet d’écrire :
oy = s + (kS — 1"y,
gl SII
[Bz == I.S +(ki‘ _ha )'
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En comparant ces diverses égalilés, on oblient :

"

J"é - JA‘I + (knﬁ - ho;”) + (»Ifo-;”— ho.:”)’

ot

s :ﬁu\ i AI,I! _-{l'
by =L, + k& —h™)— " —h").

Si zet ! ne sont pas égaux &4 h, on voit immédiatement que I,, =1,,. Eten
raisonnant comme précédemment on obtient aussi :

+ " 1 " "

! 1 "
J"z - J-‘H + (}I,nh - huh>7 ".uAl < ZGAI \<\h~z“ ’
I'égalité ayant lieu si £ et z sontdifférents de h,".

2° C, est minima pour B sans que C, le soit,
y . .« Al Al
On vérifie aisément que 7, = k' .

ReMARQUE. — Si 1., est négatif, T,, qui est inférieur ou égal & 1., est négatif

aussi. La proposition que nous avions énoncée paragraphe g du chapitre II est donc
établie.’ . ’
‘ Supposons I,,>o. Si B, est irrégulier nous pouvons recommencer avec B, ce
“que nous avons fait avec A; nous obtiendrons un nouveau systéme C qui pourra
présenter, ou non, dans son réduit C, une irrégularité. Arriverons-nous ainsi & un
systéme n’ayant’pas d'irrégularité correspondante a celle de A ,?

Pour uniformiser les notations, soit A' le systéme irrégulier & partir duquel nous
commencons. A*.. A’ seront les divers systémes que nous obtiendronsaprés 1, ... — 1
opérations.

Le systéme A* contient, le cas échéant, I'irrégularité correspondante & celle de A' :

1 2
’1

N Anl . NG \ RA
Je=Ju+4y, —h, ouy  correspond a k,~ ,

L Lt

Si Ju2>>o0 A’ ne contient pas d’irrégularité.

Supposons J,: < 0, construisons le systéme A’.... Les J successifs ne peuvent
pas décroitre.

D’autre part dans I'égalité :

J\H‘” — -]A" + 7./\, - h’u

1
i

N \ Aui -2 s e . .
y;  correspond a h, . Comme les caractéristiques centrales se correspon-

dent, 4"

1
'

1
e pros . ’ \ ) e e Al 1
esl inférieur ou égal & la caractéristique centrale h: de A" . On peut

donc dire.
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TrEorREME. — Si Uirrégularité vérifie U'inégalité :

a .\”,l A’,’
Jar = J + A —h, <o,

aucun systéme A' n’aura perdu Uirrégularité correspondante a celle de A*.

H’ Ili .
D’autre p.‘:\rt_yjA atteint sa limite supérieure h; . Il suffit de s’astreindre & ne

pas prendre pour passer du systtme A' au systtme A''' des courbes de degré

égal & la troisiéme caractéristique paire du systéme dont A’ est le premier réduit.

TakoreEME. — St l'irrégularité vérifie I'inégalilé :

’ 1

1
- " 1
Jo=Ju+ht —h' >0,

0

on peut toujours lrouver un systéme \' qui aura perdu lirrégularité correspondante
a celle de A .
. Les irrégularités qui satisfont a I'inégalité J,» > o sont dites apparenles. Nous les

retrouverons dans le paragraphe suivant.

RemarQue. — Dans ’hypothése ou Ja <o, lorsque J,i aura atteint son maxi-
mum, comme il ne peut pas décroitre, il restera constant. Les caractéristiques paires

de A" sont toutes égales.

4. Etudions maintenant les systémes de points que ’on peut déduire par un seul
couple de courbes de ceux qui possédent dans leur réduction une seule irrégularité
paire. '

La réduction d'un tel systéme se poursuit normalement jusqu’au réduit pair qui
contient I'irrégularité si les deux courbes correspondant a ce réduit et qui servent

3 faire la déduction n’onl pas une partie commune.

\) Considérons d’abord le cas particulier o le systtme A = A’ 4+ A" contient
une irrégularité, le systtme B étant déduit de A par I'intermédiaire de C, et de la

premiére courbe minima de A,-C,"+C, .

1 2>k
La courbe G, + C, , cst aussi minima pour B =B+ B" (fig. 19). Menons
I'autre courbe minima de B, minima aussi de B" comme nous savons. On obtient
ainsi B,. B, et A sont corésiduels sur C, + C, ,, d'ailleurs B, est 'adjoint de A.

On peut donc écrire :
Jo,=d+ (k" — 0",
Ly =L+ & —hn").

Face. des Sc., 3¢ série. t. \VI It
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Si Js, est négatif, B, contient une irrégularité correspondant & cellede A. Sinon
cette derniére n’a pas de correspondante dans la réduction de B . D’ailleurs la réduc-
tion de B est facile & concevoir puisque B’, est I'adjoint de A”.

20 z<kp.
La courbe C, + C, , n’est pas minima pour B. Reprenons la figure 19 en subs-

tituant aux lettres B,, »* pour exprimer le premier adjoint de A .

On voit aisément que I'adjoint 8' de B se déduil de ' par I'intermédiaire de la
premiére courbe minima de ' et de G, correspondante & C,. Si J, est positif,
« n’est pas irrégulier, 8' non plus et B 1;'a pas dans sa réduction d’irrégularité cor-
respondante a celle de A. Si J, est négatif, §' se déduit de «* comme Bde A. 11
se compose de l'intersection toiale B" confondue avec B' et d'un systéme ‘B”‘. On
peut donc raisonner sur le premier réduit g', de ' comme dans le cas précédent
sur B,.

Prenons le cas général : Appelons » el &' les /#mes adjoinls de A et B, G, la
courbe passant par «; correspondante a C,.

Si haiys<<z<kiit:, On voit aisément que k‘“2i+‘<z,z+,<hi“2i+’. Si Jaitr
ou l'un des J des adjoints précédents est positif, 'irrégularité de A n’a pas son cor-
respondant dans la réduction de B. Si J,ai+: est négatif, g2+ se déduit de a2+
par l'intermédiaire de la premiére courbe minima de «*+: et de Czn'+1‘ Son pre-
mier réduit est «?i+> [B2i+r joue le role de B, a2+ de A]. Or 82+ est I'adjoint
de By, par suite B,iy3 est confondu avec x,i43.

Si kyip3<<z<haits, ce qui donne h"“’H'z < Zait2 < h,*™2, on peut raisonner de
méme. En particulier si J.»i+: est négatif, le premier réduit B, »+2 de f2i+2 se confond
avec a3, or 8,2+ est précisément B,iy3 : les conclusions sont donc les mémes.
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p2i43

Remarquons que « est le 2i + 3¢ adjoint de A"; on peut écrire :

Al R
',Bxi+3 =J.+ (kai-)—z - ho _):

A A
[n“.%; =1+ (/L";i+:;—h,\ ).
THEOREME. — Si huyiys <<z <kiip., lirrégularité correspondante & celle de A
" 14
n'existe pas dans la réduction si J. + (ksiy. — b, ) est positif. Dans le cas conlraire,
elle existe dans le réduit B,i4s3.
B'.iys est d'ailleurs le 2i 4 3° adjoint de \”, sa réduction se poursuit normale-

ment.

ReMARQUE. — Les adjoints successifs de B jusqu'a §+* inclusivement contien-
nent I'intersection totale B”. '

B) Supposons que B se déduit du systéme A précédent par deux courbes
C,C,:z22t>p,. ‘

Soit a le systéme ot la premiére courbe minima C,, de A recoupe C, (C,, est
composée comme précédemment de C, et C, ). a, estle premier réduit de a (fig. 20).
La premiére courbe minima de B, passe par a, de sorte que B, sedéduitde a, par
I'intermédiaire de cette courbe et de la premiére courbe minima de q, .

Les passages de A 4 a, de a, & B, sont de ceux étudiés dans le cas A .

Fic. 20.

Si k:,-+3<l<lf;,~+“ la réduction de a présentera une irrégularité dauns ity Si
A" A”
J.\+(k2i+f’._—h“ )<O

Biits se déduitde a,iys par I'intermédiaire de la premiére courbe minima de Uyig3
et suivant les valeurs de z, de C‘:i+3 ou de la premiére courbe minima de @y, .
Dans les deux cas B,it; est confondu avec a,iy; .
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THEOREME. — Si Kyits <l <ksit., lUirrégularité correspondante & celle de A
n'existe pas dans la réduction de B si J, + hﬁ,-l.;_ﬁ —h,' ' > o. Dans le cas contraire
elle se trouve dans B.iys et elle satisfail aux égalités :

Jy == ], + (,/l.tiyi./ —h '\”\) 1. =1, + (/l-"";_' —h ‘”\)
AN ERCLETE S o e i A 240 y  de

. A A N . . . ’ . .
Si en outre k,ji3 <2 <hyjq,, & parlir de B,jq4 inclusivement les réduits pairs
de B et leurs adjoints ont une parlie commune, intersection totale.

Q) Si t<<ua<<z, C, se décompose suivant C. et G, . Les raisonnements
seraient tout & fait analogues & ceux faits dans le cas A. Les conclusions relatives
a l'existence dans la réduction de B d’une irrégularité correspondante & celle de A
sont identiques.

D) Enfin si <z <Tu,, il suffit de reprendre la méthode du paragraphe 3, en
allant en sens inverse : B contient toujours une irrégularité correspondante a celle
de A.

Remarquons enfin le cas z = u. qui fait toujours disparaitre dans la réduction
de. B I'irrégularité correspondante a celle de A .

“On peut donc conclure.

TutorEME. — Si une irrégularité A satisfait a Uinégalité Jo = J, + hy — how <o
elle aura loujours sa correspondante dans la réduction d’un systéme dérivé par un seul
couple de courbe, sauf si le degré de U'une d’elle est ., .

Comme les caractéristiques centrales se correspondent, la quantité J. estla méme
pour les deux irrégularités correspondantes. On peut ainsi étendre le théoréme pré-
cédent & un systéme déduit quelconque.

Tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 3 et 4 se généraliée aisément si
le systtme A posséde plusieurs irrégularités dans sa réduction,

TukorEME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une irrégularité de A
ait sa correspondante dans la réduction d'un systéme déduit B est qu'élle ne soit pas
apparente.

On peut observer d’ailleurs qu’elles seules ont une influence sur l'expression de
la singularité. '

Remarquons que | ne peut que diminuer lorsqu’'on passe d’'un systéme a son
déduit, par un seul couple de courbes, ou rester constant.

Les irrégularités instables tendent, a mesure que le nombre des déductions augmente
a-avoir des irrégularités correspondantes stables.

C’est la justification de leur nom.
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Considérons le cas ou I'irrégularité A n’a pas de correspondante dans la réduc-
tion de B. Les courbes C, et G, qui sont arbitraires considérées comme passant
par A, sont particuliéres considérées comme issues de B. On le voit aisément en
construisant la figure 20 en sens inverse. On peut donc conclure.

TakorREME. — Le systéme A déduil d’'un systeme B régulier par un couple de
courbes arbitraires ne présente pas dans sa réduction d’aulres irrégularités que celles
dues aux degrés des courbes qui servent & faire la déduclion.

Celte propriété, ajoutée a celle analogue du paragraphe 3, justifie la proposition
générale que nous avons invoquée au chapitre II.

[1. — Systémes symétriques et dissymétriques. Systémes complets
et incomplets.

5. Soit A un systéme de points appartenant  I'ensemble de ceux que nous avons
4étudiés jusqu’'a présent. Faisons passer par A et a°, points du premier réduit
A, = a', + &*, deux courbes C,et C_ quise recoupenten b'. Soit B le systéme com-
posé de b' et de b* = a’,. Les deux systémes A et A + a’, ont mémes courbes mi-
nima. Si / est supérieur aux caractéristiques centrales de b* et de B, on peut écrire :

l
Slbi =H + s,
1

ly

sts = I + 54, (Il=z+1—M+1),

ou H désigne la méme fonction de ! dans les deux égalités.

Si [ est assez grand pour que si‘: et 9:; soient nuls, les singularités de B et de b*
seront égales. Les points b sont indépendants pour les courbes C, passant par &',
ou encore, les points-b' présentent la méme singularité pour les courbes générales G,
et pour celles qui sont assujetties & passer par b°. _

Celte parlicularité n’existe pas dans le cas général précédemment éludié. -

Soit en effet un systéme B = b* + b* tel que s's = s’;» pourdes valeurs de ! qui
n’annulent pas les deux membres de cette égalité. 11 est nécessaire que B et b' aient
la méme caractéristique h, . Cela exige que B, et le systéme b* + B, aient.des pre-
miéres courbes minima de méme degré. Si la premiére courbe minima de B, est
déterminée, il faudra que &* se trouve dessus. Si elle est variable, et cela exige &, = k.,
il sera nécessaire que b* soit formé de points appartenant & B,. Si enfin B, est lui-
méme variable, et cela exige en outre k, = k., lorsque si’} et si‘l s’annulent, H s’an-
nule aussi et par suite s'; et s'1. A
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Nous dirons que les systémes étudiés précédemient sont symélriques et que ceux
que nous venons de construire sont dissymélriques. Les b* points seront dits former-
un groupe“indépendanl pour les courbes C, de degrés convenables. Le systéme B,
du début du paragraphe poss¢de un groupe indépendant &* pour les valeurs de [
supérieures A %, . On peut construire des systémes admettant un groupe indépendant
pour des valeurs de [ supérieures & une caractéristique impaire. En effet supposons
que A, admette le groupe @’ = b*, comme groupe indépendant pour [, supérieur
a k'™ . On voit aisément que B admel ce méme groupe indépendant quand [ est
supérieur & A .

TukoREME. — Soil un systéme B dissymélrique, admeltant le groupe indépendant b*
pour {>>hyit,. Lesréduils pairs de B jusqu'c By, inclusivement sonl dissymélriques
et admettent le groupe indépendant b* pour des valeurs convenables de 1.

Puisque B présente le groupe indépendant 6 pour [>h}, B, contient b, groupe
indépendant pour les valeurs de I, supérieures a hi—,. On recommence ainsi le
raisonnement jusqu'a B,i—, inclusivement. B, contient d’une facon symétrique b

On pent avoir des dissymétries plus compliquées. Supposons le réduit A; décom-
posé en 3 groupes a',a’,a’,. a', étant groupe indépendant pour [, > hai—, . Faisons
passer les courbes C, et C, par \a’ a',. FElles se recoupent en b' et posons
B=10'+a +a,.

Ecrivons comme précédemment :

ol — Uy
§ b‘+zlf =H + Su:+a’i ’

)
sh=H + s,

l
l . ]
3b1~——H+.\”:.

\ { { A
Comme par hypotheése s' = s4, . pour ! > h,i,,
p J \ ai+a? 1

ol B
sy =8,y pour I=>h .

a’ est groupe indépendant de B pour [ > haiy.; on a d'ailleurs toujours :

1

B
sy =s', pour I>h,.
1

@, + a', est groupe indépendant de B pour I>h,.
On peut représenter ces résultats par le schéma suivant qui s’explique de lui-

A

meme.
2 RV L
B ="+ Irl| -+ |(1:;"‘“] g
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D'une fagon générale, on obtient des systémes représentables par le schéma :

l,

B=b+[0,+[b,+ ... + b+ [ba]o]" ... ],

” .
ou [, <l <, ...<l; [ ...l étant des caracléristiques impaires de B.
La réduction de ces systémes se fait aisément. Nous n’insisterons pas.

ReMARQUE. — On peut concevoir d’autres systémes dissymétriques. Ainsi le sys-
téme formé par la somme de plusieurs syslémes ayant les uns par rapport aux autres
des positions arbitraires. Nous ne les étudierons pas ici.

6. Soit A un systéme dissymétrique dont le schéma est :
' L]l b
A=a+|a, +]e,+ .. +a+lan)] .. ]

Faisons passer par A deux courbes C, et C, qui se recoupent suivant le systéme B.
Supposons I, = h.it, et appelons «, le systéme a, + a, + ... + a.4, : A admet
«, pour groupe indépendant quand !> h,iy,. Les réduits pairs de A jusqu'a A,;
inclusivement possédent le groupe «,. Les courbes minima des réduits impairs de A
_jusqu’d A,i—, inclusivement passent par «,. Parsuite les courbes C;, passantpar A,
de degré inférieur & h,} contiennent nécessairement «,. Il en est donc de méme des
courbes G, passant par B de degré inférieur & la caractéristique paire de B
z4+1—M+ hit. .
Si b = haiqsjpr et 2,y =a,+a,+ ... +a, les courbes C, passant par B de
degré inférieur & z + { — M + hiy,; contiennent nécessairement a,—,, etc.
On peut ainsi rattacher au systtme B une suile de systémes complémentaires B,,
Oy Gy o vv Oy .
B, est le complémentaire de B quand [<h,.
x, est le complémentaire de B quand << hfiv .. ete.
B sera dit systéme incomplet lorsqu’il admet des syst¢émes complémentaires pour
1> h;. Dans le cas contraire, il sera dit complet.
Tous les systémes étudiés dans les chapitres précédents sont complets.

7. Nous finirons cette étude géométrique par I'établissement d’une proposition
-qui montrera la généralité des systémes de points étudiés. Considérons un systéme A
et construisons sa réduction. Le seul fait qui puisse empécher de pousser la réduction
de A jusqu'au systéme général est celui ou deux réduits consécutifs admettent les
mémes courbes minima. Nous allons montrer que celle éventualité est impossible.

Soient A et B deux systémes dont I’ensemble forme I'intersection tolale des deux

-courbes- C, et C, (m > n). Nous pouvons toujours supposer C, indécomposable.

m
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G, pourra étre composée de courbes 'C,,‘C,,” ... C, . Supposons que C, et C, soient
minima pour A et B. Puisque G, est deuxiéme courbe de A, on ne peut pas faire
passer par A une (G, indécomposable. D’aprés le paragraphe 3 du chapifre 1.

%

(v]) \>(,n_[),l_w_

2
Comme C,, est aussi deuxiéme courbe minima de B,

B>(/”l“ l)nhw
- 2

Ou en ajoutant :

mn=>=am - 1)n—(n—1)(n—2), .

2
m<n—i—+4 —,
n

ce qui est incompatible avec I'hypothése m > n.
G, nest siirement pas premiére courbe minima de B, car de l'inégalité (1) om
déduit :

B (n—1)(n+2)

2

Si G, est deuxiéme courbe minima de B, elle ne sera pas minima pour son premier-
réduit B,. Soit en effet C, la premitre courbe minima de B. Elle est minima
pour B, puisque B, et A sont corésiduels sur C,: B et B, admettraient alors les
mémes courbes minima si C, était minima pour B, .

Nous avons ainsi étudié tous les systémes donlt les divers réduits sont constitués.
par des points simples distincts. Ces restrictions sont trop grandes et les résultats
obtenus peuvent s’étendre & beaucoup d’autres systémes. Nous n‘insisterons pas sur
ces considérations dans ce travail.

III. — Equation générale des courbes d'un degré donné passant par un systéme
de points déterminé.

Al
8. Soit \ un systéme de points que nous avons construit dans les chapitres pré-
cédents. Nous nous proposons de trouver I’équation générale des courbes passant
par ce systéme. Reprenons pour cela la figure 2 du chapitre I, convenablement

modifiée.
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Les courbes C, passant par A, de degré inférieur 4 A.* contiennent nécessaire-
2
ment le réduit A,. Si on représente par C, le premier membre de 1’équation de la

courbe C,, on peut écrire d’aprés le théoréme de Neether :

u?

v “ P
v (‘I" % (‘nD + i’g(‘mg

ou x, et 8, sont deux polyndmes de degré [, —n, et I, —m,. )
Soit C; la courbe passant par « etcorrespondaritesur C, a C, . Lacourbe com-
1 2

posée Cy + C,, passe par I'intersection totale de C, et de C, + C,. Par suite :
1 1 2

m

(1) C..C, =AC, +aC, .C,,

ot a est une constante. Si C".;f"“’", et (ng — sont les courbes passant par « et

correspondantes & C, et C

m_?
2

on a de méme :

. L e alra
(‘l) Cn— /{»wzn‘(‘ml =\ (“u1 +a (Jun (‘n .

e

3) C C, =A"C, +a'C,, (

n om —m m
2 1 1

En multipliant les deux membres de 1’égalité (1) par % del'égalité (2) par —:—j,

8
de I'égalité (3) par ————‘a—‘,’, et en additionnant membre & membre on obtient :

. I @, 8, 7] A A A
(‘m -G — o (‘u-'»w —m _‘—'_I- (‘u Lm_—m P i(jﬂ Cn .
1]l a a T dl s M a a * a" "
A Al A -
Le degré du polynéme TR T 8, est égal & A + m, —n,. Or ce nombre
est supérieur & m, puisque C, est courbe minima pour =. De sorte que I'on doit
1

conclure :
\ AV \Y/ N
) YA
a 77: a 8, = (‘m‘?

Cette équation représente loutes les courbes C; passant par « lorsque :

A
v<n+hF—m,.

Fac. des Sc., 3¢ série, 1. \VI. 12
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On peut 1eprendre la méme méthode pour passer de « 4 A. On a ainsi suceessi-
vement :
CI' CM = BCII + anl [U'Cu n_—m + x(j Cn—l m_—-m -T— \"C" I *
([‘) Ch Cn - B,Cn + b,Cm C

win —m
) 1

(5) C, C, =B'C,+/C,C

n-tom —m -t
2 1

Puis en ajoutant membre & membre ces égalités aprés les avoir multiplées par
des constantes convenables :

1 B/ BYI
) — C e e — B — 1 .
Cnl l:b Cl . h ’u C ‘I % bl i bu > ( " + YCm Cn’
ou
1 . I BII
(4”1 [‘ECI_?)T(%E gk T ,C :I k b —I'——uﬁ-b—n_> Cn'
. , B B’ B’ C1s -
Le degré du polynéme 3T 8777,- est égal & [ + n, —n. Il est supérieur

a n, car C, est courbe minima de A . Il faut donc en conclure :

B B’ B’ u
22 g2 %
b T Ch b C".

De sorte que, avec la notation des caractéristiques.

Cl - uu C/: + vock + ua c‘h + v«zck
C’est I'équation générale des courbes C, passant par A quand /<< ,.

TukoriME. — D’une maniére générale, st A est un systéme régulier, admettant les
caractéristiques paires h)k, ... h,k, , Uéquation générale des courbes C, de degré

2u au’

inférieur & la caracléristique centrale he, passant par A est

\ \
C, = Z (u:iChgi + U:icksi)‘ ‘
o
Si I < h,; son équation peut se meltre sous la forme :

Jj—x
C, = 2 (usichei + Uzicku.) )

o

les polyndmes u et v d'indice supérieur & aj — 2 sont nuls.
Ce théoréme se démontre aisément de proche en proche.
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‘Nous avons vu que tout systéme de points, de I'ensemble étudié, peut se déduire
d’'un systéme régulier. Considérons par éxemple le systtme A déduit du systéme
régulier A, par I'intermédiaire de deux courbes C, et C,, qui ne sont pas minima
pour A. En suivant la méme méthode, et en prenant les mémes notations, on arrive
d’abord & I'égalité :

1 . u, . U, A \' A;i A'QL'
C’". , EC)‘_ E <a_2l__c"g} * a, C"m)] - [F - 24 (azi ha a, v"):l C""

les E étant étendues aux caractéristiques paires convenables de «. Le degré du

A /A, A, ) .1 X “ ‘ A
dme — — iy 2y, | estégald ) —n,. Or h<hc=n—m_ +hd.
polyndéme a7 L( —— + o Ui ) estégala +m,—n,. Or k<l n—m,+

2 20

Si m,>n—n, + he* ou n<n,+ m, — he* le polyndme en A sera toujours
identiquement nul. Or cela signifie que n, est supérieur a la caractéristique centrale
de «. G, estune courbe caractéristique paire mixte.

1
Cx peut ainsi s’exprimer linéairement en fonction de courbes caractéristiques

paires de degré inférieur & ); d'une fagon générale.

TriorEME. — Si A est un systéme de poinls admellant les caractéristiques paires
bk, ... hyh,, (& Uexclusion des caractéristiques paires mixles), I'équation générale

. . ,o. \ . 4. A
des courbes G, d'ordre 1 inférieur & la caractéristique centrale h; est

u

C, = E (neichii + veickﬂ) .

o

la suile des indices présentant des lacunes dues aux caracléristiques mixles.
Si {<h,;, les polynémes u et v d’indice supérieur & 2j — 2 peuvent étre pris nuls.

REMARQUE. — Cetle équation générale ne pewt pas s’exprimer linéairement avec
des équations de courbes d’ordre différent des caractéristiques. On s’en rend compte
aisément. Ainsi il est nécessaire qu'elle contienne C, , puis quand ! — k, il faut
introduire une C"o' Tant que [/ est inférieur & A, lo’expression obtenue est bien

I'équation générale. Mais quand /= A, il faut de nouveau introduire un terme G, ,etc.

Application. — On peut retrouver la singularité du sysléme A en utilisant cette
équation générale. Pour simplifier les écritures, reprenons le cas précédemment
traité.

CI =u, (Jn + v, (‘m + a, (‘,\1~Ml+n2 + szal—M1+m2 .



100 M. LEGAUT.

Nous supposons ainsi que n,m, M — M, +n,, M —M, 4 m,_ sontles quatre pre-
miéres caractéristiques paires de A, cest-a-dire m >n>m, + n, —h,>. Soit g, le
nombre de paramétres dont dépend le systéme de polyndmes U,V U,V, tels que :

(6) [’ucu + Vqu =+ U-:C&l“.\l‘-fng + \ 2(;3|~—u|+1n2 =0.

La dimension du systéme de courbes C, est alors :

U+ O+ 92 ) ) ) .
*';—*-'— — A —sD=dn—D+dm—0+¥M—=M +n,—D+IM—M +m,—l—oz..

En considérant les égalités analogues & 4 et 5, et en reportant dans 6 les valeurs
que Uon en a tirées pour Cy—y,+n, €t Cy—u,tm,, on obtient :

+ 0"V, C =o.

0 n

(1 G, [U,C, +UB + VB +C, [\V,C, +VU,C

non_—=m noom_—m 1
2 1 2 1

a) Si l—m + n,, degré du polyndéme facteur de C
tité 7 nécessite :

(8) V.G

[
1

est inférieur a4 n, liden-

m?

+b"V,C =o0.

noom =i
o 1

+0'U,C

non —m
2 1

(9) UcC, +UB +V B =o.

Réciproquement si I'identité 8 est vérifiée, il en est de méme de (7). En éliminant
s . " = ! s .
b (AmC",,,n;ml et »'C,C,. - entre 4, D et 8 on obtient :

° Vocu1 Cm =+ Ua 0111 CM-—’\ll—f—'ll: + Veculcm-ﬁl-kmz - (B’Uz T B”Ve) Cn =0,

ce qui montre que B'U, + B"V, est divisible par C, . En remplacant cette quantité

par — U,C, et en divisant par C, on obtient I'identité 7.
1 1
b) Si l—m + n, est supérieur & n, I'identité 7 nécessite :

(8 V,C, +6'U,C + 0"\ ,C =HC,.

n--n_—m n-im —m
2 1 2 1

(9') Uocu + UeB, + \’2 B'= — I{Cm .

Réciproquement si (8') est vérifiée, il en est de méme de (7).

Comme [ — m + n, estinférieur & la caractéristique centrale de «, puisque /<h!,
I'identité (8') s’obtient en prenant pour H un polynéme arbitraire de degré { —M +n,.

Si ¢, est le nombre de paramétres dont dépend le systéme V',U', V', tels que :

i i T’ 4 [—
v 0 Cnl - U gC::M; —m + \ QCIF my—m, =0,

a 1
on a

=g, +IM—n,—1).
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Or on voit aisément que :

X)) — fa-

> —(a—s") =Y, —2) +Ln+n—m—21) +Yn+m,—m,

On obtient donc la formule :

—(A—s)=dn—Oi— M —~n, — D) +

GG T

G+)(+2)
2

C’est 1’égalité que donne la considération de la série déterminée sur G, par les
courbes correspondantes C, et C;.
Passons maintenant au cas ot [ est supérieur & la caractéristique centrale de A.

TaforiMe I. — Toule courbe passant par un systéme général, de courbe minima
d’ordre n, a une équation qui peul se mellre sous la forme :

C, = E u, G, .

o

Les C', étant des courbes minima convenables.

La réduction adjointe du systéme général se termine par une intersection totale
générale. L’équation générale des courbes qui passent par cette intersection totale
s’exprime linéairement en fonction des équations des deux courbes qui la forment.
‘On voit aisément, par la méthode employée précédemmeut, que I’égqnation générale
des courbes passant par I'adjoint précédent s’exprime linéairement en fonction des
équations de trois courbes minima, et ainsi de suite jusqu’au sysiéme donné : Le -
nombre < est égal au nombre d’adjoints, nécessaire pour arriver a I'intersection
totale générale, augmenté de 2.

ReMARQUE. — Nous verrons plus loin que si / est assez grand, il n’est pas néces-
saire d’employer les = courbes minima pour avoir I'équation générale des G, passant
par le systéme.

TrkoriME II. — Toule courbe passant par un systéme régulier, a une équation qui
peut se mettre sous la forme :

/]

C,= ) (4,C, +0,C 1+ X owi s

o

les C', sont r courbes de degré he choisies convenablement.
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Le théoréme a été démontré quand /< he, il suffit d’annuler les w;. Tout sys-
téme régulier se réduit & un systéme général. Considérons les v courbes minima du
premier adjoint général, et continuons & appliquer la méthode précédente pour
remonter jusqu'au systtme donné. Les © courbes minima donneront = courbes de
degré égal A la caractéristique centrale h; du systéme. Les passages successifs d'un
adjoint & Fautre donneront les courbes caractéristiques paires de I'expression.

TuéoriMe 1. — Toute courbe passant par un systéme de points, de caractéristiques
paires, mixlesounon, hk ... h, k, , auneéqualion quipeut se mettre sous la forme :

u -
\ . ; \ ;

Cl - L [um‘ ‘h‘,i + v-:ickm.J + Z w; C‘l),c ’
o o

28 " ai

les polynémes u,;v,w; peuvent étre pris nuls si les courbes C,lgiC,‘“Cihc sont d'un
degré supérieur & /;

En effet tout systéme irrégulier peut 8tre déduit d’un systéme régulier. En pas-
sant de ce dernier au premier nous aurons Ioccasion d’introduire les courbes carac-
téristiques paires mixtes si { est supérieur a la caractéristique centrale. La proposi-
tion est d’ailleurs déja démontrée si { est inférieur & /.

REMARQUE . — On voit aisément que les polyndmes w,v, w; peuvent &tre pris
de degrés [—h,,, [—k,,, l—he.
REMARQUE 2. — On doit choisir convenablement les courbes caractéristiques.

Ainsi C, ne doit pas étre fonction linéaire des équations des courbes caractéristiques
“d’indice ;tnférieur. De méme les C",‘G sont linéairement indépendants entre eux, et ne
doivent pas s’exprimer en fonctions linéaires des équations des courbes caractéris~
tiques paires.

9. Lorsque [ esl suffisamment grand, il est inutile de prendre un aussi grand
nombre de courbes pour exprimer linéairement en fonction de leurs é(;uations,
Péquation générale des courbes C, passant par le systéme donné. Ce qui suit le
montrera clairement.

Soient trois courbes C, C, C, qui passent par le systtme A. Dans quelles condi--
1 2 3

tions U'équation :

Cl_w—‘if\lcu + ‘\acu +‘L\3Cn»‘ <n1> n-z>/n‘3)’

sera-t-elle U'équation générale des courbes C, passant par A?
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Si ¢ désigne le nombre d’arbitraires homogénes dont dépend le systéme des poly-
némes A A A, tels que : '

AC, +A,C, +A,C, =o.

'
1

On doit avoir dans ces conditions I’égalité :

Ak gy Ut nlonty  dent00=nt2) (ot ydonty)
2 . } 2 2 2
Calculons le nombre ¢. On a :
A:sCuA = A|Cn - AaCn .

Soit B le systéme suivant lequel G, et C, se recoupent. A, doitétre le premier
membre de I’'équation d’une courbe passant par B.

Considérons d’abord le cas ou il n’y a pas de courbe de degré ! —n,, passant
par B. o =o0; dans ces conditions il est nécessaire que n,n,n, soient égaux aux
caractéristiques paires A k h,. B admet alors la premiére courbe minima C, _, _, ,
et par suite il faut avoir l'inégalité :

I<<h +k,+h,—h,.
On vérifie que cette expression est supérieure 3 k,. On peut donc conclure qu’il
est nécessaire d’employer les courbes caractéristiques paires C, C, C, pour représenter
[ o 2
Uéquation générale des courbes d'un degré déterminé 1, inférieur ¢ k,.
§'il existe des courbes C,_, passantpar B, A, dépend de
({—n+1)(l—n,+ 32) ——(B—sf,_"”)
5 :
paramétres. D’ailleurs si A, est déterminé, A, et A, dépendent comme on le voit v
aisément de Y(n, + n, — I} paramétres :
l—n, +1)(l—n,+ 2 g
— W) B 4 4in, + na— 1),
En se servant de I'identité :
A+ 10+ 2) (—n 4+ 10)U—n+2 C—n,+1)(—n,+2
L 2 Ly U LYo, + 1, D=3l + n,— )+ mpn,,

on obtient I'égalité

s+ sh ™ = o(n, +n,— ).



Ip[; M. LEGAUT.
Si {>n, + n,— 2, l'égalité exige que s, et si " soient nuls.
I>h"—>, I>h"+n,—o.
Comme h°=n,+n,—h', ces trois inégalités se réduisent a :
I>n, +n,+ /13—110‘ — 2.

Si l<<n,+m—>2, le terme o(n, + n,— 1) n'appartenant sirement pas a I'ex-

A

pression de s', puisque n, + n,>>h , il est nécessaire que :

! l—n;
$A—=—o, Sp o=

win, +n,—1).

11 faut donc :
I>h"—>, l—n,—h"=1—n—n,, l—n,>k"—>.

L’égalité exige que n, soitledegré h," de la premiére courbe minimade A. Si y

est la plus petite caractéristique paire de A différente de h*

. » etaloccasionde n, etn,
B
k,=n,+n,—y.
Les deux inégalités se réduisent &

I>n +n,+n—y—o2.

TuforkME. — L’équation générale des courbes de degré 1 passant par un systéme A
peut élre mise sous la forme :

C,=\C, +\C, +AC, si I >n +n +n— h' — o,
1 2 3
el sous la forme :

C,=AC, +A,C, +ACp si I>n+n+h'—y—a2,

0

4 élant la plus pelile caractéristique paire différente de h,n,n, .

Le minimum de n, +n, +h,—y est h 4+ k +h,—1,.

Si I>h + Lk, + h,—I,—2, on peut écrire 'équation générale des C, sous la.
forme :

C,= uu(J,,0 + nu(‘,k0 +u,C, .

Rappelons que c’est aussi 'équation générale quand [ </, .
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On peut étendre ces résultats au cas ot 'on emploie plus de trois courbes pour
former I'équation générale, mais on obtient des propositions moins précises.

Soit un syst¢tme A dontl’adjointest «. C,etC; sontles courbes correspondantes
sur G, passant respectivement par A elo. Si ) estsupérieurd A% 4+ 5% - h* — 2 — 2,
I'équation générale des C; contenant x est :

C,.= uu(,h;. -+ v“(‘m -+ uzC,,;_;..

Or, comme précédemment, nous pouvons écrire successivement :

(;,.(A,*E \ (1" -+ (;’,_.Cm,
("m Chg’ = (‘llgcm 4
— AT ‘ \
C,,Q Ch:f =\ (“u + (‘Ir:f (‘m ’
~ — Al . N
(Jkéch;; = 1\ (‘” f— (‘/l;'(‘m .
En multipliant les membres de ces égalités par —u, —v,—u, el en ajoutant

on obtient
Cpg [C,—u,C,, —0,Cx —u,Cp] = C,A —vA — w,A"],
et puisque />>n, on peut écrire en prenant la notation des caractéristiques :
(1) C,=A,Cp +BCa+A,Cs +B,Cpa.
C’est la formule générale des courbes C, lorsque :
I>h"+ k' k) —h —n' —a.

Mais on ne peut pas assurer dans tous les cas que c’est 14 vraiment la limite
inférieure de . En effet soit une équation de la forme (1), cherchons si c’est l’é;lua—
tion des courbes C, passant par A. En tenant compte des égalités précédentes on
obtient I'identité :

C“ [‘\ -— :\0Chg —_ :\2:\' — B}, \”] + Cm [(:, - BUC”Z‘- - ;\2C,I_:§ -_ Bi(l,‘é] = 0.

Le degré du polyndme facteur de C, est égal & [ + A —n :
Si l4+hl—n<<m ou l<h Videntité précédente impose :

(2) C}.*BOC,,E*‘—' \zckf';ﬂBgCnZ;:O'

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. 13
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Pour que I'équation (1) soit générale, il faut et il suffit que (2) le soit. Dans ce cas
la limite précédemment trouvée est bien la limite inférieure. Cela exige la condition

b * 1+ li'o\ + ,lx\ i /’v’:‘ —h‘é‘ < 2h1\ :

0

'Sil+h—n>m ou I>h' Videntité exige (ue
C, = BOC,,;/‘ + ﬁ\i(:‘)?’ -+ B_:(:h; -+ (/.(:” .

Il faut savoir si cette équation représente toutes les courbes C,. Nous revenons
au probléme d’ott nous sommes partis. .

On peul de nouveau reprendre la méthode en considérant 1'équation générale
des G, comme fonction linéaire de quatre courbes et en déduire & nouveau une
limite inférieure de la valeur de I pour laquelle I'équation générale peut &tre consi-
dérée comme fonction linéaire des équations de cingq courbes. Cette limite sera la

véritablc si elle est inférieure & A", ce qui s’exprime par la condition :
hu\ + /.'U\ + /z\_,A + I{a\ —H’hiA — /,,"\ — h.‘ — l.'aA <'h,\
si I'on veut que I'équation générale’soit :
C,= \D(],I}\) + Bo(l,\ﬁ -+ ;\‘__Ch; -+ ]"-zck'; +AGy.
Il faut en outre que le systéme = satisfasse & la condition trouvée précédemment
hy + K, + h, 4 ki — . < oh?, ,

ce qui s’exprime facilement & 'aide des caractéristiques de A . '
On généralise aisément. On obtient des limites inférieures exactes pour les sys-
témes satisfaisant & certaines conditions, et des limites inférieures approchées pour

les systémes arbitraires.



CHAPITRE 1V

Application a l'étude des courbes gauches.

1. Enoncons quelques définitions et propriétés qui vont nous servir dans ce
chapitre. Nous désignerons par ¥, ou ®, une surface d’ordre m. Nous réserverons
spécialement la lettre & au cas ou cette surface est variable. Nous aurons souvent
I'occasion de considérer le systéme linéaire de courbes déterminées sur F, par toutes
les surfaces P, de I'espace. Une de ces courbes sera représentée par o,, le systdme
linéaire par |o,}. Nous prendrons d’ailleurs les notations classiques de cette théorie,
que 'on pourra trouver dans les premiers chapitres du lome Il des Fonctions algé-
briques de deux variables, de MM. Picard et Simart.

Une courbe C de la surface F,, étant donnée, elle détermine un systéme linéaire
|C] ‘complet, pourva que I'on se donne au préalable le systéme de points-base que
l'on veut imposer au systéme |C|. Il est possible que |G| admette d'autres pbints—
base. On les considére dans cette théorie comme virfuellement inexistants. Le genre
virtuel du systéme [C| estle genre d’'une courbe générale C, en ne tenant pas compte,
a 'occasion, des points-base multiples inexistants virtuellement. On appelle aussi
degrévirtuel de |C|, le nombre des points d’intersection de deux courbes générales C,
en dehors des points-base préalablement fixés. En particulier, le genre virtuel du
systéme |¢,| est égal au genre propre d'une courbe générale o, puisque le systéme
n’admet pas de points-base. Son degré virtuel est mi*.

Dans ces conditions nous donnerous & r,, dimension de [p,| Pexpression sui-

vante :

=P +mf—1I,+ =7,

ot P, désigne le genre arithmétique de la surface F,,, II, le genre virtuel ou propre
de |g;|, @', un terme complémentaire dont il est inutile, ici, d’approfondir le sens.

Le théoréme de Neether (‘) dont nous nous sommes servi dans le plan se généra-
lise dans U'espace et s’applique aux surfaces. On peut comme dans le plan en déduire

la conséquence suivante :

. THEOREME. — Si on fail passer par l'inlersection totale générale de deux surfaces ¥,
el ¥, , une ®, elle recoupe ¥, suivant l'intersection totale de ¥, el d’'une F

I—n =

(') Prcawt et Siuant, tome 11, p. 17.

’
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2. Dimension de la série délerminée par les surfaces de degré | sur Uintersection
lotale ¥,.F,, .

Soit Gma (m > n) une telle courbe de genre p. Faisons passer par Cp.n les sur-
faces ®,, et cherchons deux expressions différentes de la dimension du systéme
|¢,— Cm.n| déterminé par les &, sur ¥, .

Si mnl—p—3, est la dimension de la série déterminée par les ®, de I'espace
sur la courbe Cp.n; une premiére expression de la dimension de |, — Cm.n| est :

P, +mP—1l,+ 1 —3,—[mnl—p—3, 4 1].

D’autre part ce systéme peut étre découpé sur F, par les ®,_ . On peut donc
écrire :

l—n"

P,+ml—1l,+1—3,—[mrl—p =8, +1}=P, + m{l—ny—1I, ,+1— 3
Or on connait le résultat suivant(*) :

H,=11_,+p+mnl—mn*— 1.

En reportant cette valeur de I1, dans 1'égalité précédente, on obtient :

(1) 8, =178,— 8Iz~n :

~

‘THEOREME. — Le lerme complémentaire 3, de la série déterminée sur Cum.n par ,
est égal & la différence des termes complémentaires 8',8',_, des systémes déterminés
sur F,, parles et d,_, .

Cette proposition va nous perméttre de trouver la valeur de 3,. On peut en effet
écrire :

r -~ C s ' 7 N
5= 0, = )+ 0, ) 6, )

Et en appelant d, le terme complémentaire de la série déterminée sur une section

plane de ¥, par les &, .
al:dl '+dl~1+ +dl—~n 1t

Or nous connaissons la valeur de d, [Chapitre I, paragraphe 3].

Sil—n+1>m—2 oul>m+n—3, tous les d sont éghux'a Ilim — pim,
Il..m étant le genre maximum d’une courbe plane de degré m, p..m le genre de la
section plane générale de F, .

3[ = n[ﬂ;.m ——me] .

(*) Picart et SimarT, tome 11, p. 107.
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Or Gm.n estune courbe du systéme |n.C..n|, C.n étantune section planede F,,.
Son genre virtuel (*), qui est égal & son genre propre comme on I'a déjd remarqué;
est égal a :

(.2) Pman = 1.Pr.m + ng“;:"l")'

m—(n—1).

D’ailleurs le genre maximum [, d’une Cn, est donné aussi par U'expression :

n(n— 1
“m.n == n-]l|.m + ‘uln - (n—. l).
2
On peut donc écrire :

’3, = llma — Pm.n.

TaEtorkME. — Si 1> m + n— 3, le terme complémentaire de la série délerminée
sur Cmn par les ®, est égal a Uexcés du genre maximum d'une telle courbe sur son
genre propre.

Supposons o<Z{—n + 1< m—2 0u1n<l<m +n—3.

]

5[ = Il[l [im “px.m} - E '{4(”1 — i)

i=l—n+1
m—a m—:
" . .
= llmn—pmn— L (m—1) 4 Z s(m—1).
i=l—n+1 i=l+1

Or on a I'identité :

u—l—n@@—Il—a)y(u—1-3) _ (u —l—n)(u—l——3)(u——l—[.)_{u—-l——:z)(u——l—.’i)

6 6 2
Un calcul facile donne :
8, = llmn—pmn—o,(m+n—10+ %(m.~— 0.
En posant :

(u—Il—1)(u—Il—3)(u—1-—3)

e, (u—1U) = 6 si l<u—3 et g(u—D =0 si I >u—3.

-~

Cette méthode ne peut pas nous donner 3, lorsque ! est inférieurd n. Considé-
_ rons d’abord la section plane générale de Cm.n. Pour qu'une ®, passe par ce sys-

(*) Picart et S_IMAR1;, tome 1I, page 107.
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téme de points, il faut qu’'elle contienne la section plane correspondante de F,.
®, recoupe F, suivant une courbe C,n—. intersection totalede F, et F,_, . En par-
ticulier le nouveau systéme de points ou @, recoupe Cn.» estl’intersection totalede Cp.a
etde &, . On peut par suite écrire 1'égalité :

,nn"'_pABHﬂ w
9

- [] =mnn—ri)-—p—3s,_,
ou

. R (n+1)(n+ 2
Opy = % +——_(—.—'——mn“l'

- 2

Supposons maintenant qu’on veuille faire passer par une section plane de Cm.n
une @, de degré [, inférieur & n — 1. Il est nécessaire que cette surface contienne
le plan. En raisonnant comme plus haut, on a aussi I'égalité :

l
mnl —p — El~—it—i)——(+—2) =mn(l—1)—p—5_,
2

ou

o/

U+ )
N

6,_, =0, 2 ~—mn.

Ces deux remarques permettent de calculer 3, quand [ est inférieur & n. On
peut ainsi donner le résultat général suivant :

8l - ]I’nn_pmn—_?s(’n + n— l) + ?:i(’n - 1) + ?s(n - l) *

Rappelons d’ailleurs que :

2l  —oa2=mn(m+n—=4).

mn

3. Singularité du systéme de points, inlersection tolale de lrots surfaces.
Rappelons la proposition suivante(*) :

Les surfaces qui passent par lintersection lotale des trois surfaces F". FHQFN3 ont

des équations qui peuvent se mettre sous la forme :

Fo=A\F, + \F, +AF," n Ln,Ln,,

1

ot F, estle premier membre de I'équation de F, et A; un polyndéme de degré I — n;.
7 12
Considérons la courbe C, ., , intersection totale de F, et F, . Coupons par la
i) 2 1 2
surface F, . Faisons passer par ce systéme de points A une F,. Elle recoupe C, ,
3 1 2

aux mémes points que la surface dont I'équation est A, =o.

(*) Rendiconti... dei Lincei, XVIII,, Severi.
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Tatorime. — Si une surface F, coupe C en ses points d’infersection avec F, ,
R

ll II

elle recoupe cette courbe en ses points d’ mtersection avec une F,_, .
Cette proposition va nous permettre de trouver la singul;rité du systéme de
points A, intersection totale des trois surfaces F, F F" (n,<n,< n). Exprimons
de deux maniéres différentes la dimension de la serle determmée sur Cp, .n, parles @,
passant par A. Si /> n, on a I'égalité : ’
nond—p— 8, — (n,nmn, —a' y=nn{l—n)—p—3

no, l~n

ou

won 12
172y

alnl n, n, - ?:;(:na + n, +o,— l) - E ".":;(nf +n; — l) + :.2::(”1 v" [) + "f‘:;(n:z - l) .
@

1.2.3.

4. Considérons maintenant les courbes gauches que I'on ne peut pas considérer
comme intersection totale de deux surfaces. La surface de plus petit degré F, qui
peutl contenir une telle courbe C, sera appelée premiére surface minima. Elle peut,
suivant les circonstances, étre unique ou dépendre de paramétres. La surface de plus
petit degré F, qui peut passer par C sans se décomposer en la précédente et une
surface arbltraue de degré convenable, sera dite deuxiéme surface minima. Elle n’est
jamais unique.

Considérons une section plane arbitraire A de C. Le sysléme A admet deux
courbes minima. Nous supposerons essentiellement, & moins d’'avis coniraire, que A
~ admet aussi des courbes minima de degré n et m. Ceite condition restrictive exclut

par exemple la quartique de Steiner. On sait en effet que cette courbe admet pour
surfaces minima, une surface du »° degré et une du 3°, landis que sa section plane
a pour courbes minima les coniques.

Les deux surfaces F, et F',, se recoupent suivant la courbe C,, appelée premiére
réduite de C. La premiére réduite de C, est la deuxiéme réduite de C. L’ensemble
des réduites de G constitue sa réduction. Nous faisons sur les réduites C,.C, ... la
méme restriction que sur C, de sorte que si on coupe la figure par un plan, les dif-
férentes sections A, A ... seront les réduits successifs de A.

Pour faciliter les raisonnements nous utiliserons encore des figures schématiques.
Nous 1‘epré§6nterons une courbe par un point, une surface passant par cette courbe,
par une courbe passant par le point image de la courbe. Deux surfaces qui se cou-
pent suivant deux courbes distinctes seront ainsi représentées par deux arcs de courbe
convexes qui se rencontrent en deux points. Enfin la lettre qui représente la courbe
donnera aussi son degré.

Soit une surface F, sur laquelle se trouve la courbe A. TFaisons passer par A
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deux surfaces F, el F, qui recoupent la surface F, suivant les courbes B et C. Ces
courbes B et G sont dites corésiduelles sur la surface F,. Si on fait passer par B
une surface Fy/, on voit aisément, grice au théoréme de Necether, qu’il existe une
surface Fy passant par C et découpant sur F, en dehors.de € la méme courbe que
Fu en dehors de B. On a d’ailleurs la relation :

3) y—y=ux'—u.

Fo et Iy sont dites deux surfaces correspondanles; ¥ et Fyr se correspondent
sur F,.

Nous appellerons courbe genérale une courbe dont la section plane est un systéme
général. Nous verrons un peu plus loin comment on peut construire de telles courbes.

Soit une courbe C, de degré C, générale, de surface minima F,, de premiére
réduite C,, courbe générale aussi & cause de la restriction énoncée plus haut. Faisons
passer par C, deux surfaces F, et F, (2> ) qui se recoupent suivant la courbe T’
de degré I'. Les surfaces F, et F, se rencontrent & nouveau suivantla courbe y, de
degré y. Appliquons a cette figure une méthode calquée sur celle que nous avons
employée dans le plan.

Les courbes v et C, sont corésiduelles sur F,. Soient {; et <1)ll deux surfaces
correpondantes sur F, et passant respectivement par v et C,. Elles déterminent.
sur F, le méme systéme de courbes dont nous allons exprimer de deux facons diffé-
rentes la dimension. Si C,lm——pc‘ — af: est la dimension de la série déterminée
sur C, par les ®, , une premiére expression de la dimension du systéme précédent

:

est :

" 2 NG N ~Cp
P, + ”’,_‘le + 1 —o, = [C,{, —Pe —9, + 1],

ou P", est le genre arithmétique de F,, 2 le genre de g, sur F,.
Si A est le nombre de conditions imposées & @, pour contenir v, une deuxiéme
expression de la dimension est :

P4 —pr 41 —3h — A
On peut donc écrire I'égalité :

~1

~ ~Cy n ~2
’)'/! — [Cll‘—[)(«,’ ——0/‘ -+ l] = P a + N —Pnt1—05— AL

&) Pl —p, 4

La formule 2 permet d’écrire, en appelant p, le genre de la section plane de F, .

Oy Il — |
(5) p— D, :O‘—Iﬁp,—kn[/(' : v 4(‘2 I)1_<-7‘

l).
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D’autre part, d’apreés I'égalité (1) :

~1 P
05— 0

, = o dies +o+d, .
ot les d; sont les termes complémentaires des séries déterminées sur une section
plane de F, parles ®;. Si n, est le degré de la surface minima de C,, {, + 1 est
supérieur & n, + 1 et comme n,>n— 2, tous les d sont égaux a leur valeur
(n-—1)(n—a

—

maximum

b

o[,
1 2

L’égalité 4 en tenant compte de 5 et 6 devient :

’.
A

o7
o

(6)

7) %(7\~ L) (n—h— 1, =20 = C,l,— pe — 3" +1—1.

Aux surfaces @, passanl par v correspondent sur F, les &, passant par I'. On
peut encore écrire de deux fagons différentes la dimension du systéme de courbes
découpées par ces surfaces sur F,. On obtient symétriquement :

. t . .
(8) ) —;(k—«l‘)(l——f,—l‘—)\):l‘l—p‘,-all+|——A.

Retranchons membre & membre 8 de 7.

o—1 L) by b ) = TC L — pi — 3 — 1 37
@ S0—L) ==l =0+ == — =20 =[Cf,—p; — 5" — [IT—p —3"].
La différence 3 ,]‘ — 3% ne dépend pas de 1. En effet on a :
Cl,—1'l=Cl—1)+ n’l —ziU.

L’égalité g s’écrit alors en tenant compte des relations qui expriment la corres-
pondance entre ®, &, et b,.
1

rn—Il =10—n, l—)=2z—n.

;_l(,_,lmz_m sl h b (f=mGtl—n—h—al) —nll—z—ttan)2ll=Cl—1)—(pc +3")+(p,+3,).

2
On vérifie aisément que le premier membre est indépendant de /. Par consé-

I I se I I of
quent 3, ne dépend de ! que par I'intermédiaire de 3;'. Posons :

3= (n,—1)C, + 1— n(n, + ‘6)<”' +2)

— e -

Fac. des Sec., 3¢ série. t. XVI
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N , . LT . , .
Cherchons l'expression de 3, . Elle ne dépend pas de /, de sorte qu'on peut faire
le calcul en posant /|, =n,, |==wu=1:+ (= 2n + n, . L'égalil¢ g devient :

T - n . o o { o A L ni(n +1y(n 4+ 2
5, P —(u—) = =—0 —lin—h— 1 —0) + =)l —h—"—u)—n + il — Lt ‘_( : —.
: ; : 2 2 ‘ )
~Or le deuxiéme membre peul se mettre sous la forme :
(u—btu—t+)u—It+42) (u—D(u—s+@—s-4+2 e+ 0w+ (n—n N -—n- 1 —n-= o2
: s ) & . ) B L

6 6 6 3
(Pour le vérifier, le plus simple est d’exprimer u 4 el [, en fonclion des quantités’
indépendanles z { netn).

Si nous voulons que ' soit une courbe générale, il faut astreindre ¢ et z & satis
fairc aux inégalités n Lz an—n,, t-Lz<2n— n,; parconséquent les termes
en u—tetu—z sont nuls. Comme d’ailleurs n, > n— 2, on peul éerire :

3 - I'(u—1)+ 11— ﬂzl—im—l‘)_)(‘u AN D,

Remarquons que u est le degré de la surface minima de 1", Cetle expression est
donc de la méme forme que celle de 3, .

Effectuons la réduction de la courbe G. Comme le systéme A se réduit & une
intersection tolale générale, la courbe C se réduit a une courbeige’nérale, intersection
totale de deux surfaces. Ce ne peul étre, d’aprés ce que nous avons vu dans le cha-
pitre [, qu’'une-droite, une conique ou une biquadratique. Dans les trois cas l'expres-
sion précédente donne le maximum de la valeur que peut atleindre 3,. Cette remarque
est évidente dans le cas de la droite ou de la conique. Pour la biquadratique, le
résultat du paragraphe 2 donne :

T

aq -+ l]*z,*’ - 1)1\ = 1 __I)]' .

C’est précisément la valeur trouvée par I'autre formule. On peut donc conclure.
TuiorkME. — Le maximum du terme complémentaire de la série délerminée par
les @, sur une courbe générale C, dedegré G, degenre p, desurface minima F, esl:

‘ . E[:(:(:](—«|\+|~_Mu_p.

D’aprés ce qui précéde on voit que 3, est constant quand /> n.

REMARQUE. — La construction d’une courbe générale est aisée. La courbe I,

comme C, satisfait & la condition restrictive puisque la formule qui donne [ en
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fonction de /, est la méme ue celle analogue dans une section plane. 1l suffit par
suite, de faire passer par une courbe génerale (droile, conique, biquadratique) deux
surfaces de degrés convenables qui se recoupent suivant une autre courbe générale.
On peut recommencer I'opération autant de fois que 'on veut.

TuEorREME. — En général, le maximum du terme complémenltaire 3, est cqal a Uexcés
du genre maximum 11 d'une courbe ayant méme réduclion que 1" sur le genre de 1'.
5, == lI],———pJ,.
. F
Rappelons que la dimension de la série délerminée sur [’ pavles &, . conte-
nant la courbe C et les points multiples de I" est égale & p. —1("). La dimension

de la série découpée sur I" parles @, , , passant par C est égale & :

U+z—t)l—p.—h—d

Hi—t

\ . s \ v .
ot /h estle nombre de points communsa Cet ' et d.—; un terme complémentaire.
D’ailleurs comme C et |" forment I'inlersection totale des surfaces I, et I, on peut

écrire d’apres le paragraphe 2.

’lliv#»l“/l + 6‘3*‘1_4 — l]:l‘—]):.l — 1.

Si k' représenle le nombre de condilions imposées aux b, , , passant par C
pour conlenir convenablement les points multiples-de I, on obtient I'égalité :
A } nn 4+ 1)(n 4 s
(10) (z+t—m1—p. —h—k— 1, —p,—1—(n—1)C+p;.—1 +-(——+—())—(—+—Z>:, =p,.—1.

Dans le cas général n,=n—2 et u=z+t—n—a2. L'¢galilé (10) sécrit

alors, en remarquant cn outre que :

l'+C::t, all, —2a=zl(z + 1 —14). pzt:prqtp“ﬁ—h——],
I, —(@—-0)C+C,._, =p. +I.

Le genre maximum d'une courbe de méme réduction que I est donc

CL(

I =1Il,—(u—r1)C

1 Sht—u

en posant

= —=l—1)@w—1—2) .

¢, , = G

(*) Nowrner. Malemalischen Annalen, 1. VI, p. Sro.
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Or on vérifie aisément 'identité suivante :

(n U, —w—pC—0C  =w—I'"+1 -6 ,+C + ¢

-2 u—zx 2 °

Dans le cas particulier actuel C*,_, et C°,_, , sont nuls et on peul écrire :

”[, =(u—1)"—1 *(f‘"

et par couséquent :

T
& =1l —p.. c.y. f. d.
S n(n + 1) )
RemarQue. — Si n =1 —1, ce qui aliensi € = ———————, on voit de la méme
2

facon que :
H =1, —w—-2C—-0,
ou

o=@+ C+ 11—,
et par conséquent : '

LT \
5, == ”1' — P (..

I’ est unc courbe générale. En se reportant au premier chapitre on voit que T°
est la courbe de degré maximum ou minimum qui admette F, comme courbe

minima. On a d’ailleurs () :
- wu—1)
5, =1l —p — =
t 1 Py 9

(*) Supposons pour simplifier P, = I[r' Dans le raisonnement précédent nous avons
fait 'hypothése implicite que la courbe composée I' + C pouvait étre considérée comme la
limite d’'une courbe C::, intersection totale de F, et F_, sans points multiples. Cela nous
a permis d’écrire :

Py=p. P+ b=,

ol h est bien exactement le nombre des points communs & I' et C.

Nous avons ainsi retrouvé dans le cas général, une proposition bien connue, établie elle-
méme en faisant cette hypothese. Les surfaces d’un degré 1 suffisamment grand découpent
sur I' une série compleéte.

Mais dans le cas trés particulier ot 1" est la courbe de degré maximum ou minimum
qui admet ¥, comme surface minima, cette hypothése nous conduit & un résultat mani-
festement faux. Le & que nous obtenons est négatif, ce qui est impossible puisque pour
les grandes valeurs de ! la série correspondante n’est pas spéciale. Gette hypotheése n’est
donc pas vérifiée et C 4 I" n’est plus la limite d'une C;: sans points multiples. Dans ces
conditions h-—h' des points communs & G el I' sont les positions limites de ces points
multiples et

Py =D+ D + W—.

Comme nous ne savons pas si dans ces conditions les séries découpées sur I par les
surfaces d'un degré suffisamment grand sont complétes, nous pouvons seulement affirmer
que 3; tend vers une constante positive ou nulle et que par suite

h—0'> .
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5. Faisons passer maintenant par C deux surfaces de degré z et { tels que
z22t>an—n,. La seclion plane de 1' est un systéme de spécialité un. Nous
dirons aussi que I' est de spécialité un. En nous reportant au calcul précédent, on .
obtient si 1> 7,

U vy 3 v I
% = \ (hz - I) + 11— Iz +C h—h e + G b~k "'z—_l)r

en appelant /A k i, les caractéristiques de la section plane B de l'. Nous dirons
simplement que ce sont les caractéristiques de I'. Le raisonnement précédent
montre aussi que dans le cas général le genre maximum d'une courbe de spécialité 1
est :

lll‘ = l‘(/la_— ‘) + t— Cu’l‘_{ 2 + CSIu_,‘l‘0 L2 + Cgl’,’ko" 2"

n{n 4+ 1)

2

Mais si C =

E
A o 3 ak] AR 2
IIY: [ (hz— ]) + [—Ch 2 +("ll~~h——2 _{_(‘hf}; '_v+ (‘h—/t~k et
2 e 0 2 p 1 u oo
Dans le premier cas, on a loujours :
5 =11
O[ - I —pl'

et dans le cas particulier (') :

~ T

3, :”1' *-pl,'—C

3

h o —~h —k 1"
Tl =Ry T s

RemarqQue. — M. Castelnuovo a démontré que si une courbe G est sur une sur-
face du 2° degré, son genre maximum est égal a

C—1 C—

(C—2—7y) ou —17<<

2

11 est aisé de voir que nous obtenons le méme résultat. Dans ce cas particulier
ona h, =2, h=1F, el

.=rh—u+r1— Cg"f"‘: + C:‘,,e =D, — 1)+ —1,.

- . I’ (I'—»)° I'—
St 1" est pair /1,2:—2—6t ”I‘:_A_—_. Or y =

M. Castelnuovo donne le méme résultat. De méme si I" est impair on trouve

et la formule de

=D (I—=3)

4

I, =

() Yoir la note de la page 116.
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6. Considérons le probléme plus général suivant : Soit C une courbe de surfaces
winima F, et ¥, . C, est sa premiére réduite. Faisons passer par C deux surfaces
F,et F, telles que 2> (> m + n—n, . Elles se recoupent suivant la courbe I' dont
clles sont surfaces minima. Reprenons la méthode du pamgmphe . Signalons seu-
lement les modifications. On a encore I'égalité

8 =38, =di Aoy 4 ..+,

1 1

e

Mais ici les d ne sont pas tous égaux & leur valeur maximum, de sorte que I'éga-

lité 6 devient :
, n (n—2) h . .
I _(/—H (———[’, — o, (n—1).

On obtient ainsi & la place de I'égalité 7.

Lty b= b= — g (n— 1) = G, —p — 3" 41—
“1 1

De méme I'égalité 8 devient :
—(\/\—l)(l—’|—l—‘/f)-}—'.gx([—\/\) = [‘]v[) —0 + r— A,

Et en retranchant membre & membre :

;O\— Ln—=h—=L—=0n+-(=0l—h—l—0)—s—1)—=3-n=[Cl—p —3'T—[l—p — 3]

Remarquons en outre les égalités suivanles qui expriment la correspondance des

surfaces ¢, D, d, .

1
r—I1 =t—m, l—%=z—n.
On a d’ailleurs :

Cl,— = C(l—1) + mnl, — =l

On peut vérifier comme précédemment que expression suivante est indépen-

dante de [.

' l
=1y (n—h— 1, =3y 4+ — (=2 (t— b — L —3) — mnl, + =l
2 ) 2

8,1‘ est par suite fonction de ! par I'intermédiaire de 6}11‘ etde o (h, — 1), o,(k,—1).

Supposons que si o, est la caractéristique centrale de C, on ait :

3= (0,— 1) C, + 1 — 'y — po, + He, .
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Pour calculer Blr on peut remplacer ! parla caractéristique centrale « de I' sauf
dans les termes 5 (h, — 1) el  (k, — ). On obtient ainsi :

. t . - \
5[1 — D, + 1w — 1;) —_— = il_(/ — (,)‘i) (n —4h — w, — )\) + —(w— ‘/\) ([ —h—w— 7\) ——mn + zl wa'g,.,‘+-4 + HCL
2 2

- )‘;’:-.(7/)1 - ” - ?:x”{x - l) .

Or la partie surlignée s’écrit comme on peut le vérifier en remplagant o et x en
fonction des quantilés indépendantes ztmnw,,

Cx,,‘vHﬂz ~F C:‘mf:+», - 03“.4- 0T C:‘h.l——vnﬁ-z - C:‘(-x,lf"l—f-'.t .

Par suite en remplacant ¢ et z par %, el &, en se servant de lanotation des carac-
téristiques '

~ U

')l sl ]“((.) —_ I)+ I — (:3,,,4‘-, + CK,,.MII(H—q + C:;u. V—I.'Oj‘—-; — CR(.,—ILI e T Csm—h‘l+‘z - PI, ‘*’ Hc
- ?x(hl - /) - :?Il(/lli - l) .

Supposons que C, soitune courbe générale. Quand /, estsupérieura n,, I, =o.

La formule précédente, ot 'on fait H,, = o, donne l'expression du BLI‘ d’une
courbe I' réguliére de spécialité 2, quand / est supérieur & la caractéristique cen-
trale de I' (Nous disons que " est réguliére parce que sa section plane est un systéme
régulier). o

Si C, est une courbe réguliére de spécialité 1, le paragraphe 5 montre que
si lr} Wy '”“1 - (:3"'1—/'1(w+7 + C:!"'1——/-"lo+9
ott B!, et k', sont des caractéristiques de C,. Or :

w—nh,=w -, o=k =w —k.

Le terme complémenlaire 3! d'une courbe I' réguliére de spécialité 3, quand
[> v est donné par :

T

I
T - PR ) .
0, = | ((-) - _l) + 1 — C w2 -+ L ‘(4 ,.\_hu.+7 + G m—ku.+z] - (A;'-,~I:l+2 - Ca...~k1+a~“pr

=0

— ¢, =10

?:: (1;1 - l) °
D’une fagon générale, on peut énoncer la proposition suivante :

TutorkME. — Le lerme complémentaire de la série délerminée par les ®, sur une
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courbe 1" réguliére, de spécialité =, quand 1 est supérieur & la caractéristique centrale o
est donné par Uexpression :

T

U3 v

LT o O L N\ I ;

8, = I1"(0— 1 +1 — G+ Z [C°. ~h, it T (,3,“__/.-214.,41 — L [(:31.,hhﬂ.+l+u + G "‘wl"zi~+1+’-! —p
o o

v

= D le it — 1) + 5, (i — D),

0

75— I

7
ou u et v sont les plus grands entiers inférieurs respectivement & — et
2 2

Quand !/ croit, 3, croit. Son maximum est atteint pour les valeurs de [ supé-
rieures a4 h, — 4.

Reprenons le raisonnement qui nous a donné précédemment le genre maximum
d’une courbe I' réguliére. Soient « et o' les caractéristiques centrales de ' et C .
On voit aisément qﬁe si. G; et C;, sont les deux premiéres courbes générales de la
réduction de C :

[O] + (»)’: Z + lf"*”j+ /lj .
Dans le cas général n; , —n; — 2 et
wt+ow=z+t—02.
Posons pour simplifier puisque z + > A

3¢ — ((v)' — l) C+1— Ca.‘,’+n + He

Oz—H—’.

ot H¢ ne contient pas z 4 (.
On obtient, en faisanl les mémes calculs que précédenrmeat :

I, —(—=0C—Chy + Ho=p_ + K.
Le genre maximum d’une courbe de 1‘néme réduction que I" est donc :
I = (0= +1—Cy, +C, chotr + Cloigrn + .
La transf(/)rmation de H; se fait aisément, & 'aide des identités connues :
Raigr = 2+t —h5i. , Fesigr =2 4+t —kyiy,.

Et on obtient :

n v

lII‘ =(w—0)D"+1— C’..,“v:l + _\3 {Cam—hﬂ-ﬁ—a + Ca,.‘—A'Qi—Lz] — 2 [C’,,,_h2i+l+, + Czw—ku-_{_l-*-?] .

o o
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Et on peut aussi conclure,

~ Mmax

o, =1l —p..

TutorEME. — Le maximum du lerme comptémenfaire s,, dans le cas général, est
égal & Uexceés du genre maximum 11, d'une courbe de méme réduction que 1" sur le

genre de 1.

n;(n; + 1 )
RemarQue. — Si C; = M—l, n;,, =n;— 1 et on oblient :
2 .
o+o=zFt—1.
La valeur de 11 devient :

llF — (") - I) I + C + 11— Cﬂm-}—n + me—hﬂ-{—z + Ca,.,_k0+2 + I{r .

La transformation de H; est un peu plus comphiquée. On a par exemple :

B 3 _— _ 3 R G 2
Clornl s = (“/,‘”.+l—,,,+l = —Cu,, +=—0C, o Gl
De sorte que
n v
g \! 3 E \ AR 3
][]‘ == ((-) — I) I’ + 11— C!...+-1 + }.J [C ..‘~h“5+:z + C‘..)*Ile.{ﬂzl - ‘}J [(“"'_’l:ai+|+2 + C 'l‘-k2i+l+‘)}
o o
un " v
A N2 N2 \ 2 ~2 .
- }J [(i m—hzl~+l + C m-——/{)i—{—l] + ,’\_J [C -u——hZH_J#‘l + C m-/.‘1[+l+x] + (llol'u - ]‘) .
o (8]
Et I'expression qui donne le maximum de 3, devient (*) :
nw v
~ max QL N2 \ 2 e . N
s =, —p.+ L [Cooytr 4+ Coo r] — >_J [C i T G "’”‘"'ui+1+‘] — [k, — 1.
) o

7. Considérons enfin le cas le plus général que peuvent présenter les courbes
satisfaisant & la condition restrictive énoncée précédemment. Une telle courbe peut
se déduire d'une courbe réguliére par I'intermédiaire d’un certain nombre de cou-
ples de surfaces F, et F,, puisque cette propriété existe pour sa section plane.

Supposons d’abord qu’elle se déduise d'une telle courbe C par un seul couple de
surfaces F, et F,. La méthode déja employée peut de nouveau étre appliquée. La

(*) Voir la note de la page 116.

Fac. des Sc., 3¢ série. t. XVI ' 15
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seule modification introduile est due au calcul de 35 — &', . On a en effel dans ce
1 .
cas :

o - n—i)(n—a - p
Oy 0, == ()‘ - l{) [_(.—.‘—)2(_—)—1)1 _:?3('[“4—'[) + ?S(Z-—l).

La modification analogue a licu sur la surface I';, de sorte que si />w, on

obtient :
n v
W T . Y, - N .
3 =lo—n4+1-Cp + .}_4 [(*3”»*/1,,;*"' + (“""",ﬁ"J L [GJ“"*"'@%*" + CJ"'_k:zi-I~1+‘!] — b
o (8]
v
.
— )_J (5o (oity — D 4 g (Raivs — D) 4 5,(0— 1) + 5,(z = 1).
o
REMARQUE. — z et { sont des caractéristiques paires, mixles ou non, de 1. Dans

les deux cas z et { interviennent, sous la notation des caracléristiques, dans la
u

3

somme E O C’o—k 42]. Lestermes o (I —1) et o (z—1) sont identique-
o
ment nuls si z et ¢ sont des caractéristiques paires.
Oun trouve de méme la valeur maxima du genre d'une ceurbe ayant la méme
réduction que 1'. L’expression est la méme que précédemment, mais les h_J

2ty sont
des caracléristiques paires, mixtes on non.

En utilisant un raisonnement de proche en proche, on peut étudier le cas général
ou ' se déduit d'une courbe réguliére par I'intermédiaire d’'un nombre arbitraire

de couples de surfaces. On obtient ainsi la proposition suivante :

TutorkMe. — Dans le cas général, le lerme complémentaire de la série déterminée
par les @, sur une courbe I' de spécialilé , quand [ est supérieur & la caractéris-
lique centrale o, est donnée par Uexpression :

v D

QU A
== pp— Yo s — ) + 5, — D]+ N o (b — 1),

o

AT
9

(]

v

u
) R . IRNE \ , O .
III' = (0w — '> M+ — (*"“”r v 24 {Cx"’_A]'-zi+'! + szik'zi%ﬂ} - 2} [CJ"’—“I";H»I—*‘A" +G ;"'_I'.ui+1+2J;

o

les A et les It sonl les caracléristiques paires et impaires, mixtesounonde 1", uetv

G—1

. . r . 1 G
les deux nombres maxima inférieurs & — et
2 2

11 serait aisé de donner I'expression de 3,, dans le cas particulier que nous avons
signalé & la fin du paragraphe 6 ct de faire la méme remarque.
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8. Proposons-nous de calculer le terme complémentaire 3., lorsque / est infé-
rieur a la caractéristique centrale de 1.

I1 nous faut d’abord trouver la dimension g, du systéme des courbes |¢,| décou-
pées sur la surface I, par les ®, delespace. Ellc est égale & celle de la série caracté-
ristique(*) de ce systéme augmentée de un. Cetle derniére n’est autre que celle déter-
minée par les P, sur la courbe =, intersection lotale de F,, et de F,. On a par suite

c,=ml—p,—3,+ 1.
Or le paragraphe 2 donne :
~ 3

0, = II’"-I — P + "."3(\”1 - l) T M o

Et par conséquent :

= ,nl‘ + Ir— ]l"l~l - "?x(”l - l) + C-"m,] .
On vérifie aisément que cetle expression esl égale a

= CJ[ 3 +- 1’3(’”-‘ l)_° b,

-0

\
ou

—l—1)(m—1—2 —1—3 ;
%(m——l):(m [—ym 61 2 (m—! )si I>met )l (m—Il)=osilm.

Reprenons la figure habituelle, en supposant que C, est une courbe réguliére de
spécialité 1, de caractéristique centrale w,. Si n, I <m, les <I>,‘ passant par C,
La
dimension du systéme détéerminé par ces fl‘,‘ est donc Cs’r"ﬁ s— 1. 8im L <o,

doivent se décomposer suivant la premiére surface minima F, et une ¢
1

1l —n °
11

plémentaire de la série déterminée sur cette courbe par les ¢, de I'espace est :
1

¢, est assujeltie & passer par U'intersection totale de F, et de F, . Le terme com-
1 1

31, = m,ny — Py, — @(m, +n,— O + 9,(m, — 1) + 2,(n, —1).
En ultilisant Videntité :
IIu,ulI"i v Czu Cpet T ?s(u - l) + "."u(v - 1) =uavl + 1 — C3[ A '.‘ :;(u’ - l) - "bzc(v - l) y

on peul aussi écrire : N

~ 3 N
ol = m‘ nal +_ I — C L+3 .’J:;<,ll - lA) - ""3(’"5 - ll) _])”_’l ny-

1) Picanp et Sivarp, LI p. 97,
P 97
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Comine /, < n, la dimension dusystéme découpésur I, parles @, précédentes
1 .
csl égale a

Citys = 1 — [, L= Pyny — 31, 1] = — 4, (1, — 1) — 4, (m, — 1) — 1.

Cette formule est valable aussi lorsque n, </, <m,.
Les deux égalités ordinaires qui expriment de deux facons différentes la dimen-

sion du systéme découpé sur F, et F, par les surfaces correspondantes &, ®, ,
1
b, D sont :

— b, =)= (m—1)— 1 =C3 + P (n—2—1—A.
Chps— 1 — A= Cys+ 4, (0—0) — 1 =[Tl—p.3 +1].

En ajoutant membre & membre :
Pl—p,—3 +1=Clls + L, — D+ 4 — D + ,(n, — 1) + 4, (m,— 1),

z et ¢ sont des caracléristiques paires, mixtes ou non. Les termes correspondant
existent que si elles ne sont pas mixtes. n, —{, et m, — I, sont égaux a 'excés d'une
caractéristique paire de 1" sur /.
Faisons passer par | deux surfaces Fo ¥y . Ellesse recoupentsuivant la courbe 17,
qui peut avoir, comme on I'a vu, des irrégularités impaires. La méthode montre
qu’elles interviennent dans I'expression de 3,. On obtient en effet :
. L : '
Pl — 3 1= Cla e Yy — D A 3., — D 4, O, — D 4,0, = ) — (U — =D — 4, (' 4 [ — 2 —
Si [ est inférieur au degré de la premiére surface minima de 1", il suffit de

reprendre la méthode déja employée dans ce cas pour les courbes, intersections
totales de deux surfaces. On obtient ainsi :

Bl =1 — D + 1 — C“H,g :
On peut ainsi énoncer la proposilion générale suivante :

TuioriME. — Le lerme complémentaire de la série délerminée par les b, sur une
courbe 1", de spécialilé o, quand 1 esl inférieur a la caractéristique cenlrale o est
donnée par l'expression :

a q
3 = Nl py 41— s — 3 [y Ui — b o+ 4, (i — 1 4 X 4, (ki — D5

les K etk sont des caractérisliques paires de 1", certaines lacunes pouvant exister
dans les indices & cause des caractéristiques paires mixtes. Les k,.i, sont les carac-
téristiques impaires mixtes.
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9. Tout ce que nous avons dit sur les systémes de points dans les chapitres 11
et I11 peut é&tre redit pour les courbes précédentes. On énoncera, en particulier, faci-
lement les théorémes relatifs & 'équation générale des surfaces passant par une telle
courbe. Nous dirons que ces courbes sont congrues au plan. Comme nous I’avons déja
remarqué a propos de la construction des courbes générales, foute courbe déduile
' une courbe congrue au plan est congrue au plan. Considérons une courbe quelconque,
nous pouvons toujours effectuer sa réduction & moins que deux réduites successives
aient mémes surfaces minima. Excluons d’abord ce cas. Comme les réduiles paires
onl leurs degrés qui décroissent quand 'indice croit, on arrivera certainement a une
réduile, intersection totale, générale ou non, de deux surfaces. Or cette derniére
courbe est congrue au plan, par suite les courbes admettant une telle réduction sont
aussi congrues au plan. L’existence de courbes non congrues au plan dépend de celle
de la figure formée par deur courbes C el I dont I'ensemble forme Uintersection lolale
de deux surfaces ¥, F, , qui sonl minima pour Cel .

Bornons-nous 3 en donner un exemple. Soient m génératiices d’'une méme famille
d’une quadrique F,. Faisons passer par ces m droites C, une surface I, qui re-
coupe F, suivantla courbe 1'. La courbe I' est conslituée par m génératrices de
Pautre famille. FFaisons en effet passer par un point de I' la génératrice de cette
2° famille; elle rencontre ¥, en m + 1 points et par suite est tout entiére sur F,, .
Les courbes C et I' admettent F, el ¥, pour surfaces minima. Si en effet on fait passer
une F,(m'<m) par C, elle contiendra la quadrique F,, puisque les génératrices
de la 2° famille la 1encontrent en plus de m’ points.

TakorEME. — Les courbes qui peuvent se déduire de m génératrices d’'une méme
Jfamille d’une quadrique ne sont pas congrues au plan. l

Il est & remarquer que les raisonnements faits dans le cas o la courbe est congrue
au plan, peuvent encore partiellement s’appliquer au cas général. Ainsi, tant que la
surface ®, n’aura pas de correspondantes passant par la réduite qui forme avec la
suivante la figure précédente, on aura la méme expression pour la valeur de 3, (fin
du paragraphe 8). Les quantités h,k,, n’étant plus les caractéristiques du systéme
de points, section plane de Ja courbe, mais les caractéristiques propres & la courbe.
De méme, si on connait I’expression de 3, pour cette réduite, par la méme méthode
on trouvera la valeur de 3, pour une courbe qui s’en déduit.

40. Montrons rapidement quelles sont les diflicultés qui se présentent dans
I’étude des systémes de points de 'espace. Soit A un tel systéme. La surface de plus
petit degré I', qui peut passer par A sera dite premiére surface minima. La surface
de plus petit degré F, qui peut passer par A sans nécessairement se décomposer
en la précédente et une surface arbitraire de degré convenable sera la deuxiéme sur-
JSace minima. La surface de plus petit degré F_ qui passant par A ne contient pas
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nécessairement la courbe intersection totale des deux surfaces minima précédentes
sera la troisiéme surface minima. Ces trois surfaces se recoupent suivant le systéme A, .
premier réduit de A. Le premier réduit A, de \| est le deuxieéme réduit de A, etc.
Toutes les convenlions de langage dont nous nous sommes servis dans le plan peu-
vent étre employées dans l'espace.

Calculons la singularité de A en fonction de celle de A,. Soient l"p‘Fq‘ F,_‘ les
“surfaces minima de A,. Lacourbe C, , intersection lotale de F etde F  estrecoupée

par F, suivant le systéme «. La courbe C inlersection totalede F, etde F, est
1 1

- ppl’
recoupée par I', suivantle systtme §. Enfin C, ~estrecoupée par ¥, suivant A,.
1 11 1

Fic. 21,

Nous avons vu au paragraphe 3, pour les courbes inlersections totales de deux
surfaces, le théoréme analogue de celui qui nous a servi pour les courbes planes.
Nous pouvons en tirer les mémes conséquences. Les systémes A et a, aet §, et A,
00 Cpp’, Cp'q’. Soient (I)lfbx(b,fb,s les surfaces
correspondantes passant par A, o, B, A,. Ecrivons de deux facons la dimension de
la série déterminée par ces P, et @, sur G, en remarquant que {>¢=>p.

sont corésiduels respectivement sur C

Pgl—P— [ —P—3,(p + g — ] — (A — ') = pgh—P— (Il =P —2,(p + =) + 5,0 =) + 2,(g— ],

ou P estle genrede C . Comme d’ailleurs / —r =3 —p,. on peunt écrire :

P!
si=s.+e90+q+r—p—0—o,p+r—p—0—s¢+r -p—0—9(P+g—10.

De méme la série déterminée sur Cpp parles &, et &, donne :
1

so=stb o0 g+ r—q—D—gptqtr—p—q—D—ep+r—0 - wu@+r—aq —D+a@+r—p—0

La série sur C, ,~donne aussi :
1

sv=s +optqg+r—r—0—gp+qtrr—g—r,—0—5@P+g+r—p—r,——gg+r—1>
+aog+r—q—0+ o lg+r—p —1).
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En ajoutant membre & membre ces trois égalités :

Se=S2 o, (ptqtr—p —D+ .. o (phqrr—p —g—1)— ... — o (pH+qg—bH—. ...
l=p+q+r—p —q,—r,+1,.

Comme dans le plan, on peut meltre cette relation sous la forme :

Crs—A =50 =Clps— A\, =D+ 4P +q+r—p—q—D+ ... —Yp+qgitr—p—D—. ..
+dp+qg—O+ . —b(p—1)—....

Remarquons simplement que pour que F,F,F soient surfaces minima de A, il
faut el il suffit qu’ils vérifient les inégalités :

p+q>p’+ql+/'1*“p2. q+l‘>p1+q4+ri_p27 r+1)>1)1+q1+r1—‘p5‘

Cela nous permet de construire des systémes de points se réduisant 4 un sysjéme
général (e’est-a dire un systéme dont la singularité est nulle pour sa premiére sur-
face minima), ou a une intersectlion totale de trois surfaces. La singularité de tels
systémes est facile a exprimer. Nous n’insisterons pas. Qu’il nous suffise d’indiquer
seulement les deux différences fondamentales que cette théorie présente avec sa cor-
respondante dans le plan.

1° 1l existe des figures formées par deux systémes de points A et B dont I'ensemble
Jorme Uintersection totale de trois surfaces F,F,F, qui sont minima pour A et B.

Pour le voir simplement, il suffit de considérer deux courbes C et I' dont I’en-
semble forme I'intersection totale de F, et F, surfaces minima respectivement pour
C et I', et de les couper par F, r>¢>p. Les deux systtmes A et B sections
de Cet ' par F, admettent F,F, F, comme surfaces minima.

2° La correspondance que nous avons établie au chapitre II entre les réduits pairs
de deux systemes de poinls déduits U'un de I'autre par un nombre arbitraire de couples
de courbes n’a pas son analogue dans Uespace.

Il suffit de calculer le nombre de points du deuxiéme réduit B, du systéme B
déduit de A par I'intermédiaire des trois surfaces F,F, F., pour voir que le nombre
A, + B, n’est pas le produit de trois entiers.

Terminons ce sujel en faisant une remarque qui va nous servir plus loin.

Si le systéme A, intersection totale d'une courbe C et de la surface F,, admet
les mémes surfaces minima F,et ¥, que C, son premier réduit A, estl'intersection
totale de C, premiére réduite de C avec F,. 11 peut arriver que tous les réduits
de A soient les interseclions totales de F, avec toutes les réduites de C (en parti-
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culier si 1> q > p). La réduclion de A se fera ainsi tout entiére sur F, . Les for-
mules précédentes sont applicables en y faisant r = r . En particulier :

l=p+q—p —q—1L.

Cette relation est idenlique a celle (ui lie les degrés des surfaces correspondantes.
passant par C et C_. Par suite la condition qui exprime que F, est surface minima
de C est la méme que celle qui dit que F, est surface minima de A.

Nous dirons que la courbe C est congrue & la surface F,, lorsque la réduction
de intersection totale de F, et de C se fait de la maniére indiquée précédemment.

Une courbe est congrue aux surfaces de degré supéricur  sa dewxiéme surface
minima. Car le systtme A admet alors les surfaces minima ]f‘quF,,. Comme A, est
aussi Uintersection lotale de C, ct de F et que ¢,<{q¢<Cr, A, admet comme sur-
faées minima Fp’ Fq‘F,,, etc.

La remarque précédente montre en outre que toules les courbes déduites d’'une
courbe congrue aux surfaces ¥, est aussi congrue aux surfaces ¥ .

Par conséquent, pour savoir & quelles surfaces est congrue une courbe, il suffit
de savoir & quelles surfaces est congrue sa derniére réduite. En particulier :

Une courbe est congrue anx surfaces de degré supériewr ¢ la deuxidme surface
minima de sa derniére réduite.

On peut donner une limite inférieure du degré des surfaces auxquelles est congrue:
une courbe. Il suffit pour cela de considérer sa derniére courbe réduite. Nous excluons.
le cas déja étudié, ou c’est une droite, une conique ou une biquadratique. Supposons
donc que C et I' forment I'intersection totale des deux surfaces F, et F, (p < q) qui
sont minima pour C et 1'. Coupons la figure par lasurface F, de degré a inférieur
a ¢q. Les systémes A et B admettent I, et F, comme surfaces minima. Pour que C
et I' soient congrues a F,, il faut en outre que A et B admettent F, comme sur-
face minima.

1. Supposons £ q—p+ 2.

Puisque les surfaces ¥, , passant par A ou B doivent conlenir la courbe Cp..,.

q—
intersection totale de I, et I, on doit avoir les deux inégalités :

A >pl'((1 — I)—'— le.a:s
B>pr(q—1)—1I,,.

Et comme A\ + B = pgx, il faut et il suffit que :

px(q — 1) — Hp << AL pr+ 1.
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La condition de possibilité s’écrit :
pr(g— 1) — 11, <px+ 1.
ou

L>¢—p+ 22—

Iz
Il est donc nécessaire que x — ¢ — p + 2. Dans ces condilions, il faut :

‘\:B‘ZIM,

2

Un exemple de ce cas est celui de C et I' sont constiluées par ¢ génératrices des
deux familles d’'une quadrique. '

2. Supposons x>q—p + 2.

La méme remarque permel d’écrire :
() pg—1@—lhets,@+e—g+1) <A<pr+lls—2,(p+e—q+1).

La condition de possibilité s’écrit :

P+rr—qp+trx—q—1)p+x—qg—2)

J@)=plg—2)x—px(p +x—4) —2 + 3

On vérifie aisément que :

.

S0)<o, Sflg—p)>o0, Jlg—p+2)<To, [flP<<To, [f(+e)>o0.
La condition de possibilité est donc toujours vérifiée quand ¢ — p + 2 <oc.<q .

TutorEME. — Une limite inférieure des degrés des surfaces auxquelles une courbe
est congrue est égale & Uexces du degré de la deuxiéme surface minima de sa derniére
réduite sur celui de sa premiére surface minima augmentée de deux.

Soit x, une valeur de x pour laquelle les inégalités (1) sont vérifies. On voit
facilement que, lorsque x est compris entre ¢ —p + 2 et ¢, Te premier membre de
la premidre inégalité est fonction décroissante de oc,, et le deuxiéme membre est
fonction croissante de x. Par suite les inégalités (1) seront vérifiées & fortiori quand x
est supérieur & x,.

TukoriME. — Si une courbe est congrue aux surfaces de degré x,, elle est congrue
aux surfaces de degré supérieur.

Fac des. Sc., 3¢ série, t. XVI. 16

<{o.
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44. Soit lacourbe C, coupée parla surface F, suivantle systéme A. La dimen-
sion du systéme de courbes ¢, découpées sur F, parles @, passant par C est:

e = G b () 1 — |G — sh ] — o,
-en appelant «," le défaut de ce systéme par rapport & celui déterminé sur F, par
les ¢, passant par A. D'autre part si r, et r,_, sontles dimensions des &, et ®, ,
passant par C, on a I'égalité :

. e . " £ R
Ppop = — (5 —o, + 1),

d’on

Cxl—,r-; A [C<l - 'L> — P El’.r + l] - CB[ P [(“/_ P— al + ]] - [ :31——‘, 3 + 4;‘::(x - l) — 1 — (C‘J’. - SL-‘) - O)IJVJ

»

ou comme [ >x,

Cette relation va nous permettre d’étendre, dans une certaine mesure, aux courbes
gauches, le théoréme démontré pour les courbes intersections totales de deux surfaces
au paragraphe 3.

Reprenons la figure qui nous a servi pendant tout le chapitre, et supposons, pour
simplifier, que F_et I, soient surfaces minima de 1",

TuforkME. — Si [, >, le défaul o," relatif & la courbe 1" est égal au défaut @f
relalif & la courbe C,.

Reprenons les calculs faits av paragraphe 6. Avec les mémes notations on a :

n , t or
-2—-(1 —lyn—h—1—2+ :(l-—— Wt—4—1—0) -0, (n—1)—o(t—3) = [Cl — pe, — BZ’] — [ —p,— 01‘ ].
D’autre part, J étant une fonction convenable indépendante de I, on a vu que
n A R
—G—in—4h—l —1+—=1—nt—4—1—0)=1J 4+ mnl —zl.
9 . 2
Et par suite en remplacant ! par v, [, par o,
n . . . { . .
—(h—wpyn—h—o, 1) 4 —(w —1)(l—h—ow—0)=JF mno, —zlo.
2 2
D’ailleurs on a Iidentité :

n . . . t e .. " . . - .
—(/\ — o, ) (n —_ !g — o, = /\/) + —((-; —— /.) (\t _— ’| R Tl (_,'i,.)f/qr-. -+ C w— s T C —r -{— Cd,,,]_{_-. —_ (4‘,,,14__,[_’_3 - (‘3'”1_’"‘*‘
2 2 .

+ mn—zl.
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Par suite :
J=0Chtga + Coages — Copy + O — G -— G —r + mn— 2zt + mnl, — zUl.
On obtient I'égalité : .
[[(0—1) —p.— 6,1‘] — [Clo, — 1) — pe, — a‘[;'rl =[C,—npr + Cujmmger — Cu ] — [Caeas + Clotga — Coa]
+ ?:l(’ . l) + ?3("‘1 - l) .
On peut‘alors aisément faire la différence

ST T «~Cy «Cy
i Olfac) o, ol,—z)

ou I'on suppose I, — x> h* pour que Pi,— ne soit pas obligée de passer par C,.

On trouve
~ 1 ST ! «Cyq 3‘31 gll
0, — — ) — —_
. 1 b SB=0, l— o
ot B et A, sont les sections de I' et C, par F,. c. q.f. d.

Si I, —a est inférieur & A;', on obtient le méme résultat en se servant des calculs -
faits au paragraphe 8.
. Soit une courbe C coupée suivant le systéme A par la surface F,. La dimen-
sion ¢, , de la série déterminée sur C par les ¢, passant par A est donnée par
Pexpression :

- ~C /
Y Asl-—f'—Cl——p_Ol-(A—sA>
La série déterminée par les @, , sur C a pour dimension :

r_,= (l—x)C—p—-Bf_x.

De sorte que : L
. ~C O T x
Pl—w—rl—-x——_ol + ol——z+SA_ +")l .
TuforkmME. — Siles P, passant par G et par A découpent sur F, le méme sys-

téme. Une surface &, passant par A recoupe C suivant Uintersection tolale de C et
de d,_ .

Nous pouvons maintenant faire 1'extension annoncée. Considérons les courbes
congrues a un plan; elles se réduisent A une droite, une conique, une biquadratique.
Le o, de ces trois courbes est nul quelles que soient les valeurs de et de /.

TutorkME. — Si F, coupe une courbe C congrue d un plan suivant son infersection
totale avec F,, elle la recoupe suivant une intersection lotale avec F,_

v
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Plagons-nous dans le cas général. Ce qui précéde montre qu'il suffit d’étudier le
défaut o, relatif & une courbe dont la premiére réduite admet les mémes surfaces
minima que la précédente. Quand le théoréme sera vrai avec cette derniére courbe
pour une surface @, de degré ! supéricur & v, lorsqu’elle rencontre celte courbe
suivant son intersection totale avec F,, il sera encore vrai pour loutes les courbes
I'admettant comme réduite paire, avec une surface @, de degré correspondant & [
et la méme surface F, .

On sait que lorsque ! est supérienr & un nombre 7,, le défaut «', des ®, passant
par par une courbe C sur le plan est nul(*). On peut donc énoncer :

TutoriMe. — Si une O, de degré 1>y, coupe une courbe C suivant une section
plane, elle la recoupe suivant son inlersection lolale avec F,_, .
Remarquons que :

~ ~
O, — O

A, =00 )G, =8 )+ S,
Par conséquent si A et B sont les sections de la courbe C par F, et F, :
sy — m,’r = (SI.; =+ S:,_+‘ + ...+ Sllfw_i_l) — (m‘l + (u'lﬂ [ S (n'l,_l,:l\ .
Pour une valeur de / assez grande, le deuxiéme membre est nul et
s = (ul'r .
Comme s', est nul quand [ est assez grand, il en est de méme de o,".

TuforkME. — St une ®, de degré 1>, coupe une courbe C suivant son inter-
section totale avec une ¥, elle la recoupe suivant son intersection totale avec une F,_, .

Quel est le role du nombre x,, le degré le plus petit d’'une surface & laquelle est
congrue la courbe G? Je n’ai pu le préciser convenablement. Faisons cependant une
remarque qui peut nous en donner une premiére idée. Si x, est de degré inférieur
a celui de la deuxiéme surface minima de C,q. Si [ est compris entre x, et ¢,
les @, passant par A, contiennent nécessairement la courbe C;z,, intersection
totale de I, et F,. Elles recoupent donc F, suivant I'intersection totale de F,
et Fi_z, et par suite C suivant son intersection avec F;_,,. On peut donc énoncer
la proposition suivanle comme probablement exacle :

Si une courbe C est cougrue @ une surface ¥,, toule surface &, passant par U'in-
tersection de C avec F, recoupe C suivant son intersection avec une F,_, .

(1) Preann el Sivart, lome 11, p. 72,




SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 133

TABLE DU MEMOIRE

» Pages.
INTRODUCGTION . .. o\t oeeeeaeeeanenns PP 29
CHAPITRE I. — Les systémes de points réguliers. . ... ... . ... ... 33
CuapiTre II. — Les systémes de points irréguliers. ...... ... ... ... ... ... . ... * 54
Cuaritre III. — 1. Irrégularités instables; Irrégularilés apparemtes................ 81
II. Systemes symétriques et dissymétriques. Systémes complets
et incomplets.............. .. ... . L. e 93
IIl. Equation générale des courbes d’un degré donné passant par un
systtme de points déterminé........... ... ... ... ... ..., 96
CuaPITRE IV, — Application & I'étude des courbes gauches algébriques.............. 107

o

Rectification. — Page 116, dernier alinéa de la note :
Au liew de : « Comme nous ne savons pas si... (jusqu’d la fin du lexte)
h—h2>C. »

Lire : « Nous ne traiterons pas ici ce cas particulicr. »



