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SUR DIFFERENTS PROCEDES D'INTEGRATION APPROCHEE

EN PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par Nicoras KRYLOFF

Membre de I'Académie des Sciences d’Ukraine (3 Kiefr).

PREFACE

Dans le célébre Mémoire : « Ueber eine neue Methode zur Lésung gewisser Varia-
tionsprobleme der mathematischen Physik », 'illustre physicien suisse Walter Rilz a
proposé pour l'intégration des équations différentielles de la physique mathématique
une méthode, qui peut étre résumée bri¢vement comme il suit : en profitant des
conditions fronti¢res, Ritz considére certaine intégrale correspondant au probléme,
de sorte que I'équation, dite d’Euler, obtenue en faisant varier cette intégrale (*), est
précisément I'équation différentielle donnée, laquelle peut &tre considérée ainsi
comme la condition nécessaire pour rendre I'intégrale susdite « stationnaire ».

Dans la méthode de W. Ritz, ainsi qu’en général dans les méthodes basées sur le
principe de minimum, on cherche l'intégrale de 1'équation différentielle donnée sous
la forme d’une série procédant suivant des fonctions aisément calculables (par ex.,
suivant des fonctions trigonométriques, des polynomes et en général suivant des
-fonctions dites « fondamentales » correspondant aux divers cas des vibrations des
systémes) et assujetties & certaines conditions restrictives et explicitées dans la suite;
en général ces conditions sont les suivantes : les fonctions du systéme en question
doivent vérifier les conditions frontiéres imposées & 'intégrale cherchée de I'équation
différentielle donnée et en outre ces fonctious doivent étre telles, que les fonctions
dites « arbitraires » en Physique mathématique peuvent étre développées en séries
procédant suivant les fonctions du systéme choisi.

La méthode de W. Rilz, ayant, remarquons-le en passant, quelques points de

(*) Celle intégrale, remarquons-le en passant, peut étre formée quelquefois directement
. d’apreés les données du probléme, comme il est bien connu dans la Mécanique appliquée ;
on pose ensuite le probléme de minimum a propos de cette intégrale et on démontre que
les fonctions minimantes tendent vers une fonction limite vérifiant I'équalion différentielle
correspondant au probléeme envisagé.

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XVII. 20
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contact avec la méthode utilisée jadis par Lord Rayleigh ('), raméne en somme la
question & un certain probléme du calcul des variations; le point de départ de la
méthode de W. Ritz est par conséquent identique a celui sur lequel repose le fameux
« principe de Dirichlet » tel que Riemann I'a congu.

Les considéralions bien connues émises depuis lors par Weierstrass ont mis en
discrédit le principe lui-méme, ainsi que les démonstrations sur lui fondées.

Les recherches ultérieures de Arzela (*), M. Hilbert (*), M. Zaremba (*) M. Hada-
mard, M. Lebesgue, M. Fubini et d'autres géométres contemporains ont été consa-
crées a la « réhabilitation » du principe de Dirichlet. Or la partie essentielle et le
mérite principal des mémoires de W. Ritz consiste non seulement dans le choix de
la suite minimante, que I'illustre auteur a su trouver par la voie, qui lui est propre,
mais aussi dans la démonstration dans cerlains cas au moyen du calcul effectif de
I'existence pour le probléme du minimum posé, de la solution vérifiant en effet
I'équation différentielle donnée. Les expressions approximatives formées dans la
méthode de W. Ritz pour 'intégrale cherchée se présentent sous la forme des séries
terminées (procédant suivant les fonctions du systéme choisi), dont les coefficients
se délerminent par les régles usuelles du calcul différentiel ; ainsi pour les équations
différentielles linéaires on aboutit au systéme des équations linéaires toujours réso-
lubles par rapport aux coefficients cherchés dans les cas considérés par Ritz lui-
méme.

Par une analyse profonde et élégante W. Ritz démountre rigoureusement la possi-
bilité du passage a la limite en établissant la convergence uniforme des approxima
tions obtenues vers une fonction continue, dérivable et vérifiant en effet 'équation
différentielle donnée.

Dans ce travail nous exposerons aussi une autre démonstration (*), différente de
celle de Ritz, qui permet non seulement d’établir la convergence du procédé, mais
donne aussi le moyen d’estimer 'ordre de I'erreur qu'on commet en s’arrétant a
la m™ approximation; ceci présente, & notre avis, un complément essentiel a la
méthode de W. Ritz et peut étre généralisé pour des systémes d’équations différen- .
tielles (°), d’équations aux dérivées partielles, etc...

(') « Philosophical Magaz. », vol. 22, série 6.

(*) « Rendiconti della R. Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna », 1896-97.

(*) « Mathem. Annalen », t. 59.

() « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo », 19o6-o7.

() N. Kryloff: « Sur I’estimation de I'erreur commise dans l'application de la méthode
de W. Ritz pour l'intégration approchée des équations différentielles ». Comptes rendus de
UAcadémie des Sciences de Paris, t. 180, p. 1316.

(°) N. Kryloff : « Sur une méthode permettant d’estimer 'ordre de I'erreur commise
quand on applique le procédé de W. Ritz aux systemes des équations différentielles de la
physique mathématique ». Bulletin de la Classe des Sciences de UAcadémie de UUkraine, t. 1,
fasc. 4.
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Pour estimer la méthode de W. Ritz A sa juste valeur il n’y a qu’a se rapporter
aux mémorables paroles de H. Poincaré, citées dans la préface aux « OEuvres com-
plétes de W. Ritz(*) »; les voici in extraclo :

« Les problémes de Physique mathématique se raménent presque tous A un type
.commun. » « Cest le mérite de Freedholm d’avoir trouvé ane méthode générale et
rigoureuse qui leur est applicable i tous. » « La solution se présente ainsi comme le
quotient de deux expressions analogues & des déterminants. Ces déterminants se
présentent eux-mémes sous la forme de séries. » « Bien que les séries soient extré-
mement convergentes, bien que la loi de formation des termes soit élégante et simple,
il en résulte pour le calcul numérique des difficultés presque insurmontables. »

« Ainsi la méthode de Freedholm, excellente pour démontrer rigoureusement
la possibilité du probléme, » ... « n’a pas encore été employée pour le calcul numé-
rique et ne parait pas devoir I'étre sous la forme actuelle. » « La méthode de Rilz se
préte mieux au calcul numérique » ... « C’est une méthode d'ingénieur. » ... « Les
mémes procédés de démonstrations seraient-ils applicables & tous les problémes
analogues et, par exemple, aux problémes de Fourier? Ritz le croyait, je le crois aussi,
mais le temps lui a manqué pour le vérifier. »

Cette opinion émise par I'un des plus grands géométres contemporains prouve
suffisamment toute I'importance des recherches de W. Riiz et met en relief certains
problémes a examiner, qui en découlent. Les recherches dans la direction tracée par
W. Ritz paraissent d’autant plus nécessaires, que justement dans ce dernier temps
les savants éminents tels que MM. S. Timochenko, Karman, Poschl (pour les diverses
questions de la science d’ingénieur) et M. Love (pour certains-problémes de la Méca-
nique céleste) en appliquapt l'algorithme variationnel de Ritz ont é1é unanimes &
déclarer ses avantages incontestables au point de vue du calcul effectif de la solution.
Certains des travaux de ces auteurs contenaient les calculs numériques sans se
préoccuper de la convergence des approximations en appliquant sans étude théorique
préalable le procédé de Ritz au cas important, ot la forme quadratique sous le signe
de l'intégrale & varier n’était pas, par exemple, définie positive, c’est-a-dire ott n’est
pas réalisée la condition qui était essentielle dans le raisonnement de Ritz. Le pro-
bléme qui en surgit méritait donc une attention toute particuliére, d’autant plus
qu’il est lié A la question du calcul effectif des valeurs « singuliéres » du paramétre
(ainsi que des solutions singuliéres) en Physique mathématique et que les paroles,
ci-dessus mentionnées de H. Poincaré, contenaient une allusion a ce sujet.

La remarque correspondant au cas ou le développement de l'intégrale cherchée
procéde suivant les fonclions singuliéres correspondant au probléme a été faite dans
mes notes (*) antérieures; les coefficients des approximations obtenues par l'algo-

(*) G. Villars, 1g11.
(*y N. Kryloff, « Sur I'application de la méthode de W. Ritz au probléme des oscillations
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rithme de Ritz se déterminent individuellement en ce cas-1a et leurs expressions sont
identiques & celles que I'on regoit par I'application de la méthode fondamentale de
la Physique mathématique développée par les recherches de Schwartz, H. Poincarsé,
E. Picard, V. Stekloff, S. Zaremba; cette remarque sera aussi utilisée dans la suite
de ce travail.

Le cas des équalions différentielles qui échappe 4 la méthode de W. Ritz a été
considéré dans une série d’articles (*) par une méthode qui se distingue essentielle-
ment de celle de Rilz et qu’on aurait pu surnommer « la méthode des déterminants
infinis » ; ces considérations basées sur les recherches de Helge von Koch trouveront
une large application au cours du présent mémoire.

Un de nos articles antérieurs (*) contient I'extension de la méthode de W. Ritz aux
systémes de deux équations adjointes & elles-mémes; la généralisation au cas de n
équations s'impose el se trouve développée ici avec les compléments nécessaires.

Le travail présent contient donc un essai d’une généralisation systématique de la
méthode de W. Ritz dans les diverses direclions; entre autres, sont traités ainsi
dans la suite quelques cas d’équations intégrodifférentielles et aussi les équations
intégrales de premiére et de deuxiéme espéce. \

Enfin 'auteur, en se basant sur ses recherches récentes (*), donne la démonstration
de la convergence de la méthode des moindres carrés non seulement pour le cas
d’une seule équation différentielle, mais aussi pour le cas des systémes des équations ;
cette méthode de moindres carrés ainsi que les généralisations indiguées (*) prendront,
nous en sommes persuadés, leurs places légitimes parmi les autres méthodes d’inté-
gration approchée des équalions de la Physique mathématique.

Diverses circonstances extérieures, qu’il est inutile d’énumérer ici, n’ont pas
permis de développer certaines parties de ce travail avec toute I'ampleur correspon-

contrainles », Conunnnications de la Soc. Math. de Kharkoff, 1914. — N. Kryloff, « Sur les
méthodes de W. Ritz et de M. Boussinesq », Annales de U'Ecole sup. des Mines de Pétrograd,
1915.

(*) N. Kryloff, « Sur les généralisations de la méthode de W. Ritz », Comples rendus de
U'Académie des Sciences de Paris, 1g15. — N. Kryloff et J. Tamarkine, « Sur la méthode de
W. Ritz pour la solulion approchée des problecmes de la Physique mathématique », Rulletin
de UAcadémie des Sciences de Pélrograd, 1918.

(*) N. Kryloff : « The application of the method of W. Rilz to a system of differential
equations », Bull. de UAcad. des Sciences de Pélrograd, 1917.

(*) N. Kryloff, « Sur une méthode basée sur le principe de minimum pour l'intégration
approchée des équations différentielles », Comples rendus de U'Acad. des Sciences de Paris,
t. 181, 1925, — N. Kryloff, « Sur I'extension de la méthode des moindres carrés pour I'inté-
gration approchée des systémes des équations différentielles », Bull. de la Classe des Sciences
de U'Académie de I'Ukraine, t. 1, fasc. 3. )

(*) N. Kryloff, « Sur une méthode d’intégration approchée conlenant comme cas parti-
culiers la méthode de W. Ritz ainsi que celle des moindres carrés ». Comples rendus de
UAcadémie des Sciences de Paris, t. 182, p. 676.
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-dant & I'importance du sujet. Pour les mémes raisons certaines parties de ce travail
-destinées & parailre ailleurs sont publiées & présent, presque avec huit ans de retard;
-quelques-uns des résultats obtenus ont été cependant communiqués dans mes Notes
-déjad mentionnées. L’index placé ci-aprés donne une idée nette du contenu du
mémoire; la fin du travail est accompagnée d’une liste de travaux relatifs au sujet.




CHAPITRE PREMIER

§ 1. Application de la méthode de W. Ritz & I'équation intégro-différentielle provenant de
la variation d’une intégrale double considérée par G. Fubini.

S 2. Sur l'application de la méthode des moindres carrés aux équations intégro-différen-
tielles et sur I'ordre de I'erreur qu’'on commet dans cette méthode en s’arrétant
a n™° approximation.

§ 3. L’exposition de la méthode de W. Ritz (proprement dite) a '’équation différentielle du
second ordre.

§ 4. Autre maniére d’exposer la méthode de W. Ritz.

§ 5. Sur l'estimation de I'erreur qu'on commet dans la méthode de W. Ritz en s’arrétant

2

a n=°¢ approximation.

6. Sur la possibilité d’appliquer la méthode de W. Ritz aux équations différentielles non
adjointes a elles-mémes.

§ 7. L’application de la méthode de W. Ritz & certaines équations différentielles non linéaires;
I'estimation de I'erreur.

§ 8. La méthode des moindres carrés pour l'intégration approchée de I'équation différen-
tielle générale du second ordre avec l'estimation de I'ordre de I'erreur commise en
s’arrétant & n™° approximation. ‘

§ 9. Sur une nouvelle méthode d’intégration approchée, généralisation de la méthode de
W. Ritz et de celle des moindres carrés.

§ 1. Les équations intégro-différentielles, rencontrées(') jadis par Duhamel dans
I'étude de certains problémes thermo-mécaniques, ont été récemment 'objet des
profondes recherches de M. Vito Volterra(*) et de ses successeurs; ces travaux ont.
attiré I'attention des géométres sur le role de toute premiére importance, joué par
les dites équations dans les divers problémes de la Physique mathématique, notam-
ment dans ceux ou entrent en jeu les phénoménes « d’hérédité ».

Au point de vue du « probléme de minimum » I’étude de ces équations a été
reprise par M. Guido Fubini; or la méthode du savant géométre de Turin, exposée
dans son Mémoire ("), se borne seulement & la démonstration de I'existence de la solu-
tion et par conséquent ne donne pas le moyen de la calculer effectivement. Le pro-

() Journal de UEcole Polytechnique, t. XV.

(*) Voir les nombreux travaux de cet auteur dans les Rendiconli dell’Accad. dei Lincei,.
Acla Malematica, etc., résumés partiellement dans ses : « Lecons sur les équations intégro-
différentielles » et « Legons sur les fonctions de lignes ». Paris, G. Villars, 1913.

(*) « Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni», Annali di Matemalica, série 3,.

vol. 20.
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‘bléme se pose donc de chercher cette solution dans la direction des idées de Ritz, ce
qui fera I'objet de ce premier paragraphe.

Visant le but de créer un nouveau chapitre du calcul fonctionnel « alla constru-
zione del quale », selon I'expression de M. Fubini, « tanti sforzi sono ora dirette »
dans le Mémoire ci-dessus mentionné, cet auteur considére 1’équation intégro-diﬁ'é;
rentielle aux dérivées ordinaires, comme I’équation d’Euler, obtenue en faisant varier
une certaine intégrale double.

Soient x, X deux variables; en dénotant par les grandes lettres de l’alphabét le
résultat de I'échange entre x et X, considérons I'intégrale double de M. Fubini :

() I= / f o (e, X) ded\ = f / [ay® + 2byy’ + cy” + 2eyY' + 2hyY

+ a2y Y + AY' + 2BYY' 4+ CY"” 4 2EVYy'] drdX,

o;i dans la forme quadratique placée sous le signe intégral les a, b. ¢, e sont les fonc-
tions de « et de X, lesquelles en vertu de la convention admise se dénoteront par
A,B,C,E quand on échange x et X entre eux; ) et p selon la supposition sont
symétriques par rapport & x et X et tous les coefficients a, b, c, e possédent les
dérivées premiéres bornées.

Cela étant, changeons le probléme posé par M. Fubini et formulé de la maniére
-que voici : on cherche une telle fonction y(x) finie et continue avec sa premiére
‘dérivée qui sur les frontiéres = o, & = 1 prend les valeurs données d’avance
M et N et annule la premiére variation de I'intégrale I. ‘

A cet effet supposons la forme quadratique sous le signe de l'intégrale I définie
et positive et effectuons le changement de variables

y = a(N—M) + M + u(@); Y = X(N—M) + M + U(X)

A 'aide duquel les conditions frontiéres seront .

(2)

%u(o):o, u(1) =o,
U(o) = o, U()=o.

\

L’intégrale double en question se présenlera sous la forme

3 1= / f lau® + 2bud’ + cw® + 2euU' + 250U + 200'U" 4 AU* 4 2BUU'
+ CU™ 4 2EU4' 4 Fu + HU]dxdX + const.,
-ou F et H ont des significations bien déterminées.

Pour trouver la fonction qui rend l'intégrale I « stationnaire » procédons confor-
mément aux idées de W. Ritz convenablement adaptées au cas actuel.
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(). by(x), by(®), L, (), L

un systéme infini de fonctions d'une variable réelle, vérifiant les conditions, dont on-
a parlé dans la Préface, et soit

a,a,a, ... a

1! et 3 RN

une suile des nombres a déterminer d’aprés les conditions du probléme de minimum.
En posant

m m
\ \ "
(4) w, = Y@, U,= N arX),

dénotons par I le résultat de la substitution dans I, au lieu de u(x) et U(X), des.
séries terminées (4); en déterminant alors les coefficients inconnus a; par les régles
usuelles du Calcul différentiel on aboulit au systéme suivant d’équations linédaires :

o, dy, . dw
—_r i) . ! "
ba = f f aaw, b, + 20 lium e + ), {":I + ne[lla,,b w X :I

dw U d:
+2."[ ‘]J' +bnun] . ﬂp.[u'm dX" + ‘m ‘P"]+2AL w

W dl
4+ 2B [U — 4+ ¥ U, ] + aCU ,—* ddx" + ZEI;UM——-’.’_ +u, v :I

"+ Fy, + HWY, g dedX =o.

Puisque la partie quadratique de I, est définie positive (d’aprés la supposition
admise), on s’assure aisément que les équations (5) sont résolubles et donnent pour-
les coefficients cherchés a; un systéme de valeurs uniquement déterminées, car le
déterminant du systéme (5) est différent de zéro comme discriminant d’une forme-
quadratique définie positive.

Le systéme (5) peut revétir une autre forme, utile pour la suite. A cet effet, en

désignant par A, A, A,, ..., A, des nombres arbitraires, posons :
m i=m
3\ . ;N w
“)m:}_JA["i’ \\m”‘_}Jf\[‘lq‘-

i—=1 =1

En multipliant chacune des équations du systéme (5) respectivement par un A,
correspondant et faisant la somme, on obtient :
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dw . 7] , fll()m -y d\vm
©) /‘ / »au, w'"+9bl 0 d‘%:n +1L,,,me+2c” " +2e|:w,nb,,l+um—~—d‘ ]

[, AW iw,
4 anfa, W, +w, L,,,]+2gL1t',,,' TS S ] + AU W,

dX " dx
dW dw
+ 28[ . d‘l‘ém + \V '[J ] + CUI o m + ]‘ L " /m + ul “ :l

+ Fw,, + HW,, § drdX =o.

Cela étant, posons

u—u —u,,

m--n m?

el formons la différence de deux valeurs non minimées de 1 :

(n L.,—1,= /lfl ga(u +u,) + 20w+ u,) (W + ') + c@ +u',)
-+ zeZu +Ou",) (U +U,)+2mu+u,)U+U,)
+op( + ) (U +U,) + AU+ U, 4+ 2BU + U ) (U +U,)
+ CU + U, +2EU+ U,) (v + ) + Fla + u,) + HU,, + U)
—au®, — 2bu, ', — cu®, —2eq, U’ —2\u,U, —apu, U, — AU

—aBU', U, — CU"®, —2EU, ', — Fu, — HU,, | dzdX;

m \

m

or pour la valeur de l'indice égale & (m + n) le systéme (6) s’écrit comme suit :

1 1 — d
/ f s 2a(ll + llﬂl) wﬂl':" n + 2b I-(ll + Il"l) —‘_lic)li;_ﬂ + (ll' + ll'ﬂl) w"l—:"l]

dW
+ 2¢(a’ + um) Docen | 28[ e (U +U) + (0 4+ w,) "'*“-]

R . F W “+n ! d -+
A 0 W 0, U+ U]+ o] ) Do ) B |

) - dV N
+ 2:\<U + bm) W, sn + 2B L(U + Um) % + ‘/Vann (U’ =+ [;'nl) I

+ 26U+ U")

dW
dg;" + 2F [ (U + Um) m = + (ll + u m) W"l n

+ Fw,_ ,+HW, g dxdX = o

m-+n

et, vu que les coefficients A; sont arbitraires, on peut y poser :

U=W

m-+n? m—-n *

Fac. des Sc., 3 série, t. XVII. 21

u—uw
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En faisant cette substitution et en combinant le résultat obtenu avec Pexpression
pour la différence Inyn —Im, on s'assure aisément que :

(8) lo?"—‘*'l - —_ f f a(uﬁl‘rll IL”I) + 2b(lllfl4>ll ll"l) (ll m-n — '"I)

+ e, — ) + 2, —u,) U, L—U)

+oanu,,, —uw,)U, ., —U) + 2@, , —u,) U, —U")
+AU,.,—U,) +2BU,.,—U)(U, ,—U) )+ U,  — v,
4 2E(U

m--n Um) ( m4n '/n) ! dx dx

égalité en laquelle I'indice zéro signifie que les conditions de minimum sont déja
prises en considération. _

Vu la supposition faite & propos de la forme quadratique sous le signe de l'inté-
grale, toutes les intégrales I°; sont bornées inférieurement et puisque, en vertu de
la relation (8), elles diminuent & mesure que leur indice augmente, on peut affirmer
qu’elles tendent vers une limite déterminée; donc pour toute valeur n et pour m
suffisamment grand :

(9) | [ m--m lumi < <

ou ¢ est un nombre arbitrairement petit.

En se souvenant que ¢, selon I'hypothése, est une forme définie positive, nous
ferons la supposition plus générale que o est positive et différente de zéro quand
I'une au moins des quantités u’, U’ est différente de zéro; cette propriété aura lieu
évidemment aprés la soustraction de ¢ et C d’une quantité positive «, suffisamment
petite, c’est-a-dire :

(10) o >a(u” 4+ U").

Cela posé, la combinaison des relations (8), (9), (10) donne I'inégalité évidente :

(l ,) / / '" n u'm)? + (Ij,m -n L'm) dxd\ <

ou =

le

En remarquant que les u; dépendent seulement de a et les U, de X, on tire
de (11) les inégalilés suivantes :

(12> f I: ﬂl*lf _— dm<7;; / [ m-+-n I i\"’ dx<_rl,
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d’ol, au moyen de I'inégalité bien connue de Bouniakowsky-Schwarz, on obtient

aisément grice aux conditions frontiéres vérifiées par u; et U, :

—u /\/» : —U,| \/
m-n u’mi ~ e m " mn < )

(13) ju

et ceci prouve la convergence uniforme de un(x) vers une fonction conlinue u(x)
et par conséquent de Un(X) vers U(X).

Pour trancher la question de I'existence des dérivées de cette fonction limite u(x)
et pour former ’équation intégro-différentielle vérifiée par u(x) partons du sys-
téme (6), d’oti au moyen d’intégration par parties, on obtient aprés quelques réduc-
tions et en utilisant les conditions frontiéres la relation suivante :

(14) / f o, [—2/ au, a’gc-{—zf b’tumda,+Dcu,,,+2Um/de’xdw
+3EU, — U, / adic — U, u's — f 'erx] dedX
+f/ aw,, [_2/ AU, d\+9/ B, U, dX + 2sCU',, + 2u,, _/ E',dX
+2eum—2um‘/o<' rX —oau, u', f Hd\] dedX =o.

Or, en vertu d’'une propriété de I'intégrale, dont le chamb d’'intégration est un
carré, on peut en échangeant les variables « et X représenter la seconde intégrale
de (14) sous la forme :

15)f/ [—2f au, dac—{—of b’xumdac+2cum+2U /e dx

+2EU, — U, f da— aU, uly — / daz ]dde

«~" 0

En introduisant donc la condition supplémentaire pour les V;(x), (i = 1, 2, ..., n),
et exprimant que non seulement (2), mais encore les conditions frontiéres :

0r =o (pour x=o0; x=1),

sont réalisées, on tire aisément de (14) au moyen de 1mtegrat10n par parties et en
prenant en considération (15) :
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// '"‘—gffau dx+‘>/‘“/.b’u dx* 4 acu,,
-—2/ LU, dr 43U, f / e'vdx® + 2U, f Edx — aU,, // hdx®
sz,,,f ;L'xda'——g f (F+/z)da:’$dwd);:o.

En effectuant la premiére intégration par rapport a X on tire de 14 :

(17) f d;::,’"«( / f u, L/ ad\‘ldx +2/ u, L/ b d\ldx
+211,,,[[ cd.\’J——a[ u"'l,.[ C'l,,d;‘]dﬁ + 2-/0 [ [[ e’xUde]dx’
+z‘[TfD'EU,,,dx]dx.—gf'r/'r[/’tmxdx]dﬁ
_/[/‘L“z\]dx—f/f/ th dx]dx’gdw:o.

Daus cette expression, on peut évidemment passer 4 la limite sous le signe inté-

gral, car d’aprés ce qu'on a démontré plus haut les un, convergent uniformément
vers une fonction limite et, les coeflicients A; étant arbmalres on peut les choisir
de sorte que :

) . dw dw i d*w d*w
lim w, = w; lim M e lim LA iy
m-» oo Mmoo dx dx m—>oo dx dic

ol w, tout en restant arbitraire, est pourtant deux fois dérivable. La seconde dérivée

est finie et continue et doit s’annuler avec sa premiére dérivée aux points frontléres‘
En passant donc & la limite dans (17) et en se rappelant un lemme, établi par

M. Hilbert(*) et déja utilisé par W. Ritz dans ses recherches, on obtient aisément

_2‘/‘"'/”. ’l[/‘adX] d'1;2+2./01.r ’l['[lb'ztlx] dx 4 211[[‘cdxi|
__2/Avr”[flcy“dx—]d“rQ/II.fll[jﬂe'dexﬁde
+2ff[f'wdx—] d’"_2./0‘1.[‘.[/11’7}“1“]‘1‘2‘,[llajﬂw’xdx]dx
_-/-/I[./ th dx]fli’::\+ Bi.

(') HieBerT, « Ueber das Dirichletsche Prinzip ». Math. Annalen, t. LIX.
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Ensuife, par un raisonnement bien simple, on s’assure que u(x) vérifie I'équation
intégro-différentielle suivante :

@ oS e+ [ K@ OUE =),

ou l'on a pose :

f F+h A\ = f(x); afex —h —pox + E ] = [\('7" N
A 2

2 /ch:p(;r); ——2[/ adx+/ b’,Xm:q(;c).
o o o R ‘

o

Remarquons en passant que c’est aux équations intégro-différentielles du type (18)
que se réduit le probléme de l'intégration de I'équation intégro-différentielle aux
dérivées partielles :

S K@) 2L e g@ i o+ o p0 0D | = Fe

-quand on y applique la méthode de séparation des variables.
Ainsi, par exemple, dans le cas ou :

F(x, {) = B(x) sin m(t + a),
il suffit de poser :

w(x, t) = u(x) sin m(t 4 a).

En résumant le contenu de ce paragraphe, on peut dire que le probléme de la
minimisation de l'intégrale double (1) conduit & la suite minimisante un, qui
-converge (pour m-—»co) uniformément vers une fonction limite u possédant deux
premiéres dérivées et vérifiant I'équation intégro-différentielle (18).

Or, en réalité, c’est le probléme pour ainsi dire inverse, le probléme de Vinté-
gration d'une équation intégro-différentielle donnée, qui a une importance bien plus
considérable et nous le traiterous dans la suite & 'aide des autres méthodes.

§ 2. Dans leurs Mémoires, M. Fubini(*) et M. L. Lichtenstein(*) se sont occupés
du systéme intégro-différentiel suivant :

(*) « Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni ». Annali di Matemalica, série 3,
vol. 20.

(*) LicutensTEN, « Ueber eine Integro-Differentialgleichung und die Entwicklung will-
kurlicher Funktionen nach deren Eigenfunktionen. Festschrift Schwarz, Springer 1914 ».
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A .
’('9) ; _JI,- lvp(ﬁ) l;f)] + q([ﬂ) U«(w) + .[ K(l’, y) (l(y) dy = L(ll) :‘/'(JJ),

| u(o)=1u(1)=o

au point de vue de l'existence de la solution.

Proposons-nous de développer ici pour le systéme (19) la méthode de I'intégration
approchée, basée sur la minimisation du carré moyen de l'erreur, c’est-a-dire sur le
probléme de minimum posé pour I'intégrale :

(20) S 1w =y,

La méthode, ci-aprés exposée, présuppose bien entendu certaines conditions res--
trictives imposées aux données du probléme et explicitées dans la suite.
Prenons la suite minimisante sous la forme des séries terminées

m
\Y ()

u, = Z‘ (15’ '!Ji(x)’
i=1

procédant suivant les fonctions {;(x) aisément calculables et vérifiant les conditions
frontiéres de (19); on peut prendre pour ;(x), dans le cas actuel, par exemple les
sinus.

Pour la détermination des coefficients inconnus ;" on aura, d’aprés les régles
usuelles du Calcul différentiel, le systéme suivant d’équations linéaires :

(21) ./o“ (L(u,) —f1 L) dx =o: (ot i m)

évidemment résolubles par rapport aux «;™ dans le cas actuel.

D’autre part, en supposant le théoréme d’existence de I'intégrale de (19) préala-
blement démontré (ce qu'on a le droit dans le cas considéré d’autant plus qu’il s’agit
d’élaborer une méthode de V'intégration approchée et non un théoréme de 'existence:

‘dela solution), on aura aussi :

S @=L ds =o.
Donc

(23) f (L(a— u,)] L(}) do = o; i < m)
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en multipliant les équations du systéme (22) respectivement par A" — a,™ et en
faisant la somme par rapport a 'indice i, on tire aisément de (22)

3) S M= ) LU, —u,) dr=o,

m

-en dénotant par Up = Z A" yi(x), la somme d’ordre m de M. L. Féjér (ou celle

1

-de M. D. Jackson), obtenue en appliquant au développement de l'intégrale de (1g)
le procédé de sommation de M. L. Féjér (ou de M. D. Jackson). On peut prendre
aussi pour U la somme de Fourier d’ordre m.

Cela étant remarquons que

U,—u,=u—u,+U,—u.

m m m

Donc de (23) on tire :
/ [L(u—u,)]dc= / L(e —u,)L(U,, —u)dx.

Ensuite, en vertu de I'inégalité bien connue de Bouniakowsky-Schwarz, on obtient
aisément :

(24) / [L(ll —u, ]2 d < S

ou lim e¢n=o0 etl'ordre de ¢ peut &tre fixé en correspondance avec les restric-
m-—-oo :

tions imposées aux coefficients de I'équation intégro-différentielle donnée (19); ainsi
par exemple si p(x), q(x), K(a, y), f(x) vérifient par rapport 4  la condition de
Lipschitz d’ordre un, l'ordre de c», comme il est facile de s’en assurer, sera égal
4 1:m, d’aprés les théorémes connus sur 'approximation des fonctions.

Pour cela remarquons, que si f(x) est dérivable et vérifie les conditions fron-
tiéres susdites, alors (voir par exemple Stekloff : « Problémes fondamentaux de la
Physique mathématique » [en russe]; Pétersbourg, t. I, p. 233, 1922) :

8,(NH<

M L e . ceo

—F o M* = v/o‘ [f'(x)]"dx et t, = const. posilive indépendante de n.

°
Si f(0) 3= 0; f(1) = o prenons les fonctions F(x) = ax* et F,(x) = «,(1 — x)*

o « et o, sont déterminés respectivement d’aprés les conditions

F)=f(s) ¢t F, (1 —2)=f(1—¢),
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(¢ est un nombre positif donné d’avance) et introduisons la fonction ¢ () de celle
de M. Stekloff au moyen des conditions :

¢(x) = F (x) pour 0L X 5
s(x) = f(x) » e L1 —s;

ple)=F ) » 1—sLxr;

de sorte que w(x) est dérivable et vérifie les conditions frontiéres. Il suffit alors en
s’appuyant sur la formule

S,(N<38,0) +2 f [l — o))

de répéter textuellement les raisonnements de M. Stekloff (voir ibid. § 16 et § 17 du

. . I ,
Chapitre X) en prenant aussi ¢ =— —, pour s’assurer que
n

2

Sn(f)<%; k= ConSt,,

ce qu’il fallait démontrer.
Au moyen de I'intégration par parties on a :

@5) [ La—u)fu,—ade= [ pe| L85 gy e
o o ' dx

- _/ l / ‘K(x, y) [a(x) — u, (x) X [u(y) —u,(y)] dedy.

Donce si p(x) > p,>o0; g(x) < o etsilenoyau K(x, y) est défini négatif d’aprés.
la terminologie de la théorie des équations intégrales, on tire de (25)

' . ek .
S po| | eV a—u,)

d’ov

(26) e —u,] <\—§?'—

1

Ceci prouve la convergence du procédé et donne en méme temps le moyen d’es-
timer I'ordre de 'erreur commise, quand on s’arréte en m™° approximation.
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En utilisant les inégalités (24) et (26) on peut aisément, a l'aide de (23), fixer

I'ordre de A
/ [, ()] dr et / [ ()] de
ol I'on a posé : . -
, _du(n)  du, () Yoo du(r)  du,(x)
P (x> - dr - dx ) L (w) - dr? dx? .

Il suffit alors d’utiliser I'identité évidente :
W = Pl =2 f 1, ()0, () da

(ot x et Z sont deux points quelconques de (o, 1)) pour oblenir au moyen de l'iné-

galité de Bouniakowsky-Schwarz :

[r',,,(‘i,)]’<JO[‘ [, ()] dx + 2 \//;l [, @) dw'/o‘ (" (2)) dac .

De 14 on conclut, d’un coup, non seulement la convergence de la premiére dérivée

des suites minimisantes vers la dérivée de 'intégrale de I’équation intégro-différen-
du  dup

, dr  dx

Les restrictions imposées aux données du probléme dépendent essentiellement

tielle donnée, mais en méme temps on peut aussi fixer I'ordre de

du mode de la démonstration et peuvent étre levées dans une certaine mesure; —
nous nous étendrons plus longuement sur ce sujet dans la suite, en nous bornant
d’énoncer, d’aprés ce qui vient d’étre dit, le théoréme suivant : Si p(x) > p, >o;
q(x) <o, avec K(x,y) définie négative, on peul, pour l'intégration approchée du sys-
téme intégro-différentiel (19), appliquer la méthode basée sur la minimisation de 'inté-
grale (20) el cette méthode, qu'il est légitime de dénommer « des moindres carrés »,
donne non seulement le procédé convefgent, mais permet ausst dans bien des cas d'es-
timer lordre de lUerreur commise, dans Uévaluation de lUintégrale et de sa dérivée,
quand on s’arréte en m™ approximation.

Cette méthode donne lieu & différentes généralisations et se préte bien aux calculs
numériques, comme il est facile de s’en assurer. C’est pourquoi la méthode des
moindres carrés prendra, ce nous semble, sa place légitime parmi les autres métho-
des pour l'intégration approchée des équations différentielles et intégro-différentielles
de la Physique mathématique.

Fac. des Sc., 3 série, t. XVII. 22
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§ 3. Dans son Mémoire fondamental, déja mentionné, W. Ritz traite les équations
différentielles aux dérivées ordinaires, provenant de I'annulation de la premiére va-
riation de I'intégrale, sous le signe de laquelle se trouve la forme quadratique définie
et positive, donnée & I'avance. Par l'application de son procédé Ritz démontre que
les fonctions de la suite « minimante » par lui formée, convergent vers une fonc-
tion continue, dérivable et vérifiant en effet une certaine équation différentielle du
second ordre, dont les coefficients dépendent évidemment de la forme quadratique,
placée sous le signe de l'intégrale & varier.

Or & coté de ce probléme, conformément & ce qui a été dit dans la Préface, une
importance toute particuliére appartient au probléme de l'intégration de I'équation
différentielle donnée & I'avance. Nous croyons donc étre utile au lecteur en esquis-
sant en peu de mots ici (sauf & de légers changements prés) la démonstration de la
convergence du procédé, telle que son célebre auteur I’a congue, car cela fera mieux
ressortir la portée des changements et des généralisations exposées dans les para-
graphes suivants.

En nous bornant pour la briéveté d’exposition, comme partout dans la suite, aux
cas les plus’simples, considérons I'équation différentielle du second ordre('), adjointe
a elle-méme avec les conditions frontiéres les plus simples aussi, c’est-a-dire le sys-
téme différentiel :

( & dr . .
(a7) SC(.n)d(—é—f—B(w)—E;—%—.\(x)):f(w); ou C'(x)=B(x); Cx)>o0; Ax)<o,

yy=y()=o.

Au moyen de I'intégration par parties, on s’assure immédiatement que I'intégrale
A minimer dans le cas actuel est :

(28) l_/ [C(M dv\2 A(L) +f(r)v:ldun

tLL

Les coeflicients inconnus de la suite minimante

— V (m).

i=1

(ot [4;(x)] est un systéme orthogonal, normal et fermé de fonctions aisément cal-
culables vérifiant les conditions fronti¢res (27), comme par exemple les sinus) se

(*) Au moyen de la mulliplication par un facteur convenable toute équation du second
ordre sous des hypotheses assez larges peut étre rendue adjointe a elle-méme.
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déterminent, pour chaque valeur de m, par un systéme d’équations linéaires par

rapport aux a;™ :

N d -
(29) ,(':") - / l—c( ) ‘y'" -; —A ("“‘) Yo 'T”u +./.<'1:) "’du dr=o ’ (n ’n)

ot In = I(yn); le déterminant du systéme (29) est différent de zéro comme le dis-
criminant d'une forme quadratique, définie et positive d’aprés les suppositions faites;
donc le systéme (29) est résoluble et la solution est unique.

En posant algrs

o )‘! A (m)\;‘ (w),

i=1

l m

ou A, sont des coefficients arbitraires, on tire de (29) :

3 "o (w ym Am \ l .
( O) (1’) L (‘/L>ym N +j(1‘.) T | 4L =0
d’ott en posant pyn =Y = Ymtn— Ym:

b1 -
oy f Lc(x) 20t VX @)+ 1Y + /) Y] de=o.

En formant alors la différence de deux valeurs de 1 de I'indice m + n et. m,

on a
) ) b “d mrn ™ Y : ’ 2
(32) 2 [l m-n T I m] - —/ g C(w) I'_'-(—y_dg—__)] —A (-’E) [ym*)l - ym]

ot I'indice zéro signifie que les conditions de minimum sont déj prises en considé-

dx,

ration.

De (32) on voit que les I°; diminuent avec 'augmentation de I'indice i, donc si
on démontre V'existence de la borne inférieure de I, on conclut alors de (32) la pos-
sibilité de trouver un nombre M assez grand afin que pour m>M et pour toute
valeur de n »

(33) . | min Ium|< i

d’ou, vu le signe de C(x), I'inégalité de Bouniakowsky-Schwarz et les conditions
frontiéres imposées aux ¢, (x), on tire :

* d(ym—Hl — ym) b d(yin—+-n _ ym) : 7 :
[——di.—-dx \<\/b—a.\/[ [_T] de <\/b—a.x; ’,lljirlwnzo
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ce qui prouve la convergence uniforme de y, pour m-—>co vers une fouction
continue.

L'existence de la borne inférieure de I peut étre démontrée par la voie indiquée
par W. Ritz lui-méme, en partant de lintégrale de (27), vérifiant les conditlions de
Cauchy et toujours existante; or il est plus simple au moyen de l'inlégration par
parties de s'assurer que le probléme de minimum en question est identique a celui
de rendre stationnaire Pintégrale :

b
f S(x) dx \
. dy N
(34) ;[\/(‘ ) o »A(w)y'<dw,
« “r VC(x) )
ol la fonction sous le signe intégral est positive.
Pour prouver que la limite des suiles minimanles ainsi formées, c’est-4-dire

lim yn=y vérifie I'équation différentielle donnée (27) il suffit d’intégrer par
n —» 00

parties dans la relation (30), en choisissant les nombres arbitraires A; de sorte que

N d" 2, 2
lim 7, =; lim =t — tim L L
{(35) e n>oo dx n-wco UL dic’
5
, dn(x)y  dy (gc)
. 1 I | ‘
o (a) = (b)) = de,_, ~ de,_,

En passant alors & la limite sous le signe de U'intégrale, ce qui est permis vu la
relation (35), on obtient aisément :

/ ‘lz"g—cm +/ d(‘(*)d +f_/ [f(x) — A(x)v]dL

d’olt en vertu d'un lemme du Calcul de varialions déja précédemment utilisé on
trouve :

(36)  C(x)y = / y ‘lfg) de + f ' / [[(x) — A(x) v]dat 4 C, + C oz,
e 4 , d e

ol G, et C, sont des constanles: or la partie droile de (36) posséde une dérivée,
~donc y(x) est dérivable; en différentiant une seconde fois on s'assure que y existe
et que I'équation différenticlle (27) donnée se trouve vérifiée, c. q. f. d.

Chemiun faisant il n’est pas inutile de remarquer que, si les fonctions ¥, (x) sui-

vaut lesquelles on développe la solution cherchée sont les fonctions « fondamentales »
(« singuliéres ») correspondant au probléme, les coeflicients des développements de
Ritz se détermineront individuellement et U'expression générale de ces coefficients,
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comme je I'ai démontré en mon article cité dans la Préface, sera identique & celle
qu’on obtient par I'application de la méthode fondamentale de la physique mathé-
mathématique créée par les travaux de A. Schwarz, E. Picard, H. Poincaré, V. Stek-
loff, S. Zaremba; d’ici découle que la démonstration séparée de la convergence du
procédé de W. Ritz en ce cas la est superflue.

§ 4. 1l n’est pas dénué d’intérét, ce nous semble, de présenter aulrement la mé-
thode de W. Ritz en s’inspirant des recherches de M. G. Fubini, ce que nous ferons
encore en peu de mots.

-

En introduisant la nolation :

b d )
(u,v)= .[ l:d—;- -Z—; — A(x)uw +r_/'v:| dx

il suffit de considérer la relation évidente
I(a + kv) = I(u) + 2k11(u, v) + F*1,(v),

ou
\

I(u).=‘/a<b[<j—;>2——[\(w) W+ nfa] de;  1,(v) :[b[<%>2,—fk(x) v’] dee,

pour s’assurer que
37 1w, ) <VELE) V1@ —d
si-

[(a+ kv)>d.

En faisant alors successivement & = ymta, U = ym on obtient aisément :

b d( man " Ym dv ‘ \ .
A g-i—;,—x—— =~ M@ = v de | VL) VIG, ) —d + Vi) —dl;

POUr ¥ = Ym4n— Ym ON en lire:

(38) \/Ia (ymn n ym) < [\/l (ynHrn) —d + \/] (ym) - d] .

Or si les coefficients inconnus @, de yn sont déterminés d’aﬁrés les conditions
de minimum et si I(yn) = dn, il est clair que les dn ne peuvent augmenter avec
Paugmentation de leur indice; d’autre part d’aprés (34) la suite [dn] est bornée infé-
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rieurement, donc les d, pour m—co tendent vers une limite d et il est facile de
voir que d est en méme temps la borne inférieur de I, caril estaisé de se convaincre
que la supposition du contraire conduit & une contradiction : en effet si

<)

Z(x) = D) a;;(x)

e

1

d’aprés la supposition est telle que I(z)<d_, alors vu la convergence uniforme de
la série on peut prendre n assez grand pour que

1(z,) <d<d,, 5, = O ati(x)

La contradiction est manifeste.
Par conséquent on obtient de (38) :

14 (ym n ym) < Eoms lim Em =— 0,

m—» oo

d’oti par le raisonnement détaillé au paragraphe précédent on s’assure que lim “yn=y.
m—>» oo

Cette maniére de présenter la convergence du procédé de W. Ritz est basée sur
les recherches(*) antérieures & celles de Ritz et présente ses avantages, vu la généralité
qu’elle comporte au point de vue du choix des suites minimantes.

§ 5. Malgré son incontestable importance la méthode de W. Ritz tant appliquée
ces derniers temps aux divers problémes de la Physique mathématique et de la
science de I'ingénieur ne donne pas néanmoins un moyen d’apprécier le degré d’exac-
titude obtenu quand on s’arréte & une approximation comptant un nombre donné
des termes. Ainsi pour juger de la valeur pratique de la méthode, on I'applique méme
quelquefois & I'étude des problémes déja résolus autrement et on compare les résul--
tats(*).

Pour parer & ce défaut (qui présente un réel inconvénient) de la méthode de
W. Ritz, ’étude du degré effectif d’approximation s’impose et nous I'abordons ici,
en suivant le mode d’exposition adopté dans notre Note des Comples Rendus, citée
dans la Préface et en traitant pour la briéveté le cas du systéme différentiel (27), car

(*) Fusini, Ibid.
(*) M. Pascuoup, « Sur I'application de la méthode de W. Ritz a I'étude de T'équilibre-
élastique d’une plaque carrée mince (Thése) ». Paris, G. Villars, 1914, p. 33. )
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il va de soi que les considérations ci-dessous développées, a de légers changements
prés, s'appliquent immédiatement aux cas plus généraux.

Soient : y(x) I'intégrale du systéme (27), dont l'existence est assurée d’apreés la
m

méthode usuelle de la Physique mathématique, yn(x) = 2 a;"™ y;(x) les suites

i=1
m

minimantes de la méthodede W. Ritz: Yn(x) = E A", (x) lessommesd’ordre m
i=1

de Fourier ou celles formées a I'aide des méthodes de sommation connues (par exem-

ple celle de'M. Féjér ou celle de M. D. Jackson) avec les fonctions J;(x) aisément

calculables (par exemple les sinus) pour I'approximation de I'intégrale susdite y(x),

de sorte qu’on peut assigner l'ordre non seulement de |y — Yn|, mais encore de

A d - . - - .
w"':l dx, quand d{ vérifie certaines conditions restrictives supplé-

»
2

mentalres (par exemple celle de Lipschitz) et ceci sirement aura lieu, si les coef-
ficients du systéme différentiel donné vérifient ces conditions.

Cela étant, présentons au moyen de l'intégration par parties les conditions de
minimum dans la méthode de W. Ritz sous la forme :

dg; LC( ) m)hl +A@)(y — vm)i b, (@X)dr =0, ou nm,

(m)

Donc en multipliant par a,” — A" et en faisant la somme des expressions

ainsi obtenues pour n =1, 2,3, ..., m, on en tire :

d
.[ (lx [C( ) g xym) ]+ ’\(J')(.Y_vm)(( — Y. ¢ =o0.

Or Yo —ym=Ym —y +y—yn; donc en intégrant par parties on obtient aisé-
ment moyennant les conditions frontiéres imposées & ;(x) :

b d(y—‘— ym) : N7 v , ‘.'} PO b \ d d‘ Ym e y) -
g(}(a;) [—————dm 1 —A(@) (¥ =Y, \ dx = _/ ;, ;,;[C(w) — ] FA@) N, =Ny, — ) d.

De 14, vu le signe de -A(x), I'inégalité de Bouniakowsky-Schwarz et la remarque

faite plus haut au sujet de I'approximation de y etde g—{ respectivement au moyen
'

Y N S
de Yn et de d.r”m ,on obtient immédiatement

N ' Iy )’ml << Ken ’
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ou K est une constante numérique. Ona lim <, = o et de plusl'ordrede e, peut.
m—»- oo

étre fixé en correspondance avec les conditions restriclives imposées & f(x), A(x),
C(x); ainsi, par exemple, si la condilion de Lipschitz entre en jeu, I'ordre de ¢, est
égale(Ya 1:n.

Ce qui précéde donne aussi une autre maniére de démontrer la convergence du
procédé de W. Ritz et peut étre généralisé dans diverses direclions.

§ 6. On peut indiquer un procédé, dont I'application permet d’élendre les méthodes.
de minimum aux équations non identiques 4 leur adjointe; & cet effel bornons-nous,
pour la briéveté et pour montrer seulement la marche & suivre a I'équation du second
ordre, réductible & I'équation adjointe 4 elle-méme au moyen de la multiplication
par un facteur convenable; le raisonnement reste le m8me pour les équations d’ordre
supérieur et la méthode s’étend par conséquent au cas général.

“Pour montrer comment l'expression différentielle non identique a sa propre:
adjointe peut étre obtenue en considérant la variation d’une intégrale convenable--
ment construile il suffit dans le cas de I’équation du second ordre :

L(u) = C(%)%;—u + B(.r)% +A(x)u=o.

de considérer la variation de l'intégrale :

b b
S(u, v)_—_f vL(u) dac:/ R (u, v) dx

sous 'hypothése des conditions frontiéres
39) u(a) = u(b) =v(a) =v(b) =o.

En intégrant alors par parties on s'assure que :

b ,
8S(u,v) = / [BvL(uw) + suM(v)] dx

.

ott M(v) est expression différentielle adjointe & L(u); les quantités 3v et u étant.
arbitraires, on tire immédiatement de I'égalité 3S(u,v) =o:

(40) Lu)=o0; . M(v)=o.

(') Remarquons en passant, que ce nombre peut étre augmenté au moyen de certaines.
transformations comme nous le verrons dans la suite.
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Pour montrer la liaison de ceci avec les problémes de minimum plus généraux,
prenons le cas simple en lequel, sous le signe de I'intégrale, se trouve une expression

T, v) = P(a) 4 Q@) + <Z(u, ),

ot P(u), Q(v) sont des formes quadratiques, Z(u, v) une forme bilinéaire en u,v
et leurs dérivées. Pour = suffisamment petit la forme T(u,v) est définie positive,

b
si les formes P(u), Q(v) le sont et en faisant varier I'intégrale / T(u, v)dx on
@

arrive au systéme :
p(u) + «L{n) = o;

q ) + «M(v) == o;

ot L(u) et M(v) s’obliennent réspeclivement de la variation des intégrales

b )
f Pu)dre, / Q(v)ydx.

En prenant alors la forme du second degré

Tlu, v, a'v') = au® + 2bun’ + cu” + dv* 4 2e0v’ + fo™ + 2guv + 2hu'v + 200"

+ akuv' 4 2lu 4 a2mv,

toujours posilive en correspondance avec les suppositions faites & propos de P(u)*
Q(v), ¢, posons-nous le probléme de trouver les fonctions u, v vérifiant les condi-

b
tions frontiéres (3g) et rendant / T(u, v, u’,v')dx stationnaire. En mettant alors
a

en jeu I'appareil analytique du paragraphe 1 convenablement adapté au cas actuel,
on s’assure aisément que les limites des suites minimanles

n n

Y \ :
a, = }_J a’i{n) '!Ji ('7;); v, = L b':(") 'lbi ('1:)

"

=1 =1 v

vérifient le systéme d’équations différenticlles qu’il est facile de former, en étendant
de la sorte le champ d’application de la méthode de W. Ritz. Bornons-nous pour le
moment & cette simple indication sous la réserve de revenir dans les Chapitres sui-
vanls au probléme inverse, le probléme de I'inlégration du systéme des équations

x

différentielles données.

§ 7. Vu l'importance de la question de I'intégration des équations différentielles
non linéaires, un intérét tout particulier sattache au probléme de leur intégration
approchée. /

Fac. des Sc., 3 série, t. XVII. 23
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Ainsi considérous, 4 titre d’exemple, 'équation différentielle non linéaire

d'y 1o
dr® 20y

(41) S@,v)=o0 ou f(x,y)>>A = const.

avec les condilions frontiéres :
(42) - y(a)=y()=o.

L’'intégration de l'équation (41) avec les conditions (42) au point de vue du pro-
bléme de minimum posé pour 'intégrale

(43) () = /b [(—Z—t) + flx, y)] do -

a été 'objet des recherches de M. L. Lichitenstein(*) et de M. L. Tonelli(*). Proposons-
nous ici d’appliquer a I'intégration approchée du systéme différentiel en question la
méthode de démonstration déji utilisée dans le paragraphe 5 et qui permet d’estimer
I'ordre de Verreur commise en s’arrétant en m™ approximation.

Les coefficients inconnus @;” intervenant dans les expressions. des suites mini-
mantes se trouvent d’apres les conditions usuelles qui rendent 'intégrale (43) station-

naire, On a le systéme :

A(y o[" d 1 M. -
m (¥.n) :/ I NI T (. y,,) v de =0, ngm
a .

Ny (M) . . Ny Tn
da, de  dr o,

non linéaire daus le cas actuel ; néanmoins vu la supposition faite & propos de f(zx, y),
I(yn) pour toutes les valeurs réelles de @, posséde une borue inférieure et cette
derniére sera atteinte pour les valeurs finies de ¢,;"" (i {m), car I(yn) devientinfini
positif méme si I'une des quantités a," l'est. Par conséquent le systéme (44) posséde
une solution, dont la détermination approximative se fait par la voie algébrique
usuelle. Pour 1a démonstration de 'unicité de la solution de (44) il est nécessaire,
bien entendu, d’émelire les suppositions complémentaires convenables & propos
de f(x, y)(*). En posant Y = Ymin — ym. présentons la différence de deux valeurs
non minimées de I sous la forme :

(1Y LicuTENSTEIN, « Ueber einige Existenzprobleme der Variationsrechnung ». Journal de
Crelle, 1914.

(*) ToseLi1, « Sulle soluzioni periodiche nel Calcolo delle Variazioni. » Rendiconli della
R. Accademia dei Lincei, 1915.
»f

Qy*

(®) 11 est aisé de s’assurer, que la condilion

> o0, Cest-a-dire la condition (4g) est

suffisante.
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5 o, D= tra= [ 12 dYT
(43) - Qm u vm) A [ J; S de + l:d-l)v

YA [N 1, 0 YE E S
—Y* + T YVt
dy a2y, 23y, k' dy,

[ m )(Y m)] f d(l}

v

En multipliant chacune des équations du systéme (44) respectivement par les

coefficients arbitraires A" on obtient aprés addition :

: "o m d fim \-/‘(‘l.' yl“ -
(46) / L d.l ‘L' L\y,,, lm:| d"(‘ == 0Oy

m

-
G, — L f'\i(m, ’rJL‘ .

[

i=1

En prenant dans (46) l'indice égal & (m + n) el, les coefficients A" étant arbi-
traires, 7m+n=— Y, on en tire I'égalité,

Y4y & Y@ +y) (]
; "1 — hl mn . \ ~ [ s
| / @ dr T a0ty ye=o
\“/‘
dont la combinaison avec (45) donne par exemple pour k =5 et y =o, c'est-
a-dire si
(47) S(@®,y) = A(x) + B(x) y + C(x) y* + D(x) y’ + E(x) y*,
I'expression suivante pour la différence I(ymin) — I(ynm) :
\\e‘/' Ys Dsf YA D&fz

8 I —I = — —_ —

@ o) —ron=— [ F |+ T e |

ou I'indice zéro indique que les conditions de minimuin sont déja prises en considé-
-ration.

L’expression sous le signe de I'intégrale (48) sera positive, si par exemple, les
conditions restrictives suivantes sont satisfaites :

(49)

(la seconde de ces conditions est la conséquence de la premiére quand S(x,y) est de
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la forme (47)). Cela étant, on s’assure aisément par un raisonnement analogue 4 celui
qui a été déja utilisé dans le paragraphe 3, que les suites minimantes yn(x) conver-
gent uniformément vers une fonclion continue y(x) vérifiant I’équation différen-
tielle

&y 1 (e,
—_———— e == 0
de* 2 Dy

(50)

AL
N

Itestévident que, dans la marche du raisonnement, la condition restrictive —o0

&)’5
‘\'H
aurait pu élre remplacée par une autre bien plus générale : W o, réalisée par

- exemple dans le cas ou f(x,y) serait un polynéme du degré‘ (n— 1) par rapport
4 y; les conditions restrictives (49) se changent alors en correspondance.
Plagons-nous & présent au point de vue du paragraphe 5 en cherchant & estimer
lordre de |y —ym{, ot y(x) est I'intégrale de (5o) vérifiant les conditions fron-
tiéres (42) et existant en vertu des recherches de M. L. Lichtenstein déja mention-
nées; ym(x) o0 m=1,2,3, ..., sont les suites minimantes déterminées d’aprés
les conditions propres a rendre l'intégrale (43) stationnaire, lesquelles peuvent revé-
tir, comme il est aisé de le voir, la forme suivante :

b d’ — VY _‘L‘ £,y ‘\ ':y .
[ §H(L_3L)_1t fle y) f(\lyﬂ]i, Jr=o0:  nm

| dx ) dy
c’est-a-dire

by —y,) ) )
\ o m/ . A [ _ L, —
./a ? dw‘z 9 (y ym) ayz [3 m + )(y ym)] \ ’;’nd‘t 0.

i

\2
En répétant alors I'analyse du paragraphe 5 on en tire, si % > o etd’autre part
Y
2
) b{<l\:consl. :
oy
Ay =y / | diy—=y,)| ..
(51) Y — ¥l —fa e de < f —1——l da

rdy—y.) | (Y, —y .
<Voma [T wavima Vil [ e syt

ot les Y, sont les sommes de M. L. Féjér (ou de M. D. Jackson) d’'ordre m formées
pour le développement trigonométrique de I'intégrale de (50).
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De (51) on tire immédiatement :
Iy —ym‘ <Ksm‘

ot K = cousi. et lim en=o0; Uordre de = peut étre fixé en correspondance avec
m—» 00

les restrictions imposées & f(x, y); si la condilion de Lipschitz entre en jeu Pordre
de ¢, sera 1:m. )

Ceci présente une autre maniére de demontrer la convergence de I'algorithme de
W. Rilz pour les équations non linéaires du type (50). 11 va de soi que par la méme
méthode on peut traiter dans bien des cas le probléme simple du calcul des varia-
tions, en imposant, bien entendu, & la fonction sous le signe de l'intégrale a faire
varier les conditions restrictives correspondantes.

1

§ 8. Revenons & présent 4 la méthode des moindres carrés lelle qu'elle a été
-exposée dans le paragraphe 2 et proposons-nous de l'appliquer & I'équation générale
du second ordre :

d Iy
- (52) EZ(”%) + ¢+ i)y —f=L{y)—f=o,

-ou p, q, k, f sont les fonctions réelles de x, sujeltes aux conditions restrictives énu-
mérées dans la suite, mais telles, que d’aprés les théories bien connues de la Phy-
sique mathématique il existe une intégrale de (52) vérifiant les conditions frontiéres

(53) y@=yb)=o
-excepté pour une série des valeurs discrétes de &, racines d’'une certaine fonction

entiére (transcendante de Freedholm).
n

En dénolant comme auparavant par y, = Z a;™ ¥, les suites minimantes for-
=1

mées pour la minimisation de I'inlégrale
ﬂb ) R
/ [L(y) — f] due,
a

-on s’assure aisémeunt en répétant textuellement 'analyse utilisée dans le paragraphe 2,
-que '

b
S o —yrde<e,,
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ou l'ordre de :, peut étre fixé en correspondance avec les conditions restrictives.
imposécs aux coefficients de (52).

Cela étant, au moyen de I'intégration par parlies, on obtient :

o f Ly =yt —yide—= o] S g eafy - | a

Donc si p(x) > p, >0 et ¢ + nk <o, on lire aisément de (54), que

ly

(ot1 K = const.)

£
n?

et ceci prouve non seulement la convergence du procédé des moindres carrés mais
donne aussi, ce qui est essentiel, le moyen d'estimer l'ordre de Uerreur commise, quand
on s'arréte en n™ approximation. La méme remarque ¢ue dans fe paragraphe 2 peut

d dy
étre faite au sujet de la convergence de dy” vers —d (pour n—»o0) et & propos de
d 1
la possibilité d'indiquer I'ordre de 71%___‘(1 {ﬂ )

L’ordre de I'’erreur commise peut étre élevé en imposant des conditions restric-
tives supplémentaires aux coefficients de (52), chose claire d’aprés ce qui précede.

Les resirictions imposées aux données du probléme dépendent essentiellement
du mode de la démonstration et peuvent étre levées dans une certaine mesure; ainsi
par exemple pour le cas : |¢ + Ak <, on tire de (54) :

&) [ o[ o< [ty —rras e\ [ —rrae [y —rras

d’ot T'on obtient aisément, si p(x) > p,>o0:

o) r=vrdr<a—a [yyraeso—ay oy -t

donc

VL st ip—so—at<o—oy/ [ o -

(1) Cest-a-dire plus petite que la premiere valeur singuliére du parametre, comme il est
facile de s’en assurer.
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Par conséquent, si la valeur du paramétre % est telle que(*)
p, - 2(b—a)y>o,

1a convergence du procédé sera assurée pourvu que |q + nk| < a.
Par cette voie on s’assure immédiatement que, dans le cas ot

2

&y N
L) = = +2A@)y,

la convergence est assurée pour

IS

< 1
= .
(b— a)/ [A(x)|dx

Avant de passer & I'’étude du cas général, nous ferons une remarque coucernant
T'amélioration de la convergence de vy, vers la solution cherchée y de I’équation
différentielle donnée. A cet effet notons, que la méthode de moindres carrés, telle
. qu'elle a été exposée ci-dessus, représente, en fin de compte, une méthode de som-
mation spéciale, appliquée au développement de y en série de sinus et aboutissant
A un procédé convergent; il est donc possible pour améliorer la convergence et attein-
dre aussi 4 la convergence des secondes dérivées d’appliquer & y, d’autres procédés
de sommation déja connus, par exemple celui de Riemann, revenant a I'étude de

1 /-T‘F'ﬂ f‘l‘i‘y.
y dx*
l[r.“ (. -t o n 4

. b ! Tt .
celui de la moyenne, -c’est-a-dire o y,de, celni de M. L. Féjér, de
0 Sty

M. D. Jackson. etc. (*).

Pour traiter le cas général, c’est-d-dire le cas ou la condition ¢ + #k <o n'est
pas réalisée, on peut procéder de bien des maniéres. En regardant de preés la for-
mule (55), sur laquelle est basée la démonstration de la convergence, on s’assure que

tout revient a la limitation de
b
f (g +xk) [y —v] de
a

(*) Ceci fera I'objet d’un article détaillé de mon ami Prof. D* M. Krawlchouk, & qui jai
communiqué en manuscrit le travail actuel. Dans son travail I'ordre de ¢,, sera apprécié
.au moyen des considérations élémentaires n’empruntant rien i la théorie de fermeture.
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et pour atteindre ce but on peut partir, par exemple, de Uidentité évidente :
. b R l
56) Okl — 3]+ Ly — ) s de — 03 m— 1,5, ...

ol hn et gm sont respectivement les valeurs et les fonctions fondamentales relatives
A Péquation (52), donc An et om sont telles que

BN I w
a [p —dl'—] ! ((I + M t) ¥m =— O

Or pour la valeur déterminée de n, Y — Y, estune fonction dérivable s’annulant ‘
aux frontiéres a et b, donc en multipliant les équations (56) respectivement par A~

oo

\ N . : -
ouy—y,— L Amym | et en faisant la somme on en tire':

1

4 b % . : ! b [ . . \! ' 2 » L(y_yn]
(37) [ k[y_yu.] do == Z m-/ﬂ‘ “‘(y'——'yu)] Anr f?nd‘l‘< > m~ )) 2 A / —T{“—‘ dr.

Par conséquent, si la valeur de  différe de la plus proche valenr singuliére au
moins de § etsi k> k >o, on obtient de (57) :

\[
(58) f Ely —y ' de < i (o M = const.)

o0

fe \Y ! . . . .
car la série L ol est convergente, ce qui est bien connu d’aprés la théorie de
~m
1

I'équation (5a).
De (58) on tire aussi la limitation de

b
f (¢ +xk)ly — ] dx,

ce qui permettra, d’aprés la remarque faite plus haut, d’estimer 'ordre de l'erreur
commise en s'arrétant en n™ approximation dans I'application de la méthode des
moindres carrés & I'équation différentielle donnée(*).

(*) Par une application raisonnée de 'équation de fermeture, un de mes éléves M. N. Bogo-
liouboff a traité aussi ce cas, en élaborant le mode de raisonnement qui pour la méthode de
Ritz donne la possibilité d’estimer I'erreur pour les dérivées d’ordre supérieur de Vintégrale
de I'équation différentielle donnée; son travail sera publié¢ prochainement.
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§$ 9. — Les conditions de minimum dans la méthode de W. Rilz et dans la mé-
thode des moindres carrés peuvent revétir, comme nous I'avons vu, respectivement

les formes suivantes :

AN

b b
f _yﬂ)?mdx:—o et / L(yﬁyn)L(?m)da;:oi (m:I’2“")n)‘
a L(V ] “.

Il est clair donc qu’on pourra élaborer toute une série de méthodes d’intégration

n
, . . ppr . , . . 2
approchée des équations différentielles en déterminant les coefficients de y, = 2 a;9;

d’aprés les conditions
b
G9) S =y NG de =0, (<)

oti M(s,) est un opérateur (différentiel si on veut) linéaire par rapporta ¢,, per-
mettant d’établir la convergence de y, vers y pour n—»oo et vérifiant la condition

(60) [bL(z)M(z)dm>o,

suffisante comme il est facile de s’en apercevoir pour la résolubilité du systéme (59)
par rapport aux a;.
A titre d’exemple prenons

a
Ly =D @y =T @) ye)

dx*

Alors pour que la condition (60) soit remplie il suffit par exemple d’admettre que

. 1d(q+ 1) :
6 . . _ -

(61) q+r<o; S de 4+ qr>o,

et ceci, vu I'arbitraire de r(x) peut étre réalisé de bien des facons pour une méme
fonction g¢(x)<Co donnée. Il est aisé de voir que les conditions pour la détermi-

nation de a; peuvenl revétir la forme suivante :

b ' b
@) f L= == [ Lo—y)Mo Y,

ot Y, sont les sommes d’ordre n, formées & l'aide des procédés de sommation
connus (par exemiple celui de M. L. Féjér ou celui de M. D. Jackson) pour U'intégrale
y(x) de I'équation différentielle donnée L(y) = f(x).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVII. 24
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De (62) on tire aisément, en ayant égard aux conditions (61) :

-b[d’(v—% ] dx <\/f M(Y, — ]ﬁdx;\/./a-b[%;y")]z_dx+[max' " [b[y—y,,]'clmg;
-[ = d£<[ ) a"(ll (1) ’I | \// (MY, — ) dx \/f [d’y_y")]

min. —_——
9 dx

T
+ [max. ?ql]\/f D’—y,,],’dwf
On a ensuile

O[Ty — —12
(63) / Li(vd—uby_) I dz < Ke,,

oi K = const.; I'ordre de pelitesse de ¢, peut étre fixé en correspondance avec les
conditions restrictives imposées aux ¢(x) et f(x).

Or y et y, vérifient les conditions frontiéres y(a) = y(b) = y,(a) =y, (b) = o;
donc, par I'emploi de la fonction de Green, on s’assure que :

—rl<z \/f [‘Fy—y")] dz .

En combinant ceci avec la formule (63) on obtient

ly —v.| <K, \/;,, (K, = const. numnérique).

Donc non seulement la convergence du procédé est éiablie mais aussi l'estimalion
de Uerreur qu’on commet par cette méthode en s’arrétant en n™ approximation.

Cette méthode mérite, ce nous semble, d’étre mentionnée et développée, élant
donné la possibilité d'utiliser pour les différents buts I'arbitraire que comporte I'ex-
pression de I'opérateur M(y).

Il va sans dire que les raisonnements précédents peuvent étre generallses dans
diverses directions et que les condilions restrictives imposées aux ¢(x) et r(x)
dépendent, dans une large mesure, du mode d’exposition.

(a suivre.)




