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ANNALES ’

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE.

LES SYSTÈMES CONJUGUÉS DE 2e ESPÈCE EN INVOLUTION
OU GRILLES

Par BENIAMINO SEGRE

PREMIÈRE PARTIE -

§ I. - Généralités.

[1] Considérons un double système de courbes tracées sur une même surface
d’un hyperspace, ou, comme nous dirons brièvement, un réticule. On peut définir un
réticule avec, quelques propriétés, et ensuite l’étudier comme tout autre être géomé-
trique (’). 

’

Un exemple bien connu, est celui des ordinaires doubles systèmes conjugués ou
réseaux, On peut les définir sur une surface comme les caractéristiques d’une équa-
tion de LAPLACE à laquelle satisfassent les coordonnées de ses points, et on démontre
alors que les tangentes aux courbes d’une des deux familles du système, le long d’une
courbe de l’au tre famille, forment une développable. Cela revient à dire que les courbes
de chaque famille sont les arêtes de rebroussement des développables d’une famille
d’une congruence de droites, et d’ici découle tout naturellement la classique trans-
formation de LAPLACE (~).

et) Il y a même, comme nous le verrons dans la suite, des propriétés communes à tous
les réticules.

(’) Pour l’espace ordinaire, voir G. DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces,
I[e partie, 2e édition (i()i5). livre IV, chap. i ; pour les hyperspaces, voir C. SEGRE, Su uha
classe di superficie degl’ iperspcizi legate colle equazioni lineari alle derivale parziali di 2° ordine,Atti R. Accad. delle Scienze di Torino, 42 p. I047, nos i5 et 16.
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On peut définir des réticules avec des conditions qui soient dans un certain
sens moins restrictives que celles qui caractérisent les réseaux : c’est ce qu’a fait
M. E. BOMPIANI (‘), qui, en généralisant une propriété des réseaux, a défini des
systèmes qu’il appelle systèmes conjugués d’espéce v, et qui (pour v - ~) compren-
nent les réseaux comme cas particulier. L’importance de ces nouveaux réticules est
augmentée du fait que chaque surface d’un hyperspace contient toujours quelque
système conjugué d’espèce v, en prenant l’entier v suflisamment grand.

J’ai repris récemment ces considérations (~), et j’ai donné plusieurs propriétés
de ces réticules : au point de vue analytique j’ai montré qu’ils sont les caractéris-
tiques de certaines équations aux dérivées partielles (que j’appelle équations 1
d’espèce v), et pour celles-ci j’ai développé une transformation, qui (pour v = i)
comprend la méthode de LAPLACE comme cas particulier.

Cependant pour v > t se présente un fait nouveau, savoir que les deux familles
dont se compose le réticule n’ont pas en général des rôles échangeables : si l’on veut
conserver la symétrie, on doit imposer une nouvelle condition et l’on obtient ainsi
des réticules (moins généraux que ceux de BOMPIANI), que je dirai systèlnes conju-
gués d’espèce v E; INVOLUTION. La théorie de ces systèmes se présente sous une
forme particulièrement simple lorsque l’entier v a sa valeur la plus basse v = 2 :

je vais la développer, en me bornant à ce cas particulier.

[2] Je commence à exposer quelques propriétés générales des réticules.
Si l’on a un réticule tracé sur une surface S, considérons deux courbes du réti-

cule qui soient de famille différente, et qui se croisent dans un point P. Pour les

points de chacune de ces courbes, traçons les droites qui touchent les courbes de
l’autre famille qui y passent. Nous avons ainsi deux surfaces réglées ; et bien celles-ci
ont un même E3 1-osculateur le long des génératrices qui passent par P. Cette propo-
sition se démontre tout de suite analytiquement, en prenant sur S les courbes du
réticule comme courbes coordonnées.

Pour chaque point P d’un réticule on a ainsi un espace, qui sera appelé le E3
tangent au réticule dans le point ,P. Cet Ea contient, par la définition même, les droi-
tes tangentes en P aux deux courbes du réticule qui y passent, c’est-à-dire le plan
tangent en P à la surface E.

Le Es tangent en P au réticule n’est pas bien déterminé, seulement dans le cas

(t) E. BOMPIANI, Sislemi coniugali sulle superficie degli iperspazi, Rendic. Circ. Mat. di
Palermo, 46 (1922), p. 91.

($) B. SEGRE, Les systèmes conjugués et autoconjugués d’espèce v el leur transformation de
Laplace, Ann. de l’Éc. Norm. Sup., IIIe sér., 44 (I927), p. i53.

J’indiquerai ce Mémoire par la lettre (S).



où une des deux surfaces réglées considérées plus haut ait la génératrice relative
à P comme génératrice singulière : dans ce cas le même fait se présente aussi pour 

’

l’autre surface régléé, et comme Es tangent en P au réticule on peut prendre un E~
quelconque qui touche 03A3 en P.

Si un réticule est tel que dans chacun de ses points le Es tangent relatif est
indéterminé, on a que les droites tangentes aux courbes de l’une des deux familles
du réticule, dans les points d’une même courbe de l’autre famille, doivent former
une développable : cela arrive si le réticule est un réseau, et seulement dans ce cas.
Donc : :

Un réticule dont les E3 tangents sont indéterminés est un réseau ; et inversement.

[3] Si nous considérons un réticule qui ne soit pas un réseau, nous aurons pour
chacun de ses points un E3 tangent; en général on aura ainsi en total E3 : nous
nous proposons de déterminer s’il est possible que les E3 distincts ne soient pas
une double infinité.

Si un réticule admet dans chacun de sPs points un Es tangent fixe, le réticule

même doit évidemment être plongé dans cet Eg.
Supposons mamteaant que le réticule ait seulement oo’ Es tangents distincts.

Sur la surface E support du réticule nous aurons une famille de oo’ courbes y, le

long de chacune desquelles le réticule admet un même Es tangent. Chaque courbe y
est donc dans un Es’ qui en plus touche S dans tous les points et donc qui -

contient y et la courbe consécutive de ladite famille. Nous avons trois cas à distin-

guer, suivant que l’espace d’appartenance d’une courbe y générique est à trois,
à deux ou à une seule dimension.

Dans le premier cas le Es qui contient une courbe y contient aussi la consécu-
tive, et par conséquent il contient toutes les courbes Y. La surface ~, donc aussi
le réticule considéré, est dans un E3’ et le réticule admet un E3 tangent fixe.

Supposons maintenant que les courbes y soient planes et non rectilignes. Les
oo’ plans de ces courbes sont tels que deux consécutifs sont dans un E3’ et donc

ils sont les plans d’une développable(‘). Les courbes de notre réticule d’au moins une
famille seront différentes des courbes y. Considérons une courbe y générique et la
courbe consécutive Y’; prenons sur y un point P générique, et traçons par p la

courbe de notre réticule de ladite famille, dont soit P’ l’intersection (infiniment

(1) Avec cette locution, ici et dans la suite, nous indiquons une 00. de plans d’un des
trois types suivants : :

1° plans osculateurs d’une courbe ; 
’

2° plans tangents d’un cône de première espèce; ; 
~ 

- 

.

3° 00 ’ plans passant par une droite fixe.



voisine de P) avec la courbe y’. Les droites qui touchent en P, P’ les courbes de

l’autre famille qui passent par ces points, doivent être dans le E3 qui contient les
deux courbes y et ~~’. Cet E3 contient la droite qui touche y’ en P’, mais aucune

autre droite qui soit tangente en P’ à E, sauf dans le cas où il touche S en P’ .

Donc les courbes du réticule de la dernière famille doivent coïncider ,avec les
courbes y, avec une seule exception pour le cas où chaque E3 toucherait S non

seulement suivant une courbe y, mais encore suivant la courbe consécutive y’.
Dans ce dernier cas, trois plans consécutifs de ladite développable sont dans un E3’
et nous tombons de nouveau dans le cas où 03A3 est dans un E3.

Il ne nous reste plus .que le cas où les courbes y sont rectilignes : dans cette

hypothèse, en raisonnant comme tout à l’heure, on voit qu’une des familles de
notre réticule doit se composer des droites ~~, , sauf dans le cas où trois droites >> .

consécutives sont dans un E3, et donc où E soit dans un ou bien soit une

développable (ou en particulier un cône). -- Nous avons en conclusion que : :

Un réticule qui n’a pas une double in finité de E3 tangents distincts, est un réticule
d’un des 4 types suivants :

10 ° réticule appartenant à un 
2° réticule dont une des familles se compose de courbes tracées dans, les plans

d’une développable ,.
3° réticule dont une des familles se compose de droites; 

’

4° réticule tracé sur une sur face développable. 
’

On vérifie tout de suite qu’un réticule quelconque de ceux-ci jouit de la pro-
priété énoncée.

§ Il. - Les grilles. 
’

[4] Un système conjugué de 2e espèce en involution, ou, comme nous dirons
aussi pour abréger, une GRILLE, est un réticule dont les deux familles ont des rôles

symétriques, et qui jouit des propriétés suivantes (S) : .

i° Les plans osculateurs aux courbes d’une famille dans les points d’une même

courbe de l’autre famille, touchent une même courbe.

2° Les droites tangentes aux courbes d’une famille dans les points d’une même

courbe de l’autre famille forment une surface réglée dont le premier indice de déve- 
’

loppabililé est égal à 2. 
,

3° Si l’on prend les courbes du réticule comme lignes et v == const.,



les coordonnées projectives et homogènes (x) de ses points salisfont â un même .

système du type suivant :

où les lettres en bas représentent (ici et dans la suite) des dérivations, et les

.r, r’, s, ... sont des fonctions données de u, v (’). ,
Chacune de ces propriétés entraîne les deux autres, et est à la fois nécessaire et- -

- suf fisante pour que le réticule soit une grille.
On voit très aisément que les réticules qui sont dans un espace de dimension

inférieure à 5, et les réseaux, sont des cas particuliers de grilles.
Si l’on a un réticule sur une surface ~, on démontre sans difficulté que les

E3 tangents au réticule dans un point P de 03A3 et dans les points de E infiniment
voisins de P, sont en général dans un même E7 qui contient le E~ 2-osculateur à E
dans le point P. Et bien les équations (1) montrent que si le réticule est une grille,
.lesdits E3 tangents sont tous dans le E5 2-osculateur considéré; et inversement. 

[5] Par définition une grille peut être envisagée de deux façons différentes

comme un double système conjugué de 2e espèce : elle admettra donc (S) deux pre-
mières transformées de LAPLACE de 2e espèce, et deux deuxièmes transformées.. Les

premières n’offrent pas ici beaucoup d’intérêt, car ce sont des doubles systèmes
conjugués de 2e espèce, qui, en général, ne sont pas des grilles. Les deuxièmes

transformées, au. contraire, sont tout t à fait remarquables; en effet nous ver-

rons que : : . 

-

. 

Les deuxiémes transformées de Laplace de 2e espèce d’une grille, sont en général
,.des RÉSE ux; ; l’on passe de l’un de ceux-ci à l’autre en appliquant trois fois dans un
.sens déterminé l’ordinaire transformation de LAPLACE. 

[6] Considérons en attendant une grille, dont soient ’f’ les courbes d’une

famille, et ~.~n les courbes de l’autre. Pour la proposition 2° du n° 4, les droites tan-
gentes aux courbes ~L’ dans les points d’une même courbe ’f" forment une surface
réglée dont les Es r-osculateurs sont les Eg osculateurs d’une même courbe; et
pareillement en changeant les deux familles de courbes ’f’ et ~". En nous rappelant
la définition donnée au n° 2, nous pourrons donc dire que :

(1) Les accents n’indiquent pas des dérivations. - Les (i) sont deux équations L de
2" espèce et du type hyperbolique (S).



En nous bornant pour le moment aux réticules qui ont effectivement ~2 E3 tangents- .

distincts et déterminés, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un tel réticule soit‘
rme grille, est que ses E3 tangents s’assemblent suivant un double système de ~1 déve-

loppables, en correspondance aux diverses courbes du réticule.
On a évidemment d’après (S), que les deux surfaces deuxièmes transformées de

grifle, sont les lieux des arêtes de rebroussement des deux systèmes-
de développables, qu’on forme comme nous venons de le dire avec les Es tangents.
de la grille.

[7] On voit aisément ce qui arrive dans le cas exclus auparavant, où les Es tan- 
’

gents du réticule sont indéterminés, ou bien ne sont pas une double infinité.

Dans le cas d’indétermination, le réticule est un réseau (u° 2), et donc aussi une.
. grille 4):

Si le réticule n’admet pas ~2 E3 tangents distincts, nous pouvons appliquer les.
résultats du n° 3, et l’on voit sans peine que le réticule est encore une grille, avec une
seule exception pour le cas où l’une des deux familles de courbes du réticule se com-

pose de droites: en effet, dans ce cas, si l’on veut avoir une grille, il faut que la sur--
face réglée support du réticule, ait sonprelnier indice de développabilité égal à deux,.
c’est-à-dire que les génératrices soient dans les plans d’une développable.

[8] En nous basant sur la proposition du n° 6, nous pouvons aisément construire-
des grilles en ayant recours à une congruence de droites. Rappelons qu’on dit que,
~2 droites d’un hyperspace forment une congruence, lorsqu’elles peuvent s’assem-
bler dans un double système de développables, ou, ce qui revient au même,,

lorsqu’elles touchent deux surfaces différentes (les surfaces focales de la congruence).
Chacune de ces deux surfaces contient un réseau, et les deux réseaux sont transfor-

més de LAPLACE l’un de l’autre. Chaque droite d’une congruence admet deux droites
infiniment voisines qui lui sont incidentes. - Nous dirons brièvement variété 0

pour indiquer une variété réglée à trois dimensions dont les génératrices sont les
droites d’une congruence.

Il est évident qu’une variété e est touchée le long de chacune de ses génératrices
par l’espace Es qui contient cette génératrice et les deux génératrices qui lui sont

~ incidentes; cet Eg peut aussi se considérer comme qui joint les deux plans
qui touchent les deux surfaces focales de la congruence, dans les deux points focaux
du rayon considéré. La dite propriété est caractéristique, c’est-à-dire qu’inversement.
une V 3 telle que ses E3 tangents- la touchent suivant des droites, est une variété 0 (1).

(1) Cf. SEGRE, Preliminari di una leoria delle varietà luoghi di spazi, Rendic. Circ. Mat. di
Palermo, 30, (1910), p. 8~, il" 22.



[9] On a que : :
Les ~2 Es tangents d’une variété 0 peuvent s’assembler suivant un double système

- .de développables(’). En adoptant une locution introduite par M. nous

dirons que ces Es forment une configuration de LAPLACE.
Nous démontrerons de plus que les développables de la configuration de LAPLACE

..s’obtiennent précisément en correspondance aux développables qu’on peut former avec
les génératrices de la variété ~ , et que les sur~faces remplies par leurs arêtes de
.rebroussement, ne sont autre chose que les deux ultérieures transformées de Laplace
~.des surfaces focales de la congruence qui engendre la variété 0 .

En effet soient t E et E’ ces deux surfaces focales; considérons une surface déve-

;toppable de la congruence A, dont en soit L l’arête de rebroussement, situé par
exemple sur E, et L’ la courbe de contact avec l’autre surface ~’. Soient P et P’
les deux points focaux de L et L’, relatifs à une génératrice PP’ de A. L’espace E~
qui touche @ le long de PP’ est l’espace qui joint les plans 7? et 7t’ qui i touchent
E et E’ respectivement en P et P’. - Déplaçons la droite PP’, en lui faisant décrire ~ :
nous aurons un nombre simplement infini de positions de 7t, 7t’ et Eg. Un plan 7t et le
plan consécutif se coupent suivant une droite : la droite conjuguée à la tangente en P
à L; de même le plan 03C0’ correspondant, et le plan consécutif se coupent suivant la
droite conjuguée à la tangente en P’ à L’, c’est-à-dire suivant la droite PP’. On a donc
qu’un espace Es et le consécutif se coupent suivant un plan : le plan ~ . Par consé-
quent les divers Es forment une développable ; et. l’arête de rebroussement de celle-ci
(c’est-à-dire de la développable des plans 03C0 tangents à E le long de L), est une

courbe située sur la deuxième transformée de Laplace de E (la première étant E’).

[10] Considérons inversement oot E3 d’une configuration de LAPLACE, c’est-à-dire
Es qui peuvent s’assembler suivant un double système de développables. Puisque

chaque Es de la configuration appartient à deux de ces développables, ainsi il sera

coupé survant des plans par deux Es de la ~2 qui lui sont infiniment voisins; les
deux plans qu’on a ainsi en Es se couperont dans une droite r de cet espace. Nous
dirons r, la droite caractéristique de Nous avons que :

Si l’on a dans un Eu, , avec n > 5, , ~2 E3 d’une configuration de LAPLACE, leurs
droites caractéristiques sont les droites d’une congruence, dont les développables s’ob-
- tiennent précisément en correspondance des développables de la configuration.

La proposition à démontrer, pour n = 5 se déduit par dualité de la proposition
démontrée au n° 9. Si n > 5 on a donc en projetant notre figure d’un générique

(t) Voir C. SEGRE, Mémoire cité à la note précédente, n° 27 à la fin.
(2) Cfr. E. BOMPIANI, Sur les configurations de Laplace, Comptes rendus de l’Académie

~ des Sciences, 156 p. 603.



sur un E~ générique, que les co’ droites caractéristiques se projetant suivant les-
droites d’une congruence, dont les développables s’obtiennent en correspondance des
développables de la configuration : cela prouve la proposition à démontrer aussi dans
le cas /z~> 5 .

’ 

Pour on a que oo’E, d’un E, peuvent toujours s’assembler, et d’une infi-
nité de manières, suivant un double système de développables. Cependant, quel que
soit le double , système choisi, on a toujours les mêmes droites caractéristiques, droites 

’

qui constituent l’enveloppe des oo~ E3 de la configuration de LAPLACE. Cette enveloppe~
étant touchée par un Es le long de chacune de ses génératrices, sera constituée par.
les droits d’une congruence (n° 8). En correspondance aux développables de celle-ci,
on aura un et un seul double système de oo’ Es de la configuration. On voit tout de-
suite que ce double système, n’est autre chose que le réseau qui est toujours contenu
dans la o02 de Es considérée dans E,(’). On a donc que pour n = 4 la proposition
précédente est vraie, seulement si l’on se borne à considérer les systèmes doubles de
ce dernier type.

. 

[11] Nous dirons qu’un réticule est conjugué à une congruence, lorsque les.

développables de la congruence passent par les courbes du réticule. Cela posé, on a
que : : -

Si un réticule est conjugué èc une congruence, l’espace E3 tangent au réticule dans-
un de ses points, est le rnême que le E3 qui touche la variété 0398 de la congruence le long
de la génératrice qui passe par ce point.

En effet, en conservant les notations du n° 9, soit A la courbe du réticule con-

jugué à la congruence, qui est sur la surface A, et t soit t M unpointde A, situé sur la

génératrice PP’. La droite qui touche en FI la courbe du réticule autre que À qui y
passe, est dans le plan x, qui contient PP’ et en plus la génératrice consécutive à PP"
sur la développable de la congruence autre que A qui contient cette droite. Le E
qui touche en II le réticule, est donc effectivement le Es tangent à ~ le long de PP’,
puisque celui-ci contient deux plans ~r consécutifs.

IL suffit alors de rapprocher la proposition précédente avec celles des n°° 6 et g
pour voir que : :

Tout réticule conjugué èc une congruence est une grille.

(’) Le mot réseau est ici employé dans la signification qui se déduit par dualité de la
signification qu’on lui donne usuellement. De même la remarque précédente s’ensuit par
dualité de propositions connues. - Il y a un cas de dégénération si la ~s de E se réduit
aux E tangents d’une surface ciévetoppable : dans cette hypothèse les réseaux de ladite ~o~-

sont en nombre infini, et la congruence correspondante se réduit à cette développable comp-
tée ~’ * fois..



. [12] Nous nous proposons de voir s’il est possible d’inverti r le théorème précé-
dent. Bornons-nous, pour le moment, à considérer une grille qui appartienne à un

E~ avec n ~ 5, et qui ait oo~ Eg tangents distincts et déterminés, ce qui sera le cas

général. Pour le n° 6, ces ~2 E3 se rangeront suivant un double système de dévelop-

pables, en correspondance aux courbes de la grille. En vertu du n° on aura sur

chaque Ea une droite caractéristique r; et les ooJ droites r qu’on a ainsi engen-
drent une congruence, dont les développables s’obtiennent encore en correspon-
dance aux courbes de la grille. On voit aisément que la droite r caractéristique
d’un espace Eg passe par le point de contact du E3 avec la grille ; il suffit pour cela
de faire une projection générique sur un Ej’ et de remarquer qu’on a alors en Eh
un système de ~2 E3, qui sont tangents à la surface projection du support de la

grille : cette surface sera sur l’enveloppe du dit système, et donc sur chaque Ea
la droite caractéristique passera par le point de contact avec la surface. En con-

clusion, en tenant aussi présent le premier théorème du n° précédent, nous avons

que : : 
~

grille qui appartienne à un E~~ avec n > 5, qui ne soit pas un réseau, et qui
ail ~2 E3 tangents distincts, est toujours conjuguée à une congruence, et à. une

seule.

Avec cela résulte aussi démontré le théorème du n° 5; il sulfit en effet de rappe-
ler la remarque finale du n" 6, et la proposition du n° 9.

REMARQUE. - Comme on le fait d’ordinaire, aussi dans ce qui précède il faut

évidemment ne pas considérer comme congruence, un ensemble de oop droites par
un point qui soit tout à fait arbitraire; cependant, on ne peut t pas exclure tous les
ensembles de ce type. Dans un En avec ~t ~ 5, une double infinité de droites par
un point constitue un cône à trois dimensions du E,~; si les oo~ Eg tangents de ce
cône forment une configuration de LAPLACE, on dira encore que la oo! de droites .

considérèe est une congruence (SPÉCIALISÉE), et que le cône est une variété O SPÉCIA-
LISÉE. Il est clair qu’on tombe sur une telle congruence, lorsqu’on applique le théo-
rème précédent dans le cas où les oo~ Eg tangents de la grille aient un point com-
mun : on dira alors que la grille est spécialisée. - On obtient manifestement une
variété 0 spécialisée, en projectant un réseau d’un point fixe : il résultera dans la

suite ,qu’on peut les obtenir toutes de cette façon.

[13] Il nous reste maintenant à considérer les grilles que nous avons exclues
au n° précédent. , 

- 

;

Nous n’insistons pas sur le problème de déterminer les congruences conjuguées
à un réseau, problème qui est classique, et qui admet toujours un nombre infini de

Fac. des Sc., 3e série, t. XX. ?



solulions (’). On peut faire la même remarque pour les grilles d’un E3 (qui sont
’ 

des réticules quelconques de cet espace) (").
Considérons maintenant une grille d’un E4 (c’est à-dire un réticule quelconque de

cet espace), qui ait W E3 tangents distincts et déterminés. Dans cette oo~ de Es on
a généralement un et un seul réseau (3) la grille considérée admet une (et une seule)
congruence conjuguée, seulement dans le cas où ses courbes correspondent aux dé-
veloppables du réseau (n° 10).

Pour épuiser la question il ne nous reste plus que le cas où la grille ait seulement
~1 E3 tangents distincts : alors, ou bien elle- comprend une famille de courbes (éven-
tuellement rectilignes) dans les plans d’une développable, ou bien elle est tracée sur
une surface développable (nos 3 et 7). Examinons séparément les deux possibilités.

Considérons donc une grille, dont les courbes d’une famille soient dans les
vlans d’une développable. Je dis qu’on peu construire un nombre in fini de congruences 

’

qui lui soient conjuguées. Considérons en effet une courbe § quelconque, des cour-
bes de la dite famille, et les courbes ’f2’ ... qui lui sont consécutives; soient

respectivement t 7t, ~:~, r.~, ... les plans de ladite développable qui contiennent ces
courbes, et n, r_, ... leurs droites caractéristiques, de façon que x et x, se

coupent le long de r, etc. - Traçons n’importe comment dans le plan x un sys-
tème oo’ de droites : on aura une certaine correspondance entre ’f et r, en disant

homologues deux points de ces courbes lorsqu’ils sont sur une de ces droites. On a .

de même une correspondance entre ’f et ~L1, en disant homologues deux points de
ces courbes, lorsqu’ils sont sur une même courbe de l’autre famille de la grille.
Comme produit de ces deux correspondances, on obtient une certaine correspondance
entre ~~1 et r, et en joignant les points homologues on a dans le plan 1t{ un sys-
tème 001 de droites. En procédant ainsi de proche en proche, on obtient ooi droites
dans chaque plan de la développable, donc en total oo~ droites : on voit aisément

qu’elles forment une congruence, qui est conjuguée à la grille donnée.
Considérons enfin une griUe tracée sur une surface développable et voyons si elle

(1) Voir G. DARBOUX, op. cil. à p. en (2), livre IV, chap. x, n° 420; ou : B. SEGHE, Una

generalizzazione della trasformazione di K0153nigs. Bendic. R. Acad. dei Lincei, 6e série, 4

{iga6)~, pag. 438, n° I .

(2) En effet, on voit avec des simples considérations géométriques, que le problème de
déterminer les congruences conjuguées à un réticule donné dans un E3, admet toujours
une infinité de solutions. Ceci sera confirmé dans la suite (au n° 22), où nous résolvons
ce problème analytiquement.

(3) On en a deux ou plus, seulement si les 002E3 ont un point P fixe commun, ou bien
s’ils sont les E3 tangents d’une sur face développable (cf. C. SEGRE, Mém. cité à p. i en (~),
n° 12). Dans le premier cas, leurs droites caractéristiques passent aussi par P et par les dif-
férents points de la grille : on doit admettre qu’elles constituent une congruence spécialisée
conjuguée à cette grille. - Le deuxième cas, au contraire, ne peut pas se présenter dans
l’hypothèse où nous sommes, que la grille ait tangents distincts. -


