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SUR LES INTEGRALES COMPLETES DES EQUATIONS LINEAIRES

ET DES

»

SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
D’UNE FONCTION INCONNUE

Par M. G. PFEIFFER (Kiew).

INTRODUCTION

Dans les encyclopédies mathématiques(') on ne trouve pas d’indications sur les
recherches faites dans le domaine des intégrales complétes des équations linéaires
et des systémes d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre d’une
fonction inconnue. La plupart des auteurs des meilleurs cours d’intégration d’équa-
tions aux dérivées partiellés du premier ordre d’une fonction inconnue ne font
aucune mention sur les intégrales complétes des équations linéaires et des systémes
d’équations linéaires. Seulement dans des exemples, chez quelques-uns des auteurs,
par exemple : M. Goursat(*), M. Forsyth(*), on peut rencontrer les intégrales com-
pletes des équations linéaires. .

Dans « Une méthode spéciale d’'intégration... »(*), indiquée par nous, les inté-

(') « Encyklopédie der mathematischen Wissenschaften... », « Encyclopédie des Sciences
mathématiques... ». <

(*) E. GoursaT. « Legons sur I'intégration des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre ». Paris, 1891, p. 229.

(*) A. ForsytH. « Theory of differential equations ». Vol. V, Cambridge, 1906, pp. 154-175.

(*) G. PrerFFER. « Une méthode spéciale d’intégration des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre ». Compt. rend., T. 176, 1923, p. 6a.

« Sur une méthode spéciale d’intégration des équations et des systémes d’équations non
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre ». Bull. de I’Académie des Sciences de
IUkraine, T. 1, F. I, pp. 41-59, 1923.

« Méthode spéciale d'inlégration des systémes d'équations linéaires aux dérivées par-
tielles du premier ordre ». Bull. de I'Acad. des Sciences de I'Ukraine, T. II, F. I, pp. 56-76,
1926.

« La méthode spéciale d’intégration des systémes Jacobiens généralisés d’équations
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre de plusieurs fonctions inconnues ». Bull.
de I’Acad. des Sciences de I'Ukraine, T. III, F. I, pp. 7-20, 1928.
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grales complétes des équations linéaires et des systémes d’équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre jouent un réle tout a fait capital. Il est clair de
13, qu’il était nécessaire d’effectuer dans ce domaine une série de recherches. Dans
le mémoire actuel nous voulons exposer quelques résultats de nos investigations,
en annotant les renseignements historiques suivants.

Lagrange (*) parle de I'intégrale compléte :
z=a+ b(x + my)
de I'équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :

)z 0z

N7 dy

= 0.

Natani(®) finit par conclure, que les équations linéaires n’ont pas d’'intégrales
complétes(’).

Graindorge(®), 4 ce qu'’il parait, s’en tient au méme jugement. Des mots ci-apres (°)
découle, que Lagrange a donné la définition de I'intégrale compléte seulement pour
I’équation non linéaire.

§ 1. — Sur les intégrales complétes des équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre.

Dans nos recherches(*°) nous affirmons, que I'équation linéaire aux dérivées par-
tielles du premier ordre :

Xp,+\p,+ ... +X,p, =12, (1)

(*) LagraneE. « Sur les intégrales particuliéres des équations différentieiles ». Nouv.
Mém. de ’Acad. royale des Sciences et Belles-Letires de Berlin. 1774. OEuvres, Paris, 1869,
T. 1V, p. 63.

(°) Nataxt. « Die hohere Analysis ». Berlin, 1866, pp. 330-341.

(*) Ibid., p. 338 : so muss man sagen : « dass die linearen Differenzialgleichungen kein
volistindiges, wohl aber ein allgemeines Integral haben ».

(*) GraINDORGE. « Mémoire sur I'intégration des équations aux dérivées partielles des
deux premiers ordres ». Mém. de la Soc. roy. des Sciences de Liege, 1873, S. 2, T. V.

(°) Ibid., s 6, p. 3 : « Lagrange a nomm#¢ intégrale compléte d'une équation primordiale
non linéaire a n variables indépendantes, une équation entre les variables indépendantes,
la fonction z de ces variables, qui satisfait & I'équation proposée et renferme n constantes
distinctes »...

(1% Les travaux, cités sous l'indice (*), et le travail, non encore publié :

G. PrEFFER. « Sur les équations et les systémes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, possédant les intégrales de S. Lie ».
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dont I'intégrale générale est :
P90 -.09,) =0, (2)

P = C"Ii(xl,g/a, ...,1'",4,),

-6

® = fonction arbitraire des arguments,
posséde l'intégrale compléte la plus simple
“1 :{‘i + (‘2:{‘2 + tte an—l ?n-—a + :Pn + (l" - 07 (3)

ou a,,a,, ..., a,, sontdes constantes arbitraires, et, généralement, U'intégrale com-
pléte :

a

a1 o @) =0, - (4)

17

ol Q est une fonction, construite de telle maniére, que l'intégrale (4) soit précisé-
ment compléte,
Dans quelles circonstances la relation (4) est-elle une intégrale compléte de
I'équation (1)?
La relation :
Ve, 2, ...,x,,a,,4a,,...,a)=o0, (5)

dont la différentiation par rapport aux varigbles Z,,%,,..., x, donne :

v oV - )V oV hAY oV
= —p,=0,...Vi—=—— + __p.— yeen =Y+ —p,=—0o0,
1 bflr" + bz p| o J ij + (\Z p} o Vn D.Z' I)Z pn o (6)

est une intégrale compléte, quand un des déterminants d’ordre n de la matrice :

oV hAY vV
da,’ da,’ 2a,
2V, 2V, 2V,
da,’ da,’ 7 Qa,
AV; Y, 2V; @
da,” da,” 7 a,
(\V" DV'! a —"
da, ’ da,’ da,

n'est pas nul en tenant compte des égalités (5), (6)(").

(**) A. ForsyrH. « Theory of differential equations ». Vol. V, Cambridge,

1906, pp. 165,
178-179.
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En différentiant I'intégrale (4) par rapportd x,, x,, ..., x,, nousaurons les équa-
tions (8) :

n
QO = E DQ d?x — Ds’“ d(?c _+_ + DQ d:?n—q + ‘)Q d;Pn —o0
! do, dx do, dx hEA dx do, dx -
=1 il 1 I8l 1 i n—1 1 n 1
n P
Q 2 2Q dy, 2Q) do, i n 00 do,_, + 0Q  do,
), = —_— = - —_— 4 — 2T =0
: . "\?z ’,wz D ’(1 d.l"_, D :Pllvl d‘L‘z b :?n dxe ’
=1
n
Y 20Q  dy, 0Q  do, + + 20Q  dy,_, 0Q dy,
ey T N, N = . " =o,
iA (\’li (ll'll—l D?l dx)l‘l BLP'I‘*‘ (lmll'"l DQADIL {ll’n—l
=1
n
2Q dy, 0Q dy, 00 do,_,  2Q dg,
Q= 322 dn_ 2 - $29 da
) 49, d"Lu 49 d‘/l“n ‘\'?11»1 d‘rn D"Pn dwn
=1
do, Qg + 29,
dr,  x, "z Pw
Lk=r1,2, n
Puisque les dérivées
2Q - 20 2Q 2Q
b ) b ’
A3, 9, 0, 09,

ne sont pas nulles, leur élimination entre les équations (8) améne a I’équation linéaire
aux dérivées partielles du premier ordre (1) :

do, dg, do,_, dg,

de, > dwx, ’ dx, °  dux,

dy d:?z d‘fn—i d"?n

dz, ~ dx,’ dx dx,
................................. = 0. (9)

(l‘“ d‘P, d?,,-. d?n

3 b

dl‘ll 1 d B”—l drll'l (lxu—l

dy dg, do,, dg,

de, ' dx, ’ de, ’ dx,

La relation (g) a lieu d’apreés (8) : elle est la suite des relations (8).
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Pour résoudre la question, si I'intégrale (4) est compléte, il est nécessaire d’éva-

luer les délerminants d’ordre n de la matrice :

et d’éclaircir les conditions, sous lesquelles un au moins

les égalités (4), (8), qu'il concerne.
Soit le déterminant :

_ D(Q,,Q,,...,0)

2Q 2Q 2Q
da,’ da,_,’ da,
n n N n
2 *Q dy, Y FQ dy, Z I*Q dy,
: do,0a, duw,’ lh‘ d¢9,0a,_, dx, i Qe0,0a, dx,
=1 =1 =5
n n N n
2 20 ll&, Z 0 d&,’b, Z XQ dcp,.
~ 2g0a, dw,” T & dg0a,, dux,’ ~ do,0a, dux,
=1 =1 =1
n n n
E 3*Q dg, V *Q do, Z 2Q do,
~ dyda, dx,’ l—‘ 09, 0a, , dx,’ &~ dpa, dx
=1 =1 =1

A"_FD(a‘,ag, cooa)
On calcule facilement que :
30 »Q rQ cha d\oz ' d?n
do,da,’ 0,2a, 29,4, dx,’ dx,’ dx,
2*Q *Q Q) do, do dy,
A= d9,0a,’ g,0a, dg,da, dx,’ dax,’ dex,
”Q *Q *Q do, dg, dy,
bc?l Dan D{J (\al b“PH (\all . dw" ' dw" ' dw"
Ainsi A, est nul d’aprés les égalités (8).
Les déterminants :
A — DQ,Q,..,Q ,.Q, ,...,.Q)
' D(a,,a,....,a, ’

(10)

d’eux n’est pas nul d’aprés

(1)

(12)

(13)
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sont tels que :

Aj =(—1)

G.
2Q
da,’
n
E 1Q dy,
d9;0a, dx ’
i=1
n
Z 3*Q dy,
d9,0a, dax,_,’
i=1
n
Sw 30 do,
d ) o, ’
. a'fi')aa d‘rj—n
=1
n
N 2Q dy,
)
H B’:i“aa dwn
=1
— I, 0, o,
o, —1I, o,
o, 0, —1,
0,  eiin.. o,
O,  ciun... 0,
do, de,_,
do .
dg, ds,,
e . ,
dx;_, dx;_,
dsg, ds,_,
e
(la:H‘ dx, .,
d?l d?n—a
de, ' da,

PFEIFFER.

2Q 2Q
da,_,’ da,
n n
2 2Q dq 2 3Q do,
b
~ dg,0a, , dx ~ dg,0a, dux,
=1 =1
n n
2 3Q dy, Sw R @) do,
~2ga,  dx, "~ dga, dey
=1 =1
n n
\ Q) dg; Q. dy,
~dsoa,, do.,’ = dga, dr;,
=1 =1
n n
2 20 do, q  *°Q dy,
. . D:.i‘\anwl dmn ’ —-J ‘\q’iban dwn
=1 =1
A @) 1Q 0
o)
’ do,2a, ~ d3,0a, ’ dg,0a,
2Q O] 1Q
o
’ dg,0a, dy,da, ’ do,0a,
Q) Q) 1Q
o, — ’
D rll—i L\al ac?ll'—‘lb(lﬂ D‘?ll—dban
2Q Q) A @)
—I, ’ )
a?nbal b(?llaCLﬁ DcPlIraa"
Q) 20 2Q
o)
’ d2a, ' da, da,
ds, o o
dx, ’
ds, o o
S e

dx,;_,

dg, o o
S e

dx;,,

Ay, o _ o

dx, ’

(j=r1,2, n).

(14)

(19)
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=

Multiplions la kitme colonne du déterminant (15) par et ajoutons A elle les
k

éléments d’autres (n — 1) des n premiéres colonnes, multipliées par :

20 2Q 2Q 2Q
S0 Yo 3 »oeee S (16)
49, C%— OPpas . dO
En utilisant les relations :
Q,=o0, ... Q =0, Q =0, ... Q =0, (17)
concernant le déterminant (15), nous trouverons :
(l:?l ‘(l"?kfi d?k—ﬂ d?n
de, ’ ' dx, = dux, dx,
ll“?l (l‘l’/s~i d:?k+4 dwn
Y e T, Y e mmme——
A — (—oy* | de;_, da, " dz, | dx,_,
! ‘\Q d:?a d?k-a chkJr-x dq’n ’
0o, dr,,’ de,.,’ de,,’ da, .,
d?a (l:?k—l d{?k 11 d?n
dx, ’ de, = dx, ’ dx,
Q) 20 20
o
2, T dg, 09,
70 *Q *Q) N
dg,0a, dg, da, ’ dg,da, T a,
X e [P , (18)
°Q ”Q Q2
D :?l Daﬂ"l a ?2 Dan-l a ?ll aa"“‘i D a?L—l
3Q Q) *Q 20
‘):?laan ’ Dz{'!aan ’ o D?naan ’ Daﬂ
k=1, 2, n,
j=1,2, n

Les premiers déterminants de I'expression (18) n’étant pas nuls, il est clair, que
le résultat de nos investigations conduit & la conclusion :

A) « La relation :

Q(?l’?z""’?n’al’”n’""an):O (!9)
Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 20
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conslitue une intégrale compléte de I'équation linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre : ‘

X1p1+x21)5+ Tt +ann:Z‘ (20)

dont l'intégrale générale est :

P90 ) =0, ‘ (21)
guand le déterminant :
20 2Q 2Q |
dy, Ty, g, °
0 eQ rQ W
Ye.0a, | dsa, Yo 0a, | a,
................................... : (22)
2Q »Q »0 2
2,00, dg.0a, dg,0a, " da,_,
¥O r0 »Q 20
dg,0a, ' de,a, 29,2a, = a,

n’est pas nul d’'aprés la relation (19).

Puisque le déterminant (22) est symétrique par rapport aux quantités :

Do Pgr over P et a, , aq

in 1

S,

9 ¢ *

-

on peut les transposer dans la relation (1g) ».

Nous croyons qu’il n’est pas superflu d’indiquer la liaison qui existe entre les
intégrales complétes des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
d’une fonction inconnue et les transformations de contact avec une seule relation
entre les variables. La liaison est renfermée dans ce que la relation, entre les varia-
bles, qui définit une transformation de contact, satisfait & la méme condition A),
que lintégrale compléte d'une équation linéaire (**).

De 14 plusieurs théses.

(*?) 8. Lie. « Geometrie der Berithrungstransformationen ». B. I, Leipzig, 1896, pp. 51-55.
« Theorie der Transformationsgruppen ». Absch. II, Leipzig, 18go, pp. 6-10. 146-151, 153-156,
166-171.
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Premiére thése.

« Si la relation (19) est une intégrale compléte dé¢ I'équation (20), c’est-a-dire,
satisfait a la condition A), les relations : '

gl-(yi’yz’"‘yu’yll?y'e’"'y'n):O’ (23)
. 0Q
—gi+ =0,
24
e 20 =
: A—— =0,
RS v,
{==1,2,...N,

aprés élimination du paramétre %, donnent la transformation de contact :

y'k - Yk(yg’yz’ -yu? ql’ st qn)’
q'k’: Qk(ya’.vﬂ s Y 4y e qn)'

k=1,2,...n.»

(25)

Deuxiéme theése.

« Si la relation (19) est une intégrale compléte de I'équation (20), c’est-d-dire
satisfait & la condition A), les relations :

' !

R

20
da,
207
2z
20 (27)
207
27

Qx,x,...%,_,,%,T —2) =0, (26)

pi=—

pi=—

i=1,2,...(n—1),
représentent une transformation générale de contact :

2 =Z(2, %, T s Py e P
=X &, T Pys s D)y (28)
[)'i = Pi(Z, m;, ey Ly 5 Py - -'7pn—1)’

i=1,2,...(n—1)

X
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Les fonctions Z, X;, P; sont lides avec les fonctions Y,, Q, par les identités :

Z(Z, Loy oo Ly Pys - - 'p::~1)E Yu(xﬂ s Ly 3 Py s Py ])’
XI(Z,(,C“ e Ty Py pu,—|) = Yi(xj’ R R Ry R ) I)’ (29)
Q(x,y ..y 2, —Ps e =Py 1)
P,-(Z,.’L", s Ly Py -~'pn—.1)E_()l L = ~ = r ’
\n(wﬂ S I I)
i=1,2,...(n—1).»

Troisiéme thése.

« Si les relations (23), (26) sont les équations directrices(**) des transformations
de contact avec une relation entre les variables, autrement dit, si ces relations satis-
font a la condition A), les connexions :

Q(2,, %y oo Py @y, Ay, ... Q) =0 (30)
et
Qa, a,, o 0y, 9,9, - §,) =0 31)

sont les intégrales complétes de 1'équation linéaire (20) ».
Exemple premier. — La plus simple intégrale compléte de ’équation (20) :
2"?2 + R + (ln—l (?11—1 + <{lll + all - 0’ (32)

pour laquelle le déterminant (22) est (—1)"™, donne la transformation homogéne
de contact : '

n—1
' 4 ' 1\
Yi=—» Y,=—Yy— — q;Y;»
qn qn Z
=1
33
q,l:_(]n;\,l' q'n: — 4, ( )
i=1,2,...(n—1)
et la transformation générale de contact :
n—i
' =—z4 E])‘:ci,
x,l - ——_Pz’ (3[])

pi=—%,

l=1,2,...(n—1).

(**) D’apres Plucker.
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Exemple deuxiéme. — Vu que I'équation :

Q=@ —a)+ ¥ —y'+E—2)—R=o0 (35)

conduit A la transformation de contact :

R : Rp , Rg 9

Z'———-Zi:, X = Yy = +——_— 5 (36)

X, =yt
Vitp+q Vitp+¢ Vitp+q

'

avec une relation entre les variables : &', y', 2/, x, v, z, I'égalité :

(:?1 - a‘)z + (:.Dz - a,)‘! + ("."3 - aa)i = R* ’ (37)

qui se comporte comme les égalités (30), (31), donne l'intégrale compléte de 1’équa-
tion linéaire :

do, dy, deo

1 13

dx,’ dx,’ dz,

1

do dg, dy,

T

de,” dx,” dx,

=o. o 38)

do, de, dy

3

de,’ dx,’ dx,

3

En effet, en résolvant, dans le systéme d’équations :

(o, —a) + (9,—0a) + (o, _ a) =R,

(=) G2+ (1= ) 7L+ () 2 o
(¢, ‘— a,) -Z%;‘: + (3,—a, (Llli: + (v, —a,) 3;‘2 =o, (9)
(2, *“.)% + (?g—ftz)% + (%——aa)% =o,
les trois premiéres par rapporta : 3, —a,, v, —a,, 5,—a,, on a
P, —, 9, —d, 9, — A, R
s, TS, T T, T Vairrarar (40)

(**) E. Goursart. « Lecous sur I'intégration des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre ». Paris, 1891, p. 263.
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ot
s = Y4, dy, _ dg, dy,
' dx, dz, dzx, dx,’
dy, do dy, do
A-— 3 s 3 T4
= U, dw,  dw, da,’ (4n)
A — %9 4y, dg, dy,
T dx, de, dx, dx,’

substituons leurs expressions 4 la quatriéme, nous obtiendrons ’équation (38).
D’aprés la deuxiéme thése, on voit facilement que la condition A) améne encore
a la thése suivante.

Quatriéme theése.

« Si la relation (19) :
Q(2,,9pr -+ - 9,58y, gy ... A,)=0 ' (42)

est une intégrale compléte del’équation linéaire (20), c’est que, de méme, I'égalité (26):

’

Qa,, &,y .. Xy, 5, &, ... T, _,,2)=0 (43)

n—i

est I'équation directrice de la transformation générale de contact (27).
Les relations :

Qx,, 2. ... x,_,,5,d,,d,,...d,_,,)=o0 (44)

et
Qa,, a,, ...a,_,,c,x,x,,...x, ., 2)=o, (45)

ou
a,d,,.o.ooad,_,c ‘ (46)

et
.a‘, a,, a, ¢ 47

sont des constantes arbitraires, ne peuvent pas étre des inlégrales d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre(**) ».
On peut aussi construire la thése réciproque.

(*3) 8. LiE. « Theorie der Transformationsgruppen ». Absch. I1, Leipzig, 18go, pp. 166-171.
E. Goursar. « Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre ». Paris, 1891, p. 260.
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Aux formes particuliéres de I'équation (4) :

&((Pa’?z’ st cfn—i’“;’a:’ st an) —"Pn =o, ([‘8)

a(?u‘?l"":?n’ ai’ael"'an——a)——an:o ‘ ([‘9)
la condition A) dégénére en les conditions suivantes B), C).

B) « La relation :

o
© Yu—ar v

a,0,, ...Q,)—%, =0 (50)

représente une intégrale compléte de I'équation (20), si le déterminant :

AL *6 0 0
da,’ g, 2a,” dgoa,’ T dg, 2a,
o6 26 %6 %6
A, = a,’ dg,0a, do0a,’ T 39, ,0a, (51)
AL 20 %0 %0
2a,’ ds0a,’ dola,’ 29,24,

n’est pas nul. Donc

p(s 2L, 20 20
dg, 2%, ,_,

: A — ==o0.
! ' D(a,, a,, a a, S=o.» (52)

gy Ugy oot

C) « La relation :

8(?4’?;' s Pas Oy 4y, ...a,,,_‘)——a":o (53)

représente une intégrale compléte de I'équation (20), si le déterminant :

23 23 28
b b
"\{ADI b:?i ‘\ n
"3 %3 2*8
y > - —_—— R
A, = d9.2a, dg,0a, dg,0a, (54)
e a6 %8
’ ’
b :Pi Janvl ‘\ CP! D an—l D CPFI ‘\a"‘l
n’est pas nul. Donc
33 de A
D<a — —, ..
: "da,’ da,’ da
- [ aa, oa, - »
A, = * =t —==0.» (55)
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Cinquiéme thése.

« Etant donnée I'intégrale compléte :

2=D(T, ... Ly o Ly Xy Ay, e L), (56)
D((I)’ (]‘17 Lo ‘bk—q’ ‘l)kfn‘ c e ‘I)n) — 4
D(a,, o, ... 2,) ==9 ®7)

d’une équation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre contenant la
fonction z :

./‘(J;ngy ""ru?:”pn ~..pn):O, (58)
quand :
D(P,, D, ... D)
: - " == 5
D(a,, 2, ... «, == o, o)

et ne contenant pas la fonction z :

S, x, ... %, p,...p)=0, (60)
quand :
D(®,, b,, ... D,
=o, (61)
D(«,, 2 )
17 Ter 0t T
si 'on substitue dans la relation (56) & la place de :
DLyy oo Ly Ly Ly ove Ly Zy 0, Uy e (62)
les expressions :
Gy o Py ‘l’ Pho o-ee ?n——ﬂ Tuo ai’ (12’ e an(m> (63)
ou les expressions :
Ay oo Qo o, W e, Gy e 2, (1), (64)
on obtient les intégrales complétes :
(I)((?H e ?I;—H ’17 ?k’ v ""nfﬂ al’ e (t"> - “:‘u =0, (65)
Da,, ... a_,d,ay, o A0, e 9,) — A, =0 (66)

de I’équation linéaire (20).

(**) d est unc constante fixe, en général, arbitraire.
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Exemple troisiéme. — La relation :
=@+ a) @+, 67)

D, D), . D@ D)
De® =% Dwmp O

est une intégrale compléte de I'équation non linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :

pPqg =z, (68)
contenant la fonction z :
D@, )
"D 8) Q) —l

de ce fait les relations

gy=m(s, + @)  ¢,=n(p, +b)

) 6
m=d+b n=d+a (69)
et les relations :
b=(a+9)(d+3,), b=(d+29)(a+5,) (70)
sont les intégrales complétes de I'équation linéaire :
dg, do,
dr ' dx (1)
=o. I
dy, dy, 7
dy ’ dy
Exemple quatriéme, — La relation :
=2V(@" + )+ ) (72)
D(®,®) __ D(®, d,)

D - Dm® O

est une intégrale compléte de I’équation non linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :
pq=lbxy, (73)
ne contenant pas la fonction z :
D(®,,d)__
D) —
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de ce fait les relations :
s=mVeita, s=n\g+b
m=—2 \/d°—+—1;, n:z\/d’+a

et les relations :

r=(@+e)(d+39) r={+9)@+29)
b ’ b
= — P = —
4 : 4
sont les intégrales complétes de I'équation (71).
Pour la forme particuliére de I'équation (4) :

O(Pys Py v+ Pu—ir Ay By o -+ an—;)_’“?u—an =0

la condition A) est analogue.

D) « La relation :

w(?a’?z’ s P @y Ay e an-g)_?n_an:O

représente une intégrale compléte de 1’équation (20), si le déterminant :

* Pw
dg,0a, ’ d9,_,da,
A= o,
\,(J) \5
d¢,a,_, ’ do,_,0a,

n’est pas nul :

dw dw dw dw
p(2, .. ) D( .
29, 09, da, oa

A= = = Z=0.»

? D(aﬂ e aw—;) D(?U st ,‘.Dn—i)

(74)

(79)

(76)

(77

(78)

(79)

De la découlent la sixiéme et la septidme théses. La sixiéme est la conséquence

de la cinquiéme.

Sixiéme thése.

« Etant donnée l'intégrale compléte (56) de ’équation (60) sous la forme :

Z=0(2,, %y o Ty Xy gy oty )+ Oy,

D®,, ... 6, »0ys---6,)
D(a‘, aa’ s an—a)

Iz o,

(80)
81)
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alors, en substituant dans la relation (80) & la place de :

.
Dyy oo Xy Ly Lpyyy oee Ly Ty @y e Uy, &,

les expressions :
H
Gpr oo G G G, e A, Ay, —a,
ou les expressions :
a, ...aq_,,d, a, ...«

o o, R
n—1? (l", Yiv ¢+ - Yn—r> q‘n’

nous obtiendrons les intégrales complétes :

0(?1’ s ?k-—a’d Prr oo Pamir Gy - - an—-a) T 9y—a, =0,
6(a,, ...a,_,,d,a,, ...a,_, 9, ....qlu,l) —¢,—a,=o

de I’équation linéaire (20) ».

Septiéme thése.

« Etant donnée une intégrale compléte :

z=P,...x,_,,0,...2,,)

D, ... & ) .
D(x,. ..., ) ?k °

d’une équation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :

-/'(‘1‘.4’ ce xu—a’ Z’pn’pn—ﬁ) = O?

les relations :
‘I)<1')4’ B S O "'au~|)_?n_an:o’
d(a,, Py ) — 9, —a,=0

(lli— i in n

sont les intégrales complétes de ’équation linéaire (20) ».

Exemple cinquiéme. — La relation :

Z:-—1+a +oax, +2,x, + 2,
xi
D(Ox’ z) D(G%’ 3) D(e e)

Dlay o) =% Do) =% Dla,a) T °

163
(82)
(83)
(84)

(85)
(86)

(87)

(88)
(89)

(90)
(91)

(92)
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est une intégrale (80) de I'équation non linéaire aux dérivées partielles du premier

ordre :
pxL=p,+p;- ' (93)
Les relations :
a; + a; a4+ a?
» — — . l . © — 0 — o = —— A 2 .
03 ?l + al 92 + , al “Pl + aﬂ 2 2!3 2m’ 3 Cpl + a%‘Pl + n (9[‘)
l=ua,d—a, m:a3+a1~|—a2 n=ad—a
L] d 1 3
et les relations :
a3:_(1’)1;1+-"?2 +a2?l+d?a—<‘?s’
st
aa_—m7—+a|?i+az?2_—<?a’ (95)
02_‘_":
a, = —‘}_a—f*_d‘l”a +(ta?z'—cpz

1

sont les intégrales complétes de I'équation (38).

Exemple sixiéme. — En disposant de l'intégrale compléte :

=@+ +p (96)
D((I)i ) ‘bz) EIE o
D(a, )
de ’équation non linéaire :

A deux variables indépendantes, il est facile de construire I'intégrale compléte :
(?l + an) (?2 + as) - CPa - as =0 (98)

de I'équation linéaire (38) & trois variables indépendantes.

§ 2. — Sur les inlégrales complétes des systémes complets d’équations linéaires
aux dérivées partielles du premier ordre.

Posons, que le systéme :

X:pq +X;p2+ st +X;pu: Zi’
X’:pl +X:pz+ M +szn:Zz’

Xipa + sz% + tee + X‘:tpn = Z.c

(99)
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est un systéme complet d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre,
I'intégrale générale de celui-ci étant

‘1)({?17 Por - oo :Pm) =0, (IOO)
<Pi - ':Pt(mﬂ xz’ T -’17", Z)7
® = une fonction arbitraire des arguments,

m=n—s+1.
Nous affirmons qu’il admet I'intégrale compléte la plus simple :

al f?i + al?s + M am-—i?m——i + (?m + am =0, (IO’I)
@

ou a,a,,...a, sont des constantes arbitraires, et, généralement parlant, I'intégrale

m
compléte :
Q(:Pl’ :lr’e""’:m’al’as’"'am):0° (102)

Dans quelles circonstances la relation (102) représente-t-elle une intégrale com-
pléte du systéme (99)?

La relation :

Viz, 2,2, ...2%,,0a,,0a,, ...a,) =0, (103)

n?
dont la différentiation par rapport aux variables «,, «,, ... &, donne les égalités :

AV v Vv vV

V.= —p, =0,...V —m — 4 —p =
bw‘ DZ pa o 3 Dw" + DZ pn o, ('0[')

1

est une intégrale compléte, quand un des déterminants d’ordre m de la matrice :

v v 2V
’ ) e
da, da, da,
oV, Yy, oV,
da, ' da,’ da,
. v - (103)
NATRERAL 2V,
’ i .
oa, da, da,,
oV, 2V, AV, |
; y ees
da, da, a,,

n’est pas nul d’aprés ces égalités (103), (104).

En différentiant l'intégrale (1oa) par rapport & x,,x,,... £,, nous aurons les

équations :
o 20 d,  2Q do,
Q=N —t=0,...0,=Y Qe o, (106)

1
oy, dw, 9, da

i=1 i=1

~J/

n
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ol 3 r_* r
Puisque les dérivées
2Q 2Q Q)
, y e
¢ 29, -

~/

Q

g

’

m
ne sont pas nulles, alors, en les éliminant de m des égalités (106), par exemple, des
égalités :

Qg =o0, Q; =o0, ... Q =o, (107)

nous arriverons a une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :

dy, dg, G, ds,
dey 7 dxy T dxy T dxy
d(?l . d:?ﬂ dc?"l-‘l d‘?ﬂl
dey * dxyg T dxy T dxy
2 2 2 E3
...................................... =o. (108)
d?l d'?! : d:‘?mv-q d"?m
dey =’ dx, } ’ dry ’ dxg
dg, dy, 49, dg,,
deg ° drg T T dxg T diy

La relation (108) a lieu vu les égalités (107) : elle est la suite des relations (107).
Pour résoudre la question, si I'intégrale (102) est compléte, il est nécessaire d’éva-
luer les déterminants d’ordre m de la matrice :

2Q AQ
aa’ ’ baﬂl
m m
y_rQ s, v dy
Lddgda, de,” T 4 dgda, dx,
=1 i=1 . “ (109)

Les déterminants :

D(aiﬂ as’ - a’m)

o »Q | ds, do,

; - | ,
L?ll\a’ chm«\d’ (Ll‘g‘ d.T,‘gl

e TP B (110)

Q) Q) dy, dg,,

I K
dg da, g, 04, | dxgm dxgm

sont nuls d’aprés les égalités (107).
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Les déterminants :

D(Q, Qg - Qg

de par les relations :

sont tels que

D(a,,qa,, ... a

j:],n,...m.

Qg =o0,...0Q, =0.Q ....Q =o,

D(Q, Q,, Q , Q Q
( ‘ gl g]—| gj+¢ gm)
D(a,, a,, ... a,
soit égal &
ch; d(?k—-l dCPIH-A d‘?m
deg ’ dey, ° dxy dxg
Mm—k d:Pi d:P/cAl d:Pk—!-l dc?m
(=v deg ’ deg ° dxy dxg
bQ Jj—1 Jj— Jj—1 Jj—1
—()-CP_ dCP‘ chk—d dflak“‘l dtpm
k d ’ d. T d ’ d
ng+1 mg]J—i xgj—H ng+1
dC?‘ d:pk—l chk-—l dq’m
dey ' deg * dxy dxg
2Q 2Q 20 o
29, " g, 09,
*Q 10 *Q 20
dp,da dg,da, de,0a, ~ da,
1Q 1Q 1Q 3Q
DCP Dam—l bcp,bam_‘ ’ a(PmDam—i ’ da —1
1Q - 1Q 7Q 2Q
d¢,0a, ' 04, e, 00 da

De 14 la conclusion.

(r1r1)

(113)

(113)
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E) « La relation :

gl(?l’ ?z’ A ?m’ al’ aﬂ’ tot am) :':0 (II[‘)

est une intégrale compléte d’'un syst¢tme complet d’équations linéaires aux dérivées
partielles du premier ordre :

X:pn + X;pz + cte X:pu :‘Z4 ’

s o s 11d
X1p4+xng+ e ann:Zs’ ( )
$=n—m-+41,

dont l'intégrale générale est :
Do, 9,5 ... 0,) =0, (116)
au cas ou le déterminant :
2Q 2Q 2Q o
D ?i ' DCPB ' o D 7’" ’
*Q Q) Q) 20
de,0a, ' dwda, T T 2dg0a, T Qe :
........................................... (117)
*Q Q) *Q 20
2 Py J 9. J Pm—1 ’ N o N Ay d (—
”Q ”Q *Q 2Q
D ‘IJI bal" a \Di Daﬂl ’ ‘\ wm D aﬂl Daﬂl
n’est pas nul d’aprés la relation (114).
Puisque le déterminant (117) est symétrique par rapport aux *
P> Ogy --. 9, etaux a,a,, ...q,,
on peut les transposer dans la relation (114) ».
Exemple septieéme. — L’égalité (37) :
(:Pl - al)’ + ({'?s - a’)‘l + ((!92 - (la)’ =R . <I 18)

satisfait aux conditions A), E).
Si o,,9,, 9, sont des fonctions indépendantes des arguments x,, x,, x,, 2 :

9= ¢;(x,, %,, X, 2), (119)
I’égalité (118) est une intégrale compléte de I’équation linéaire (38).

5
v



SUR LES INTEGRALES COMPLRTES DES KQUATIONS LINEAIRES. 169

Si l'on regarde ¢,, 4,, v, comme fonctions d'un plus grand nombre d’arguments,

par exemple : x,,x,,x,,x,,2:

o, = 9,(x,, T, T,, T,, 2), (120)

it

alors I'égalité (118) est une intégrale compléte d’un systéme complet des équations

linéaires :

dyg, dy, dy, dy, ds, dy,
dz,’” dx,’ duzx, de,” dz,’ dx,
d?‘ ) d"?" — (1’19‘ d?z d"r'.w .
dz,’ dz,’ dux, = de,” dz,’ dux, = (121)
dg, dy, dy, de, dg, dg,
de,” dwx,’ dax, ' dz,’ dwx,’ dx,
Réellement, en résolvant dans le sysléme d’équations :
(3, — @)y + (9, — ) + (3, — ¢, = R,
dg, ds, do, _
(7’4_a1)—d—5:+(‘?2—'an) d.”L‘. +(‘Pa_az) d.’l," =0,
dg, ds, de, _
({/‘—-—(l’) d-’l’i +('?:_(lz)_(7£:+(fs_ax)a_w_i‘—o> (122)
do do do
G — T (g — 8] 0 — s
(A 1 al) d‘,L.3 ' (‘PQ (12) dm3 + (. 3 “3) da}3 o ’
ds, ds, dg,
(‘Pa—aa) d.’l/" + ('?s_(lz> d.L“ + (c?a"—'(la)d_a:‘ =0,

les trois premiéres équations par rapport aux : 9, —a,, ¢, —a,, 9, —a, :

(P‘—(llchg—‘-(l’:?a—azz R (Iﬁg)
A; Az A3 \/Aj +A:+ Ag

et en substituant leurs expressions dans la quatriéme et la cinquiéme, nous aurons

les équations (121).
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