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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

SUR L’ORDRE DE GRANDEUR
DE LA FONCTION ¢ DE RIEMANN

DANS LA BANDE CRITIQUE

PAR

MM. J.-G. va~ pEr CORPUT et J.-F. KOKSMA, & Groningue.

—-—-*_—__

Afin de déduire I'ordre de grandeur de la fonction de Riemann {(s) = (¢ + it)

dans la bande o 51, il suffit d’examiner la fonction dans la bande £< eI,
2

I3

I
car la conduite de {(s), dans la bande R o<1 étant connue, I'égalité fonctionnelle

((1—s)= 2 I'(s) . cos n—zs—c(s)

(2m)"
nous la fournit dans la bande o< s-1.
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer ici en outre ¢>> o, en vertu
de I'égalité
¢(e — i) = [¢(e + it)] -

Comme la conduite de la fonction {(s) dans le rectangle - o< 1; 0 Lieest
suffisamment connue, nous poserons toujours {>e.
Le probléme dont nous allons nous occuper, revient finalement & la recherche

d’une borne supérieure de |{(s + if)] pour les poir{ts

tLe K, e,

2

Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. I



2 J.-G. VAN DER CORPUT ET J.-F. KOKSMA.

Comme cela ne sera pas plus difficile, nous examinerons au lieu de la fonction {(s)

de Riemann, la fonction plus générale ¢(s,w) (o<<w < 1), qui pour s>1 est dé-
finie par la série

L: I
s, w) = 2_, T

et qui dans le cas spécial w = 1, est égale & (s).

Dans ce mémoire nous allons démontrer la proposition suivante.

ProrositioN : Désignons par g le nombre entier >3, qui correspond d chaque

nombre s de U'intervalle §<c< 1, tel que

(I) 1 — g §5<[___gil__(> — 9.

Y— 2 2y —2 ’

Si (s) désigne la fonction de s (g LKL 1) , qui posséde en les points

g
=1 — =3,4,5...
=TT (9 4 )
la valeur —- . el qui est linéaire sur les segments
g g+1
' ~(——2<G<x ay—a’
et si en outre
oW1, §<c<l, t>e,
ona
=) o) — ] <o [— s\ togucy
i ST : I log logt | &)
log——l_c

(*) Cette correspondance est toujours possible, car si g parcourt la suite des nombres

3,4,5...., les nombres 1 — _{z 2 (commengant par 1 — sz =% et s’approchant

de 1, si g croit indéﬁniment) , forment une suite toujours croissante, a cause de I'inégalité

I_g+x_<I g )___(!IY—Y+2 >o0.

3y —3 CY—2 y—2)(2y—2)

(*) Les nombres ¢,,c,.c,,c,, etc., représenteront toujours des constantes positives et
absolues, convenablement choisies.
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Si s ne coincide avec aucun des peints

[ — — (¢' entier > 3, y' = 29"),

3) 'I—— ’g —o| > 8 (9'=3,4,5...),

on a encore

(%)

I C,
{(s, m)—-F, < —:{f— TR

REMARQUE : Supposons que ¢ soit le nombre entier >> 3 correspondant & tout ¢

de §< ¢ < 1, moyennant I'inégalité (1).

Alors en mettant y = 2%, on a I'égalité

(5) Ao) = (—9y—1t

car le second membre est une fonction linéaire de ¢ dans I'intervalle (1) qui prend

la valeur \
gr__,
y—2 1
gy—v+2 1—2
au point
C=1I— g
{— 2
et qui pour
‘ G—>1— g+t
29 —2
s’approche de la valeur
g+
2y —2 . I
gr—y+2  ay—a2’
g+1

11 y a donc continuité au point 1 — .
2y —2
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Nous avons jugé superflu la déduction des relations analogues & (2) et (4), rela-
tives aux fonctions L(s,7), parce que ces relations résultent immédiatement des
propriétés (2) et (4) en vertu de la relation connue

=S} k 0
N\ [((l) R \ \ I
L(s, 7) = Y po —LL(“)}_W
a=1 a=1 n=o
k o k
IR IR S BRI\ a
- ks Z /((l) Ld - kx /‘(G)C(S, ]{'>

a\s
a=1 n=o (” + T> a=1

pour ¢>>1, de sorte que la relation

L(s,y) = ’,:T i Z(a)!(-?,%j

a=1

est valable, partout o les deux membres sont des fonctions analytiques de s.
Pour démontrer 'importance de la proposition, faisons les remarques suivantes :
1> A cause de la continuité de I(s,w) aux points s = 1 + if, il résulte de (2)
immédiatement :

. 1 logt
< Lw)—— —_—
“(l + il w) w'* < log log ¢

Cette relation a été trouvée par M. H. Weyl(‘) dans le cas particulier w = 1.
2° Comme nous allons prouver, il découle de la relation (2) en outre

I—0n
log 2
o

8 ,:, logt
log log

)

I lo,
Es,w iy c,
(s — | <.

pour -§<G<I.

Ce résultat-est plus précis qu'une relation analogue de MM. Hardy-Littlewood (*)
qui ont démontré I'inégalité
c(1—n)

I

. I < tlog,_, log ¢
(s w) — w“‘ ‘ log log t
1
F<e=<)

qui contenail ¢, considéré seulement comme une constante positive absolue.

*) H. WEYL. « Zur Abschitzung von {(1 + ti)» Math. Zeitschrift, 10 (1921), p. 88-101.
(* J.-E. Lrrreewoop. « Researches in the theory of the Riemann ¢ function » ; Records
of the London Math. Society, Febr. 10, 1922.
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M. E. Landau(*) a simplifié la démonstration non publiée des deux auteurs sus-
nommeés et il a prouvé que :

. 63
SIE<G<I, on a

4(1—0)

log

et —° logt

() log logt’

1
:(8, w) - _’l:l)_s

11 saute aux yeux que ce résultat de M. Landau découle immédiatement de (6).

L’importance de la relation (7) de MM. Hardy-Littlewood-Landau découle du fait
qu’elle fournit jusqu’a présent le meilleur résultat relatif & la distribution des nom-
bres premiers, savoir que le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a x,
figurant dans une série arithmétique dont la différence k (k>>o0) et le terme initial
sont premiers entre eux, est approximativement égal a

I z du
«h) J. Togu

(ou ¢ (k) désigne le nombre des nombres naturels <& et premiers par rapport a k),

de facon que la différence entre le nombre susnommé des nombres premiers et
du

1
o(k) /2 logu

I'expression est d’'une valeur absolue inférieure a

)
—'c—‘\/log.r.loglogav
c,.x.e

3* Introduisons la fonction p.(s) de Lindelof qui, ¢ et w étant des nombres fixes,
désigne la borne inférieure de tous les nombres p', pour lesquels il existe un nom-
bre C indépendant de ¢ (mais qui peut dépendre de o, w et '), tel que pour {>e
on a

I
>

<Ct.

(s, w) —

Maintenant il résulte immédiatement de la proposition :

® @< (F<e<).

(*) E. Lanpavu. « Uber die { Funktion und die L Funktionen ». Math. Zeitschr. 20 (1924),
p- 105-125. — Voir E. Lanpavu. « Vorlesungen tiber Zahlentheorie», Band II, p. 38.
(*) E. Laxpavu. Voir le mémoire cité sous (*) et « Vorlesungen ». Band II, p. 3-46. °
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Ce n’est pas la premiére fois qu'une borne supérieure de w(s) a été indiquée.

MM. Hardy-Littlewood-Landau (') ont démontré qu’on a dansVintervalle - Lo 1,
2

(9) (o) < v(9),
si v(s) désigne la fonction, qui dans les points

I . .
6=1—— (¢ = 2", rentier>o0)
o]

)

s

prend la valeur

X

(r+2)p

. ] ye I 7
et qui est linéaire sur les segments dans lesquels 'intervalle —2< o<1 est partagé

par les points 6 — 1 — -1—, (r=1,2,3...).

]
v

Nous allons démontrer que sur l'intervalle 1< <1, Ona
2
(10) We) < v(s)

c.-3.-d. que I'inégalité (8) est meilleure que 'inégalité ().
Pour ¢— 1, les fonctions A(s) et v(s) s’approchent toutes les deux de zéro.
Dans le point ¢ = L les deux inégalifés (8) et (g) fournissent le méme résuliat,
2

notamment

Le seul résultat relatif & I'ordre de grandeur de la fonction {(s) qui est connu
jusqu’a ce jour et qui ne découle pas de notre proposition, est 1'inégalité suivante,
déduite par M. A. Walfisz (%)

163

1 988
Z<;+it>1<cﬂt (t>e)

() E. Larpavu. Voir le mémoire cité sous (*), p. 3, et « Vorlesungen », Band II, p. 55.
(*) A. Warrisz. « Zur Abschitzung von ¢ (% + it> » . Nachrichten der Gesellsch. der
Wissensch. zu Gottingen; Math.-physik. Klasse (1924), p. 155-158.



DE LA FONCTION Z(S) DE RIEMANN. ’ 7

1 163
) <
et ce résultat est meilleur que la relation fournie par (8) a cause de la relation évi-
dente

de laquelle il découle

16 s
988<-6'

Nous commencons par démontrer que (6) résulte de la proposition, par quoi
toutes les conclusions mentionnées sous la 2° remarque seront justifiées.
A cause de () on a
(1—o)y 1 I—¢ I

o) <L —— = .
(1) ®) < gy—xv gy g—1 gy

A cause de g >3 et de (1) on a en outre

g+1

27t 297t — 9 ~ I
g+1 I—o
donc
> lo !
g log 2~ e —"
de sorte qu’il découle de (11)
(12) 7\(6)<log2.———[_c L
log—[—— 9y
I—g¢
Remarquons qu’en vertu de (1) on a
I 2 — 2
1—¢ > g
Puisque pour g >3
9__
10g2 2>log2“’—logzg=g.<logz—10g29>>_q_’ .
' c

nous trouvons de plus encore I'inégalité

1
’ \:_—
(13) . log p— .g.
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Distinguons maintenant deux cas différents :
1° Supposons ¢ > loglogt.
A cause de (13) on a

log !

>cLlog log t,

I—g¢ ‘0

de sorte qu’il résulte de (2) et de (12)

log 2. Ll
log
(s 0) — —| < I log ¢
S w)——~ c g
* ! ~ log b
v —I—-log logt og log!
clO
log 2 T
g logt
. —_.
< log logt
2° Supposons
g<loglogt.
Alors on a
v <: 5 log log’t — (lOg l) log 2,
d'ou

log ¢ I
log logt ~ (logt)loga

—%logt—}—log log t < — + log log t<Zc,,;
g

donc

u —-—Llogt-{—loglogt
g

t "logt=e 7 <e™,

de sorte qu’il découle de (12) et de la proposition

) e 1I—0
log 2 ———o log 2
1

— log g7 log ¢
logt ., _logt
log log ¢ . log logt

(s, w)-—%l <ec, \ 1

Par ceci (6) est démontré complétement.

Ensuite nous allons montrer que la proposition est meilleure que I'inégalité (g)
de MM. Hardy-Littlewood-Landau, mentionnée sous la 3° remarque, c.-a-d. nous
allons prouver I'inégalité (10)

o)y <v(s), <§<c< 1).
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A cet effet, nous distinguons deux cas :
1° Soit

A cause de (1) on a

I
g+l <1—0c=-—,
2‘{——2 14
d’oti il suit, g étant supérieur 3 2,
2 4 g+ I
vy o2y Cay—2 ¢

c.-a-d,
2.2 "< 2%

par conséquent
g>r+ 2.

I résulte de v(c) = G—_}_—‘; et de ()
P
Lo
V(G)—}\(G)'—' I _ P{ :gY—Y+2—(r+2)(Y——F)
C(rt2)e gy—v+a (r+2)pgy—v+2)

_{g—=r—=38)y+(r+2)p+2
Gy—y+2e(r+2;

Le dernier nombre est positif, si g > r 4 3.
Sig=r+42, c-a-d.si y=14p, ona

—ho+(r+2)p+2 (r—2)p+2 .

R N P Sl S M s R

puisque r> 2.

- 2° Soit
1 1
I —— o<1 — —
o 2p
oll p=2", r entier > 1.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIL ' 2
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“Posons s, =1 — -;—, 6, =1 — ;’ ; alors il découle de ce qui précéde
(14) v(s,) >h(s,) et v(s)>i(s,).

(31 . . ’r L4 ’ I
<Dans la derniére relation le signe d’égalité n’est valable que pour s, = —; dans
. 2

. LA
ce cas les deux membres sont égaux a )

Puisque v(s) est une fonction linéaire de ¢ sur le segment s, < o< 5s,,'0n a

(15) (5,— ) v(s) = (5, — 9)v(s) + (5 —15,)¥(s,).

~

Sur ce segment, %(s) est partout dérivable & droite, et il résulte de (5)

Le second membre de cette relation est une fonction toujours croissante de- g,
donc une fonction monotone non décroissante de . Alors on a

Me) =) o M) =)

. b
Gz — G G — (7l
c’est-a-dire

(16) (5, — ) M) L (6,— o) k(5,) + (6 —5,) X(s,).

De (14), (15) et (16) il résulte A (s) <v(o).
Par ceci I'inégalité (10) est démontrée.
Maintenant nous passons & la démonstration de la proposition.

LeMME 1. — Si 6 >0, s==1, on a pour tout nombre entier m > o la relation

m

v _ I 1
(17 e =Dl
17 n=o0
I I I il (u——E(u))”—(u—E(u)) d
a (m+w) 2 m (u + w)™*

dans laquelle E(u) figure le plus grand nombre entier Lu.
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DemonsTRATION : Pour tout nombre entier > o0, on trouve en intégrant par

parties
.I_s(s + 1)./‘“—l (4~ EW) —( (u)) du
2 h (u +w)8+!
v —v
——S(S-I-—I)/ (v—i—h—}—w)“gd
I 20— 1
=3 W"
- I 20 — 1 ‘ n /
T 2+ h4w)’ (v+h+w)
1 I > +/"+‘ du
o ((h+ 1+ w) (h+w) (u 4+ w)’
Moyennant la sommation sur h = m, m+ 1 ..., on obtient pour ¢>1
(0 —E@) — (u—E(w)
-———S(S-i—l)/ @r ™ du

-]

I | © du
:2(m+w)“+ Z (h-}—w)“—./m‘ (u + w)’

et en calculant I'intégrale, on trouve que le terme final a la valeur

1 1

—1 (m4w)i’

A cause de ce résultat, on voit immédiatement que les deux membres de (17)
s’accordent pour ¢ > 1. Et pour ¢ >0, s==1 ces deux membres sont des fonctions
analytiques de s, d’ou il résulte qu’ils sont identiques, si ¢>o0, s=3=1.

LEMME 2. — Si t > 1 ;gcgl, ona
s(:5)
1
(18) g(s, w)— Z Tty <.

n—o

REMARQUE. — Par ceci nous avons réduit Uexamen de la fonction %(s, w) & lexamen
de la somme
' s
£(s3)

2 Gy

n—o
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, 1
DEmonsTrATION : A cause de ;< s 1 et de t> 1, la valeur absolue du terme

final du second membre de (17) est inférieure ou égale &

I ® 1 ot oas].(|s] +1)
;131.(|s]+1).ﬁ Edu_;.g___g__

m2
t!

3
2

m

.2.3

<

Wi~

Ainsi on obtient de (17), en posant m = E(t5>,

‘ 5 (:3)

—t (n 4+ w)
c I 1 t
S e v
\ 50— 57 33
] ¢ !
o (1, ‘
< =2\ -+t + 1 <3-—““-t°:c”.

: 3

) 1 . Ly
Afin d’examiner la somme Z —(—n——m, nous allons nous servir d’un théoréme

n=0o
de Van der Corput(‘) qui sera notre lemme 3.

LemumE 3. — Supposons que sur le segment o x-b (ael b désignant des nom-
bres entiers, a<Zb), la fonction réelle f(x) soit k fois dérivable. Supposons en oulre
qu'il existe deux nombres positifs r et k, indépendanis de x, lels que pour tous les
nombres x du segment a < x < b, on a eonstamment U'inégalilé

<™ (@) <R
ou constamment U'inégalité
—RS M (@) <— 7

Posons K = 2f.

(*) 1.-G. van der Corpur. Neue Zahlentheoretische Abschitzungeu (Zweite Mitteilung);
Math. Zeitschrift 28 (1928), p. 3¢7. — Voir la proposition 4, p. 426 et 1a remarque ajoutée.
De cette proposition il suit que (1g9) est valable pour ¢, = 21.
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Alors on a

b

2 ™M < ¢, (b—a)

n=—a

(19) . ,

—_—— 2

G e Tty

LemME 4. — Supposons bque k soit un nombre entier > 2, et que les deux nombres
entiers N et N' remplissent la condition 1 < N<TN'3N.

Alors on a pour K=", o w1, s=o+il, t>1etc>o0 linégalité sui-
vante :

N ! K 2 2
1 r—r K—a ,K—a K K
(20) ZEH_—{—_’LU)—S-<C’5N zN t +N +[ g
n=N

DémonsTraTION : Nous appliquons le lemme 3 en posant

. t
a=N, b=N, f(ac)::—a—log(oc+w),
T
t (k—1)!
R=
Lt =0t
T am T 3FUNFC

Maintenant les conditions du lemme 3 sont remplies, car pour LN n<<N/,

A cause de I'égalité
t (k—1)!
7 @) = S

ar (x4 w)

on a les inégalités

@< B

N* R

et
(k—1)! t (k—1)!

1
(k) _ —_
I/ (w)|>27r' (2N +1)F7 ax 3F. N

:";

il est évident que f* (x) est sur le segment Nz <N’ constamment positif ou
constamment négatif.

Dans le second membre de (19), (b—a) posséde les exposants 1, 1 — L2

K ’
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2 . . s ;
et 1 — % qui lous les trois sont > o. Ainsi & cause de b —a <N, la relation (19)

reste valable quand nous remplagons (b — a) par N dans le membre droit.
Ainsi on obtient

N!

E e—illog (n+w)

n=_>

(21) AR N RS LS N
N\ -
<C“N3<3"(k—l)!l/ +<;' I LY +<§T>
k 1 _ 2 _2
. <C‘6N<N K—ntK—-z +t K —i—V K)
puisque
! 1 klog k+klog 3
P _ I K—a2 -
(3 (l;' I)) <(3k.kk)K—3 —e K—2 ,
k14 .
3k %— aklog 3+21og 2=
27. K
<(k-1)!> ¢
et
2 ak log 3
3 =e *

sont des nombres bornés.
Moyennant la sommation par parties d’Abel la relation (20) résulte de (21) immé-

T . .
diatement, car I'expression T wr est une fonction toujours décroissante de n
et on a
1 < 1
(n +w) SN
et

I I I I — itlog (n+w)

(n + w)y - (n+w)  (n +'w)“ T (n4w)r

LeMME 5. — Si 1 <<t N et Nn<IN' 2N, ona
t\'!

' Q 1 Tl——-a —_
(22) Zm <3615N L

v

in:N

©
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DimonstraTioN : En posant & = 2, nous concluons de (20), & cause de N >t
N/

1 I—o0o —1 1 1 -1
— d<e N (NN 2)
2w

)
1—0c

eV (T AT ) ST

15

Lemme 6. — Supposons que k soit un nombre entier > 2 et posons K = a2*.

Alors tous les nombres entiers N et N' qui remplissent les inégalités

2
3

NN KaN, et 1 KN,

vérifient la relation

k 1
K—2 K—2

N’
(23) Z ‘(—n"‘—:—w—)s‘ < C,, N t .
n=N

I ——

DimonsTrATION : Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer N>

car si N =1, le premier membre de (23) est égal

I . I I | '
—|<]I oua ’ - + 3 2,
‘ |<x+w> G+wr " Gruyl~
de sorte qu’alors (23) est valable pour ¢,, = 2.
Si 'on pose
_ k 1
u,=N K72 %2 (k>2," K=a",
on a
ke ' ko x MK —K a2y &= 2)GK—2)
uk—H:N ﬂK—ztnK—-nNK-‘—nt K—n___ N _ ’
u, tl\
donc
__—K —
(24) u,.,>u, si N>tkK—K+2 .
K
(25) U KUy,  si NLtTFF2

2

0

2,

eta , dans laquelle r. soit un nombre entier >

. . ro—
Envisageons la puissance ¢ " °
et p=2".
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4 2
. , v ,8—l4+a 3
Cette puissance est égale a ¢

= t3>N, si r=12; elle est une fonction
décroissante de r, a cause de la relation

¢ . 2p
(26) ro—o 42 a(r+1)g—2s+2

= ! ! > ur r>
__P<"P—.—P+2——‘rp+1 >0 pO /2.

¢

Si r croit indéfiniment, la puissance " *T* tend vers le nombre 1 <<N.

Par conséquent un nombre entier r > 2 existe, tel que

K
NETET s k=13, ..

et

En vertu de (24) et (25), il en résulte

U,>u,... 20,20, KU, KUy

Le nombre u,, donc aussi le second membre de (23), prend une valeur minima
si k =r + 1. Il suffit de prouver (23) dans le cas k = r + 1, car le lemme étant
prouvé pour cette valeur de k, est sirement valable pour toute autre valeur entiére
de k> 2. Il résulte de la supposition k =r 4 1 v

1
zK K

h—-1iK—1K4 KK — 2K+ 4
(27) Ngt( R R

A cause du lemme 4 on a

N/

k 1 k 2 k 2
(28) Em <C“N K—2 <lK—2+NK-—2 K+NK—n't K>.
n=N

Remarquons du’é cause de (27) et de la relation

k 2) K . kK — 2K 4+ 4 . I
(K_g_i KK—K +4 (K—a2)(k(K—2K +4) K—2’
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ona
-k _a 1

(29) NK-—n thl(—n
et qu'on a encore 3 cause de (27)

k 2 k K 2 t
(30) Nx—zt—?<tﬁ'm_i'<txf,’
puisque

T kK 2
K—2 (K—2(K_2K+4 K
2(K —2) 2 a a

=T =K —K+h K

Sy el

La derniére inégalité est évidente pour £ > 3 et pour & = 2 on a I'égalité

2 2 2 2

X ®K—K+4 4 8—8315 ¢

La relation (23) résulte immédiatement de (28), (29) et (30) et par ceci nous avons
démontré le lemme.

LemME 7. — Supposons g >3, v==12° g désignant le nombre entier qui corres-
pond & chaéw o de lintervalle 2 L o<1, moyennant linégalité (1).

Si A(c) désigne la fonction définie dans la proposition, on a pour t>>e

5 (i3)

T ¢

3 2 ——— Sas pe)

31 Ty <c,+ 7 t logt
n=E(t)+1

et en outre le membre gauche de (31) est inférieur &

Cy0 Mo
g+1
1—G—
27— 2
DfmonsTraTION : Ecrivons
E(ﬁ) H N,
I 1
3a e —
( ) Z (n+w)s ZE(”—}—@U)&
. n=E(t)41 h=0 N

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIL. 3
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ou le nombre entier H est défini moyennant I'inégalité
(33) E(". ) <E(F) <B(:""".9),

et ol nous avons posé

Si nous appliquons le lemme 5 en posant N=N,, N'=N,, nous obtenons
pour o L ACH ‘

(34) Em‘;<3.C“N t

LI

S tan — s
—_— .c,t t =9.
(35) z (fl + w)s <3 Cu. 3 cust
n=Np
11 résulte de (33)
(36) 2Ht<ts,

donc

log ¢
H+1<%Z—2—+I<c"logt,

@l

de sorte que nous tirons de (35) et de (32) selon la derniére inégalité

£ (i)

I
(37) Y | <o

* {n=E(f)+1

alo

4
3

log t.
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A cause de N, 2"t + 1<C2""¢, il résulte de (33) et de (34) en outre

5 (i5)

.+ H 1 H
1 2 1—0 27 °
D Ty <3 et Ne T <s e, N e
n=E()+1 h=o0 h=—c0
i,  E+)(—0) L etia—s)
=3.c t2 2 Cus . tz ’ , [acause de (36))

I'H l—a_(,_a) I — 7

donc
E(ﬁ)

\ I c 2_2g
38 28 lB 3 .
L 2 arw|<T

R=E(t)+1 I—a¢—

2y —2

Nous distinguons 4 présent deux cas différents.
1* Supposons que

0 [

5
<G<§.

Dans ce cas le nombre entier g correspondant & s, moyennant I'inégalité (1) est
égal & 3, car pour ¢ =3, on a

Remarquons que

. I I .
puisque pour ¢ = -, les deux nombres sont égaux 3 3 et le premier membre est
décroissant plus rapidement que le second.

Par conséquent on a dans ce cas

4
_6-__3-6<)\(6)’
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de sorte que les inégalités du lemme résultent immédiatement de (37) et (38),
notamment avec

cw - 30“, Cao = cgs
2> Supposons que
5
- < [+ < I.
7
Maintenant l'exposant
5 4
6 3°

figurant dans les inégalités (37) et (38) est tout au plus égal &

5 45 b a0
—z. o =z——<o,

6 3776 a2
et par ceci il résulte de (37)

6(i3)

I
Z m<cn'

n=E(t)-+1
A cause de
5 4
§3° <C 0 < k(s)

on a encore selon (38)

5(i3)
I Cs: )
% EXI g
n=E(f)+r I—6¢— p—

Par ceci le lemme 7 est démontré complétement avec

c,.—¢C c,, — ¢C

18 [TR)

cls - 3025 ’ 20 a3

Lemume 8. — Supposons g >3, vy = 2, g désignant le nombre entier qui corres-
pond & chaque s de Uintervalle -; K s << 1, moyennant U'inégalité (1).

Si W(s) désigne la fonclion définie dans la propesition, on a pour {>>e

( 9'{—Y+2>
E \t

\ I C R .
_— Zm ) log ¢
D e og

n=u
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et, en oulre, le membre gauche de cette inégalité est inférieur &

26 t o)

DEmonsTRATION : Ecrivons

T
97 ~ +a> :
E(t P : N
I

H
T 1

n=1 Np

5~

!
ou le nombre entier H est défini moyennant I'inégalité

(40) 2H<E<t9‘f_".'+’><2ﬂ+1’

et ol nous avons posé

Nh — gt ,
N, = 2" —1, GgKhLH~-T)
o]
Remarqudns que, selon I'inégalité (a6), g—\—Y—_*_; est une fonction décrois-
T—Y
sante de g.
Alors on a
8 4 H

a KN, KN, PP =,

de sorte qu’il est permis d’appliquer le lemme 6.
En mettant k =g + 1, N=N,, N'=N,, nous tirons de (23)

N'h I g+ 1 . g+1 1
P h{1—o—
(l'l) Z (n_{iw)s <011N}L ’1'_’t’?_’=c”2 ( 2Y-—’>'t“‘—2'
n=Ny
En vertu de
T '
N, <! ot 1 —s—IF — o [voir (1))

2y —2
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il résulte encore de (41)

N v g+1 :
4 1 < tg‘{— +2 (‘_‘Unny—n)_*—z.—z
—_— C,, .
n+w)8 17
([32) n=N (
=N
(1—0)y—1
—c. t gr—y+3 c (M

selon (5).
11 découle de (40)

(['3) . 2H<t97_'.'+2 ,
donc
v log ¢ c
HLK < logt,
SNyr—1+aloga g 8

de sorte qu’on obtient de (39) et de (42)

-
( 9‘("?"")
E\t
I log ¢

c. .
— <14, —— ., =1 4 2 ogt.
; (n + w) g g ¢

Par ceci nous avons démontré la premiére assertion du lemme (8).
" De (39) et de (41), il résulte en outre

1 .
E(tgr—ﬁ'z) 1 H h(l_a_ g+1 )

1 2 2 2y —2
1+c,.t 2
D T 2
n=—i1 h=—o0
g+1
1 H{i1—o—
— 2 ( 3-{—2>
:]—{—C“t —(l——o- g+1)
I —2 e
tz_‘/_ﬂ 7 (x—c» g+ )
L1 +e, gr—t e [a cause de (43)]
g+1
I1—G¢—
27V —2
(1—o)y—1 .
czo‘ gr—+2 Cgs o)
= t = t selon (5).
1+ PR 1+ P (5)
1 —06¢— | — ¢ — —
2y —2 a2y —2

Par ceci nous avons démontré le lemme 8 complétement.
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LemME 9. — Supposons que k soit un nombre entier > 2 et posons K = 2*.
Alors nous avons

EK —aK 4+ 4

k
(44) K '2'10gk—1 N

DimonsTrATION @ Si k croit indéfiniment, le premier nombre de (44) tend vers

. kK k .
kl_u»nw—K—.z]og. Py ._kl_u:nw:zk.log'k__I

== 2.

LemME 10. — Supposons que k et g, soient des nombres entiers lels que a <k <y,.
Posons K = 2%, y, = 1,.
8i ¢c,, désigne la constante du lemme g, et si Uinégalité

IOg t > Cys (Y« - 2)2

est remplie, on a

1 X K k s
tW—12 K—:+kK—K+n(K-—2—~“—2)

(45) ke > (g, — 1

DEmonsTrATION : L'exposant de ¢ dans le premier membre de (45) étant > o, la
valeur de ce membre est > k*; par conséquent (45) est évident dans les cas ot k=g,
ou g, —1I.

Supposons que l'assertion (45) est valable pour une valeur quelconque de %
B <KLk g,—1) et,démontrons-la pour k — 1 au lieu de &, c’est-3-dire si G, désigne
le membre gauche de (45), il faut démontrer

Gk_|>(g‘-—-1)’, (3\<k<ga~_l)

en partant de la supposition G, > (¢, — 1)".
L’exposant de ¢ figurant dans le membre gauche de (45) est égal &

I g.K L 1 ' kK
Y, — 2 (kK —K + 2)(y,—2) K—Q( kK—K+2>
. - g, K 4 I
y,—2 (kK—K+2)(y,—2)  kK—K+2
— 1 + ‘{‘—ﬂ—g’K
T n—2  (hK—K+23)(y,—3)’
11 s’ensuit
n
Gk—l_ y— 2 k—"[ *
@@ o (A
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ol nous avons posé

Le nombre k étant supposé fixe, v est une fonction croissante de g,, car si 'on
remplace g, par ¢, + 1, on obtient une augmentation de v qui est égale &

I
Y‘—;K v,—K 1 I
- — =T TR
%kK———K+2 kK —K + 2 -;IcK—K—Q—z EFK—K + 2

1

2 1

ékK—K+z kK—K 2

—K

>o0

parce que k>2, K v,.
Puisque I'on a 3 <k<g,— 1, on trouve (k étant fixe) la valeur minima de 4
en posant g, =k + 1, donc

I
QK-Q_;(I‘.+I)K aK—2—((k + 1)K

> KK —
SkK—K +2 K+
' 3 1
_;K—a—;kK+l_ K
KK —K+3 K —2K+ 4
A cause de (44) on a donc
1 k
n}-c—“.z.log yy—
et puisque nous avons supposé
log t
Og }czs’

T2

on a en outre

k 2
47 i logt>log<k_l> >o.

¥, — 2
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La relation (46) nous apprend que

G,_, n <k—1>2
log G, wy‘__glogt+log A
=—"1logt lo( k >2>o [& cause de (47)]
Ty, —2 BT\ 1) 7 b
d'ou
G,
Gkk >1 pour 3LkLg,—1,
donc

G, 26, 2(g,—1) pour 3Lhyg,—1.
et par ceci nous avons démontré I'assertion (45).

Lemme 11. — Supposons g >3, v = 27, ¢ désignant le nombre entier qui corres-
pond & chaque s de Uintervalle ig ¢ <1, moyennant U'inégalité (1),

Supposons en outre que g, soit le plus grand nombre entier < g qui remplit lo
relation

(48) log t > ¢, (v,— 2),

¢,, désignant la constante du lemme 10.
Posons

1 K k
u(c)zx(c)-K——-z_IcK—K+2<I_G—K—-2>’

olt Z(c) désigne la fonction définie dans la proposition et ot k figure un nombre
entier, tel que 2 <k <yg,, K=2".
Alors on a

(49) K > (g, — 1)

DimMonsTRATION : A cause de (5) on a

)\(6):(1—“)“{“1: T ——(G—I—*— g > ¥ ,
gr—y+2 Y—2 Y=/ gy—y+2

donc
1 X K k g
u(d)ﬁ_y—ﬂ T K—> +ch——K+2 (K—2-~(—2>

L
v—2 EK—K + 2 gy— 7y + 2

i

Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 4
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Il résulte de (1)

66— 1 4 T —a } o,
et puisque a cause de (26) I'expression TK—Kos est une fonction croissante de &,
on a en outre
K Y Y Y

— > — =o,
KK—K+2 gy—vy+27 gy—y+a2 gy—y+2

car k< g. Il s'ensuit

I 1 K [k q >
(50) u<’)>y—2—K-2+kK—K+2\K—2 y—2a/

Si g, <Cg, on obtient, en posant ; = 2", la relation

< T K g >_/ 1 K g, >
v—2 kK—K+32 y—> \yi—z EK—K+2 y,—a

g—1
""Z ( I o K r+1> < I K r >
— 26— 2 ER—K+2 25— T\ —2 EK—K+2 p—2
r=g, '
'S (26 —2)—(r + 1) (p—2)
. 1 . rigg—a)— @+ 1)(p—2
- Z (gp—z)(p——z)% P K EK—K+2 %
r=g,
g—1 , ; n 2
_ L S B Te—eT2 |
i R cre=rer R o= et
r=g,
g—1
.Y re—et+2 | K _ ¢ IS
T A p—a)p—) | FK—=K+2 Tri—p+2)7

r—=¢,

puisque on a [a cause de (26) et de kg, < r]:

K o
/fK—K+2>rp—~p+2'

De ce qui précéde, il résulte que le second membre de (50) n’augmente pas,
quand nous substituons ¢, 4 g, si g, g, donc

o . . K k g, >
(1) u(6>>7,—2‘K—2+lsK——K+2<K—2——‘r.—2 .
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A cause de (48) il est permis d’appliquer le lemme 10, pour 2 <{k<g,. En vertu
de (51) nous pouvons donc écrire

@
R 2> (g, — 1),
et par ceci nous avons démontré le lemme.

LemMME 12. — Supposons g >3, y = 2%, g désignant le nombre entier qui corres-
vond & chaque o de lUintervalle §< ¢ < 1, moyennant Uinégalité (1).

Supposons en oulre que g, soit le plus grand nombre entier < g, qui satisfait &
la relation

(52) logt>czs (.{4_2)!
ol vy, = 2% et ou c,, désigne la constanle du lemme 11.

Si (o) désigne la fonction définie dans la proposition, on a pour t > e*“s la relation

E®

o)

(53) ¥ —_|<ec,—logt.

(n + w) 9,
( 9ita _‘1Y1+2>
n=E \t +1

DEMONSTRATION : A cause de £>>e*%s et de la définition de g,, on a slirement
g,2> 2. Soit k un nombre entier tel que 2 <k <y, el partageons le segment

< 9.71—‘171+=>
E\¢ +1<n<E®

en les segments

K K
kK — K+ 2 KK — 2K+ 4
E\t +1<nKE\?

c’est toujours possible, car ’exposant TK—K+3 est une fonction décroissante
J— 2 .
de /& A cause de (26).
Ecrivons ensuite

K
(=) "
(56) ZK Tr =2 Z T

h=o0 n=Np
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ou le nombre entier H, soit défini moyennant I'inégalité

__k K K
o o) <y ) o o)

et ol nous avons posé

=
>
p
ll
e

‘ _Kk
<2".tkh_K+2> +1,

K\
. ,HK—K+a
N :E<sx”+ .t ) (oLhKH, — ),

X
, KK — 2K+ 4
N[{,;;:E(l >
k
I1 résulte de (55)
K I
2Hk<le——2K+4 kK—K+2’
donc
K K logt
EFH, <k —
P (ch—zK-{—A kK—-K-{-z)logg
KK —2) logt

= K=K+ 4 (FK—K £ 2) Toga ‘w1080
car le facteur figurant dans I’'avant-dernier membre tend vers 1, si k croit indéfini-
ment.

Par conséquent on a

(56) H,< Z— log £

Il découle de (52)

g — k—1
1

log 1> c“(zg‘ —a)>c,, 2

c’est-a-dire il résulte de (56)

logt -

kz (2<]{<gl)'

(57) Hk + I <Css N

Nous allons distinguer deux cas différents :
1* Supposons que k = 2. Cela veut dire

2
3

¢ <Nh,: gt’
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Appliquons le lemme 4 en mettant k = 2, N = Nyo N'= NZ .

A l .
Kn remarquant que - s<<1, nous obtenons la relation
2

4

Nh'. 1 1 i
Z m <c.N..” ( Nis l;*‘l\n. + E><cm(l‘ art +t3(-—)+ﬂ“")
R=Npq :

2
3

I

c__ Aa)—u(s)
=3.c,.t.

<3.c,t

oll nous avons posé

1 2 . I K k
B =M= 3 = O - S TR (I—G—K—:z)

pour k — a.
2° Occupons-nous maintenant du cas 3 <k < g,.

Nous allons appliquer le lemme 6 en mettant

N=N,,, N=N,, pour 3Lk y,.

Les conditions du lemme 6 sont remplies, car pour 3 <k <4, ona

2
I<Nh,k<t3‘
Nous obtenons la relation
N k I K k 1
hyk
I TR, F—, kK-K+z(‘—"_x_ )+K—
D R AN e
n=Npk
parce que
K
kK —K+2
Nh,k>t -
et
k
I—G—K_2<o pour k<g,<yg.

est une fonction décroissante

La derniére inégalité découle du fait que K
de k, A cause de I'inégalité suivante :

k I+ 1 _ kK—K+2

K—a2 2K—2 (K—a)(K—a %
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Dans ce deuxiéme cas on a donc

Nk

v I

~ (n+w)
{n=>Np,k |

ot nous avons posé
N 1 K k
o) =20~ —, TIRK—K + > ('"G— K——z)

pour 3<k<g,.

En combinant les résultats des deux cas nous pouvons écrire
!
! Nh,k

2 1 < ¢ tl(rx)—-u(a)
(n + w)* ¥ ’

'"=le,k

R 1 K k
u() = () — K—2 kK—K-+2 <I_G_K——2> ‘

pour 2 < k<gy,.
A cause de (52) il est permis d’appliquer le lemme 11 et nous trouvons

’
Nh,k

E ___I____ <c t”")—ks_,
(n+w>s 33 (g]_l)z

n="Np

de sorte qu’il résulte de (54) et de (57) pour 2 <k <y,

N S
< KK—aK+4
E\t

ae)

f
2 ! K<(' c,—— logt
BT I
K [
< kK—K+n> ‘
n=E\{¢ +1 [
En étendant la somme sur k= 2,3, ...,¢,, on obtient
E® ‘ '(a\ o)
logt t
V S —1.c,. oy logt
e (n+lv)s <(ga I> 32 33 (g, 1) <c¢ g

/ i)
k gn—nt2 )
n=E\{¢ +1

et par ceci I'assertion (53) est démontrée.
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LEMME 13, — Supposons ¢ >3, vy =1°, g désignant le nombre entier qui corres-
pond & chaque < de l'intervalle §< ¢ << 1, moyennant l'inégalité (1).
Si A (o) désigne la fonction, définie dans la proposition, ou a pour t>>e

E(¢
o t.\(rl)

1 i
(568) : Z m‘)}' <€y, <—g— + W) log .

/

DiémonsTRATION : Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer &> e™s,
ou c,, désigne la constante du lemme 12, parce que autrement on a

E() E(*)

i ‘n=1
(=)
n=E\! +1

de sorte que l'assertion (58) est alors évidente.
Nous allons distinguer deux cas différents :
1° Supposons que

lOgt}C“(Y— 2)7 (ngg)’

ou c,, désigne la constante du lemme 12.
Il est permis d’appliquer le lemme 12, en mettant g, = ¢, & cause de la défini-
tion de g¢,.
Par ceci on obtient de (53) immédiatement la relation (58), en mettant ¢,, = ¢
2° Supposons que

log t < Cns(Y - 2)’ (Y - 29) ‘

Désignons par g, le plus grand nombre entier qui posséde la propriété

logt > ¢, (v,—2) (y, = 2%)
et écrivons
T4
( Tita—"r + 32 >

E(t) E E\t

I 1 Y IO

—y —= + —-

e e N

v 11 ke
( gy—1+2 ( gy +3 gr—r+a
n=E\{ J =41 n=E\¢ +x n=E\¢{ +1
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> ~- . .
Selon le lemme 12, la valeur absolue de la premiére somme du dernier membre
devient

E() o)
Z —l—s <c,,—logt.
9,

(n + w)
n=E(t gin—1nt3 >+‘

(60)

A cause de la définition de ¢,, on a

- g, -+

logt<c,s(2y —2)<<c,2' ;

donc
log logt  log2%s
log 2 log 2

kS

>cLlog logt,

38

puisque t>e et t>e* ‘.
Par conséquent, on a

(61)

1 Cys
g, < log logt’

Remarquons que

I

(—2)>7a"" —2)> e log s
En vertu de (5) et de (1) on obtient
\{ — I
}\(G):(I G)Y'—I Y2 _ X Cas

gr—1+2 Sgr—1+3  y—3 logt

donc

I

PO <efw=c,,. ‘ (62)

11 résulte de (60), (61) et (62)
’ ; E() |
N 1 ogt
(63) . Z (n + w) Cos - log logt’

< £}
g0 t32
n=g\¢t ' " 41

Envisageons maintenant la deuxi¢éme somme du dernier membre de (59).
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i
E<t9171—"h+l> N;;

H
I
(64) Z (T § § (n + wy -
"=E<l01—‘.’+2 41

ou le nombre entier H soit défini moyennant l'inégalité

T 71 1
Tyt Gn—nt2 " +2
(65) E(J‘.t“” ><E<t ' ) <E< Hepr 917 )

et od nous avons posé

Ecrivons

Appliquons le lemme 6 en mettant k =g¢g,, N=N,, N'=N,. Nous obtenons

N, NP [ R
1 T2 2
(66) Z CESd <c,-N, t K6
n=Np

i cause de (62) et puisque on a

N,2>1 et 1—o— <o [voir (1)].

Nous tirons de (65)

1 i Y1
H gt—1n+2 gr—y+3 g —n+3
t <t

donc
Hloga< 1 log t
Ja N2
c’est-a-dire
1
H+1<cas—0g—t+1<c log ¢
g, * log log t

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. b
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& cause de (61), de sorte qu’il résulte de (64) et de (66)

( 91]'1*‘_‘{,+2>
E\¢
log {

1
.(67) 2 (n + w)* < Cu log logt )
n=E\{ +1

Des relations (67), (63) et (59), il découle que I'assertion du lemme est juste dans
le 2° cas que nous venons d’examiner; c’est-d-dire que nous avons établi compléte-
ment ce lemme 13.

LemME 14. — Supposons g > 3, y=12" et 6 =1 — -—g—g, g désignant le nombre

. 1 . I 1 * ’ g 0
entier qui correspond a chaque s de Uintervalle S <6< 1, moyennant l'inégalité (1)

Supposons en ouire que \(s) désigne la fonction définie dans la proposition. Alors
on a pour t>e

E(D) !

> <

DEMONSTRATION : Ecrivons
E() E(t) E(tg) :
\) I _ I 1
Z (n+w) 2 (n+w)"+ Z (n+wy’

. 2 i
< 97—‘.'+n> n:E(t3)+l . ( g‘r—“{+‘>
n=E\¢ —+ ¥ n=E\{¢ 41

Commencons par envisager la premiére somme du dernier membre. Nous allons
’écrire sous la forme

E(®

L
1 I
o) Y arw =2 2 Garwy

(.j_) h=0 n=Ny
n=E\t /41

ol le nombre entier H soit défini moyennant 'inégalité

(70) E(f . t§><E<t)<E<2H+’ . 1),
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et ou nous avons posé
(. 3
= E\z" + 1,
N = E(z"*‘ > (o<h<H—1),

Ny =E(?). .

Appliquons le lemme 4 en mettant k =3, N = N,, N'= N,. Nous obtenons

1 1 1

h
(71) E oy <c,5Nh_"<t + N, +N,t ><3.c,5Nh_“ t

R

puisque

et puisque

2
A cause de I'inégalité N, > 2", t" nous pouvons donc écrire au lieu de (71), la
relation

N/

) . h 4
T —ho 2 8°
(’72) Z m)—s- <3 cC2 t
n=Nh

Distinguons trois cas différents :

I 5
1° —<G<§.

N
\

Le nombre g, correspondant aux ¢ de cet intervalle, est égal & 3; par conséquent .
on a, a cause de (5),

" 11 est évident que
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. 1 1 . .
car les deux membres sont égaux a g pour s =~ et le premier membre décroit plus
2

rapidement que le dernier membre.

2°

[=2 S

<5<

o

Le nombre g, correspondant aux s de cet intervalle, est égal & 4; par conséquent
on a, i cause de (5),

Il saute aux yeux que

1 2 3 8
;—§G<-’B——%G—)\(G),

puisque pour ¢ = 7 les deux membres de la derniére inégalité prennent respecti-

I I . ‘s
vement les valeurs s et m et puisque en outre le membre gauche décroit plus

rapidement que le membre droit.

3° Ko< 1.

S o

Dans ce troisiéme cas on a

I 2 I

)
- - ©(5).
5 3c<2 9<o< (s)

En combinant les résultats des trois cas on obtient que toujours

I 2
;_§G<)‘(6)'

Nous pouvons donc écrire, pour

[

<6< 1, au lieu de (72)

I\h

I —hao A(s)
—_— . . .t .
E (n w)s <3 Ch- 2

n=Ny
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En étendant la somme sur 2 =o, 1, ..., H nous trouvons de (69) la relation
E(t) 0o
Y | <3 N
h=o

E (l:;:)-{-x

(73)

I—2

t).(a')

{ c
s M P o

g
Y—2

c— I+

Envisageons maintenant la derniére somme du dernier membre de (68). Nous

écrivons cette somme sous la forme

o)
b) (n+wy

1
< 9?—r+2>
n=E\t¢ “+1

g

(78)

N

5
I
(n +w)*’

h=o0on=N,

dans laquelle le nombre H soit défini moyennant I'inégalité

v
E<2H th_Y+’

et dans laquelle nous avons posé en outre

N, = E(t

><E(t§) <E<a“+‘ t

g*(—?+z>

En appliquant le lemme 6 pour k =g, N=N, et N' = N/, on trouve

4

Nh

1
E m<0.1Nh

n=N,

g 1
T—3

1—0c—

12
<

h
C,, <2 .

g

Y—2

puisque 1 —o¢— <o acause de (1).

gr—y+3
i

I—0—

T2 1

T—2



38 J.—G. VAN DER CORPUT ET J.-F. KOKSMA.

On a donc la relation suivante

. — o)y
bl h(l—c‘ g ) =yt h(l—c» A

I 1 —3
— A -
Z mrwy| <% t =02 ',
n=Np

h

en vertu d‘e (5).

En prenant la somme on tire de la relation (74) 'inégalité

E(t§> w0 h(x_c_ g )
2 (n ; w)’ <e, 2 2 o
T h=o
(79) ":E<t97—7+2>+1

I TRl
<C, 7
r—a c— 1+

1—2 Y—2
-

L’assertion du lemme 14 résulte immédiatement de (68), (73) et (75).

Démonstration de la proposition.

Des lemmes 2, 7, 8 et 13 nous tirons l'inégalité

o) .
- —_—t——— )logt
ts, w) <c‘< g + log logt> o8

I
w*

Remarquons que selon I'inégalité (1) on a

ay—a_ 1
g+1 1—0q"

-{>

Cela veut dire

g>gloga>log ! ,

I—a

e 1 1
t.
<€’< 1 + log logt) 8
log ——

I—0

c(s,w)¥%
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Siocz1— _g_; {g étant défini moyennant (1)], on obtient en outre des lem-
y— :

mes 2, 7, 8 et 14, 'inégalité suivante :

c . e
C(S’w)_iyl < 2 t;.('r) 1 + 1 <ec
2

I — 66— —~—— 6— 1 + ——o
5 2

par suite de la définition de 8, moyennant 1’'inégalité (3).
Et par ceci nous avons établi la proposition.




