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RECHERCHES

SUR LA

REPARTITION DES VALEURS D'UNE FONCTION MEROMORPHE

Par M. F. MARTY.

INTRODUCTION

Divers auteurs ont étudi¢ des problémes des deux types suivants : Etant donné
un domaine, et la famille des fonctions qui ont une propriété de valence (*) donnée
dans ce domaine, quelles conclusions sur la famille de fonctions peut-on en.tirer;
par exemple y a-t-il des relations d’égalité ou d’inégalité entre les diverses cons-
tantes attachées & la fonction? ou bien, étant donnée une famille de fonctions, que
peut-on dire sur les domaines de p-valence de forme donnée, circulaire par exem-
ple, des fonctions de la famille? On trouvera I'exposé des principaux résultats,

notamment dans :

P. Montel, Lecons sur les familles normales (Paris, Gauthier-Villars, 1927).

(*) Voici la terminologie que j’ai adoptée sur ces points; elle est directement inspirée
de celle de M. Montel. '

Dans un domaine fermé D ou elle est méromorphe, une fonction f(2) non constante
prend une valeur Z au plus p fois, p étant un entier qui dépend de J et du domaine.
Nous appellerons p la valence ou 'ordre de multivalence de S dans D; f sera dite p-valente
(univalente, bivalente, trivalente, ...) dans D, et D sera dit domaine de p-valence pour f.
Une fonction qui n’est pas univalente est multivalente. Nous appellerons valence en un point
z, le minimum de la valence de f dans uan cercle de centre 245 si f est univalente en z,,
z, est un point d’univalence locale pour f. Deux points ou f(z) prend la méme valeur
seront dits homologues par rapport & f(z). Enfin une propriété de valence est dite vraie
a lintérieur d’'un domaine D lorsqu’elle s'applique seulement aux points qui n’ont pas
d’homologues sur le contour de D.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. . a4
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A. Bloch, Les fonctions holomorphes el méromorphes dans le cercle unité (Mém. des
Sc. math., Fasc. XX. Paris, Gauthier-Villars, 1926).

J. Dieudonné, Recherches relatives aux polynémes et aux fonctions bornées d'une
variable complexe (Thése, Paris, Gauthier-Villars, 1931, et Annales de I'Ecole
Normale, 1931).

L]
Dans ce travail, j’étudie tout d’abord des problémes de ces deux catégories par

des méthodes nouvelles, et je suis conduit & des résultats généraux sur la réparti-
tion des valeurs d’une fonction méromorphe; puis je résous, par une méthode ins-
pirée des recherches de Poincaré sur les fonctions fuchsiennes, des problémes sur
les groupes d’automorphie des fonctions analytiques auxquels conduisait assez
naturellement la premiére partie de mes recherches(*).

Dans le premier chapitre, j’applique & 'étude des familles de fonctions méro-
morphes la notion nouvelle de dérivée sphérique.

Dans le § 1 (n° 1 & 4) j'introduis la dérivée sphérique, et je donne ses princi-
pales propriétés, notamment ses relations avec la valence locale.

Dans le § 2 (n™ 54 g) je montre comment on peut, au moyen de la dérivée sphé-
rique, écrire d’une maniére trés simple la condition nécessaire et suffisante pdur
qu’une famille soit normale, pour que ses fonctions limites soient non constantes,
pour que ses fonctions limites soient localement univalentes, et j'en tire quelques
théorémes généraux sur les familles normales.

Dans le § 3 (n°* 10 & 12) j'étudie au moyen de la dérivée sphérique les points
irréguliers d'une famille quasi-normale, et j'applique les résultats & 'étude de la
dérivée sphérique d’une fonction f(z) au voisinage d’un point singulier essentiel
isolé.

Daus le § 4 (n™ 13 & 16) japplique les résultats précédents a des familles de
fonctions A valence bornée, ou & zéros fixes, et j'obtiens une série de critéres nou-
veaux de familles normales ou quasi-normales.

Dans le § 5 (n° 17) j’indique comment on peut généraliser les propriétés de la
dérivée sphérique A des fonctions de variable complexe non analytiques.

Le Chapitre II est consacré & I'étude d'une décomposition particulié¢re d'un do-

maine fermé D de méromorphie d’une fonction donnée en domaines d’univalence.

Dans le § 1 (n® 18 & a1) je montre comment on peut, si la fonction est holo-
morphe et si la dérivée ne s'annule pas dans D, décomposer D en « cellules » ou

(') Une partie de ces résultats a été résumée dans deux Notes aux Comptes Rendus des
af février et 26 mai 193o.
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(2) est univalente, et telles que, étant donné deux cellules, ou bien tout point de
I'une a un homologue dans l'autre, ou bien aucun point de I'une n’a d’homologue

dans lautre.

Dans le § 2 (n°* 22 & 27) je montre comment ces propriétés s’étendent aux fonc-
tions méromorphes et aux domaines ou la dérivée sphérique s’annule; j’étudie en
particulier les domaines ou tous les points ont le méme nombre d’homologues,
notamment les domaines « réduits » (les points du contour n’ont pas d’homologues
intérieurs) et les domaines « complets » (la fonction y prend toute valeur donnée).
Enfin j’indique un procédé de groupement des cellules qui sera utilisé au chapitre

suivant.

Dans le § 3 (n°> 28 et 29) je donne quelques propriétés des points homologues
par rapport a certaines fonctions simples, et j'indique des généralisations & des
transformations planes non conformes.

Le Chapitre III étudie une fonction dans tout son domaine d’existence.

Dans le § 1 (n>* 30 & 32) je montre comment, en partant de la notion de cellule,
on peut décomposer le domaine d’existence de la fonction en domaines fondamen-
taux, qui mettent en évidence, comme la surface de Riemann, la structure de la
fonction étudiée; j’étudie plus particuliérement lenr forme au voisinage d’un point
singulier isolé.

Certains résultats du Chapitre IT et du § 1 du Chapitre III ont dailleurs déja
été obtenus par divers auteurs & partir des surfaces de Riemann. Il y avait peut-tre
intérét & étudier ces problémes directement et d'une maniére systématique.

Les § 2 et 3 étudient les fonctions d’automorphie H d'une fonction f(z), défi-
nies par I'équation fonctionnelle f[H(z)] = f(2).
Le § 2 (n™ 33 4 38) étudie quelques problémes sur les fonctlions d’automorphie

algébroides, algébriques, ou uniformes, des fonctions & point essentiel isolé, et
introduit dans le cas général la notion de groupe d’automorphie régulier.

Le § 3 est consacré & la recherche des fonctions f(z) admettant un groupe d’au-
tomorphie régulier donné. Aprés avoir montré directement que ces fonctions admet-
tent une décomposition en domaines fondamentaux, je montre comment la méthode
des séries ® de Poincaré permet de résoudre le probléme d’existence dans des cas
trés généraux.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma bien vive reconnaissance & M. Montel,
qui a bien voulu diriger ces recherches, et dont les conseils m’ont été d’un secours
précieux; A M. Vessiot, qui a facilité mon travail 3 I'Ecole Normale; enfin 4 M. Pi-
card, que j’ai été heureux de voir s’intéresser & mes études.
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CHAPITRE PREMIER

'La notion de dérivée sphérique d'une fonction analytique.

«

§ 1. —- Dérivée sphérique d'une fonction méromorphe en un point.

Ny
[4] Prenons avec A. Ostrowski (') une sphére de Riemann de rayon 1. Soit Z
I'affixe d'un point; appelons distance sphérique |Z, Z'| de deux points sur la sphére

la longueur du plus petit arc de grand cercle qui les joint. On a :

4

17, 2 < |7 7Y + |2, 7,
|
|'21_ %l =154, ()
7,7 +dZ| = -1%%— .
Si |Z] <A ona:
200N 1) o, 71 < a2

Dans tout ce qui va suivre nous considérerons les fonctions méromorphes
comme définissant une correspondance de sphére & sphére.

Le rapport des longueurs de deux arcs infiniment pelits correspondants tracés
sur ces sphéres a toujours une limite finie lorsque la fonction est meéromorphe au
point envisagé. Pour un point & distance finie ou la fonction est holomorphe la
valeur du rapport est : '

1+ |z1°

@.f(zo) - I(f’(zo)l mf(z )]2 .

()

Dans les cas ot la fonction est méromorphe, ot le point considéré n’est pas
distance finie le résultat provient de I'invariance du rapport étudié dans le change-

‘ment de z en%‘ oude Zen % Nous appellerons dérivée sphérique le nombre po-

sitif ou nul ainsi défini.

(*) Mathemalische Zeitschrift, t. 24, 1926.
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Etant donné un domaine fermé D dans lequel une fonction donnée est méro-
morphe il sera toujours possible de le décomposer en un nombre fini de domaines

ne contenant aucun zéro ou aucun pdle. Cette opération permet de conclure facile-
ment que :

-

TukorkME 1 : Si une fonction f(z) est méromorphe dans un domaine fermé, la
dérivée sphérique y est continue. : .

La continuité dans un domaine partiel d’holomorphie a distance finie résulte de
la formule (2). Autour d’'un pdle ou du point a 'infini le résultat s’obtient en

I T, . . , , v ‘.
changeant z en—; ou Z en7. loute fonction continue étant bornée, la dérivée

4

sphérique est bornée dans un domaine fermé. Cette remarque jouera un rdle fonda-
mental dans la plupart des applications que nous donnerons.
L, o 7
w

[2] Supposons qu’en un point z, la dérivée sphérique soit nulle. Ou bien ni z
ni Z ne sont infinis, et dans ce cas la dérivée ordinaire est nulle : dans tout do-

maine, si petit soit-il, entourant z, la fonction est multivalente. Si z ou Z ou les
deux sont infinis nous nous raménerons au cas précédent par le changement de

l I . s ’ .
zen— oude Z en . Nous énoncerons donc la propriété suivante :
2z A
TutoriME 2 : a) La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point z, soit le
centre d’un cercle dans lequel la fonction f(z) est univalente est que I'on ait

D/(z,) = o.

b) La condition nécessaire et suffisanle pour qu'une fonction analylique soil égale
& une constanle est que sa dérivée sphérique soit partoul nulle.

Les conditions sont i la fois nécessaires et suffisantes puisque des hypothéées
contraires entrainaient des conclusions contraires.

On‘peut se demander si 'existence d’une dérivée sphérique esl une propriété qui
caractérise les fonctions analytiques; nous n'avons en effet introduit ici que des
modules de rapports. On peut déduire la réponse d’un résultat de M. Harald
Bohr (") : Si une fonction de variable complexe Z(z)-est univalente dans un domaine

AZ -
fermé, et si le module de v tend vers une limite quand Az tend vers o, la fonc-
z
tion est analytique, ou conjuguée d’une fonction analytique. L’emploi d’'une décom-

position en domaiues partiels permet alors d’énoncer :

Tugonime 3 : Si une transformation de sphére a sphére, définie dans un domaine

(*) Malhematische Zeitschrift, 1918.
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Sfermé, y admel une dérivée sphérique; si la dérivée sphérique ne s’annule quen un
nombre fini de points du domaine, et si autour de tout point oi elle ne s’annule pas la
Jonction est univalente, cetle fonction est analytique ou conjuguée de fonction ana-
lytique.

* I - ’ .
[3] Nous avons vu que la transformation Z, = effectuée sur la variable ou la

/]

fonction n’altére pas la dérivée sphérique. La transformation la plus générale qui
jouit de cette propriélé c’est le déplacement de la sphére de Riemann; seule trans-
formation qui permette d’appliquer la sphére sur elle-méme au sens de la géomé-
trie. Analytiquement c’est une transformation homographique particuliére dépen-
dant d’'un paramétre complexe et d’'un paramétre réel, que 1'on obtient facilement
comme produit de deux symétries par rapport & deux cercles se coupant en deux
points diamétralement opposés sur la sphére de Riemann. La transformation peut

se mettre sous la forme
rz o
=112 g0 3)

r—2Z

ol ’ est un nombre complexe arbitraire et 6 un nombre réel arbitraire. En parti-

culier pour 6 = = et » = 0 on retrouve la transformation

[

|

déji utilisée.

[4] Plusieurs régles de calcul des dérivées sphériques s’obtiennent immédiate-
ment; la régle des fonctions de fonction est la méme que pour les dérivées ordi-
naires. Si en particulier nous envisageons une suite de fonctions itérées, la dérivée
sphérique de la n™ itérée au point z, est le produit des dérivées sphériques de la
fonction initiale au point z, et en ses n — 1 premiers conséquents.

La dérivée sphérique de la fonction inverse d’une fonction donnée est I'inverse
(au sens arithmétique) de la dérivée sphérique de la fonction donnée.

En un point critique algébrique nous ne savons pas encore quel sens donner &
la dérivée sphérique. Mais ramenons-nous par une transformation de la forme 3),

effectuée sur la fonction et sur la variable, au cas oii 'on a Z = z = 0. Supposons
i
que la fonction se comporte au voisinage de ce point comme z?, la dérivée ordi-
. p—q
naire et par suile la dérivée sphérique se compoﬂeront comme z ? . Si donc
P > q la dérivée sphérique tendra vers o quand z tendra vers o; si p=gq il n’y
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a pas point critique; si p < ¢ la dérivée sphérique augmentera indéfiniment au
—q

voisinage du point zéro, mais au plus comme z ? ; le produit z9f(z) tend tou-

jours vers zéro quel que soit 'ordre du point critique envisagé. Ce résultat nous

servira ultérieurement.

§ 2. — Application aux familles normales (*).

[B)] Soit une suite de fonctions f,(2), f,(2), ... f,(2), ... méromorphes dans un
domaine d et convergeant uniformément vers une fonction f(z) qui est méromor-
phe dans d. Soit d’abord z, un point qui n’est pas péle de f(z), et formons la
suite des dérivées sphériques Df,(z,), Dfi(z,) ... Df(2,), ... Cesl-d-dire la suite
des nombres

. 14z |
W
TG
: 1l A -
La suite des nombres ————*— tend vers ——————. Onsait que, les fonc-
Ve TG !

tions f étant analytiques, la suite des nombres |f',(z,)| tend vers |f'(z,)|. Donc,

au point z,, la suite des dérivées sphériques a une limite égale a la dérivée sphé-

rique de la fonction limite. Si z, était un pole pour f nous aboutirions a la méme
I

S.2)

conclusion en substituant aux f,(z) les fonctions . Nous obtenons ainsi le théo-

réme fondamental.

TuEorEME 4 : Si une suite de fonctions méromorphes f,(z) converge uniformément
vers [(z) dans le domaine d, les fonctions D f,(z) convergent vers I f(z), unifor-
mément dans Uintérieur de d.

[6] Nous allons ainsi pouvoir donner une forme parliculiérement simple, au

moins au point de vue théorique, & certains critéres concernantles familles normales :

TukorkME 5 : La condilion nécessaire et suffisanle pour quune famille de fonc-
tions f,(z) soit normale dans un domaine D est que, a tout domaine d intérieur a D
on puisse associer un nombre M lel que l'inégalité :

Df()<M

soit vérifide quel que soil n et quel que soil z intérieur & d.

() Dans tout ce qui suit les fonctions d’'une méme famille sont affectées d’un indice
pour la commodité de I'exposition; mais tous les raisonnements faits peuvent tout aussi
bien s'appliquer a des familles ayant la puissance du continu.
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La condition est nécessaire; car si elle n’était pas réalisée on pourrait trouver
une suite de fonctions f, convergeant uniformément dans d vers une fonction
limite; la dérivée sphérique de la fonction limite serait bornée supérieurement
dans d, et on pourrait faire en sorte que quelque grand que soit p il y ait une
fonction f, d’indice supérieur & p dont la dérivée sphérique serait supérieure a un
nombre donné en un point au moins. Comme il y a convergence uniforme des déri-
vées sphériques la contradiction est établie.

Pour montrer que la condition est suffisante, je vais montrer qu’elle entraine
I'égale continuilé sphérique (au sens de M. Ostrowski) de la famille étudiée. Soit M
la borne dans d de la dérivée sphérique des f,(z). La distance sphérique de deux
valeurs f(z,), f(z,) est inférieure a I'intégrale curviligne :

1:/5’ D f(2) ds

prise le long d’un arc de grand cercle allant de z, & z, sur la sphére de Riemann,
ds étant I'élément d’arc. D’ou

<M

[ étant la longueur de I’arc qui joint z, a z,, et par suite
[f(z), f(z)] <ML

Donc pour obtenir deux valeurs de la fonction différant de « dans d il suffit de
prendre deux points intérieurs & un méme cercle de diamétre sphérique M Nya

égale continuité sphérique au sens de M. Ostrowski, la famille est normale.

TukorkME 6 : La condition nécessaire et suffisante pour que toute fonction limite
d’une suite extraite d’une famille normale dans D soit univalente dans un cercle assez
pelit de centre z, quel que soit z, intérieur ¢ D est que, a tout domaine d intérieur a
D, on puisse associer un nombre M tel que l'on ait en tout point z de d et quel que
soit n>n, :

D/u()>M.

s

Si la condition n’était pas réalisée il serait possible de trouver une suite de fonc-
tions f,(z) dont les dérivées sphériques prendraient respectivement en des points
z, ...z, ... intérieurs & d, des valeurs Df,(z,), Df,(z), ... Df,(z,), ... tendant
vers zéro. Les points z, auraient un point d’accumulation z,. Extrayons de la suite
/f,(z) une suite qui ait une fonction limite S(z). Nécessairement on aura 9 f(z,) = o

b

4 cause de la convergence uniforme de la dérivée sphérique. Il y a donc contra-
diction.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 25
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Si inversement la condition est réalisée, toutes les fonctions limites vérifieront
I'inégalité et par suite auront la propriété annoncée. ’

TrEorkmE 7 : La condilion nécessaire et suffisanle pour qu'une famille normale
de fonctions n’ait aucune fonction limite constanle, est que pour tout domaine d inté-
rieur & D il existe un nombre m tel que, pour chaque fonction f,(z) linégalité

DS, A)>m

soit vérifiée en un point de d au moins.

La condition est nécessaire car si on ne la supposait pas réalisée il y aurait au
moins une suite f,(z) ... f,(2) ... telle que pour n assez grand on aurait D f, (2) e
partout dans d. Si f(z) était la fonction limite de cette suite, on aurait nécessaire-
ment dans tout d

Df(z2)<<e

quel que soil ¢, cest-a-dire 9 f(z) = o.
La condition est évidemment suffisante.

[7] Cette propriété va nous donner un corollaire intéressant relatif & la compa-
raison des dérivées sphériques en deux points du domaine D. ‘

Soit f,(2) une famille normale de fonclions méromorphes dans D; soient d, et d, -
deux domaines intérieurs & D. Sile maximum de 9 f,(z) dans d, est borné inférieu-
rement par un nombre posilif, le maximum de 9 f,(z) dans d, est borné inférieure-
ment par un nombre positif.

Donc dans ce cas le rapport de ces deux maxima est compris entre deux nom-
bres positifs fixes. Il peut en &tre différemment dans le cas ot il y a fonction limite
constante.

Formons la famille normale suivante de polynomes :

P@=(2).

Ces polynomes forment une famille normale dans le cercle |z|<C2. Dans le

I . - n S [ e ey , .
cercle |z] <C- la dérivée sphérique ;(—;) — est limitée supérieurement
2 - l__"_
2
n/i\"* 5 5% n ,
par —<—> - —-—- D’autre part pour z =1 ona
2 \4 4 4
: n T+ n
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. . . I

Le maximnm de DP, pour un point pris dans le cercle de rayon — est donc
, 2

n

N . on . . . . .
inférieur a a tandis que pour un petit domaine entourant le point + r il est
n

;. . n . . ros v 2 . s
supérieur a —;. Le rapport de ces deux maxima est donc supérieur a 5 il n’est
' 2
pas borné supérieurement lorsque n tend vers I'infini, mais les fonctions limites
de la famille se réduisent & la constante zéro.

[8] Il est fondamental dans le probléme de I'itération de rechercher en quels
points les itérées d'une méme fonction forment une famille normale. Soient z un
point, z,, z, ... z, ses n premiers conséquents, f(z) la fonction étudiée, f,(2) ...
J.(2) les itérées successives. On a va que D f,, (2) = Df(2) . DSf(z,) ... Df(z,). Si
la famille des itérées est normale au point z le produit du second membre doit

rester inférieur & un nombre fixe. Donc :

TutoriME 8 : Pour que les itérées d’une fonction f (z) forment une famille nor-
male en un point z il faut et suffit que le produit des valeurs de la dérivée sphérique
au point z, el a ses n premiers conséquenls reste inférieur & un nombre fixe quelque
grand que soit n pour tout point z, d’'un petit domaine entourant z.

C’est notamment ce qui se passe en un point du domaine d’attraction d’un point
double attractif : au point double en effet et dans son voisinage la dérivée sphérique
est inférieure & 6< 1. De sorte que le produit infini tend vers o. La famille est
normale et la fonction limite est constante et égale a I'affixe du point double.

Pour un point dont les consé(‘:luents tendraient.vers un point indifférent on aurait
un produit infini dont le terme général tendrait vers 1, et qui par suite pourrait étre
convergent au sens ordinaire de la théorie du produit infini.

[9] Le critére de famille normale que nous avons obtenu permet de déduire d’une
famille normale une infinité d’autres familles normales au moyen du principe général
suivant : Supposons définie une famille de fonctions ¢, () telle que :

Dy, (w)<<M

soit vérifi¢ dans un domaine d. Si f,(z) appartient & une famille normale et si ’on
sait que les fonctions f, ne prennent que des valeurs du domaine d on en déduit
que la famille des fonctions g, = ¢,[f,(2)] est normale car on a la relation :

Dg,(2) = D3, [£] X DS, (2) <MDS,(2)

et par suite si D f, est borné PDg, I'est aussi.
Cela serait facile & démontrer directement, la famille des ¢, étant normale dans
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le domaine d. Mais inversement une famille de fonctions qui transforme une suite

normale donnée en suite normale n’est pas nécessairement normale. Par exemple la

. . z <oz .
famille des fonctions [, (z) = r est normale dans le cercle unité, la famille des fonc-

tions g,(u) = \/nu nest pas normale dans un domaine contenant I'origine. Et

. 2 i . .
cependant la famille 5,(f,) = —= est normale. Toutefois on peut énoncer la pro-
vn

position suivaate :

TuktorkME g : La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille de fonctions
9,(1) transforme loule suife normale en une suife normale est que les fonctions o,
forment une famille de fonctions rationnelles normale dans lout le plan.

La condition est d’aprés ce que nous avons vu plus haut suffisante. ¢, doit néces-
sairement étre une fonction rationnelle, puisqu’elle doit étre définie et uniforme pour
toute valeur finie ou infinie de la variable. Supposons alors que la famille des 9 ne
soit pas normale. Il existerait une suite de nombres u,,u,, ..., u,... telle que la
suite Do,(w,), De,(@,), ..., Dy, (u,) ... augmenterait indéfiniment.

Soit alors une famille de fonctions f, normale en un point z,, et telle pour fixer
les idées que la dérivée sphérique de toutes les fonctions de la famille soit en ce point
égale & 1. Nous allons déduire des f, une famille normale des fonctions g, telles

‘ - . 1+ R0 s
que : g,(z,) = u,. Pour cela utilisons les transformations 4, (4) =—-—"—¢"

A — U

"

ot A, sera déterminé par la condition

)\n Hﬁlfn (Zo)

ia, .

»

Cette détermination est toujours possible : géométriquement, en effet, cela revient
A trouver un déplacement d'une sphére sur elle-méme amenant un point donné sur
un autre point donné. Ces transformations ont toutes pour dérivée sphérique i
(voir n° 3) et par suite forment une famille normale. Mais la famille s,[g,(2)] ne
pourrait étre normale en z, puisque la dérivée sphérique n’y est pas bornée, d’ot la
contradiction.

Si maintenant nous voulons que les fonctions inverses des ¢, aient la méme pro-

priété, nous devons prendre pour les ¢, des fonctions homographiques, et nous
énoncerons : -

TufortME 10 : Si une famille o, transforme foute suile normale en suile normale

et ne transforme en suiles normales que les suites normales les fonctions p, forment
une famille normale de fonctions homographiques.

11 faut en effet que les fonctions inverses des ¢, aient leur dérivée sphérique
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bornée supérieurement par un nombre positif p c’est-a-dire que la dérivée sphérique
-des founctions ¢, soit bornée inférieurement par P—;—; par suite les ¢, sont partout
localement univalentes, leurs fonctions inverses sont uniformes; il est bien néces-

:saire et suffisant que les ¢, qui sont rationnelles soient homographiques.

T

§ 3. — Application aux familles quelconques; points irréguliers, familles quasi-
normales.

[40] Soit une famille de fonctions f,(z) qui n’est pas normale dans un domaine D.
Quel que soit le nombre M il existera des fonctions f, en nombre infini pour les-

-quelles I'inégalité

Df,()>M

-sera vérifiée en un point au moins.
Nous appellerons k(M, n, ¢) le nombre minimum de cercles de rayon ¢ néces-
saires pour couvrir dans le domaine D les points ot la fonction f,(z) vérifie I'inégalité

Df,(2)>M.
Ona
A
kM, n, o) <<—,
- e
A étant une constante et < étant assez petit.

Pour une fonction donnée de la suite, soit f
tel que si M>p

n’

il existe toujours un nombre p
k(M. n,¢) =o.

Supposons que la famille donnée soit quasi-normale d’ordre ¢, c’est-a-dire que
de toute suite donnée on puisse extraire une suite qui ait ¢ points irréguliers au
plus. Cela revient & dire que, quel que soit ¢, on peut lui associer un nombre . tel
qu’il y ait une suite infinie de n vérifiant I'inégalité

kM, n, 6) < q
pourvu que l'on ait :

M>u.

En effet & I'extérieur de ¢ cercles ayant pour centre les points irréguliers et pour
rayon le nombre ¢ donné 9Pf, est borné. Réciproquement d’ailleurs si une telle
-condition est réalisée on aura toujours des suites dont les points irréguliers seront
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enfermés dans & cercles de rayon ¢ arbitrairement petit, c’est-a-dire qu’il n’y a pas.
plus de [ points irréguliers. Nous allons transformer cette condition.
Lorsque M et « sont donnés et que n varie, I'entier k& est borné supérieurement.

Soit K(M, <) sa plus grande limite, c’est-a-dire le plus grand entier auquel k& devient
égal une infinité de fois. Je dis que :

THEOREME 11 : La condition nécessaire el suffisante pour qu’une famille de fonctions

soil quasi-normale d’ordre q dans D est qu'il existe une fonction M(c) lelle que l'iné-
galité

M > M(e)
entraine l'inégalité

KM, ) <¢

I'égalité étant réalisée une infinité de fois. ,
Supposons que la fonction M(e) n’existe pas, on pourra définir uﬁe valeur ¢ telle:
que Vinégalité K(M, ¢) > ¢ + 1 soil vérifiée par une suite de nombres M\M, .., M, ...
augmentant indéfiniment. '
Soit f, une fonction de la famille telle que :

2

EM,,n,¢)=KM,,¢)

nous pouvons choisir les f, toutes distinctes puisque k = K est obtenu une infinité
de fois, et aucune suite extraite de la suite f, ne pourra vérifier I'inégalité

EM, n,¢)<gq.

Réciproquement si l'inégalité K(M, ) < g est possible I'ensemble des points.
irréguliers doit étre couvert par ¢ cercles de rayon ¢ au plus quelque petit que:
soit ¢ : donc il est formé de ¢ points au plus.

Remarquons d’ailleurs que si cette inégalité cesse d’étre vérifiée pour un nombre ¢
elle ne peut &ire vérifiée pour un nombre inférieur; K(M, ¢) est donc une fonction
non décroissante de .

On pourrait énoncer des critéres analogues pour les cas plus généraux de répar-
tition des points irréguliers; par éxemple pour les « familles hyponormales » de
M. A. Bloch. Ce sont des familles telles que 1'on puisse extraire de toute suite une-
suite pour laquelle I'ensemble des points irréguliers est de mesure linéaire nulle.
Nous considérerons successivement K(M, ¢) déja défini, puis K, (¢) nombre qui n’est
pas dépassé par K lorsque < étant donné, M est supérieur & M(c). Le critére sera
le suivant :
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TukoriME 12 : La condition nécessaire el suffisante pour qu'une famille de fonclions

-soit hyponormale est que l'on ait :

limite <K,(s) = o

lorsque = tend vers zéro.
Si nous voulons simplement que de toute suite on puisse extraire une suite
dont I'ensemble irrégulier ait une mesure superficielle nulle il faudra que

limite ¢*K,(¢) = o.

(141] En général nous ne pouvons pas conclure, du fait que la dérivée sphérique
‘est bornée en un point, que la famille est normale ‘en ce point. Par exemple les
fonctions

S,(2)=z+nz

sont telles que

J.(0)=o, S(0) =1

C’est-a-dire

Df,(0) =1

et cependanl la famille admet I'origine pour point irrégulier. Au contraire si une
famille est normale en un point la dérivée sphérique est bornée en ce point.
Cependant si & la connaissance de la dérivée sphérique en un point on ajoute
‘d’autres renseignements, on peut arriver i des conclusions précises. Rappelons
notamment que M. Montel a démontré(*) la propriété suivante :

Si une famille quasi-normale de fonctions Jf, vérifie dans un domaine D les
propriétés suivantes : la fonction J, ne prend pas plus de ¢ fois la valeur o dans le
domaine D; en un point P, la fonction est bornée ainsi que ses a, — 1 premiéres
dérivées; en un point P, la fonction est bornée ainsi que ses o, — 1 premiéres dé-
rivées ... en un point P_ la fonction est bornée ainsi que ses a — 1 premiéres dé-
rivées; avec @, + o, 4+ ... 4+ o > g+ 1 la famille n’admet pas la constante infinie
-comme fonction limite; en particulier si les fonctions de la famille sont holomor-
phes, la famille est normale.

Nous allons donner une propriété voisine de ce théoréme et qui pourrait se
ramener & un de ses cas particuliers : tous les « sauf un égaux A 1, l'autre étant
égal & 2, pour les fonctions & zéros fixes, mais qui nous permettra ultérieurement
de mettre en évidence des familles normales nouvelles en I'utilisant dans d’autres
-cas particuliers. '

(*) P. MonTEL, Legons sur les familles normales (Paris, Gauthier-Villars, 1927, p. 145).
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TutorkME 13 : Soit une famille de fonctions méromorphes, quasi-normale dans
Uintérieur d’un domaine D, et vérifiant les propriéiés suivantes :

1°) La distance d’'un zéro a un péle d’une fonction de la famille est bornée
inférieurement. .

2°) Il existe a Uintérieur de D un domaine 3 dans lequel les fonctions de la
Samille ont au moins un et au plus k zéros.

3°) L'un des zéros z, intérieurs a 3 est tel que le quotient de f'(z) par le pro-
duit de ses distances aux aulres zéros intérieurs @ 3 est borné supérieu-
rement sans étre nul.

Aucun point limite de zéros d'une suile convergente ne peut étre irrégulier.

En effet, soit une suite de fonctions convergeant dans un domaine intérieur & D
et contenant 3; si un point irrégulier est limite de zéros il ne peut pas étre limite-
de pdles ; par suite la convergence a lieu vers la constante infinie. Soit alors dans 3
un point limite des zéros z,, et soit un petit cercle y entourant z,. On pourra tou-

jours supposer en prenant y assez petit que dans ce cercle la fonction donnée a

exactement m < k zéros autres que z,. Soient z, ...z, ces zéros, formons la
fonction
m
[[c—=
i=o0
9.(2) = —F7=—
1/;1(2)

qui est holomorphe dans le cercle v; I'on a:

m

I[eo

i=1
Z — —_—
gll( 0) j'“(Zo)
nombre dont le module est par hypothése borné inférieurement. Donc le module-

de la fonction g, doit toujours dépasser au moins une fois cette borne inférieure
m

sur la circonférence de y. Mais H (z — z,)| est borné supérieurement sur vy, et
i=o

f.(2) par hypothése tend vers l'infini uniformément sur . Donc, a partir d’un cer-

tain rang, |g,| sera inférieur & un nombre arbitraire sur tout le cercle y. Il1ya

contradiction ; donc aucun point limite de zéros n’est un point irrégulier.
Remarquons d’ailleurs que, dire que la fonction est nulle en un point et que sa

dérivée y est limitée revient & limiter la dérivée sphérique; nous pouvons donc:

étendre le théoréme au cas d’une valeur exceptionnelle variable; je me bornerai a

énoncer le résultat suivant :
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Tukorkme 14 : Elant donné dans un domaine D une famille quasi-normale de
Jonclions dont la dérivée sphérique est bornée supérieurement sans étre nulle en un

N4

point P intérieur & un domaine 3 de D, s'il exisle un domaine 3' auquel 3 est com-

plétement intérieur et lel quwaucune fonction de la famille ne reprenne dans 3' la
valeur a, qu’elle prend en P ; et sil existe pour chaque fonction une valeur A, qu'elle

N

ne prend pas dans 3' et telle que la distance sphérique |A,,, a,| soit bornée inférieure-
ment, la famille envisagée est normale dans 3'.
D’autre part en analysanl de plus prés les conditions données par M. Montel,

que nous rappelions ci-dessus, on peut énoncer la proposition suivante :

TatorkmE 15 : Si dans un domaine D une famille de fonclions f, est quasi-nor-
male et si en un point P, elle vérifie les propriélés suivantes :

1°) La fonction [,

n

et ses k premiéres dérivées sont bornées en P.
2°) P n'est pas limite de poles des f,.

3%) Dans tout cercle de cenlre P si petit soil-il, les fonclions f, onl & partir

n

d’un certain rang k zéros exactement.

On a aussi les propriétés suivantes :

1°) La famille est normale en P.
-2°) Aucune fonction limite n’est la constante infinie.
3°) La seule valeur limite en P des k — 1 premitres dérivées est nulle, tandis
que la k™ dérivée est inférieurement bornée, sauf si la famille admet la
constante zéro comme fonction limile.

En effet dans un domaine assez petit autour de P on a une famille de fonctions
holomorphes auxquelles le critére de M. Montel s’applique : la famille est donc nor-
male en P et ne peut pas avoir de limite infinie; puisque & zéros exactement ten-
dent vers P la fonction limite a un zéro d’ordre %k exactement, ou est constante.
CGomme la convergence uniforme se transmet aux dérivées successives on en conclut
bien que les k — 1 premiéres dérivées ont une limite nulle, et la k™ n’a une
limite nulle que si la fonction limite est une constante.

D’autre part le procédé basé sur la considération de la fonction g, peut s’étendre
au cas ou il y a une infinité de zéros au voisinage du point irrégulier.

TatorkmE 16 : Soit une famille quasi-normale de fonctlions holomorphes f, et un
point irrégulier P limite d'une infinité de zéros. Soit v un cercle quelconque de centre
P, de rayon r ne conlenant que ce point irrégulier ; la plus petite valeur de

S (z)

-2

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 26
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ot lon désigne par z, un zéro simple arbitraire de f, intérieur a y et par z; tous

N

; \ . . A
les autres zéros, dépasse a partir d’un certain rang m

A désigne un nombre supérieur & 1, v le nombre de zéros de f, dans y, A est
un nombre positif arbitraire.

Le point P est en effet nécessairement irrégulier comme limite d'une infinité de
zéros. A partir d’'un certain rang f(z) dépasse A sur toul le cercle y, et les z; sont,
sauf un nombre fini d’entre eux, intérieurs a un cercle arbitrairement petit intérieur

(e

4 v. Par suite sur ¢ g, est inférieur a —x et la valeur de g, en un point

intérieur est inférieure en module & ce terme. En prenant les inverses on en déduit

I’énoncé donné.

Oy

d’ailleurs le produit r[ |(z,—z;)| tend vers o car tous ses termes sont inférieurs
i

A un nombre inférieur & 1, et le nombre de ces termes augmente indéfiniment par

hypothése.

Nous pouvons toujours prendre r assez petil pour que tende vers l'infini;

[12] Comme applicalion des notions précédentes, nous allons étudier la dérivée
sphérique d'une fonction méromorphe autour d’un point singulier essentiel.
Soit f(z) une fonction méromorphe, et f,(z) la famille des fonctions définies par
I'égalité
L&) =/("2)

dans l'anneau (I)

I
5 <l <2
Nous aurons 1'égalité
Df (z T
GD'/n( "0) == ED [2” ZOJ *
DS (2"2,) %
(2" zp)
Or dans 'anneau (I') la famille des fonctions Z, = 2"z, est normale et a limite

constante : sa dérivée sphérique a une limite nulle lorsque n tend vers I'infini. Si
dounc nous pouvons affirmer que ’on a des indices n tels que en un point au moins
d’un domaine intérieur & (I") Df,(z,) est supérieur & une valeur positive fixe, nous
pourrons affirmer qu’il y a une suite de points ou la dérivée sphérique de la fonction

_ donnée n’est pas bornée supérieurement; d’ott par exemple :

TrEOREME 17 : Si une fonction méromorphe admet des droiles de Julia, il y a sur
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chacune de ces droites une suite de poinis tels que la dérivée sphérique devienne supé-
rieure a tout nombre donné & U'avance dans une infinité de cercles ayant pour centres
ces points et vus de lorigine sous un angle donné arbitrairement petit.

Nous obtiendrons la méme conclusion si la fonction est exceptionnelle d’Ostrowski
et si 'une au moins des limites de la famille normale f, n’est pas constante. Nous
pouvons méme conclure alors que sur toute droite issue de I'origine il y a une suite
infinie de points sur lesquels la dérivée sphérique n’est pas bornée: C’est par exemple
le cas de la fonction

(%)
J& ==
[ +5)

correspondant a la suite, convergente dans 'anneau I'

p=n
[ — 2%z

Su(@y= H(m) f@).

. . . A
Quand n tend vers l'infini, le produit entre crochets ne peut converger vers —

S(2)

car il n’a pas le péle z = 1; il ne peut converger ni vers zéro, ni vers l'infini, car le
. 1 . .
changement de z en — z changerait II en NG Donc la limite des f, n’est pas cons-

tante et la fonction f(z) a bien les propriétés énoncées.
On peut obtenir directement dans le cas général une proposition moins précise :
l'aire Riemannienne couverte par f(z) sur une sphére est la limite des intégrales

= [ [ oo

do étant I'élément d’aire sur la sphére de Riemann des z, et le domaine d’intégra-
tion D, ne contenant pas le point & I'infini mais contenant tout autre point pour n
assez grand. Si 9 f(z) était bornée supérieurement par M on aurait

I,<<4=M*

et ceci est en contradiction avec le fait que le domaine Riemannien couvert dépasse
toute limite.

Pour une fonction f(z) exceptionnelle d’Ostrowski on peut limiter la croissance

’
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de Df. Soit en effet la famille f,(z) = f({z), elle est normale dans 1'anneau I'. En
particulier sur le cercle de rayon 1 9f, admet une borne supérieure M et U'on a :

: Df,(1)
LD‘/(ZD):T{Z 7l—.
Or

1+ 2|z,
o z : 0
2= R =T

d’ou
a2

DS (z) = DS (1)

2z,

o

Si on suppose par exemple [z| > 1 ona |z | +1<Talz,

DfE)<M—1)z].

I
Réciproquement si P f(z,) << \il— ona:
2

2

Df(z) D [z,2) < A 2

—— < 2A
= 1 + Izo|2 S

ce qui montre que la famille des fonctions f,(z) est normale dans un anneau entou-
rant le cercle de rayon 1.

TuEorEME 18 : Pour qu’une fonction méromorphe soit exceptionnelle d’Ostrowski
il faut et suffit que sa dérivée sphérique satisfasse & Uinégalité :

Df(z,) <Alz|

dés que z, est extérieur a un cercle donné.

§ 4. — Familles de fonctions a valence bornée.

[43] On sait qu'une famille de fonctions dont la valence dans un domaine D ne
dépasse pas un nombre p est quasi-normale d’ordre p dans l'intérieur de D. En
particulier d’une suite de fonctions univalentes on peut extraire une suite convergeant
uniformément dans U'intérieur du domaine, sauf peut-étre en un point irrégulier.
Je vais montrer que :
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TaforiME 19 : Si une suile de fonctions univalentes converge uniformément vers
.une fonction limite sauf en un point irrégulier, la fonction limite est constante.

Le théoréme est vrai, d’aprés les propriétés des familles quasi-normales, si toutes
les fonctions envisagées sont holomorphes. Dans le cas général on sait que dans un
-cercle arbitrairement petit ayant le point irrégulier z, pour centre, & partir d'un
certain rang, les fonctions f, prennent toute valeur assignée, sauf peut-étre une
valeur exceptionnelle. Soit a@ une valeur prise par la fonction limite en z == z,. Elle
ne sera pas exceplionnelle si la limite n’est pas constante. Donc il y aura un indice n,
tel que si n>n, f,(z) prenne la valeur a dans un cercle donné de centre z ne
contenant pas z,, et un indice n, tel que si n>>n, f,(z) prenne la valeur a dans
un cercle donné de centre z, sans point commun avec le précédent. La valeur a
serait donc prise deux fois par f,(z) pour n assez grand. Il y a contradiction.

Nous savions déja, que, étant données deux valeurs z, et z, dans un domaine D,
'si f(z) est univalente et vérifie l’inégalité :

Df(z)>M

il existe pour M dépassant une certaine limite une fonction m(M, z,, z,) telle que

Dfz)<.m.

Si en effet cette propriété n’est pas réalisée on pourra trouver une suite de fonc-
‘tions f,(2), univalentes dans D et telles que Df, (z) > M, et DS, (z,) > M
des nombres M, augmentant indéfiniment; pour une telle famille toute suite extraite

la suile

n’

présenterait deux points irréguliers z, et z,. Nous voyons maintenant que, la fonc-
tion limite étant toujours constante s’il y a un point irrégulier, nécessairement m(M)
tend vers o quand M augmente indéfiniment. Nous énoncerons donc : '

‘

TuEoREME 20 : Etant donné deux points quelconques z, et z, d’un domaine D, il
-existe une fonction m(M), tendant vers o lorsque M augmente indéfiniment, telle que
.81 f(2) est univalente dans D, Uinégalité

Df(z)>M
.enlraine

Df(z)<m.

Comme corollaire immédiat nous énoncerons :

TuEoREME 21 : Si en un point z, la dérivée sphérique de la fonction f, est inférieu-
-rement bornée, et si toutes les fonctions f, sont univalentes, ou bien z, est le seul point
Arrégulier, ou bien la famille est normale et sans limite constante.
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[14]) Ces propriétés sont susceptibles de généralisation pour les fonctions.
p-valentes.

TaEorEME 22 : Soit une suite de fonctions p-valenles dans D convergeant unifor-
mément vers une fonction limite sauf en q points irréguliers. Si p = q la fonction.
limite est constanle; si p<Zq sa valence d Uintérieur de D est au plus p—q.

Supposons en effet que I'on ait deux valeurs prises p — ¢ + 1 fois par la fonction
limite 4 l'intérieur de D; en reproduisant le raisonnemeunt fail pour les fonctions.
univalentes, on voit que chacune de ces valeurs est exceptionnelle autour des points
irréguliers. Or il 'y a qu’'une valeur exceptionnelle an plus pour une suite quasi-
normale. D’autre part dés qu’une valeur est prise a fois & lintérieur de ™D, ilya
tout un cercle entourant cette valeur qui est couvert a fois. Le théoréme est donc
démontré.

Considérons maintenant un groupe de p points z, ... z,, dans un domaine D, et.
supposons que l'on sache que 9D f(z,) >M, Df(z,) >M ... Df(z,) >M, la fonction [
étant p valente dans le domaine D. Pent-on en dédnire que D f est bornée en un
point 2',? 11 y a nécessairement une valeur M, de M & partir de laquelle la conclu-
sion est possible : Si M est assez grand, on aura D f(z',) < m; dans le cas contraire
on pourrait évidemment construire une suite possédant p 4+ 1 points irréguliers
(les z; et le point z'). Dailleurs si 2/, se déplace dans un domaine d intérieur & D-
et ne contenant aucun z; M, est inférieurement borné.

Soit un groupe de p points 2, ...z, distincts des z;; il existe quel que soit M
une fonction m(M) telle qu’'il y ait au moins un point z'; tel que les inégalités

DfE)>M ... Df(z)>M ()
enlrainent
DfE) < mM).

Dans le cas contraire en effet on aurait une suite possédantles p points 2'; comme:
points irréguliers et dont la fonction limite ne serait pas constante & cause des iné--
galités en z;. Bien entendiu m(M) tend vers zéro quand M augmente indéfiniment.

Nous obtenons ainsi deux résultats extrémes. Donnons-nous maintenant ¢ — 1
et supposons que nous ayons une suite infinie convergente dont en

M ! !
poinis z', ...z _,
r 1

particulier les points 2, ... Z',_, soient points irréguliers. A partir d’un certain rang

1
ces fonctions ont une valence égale & p— q + 1 au plus dans le domaine D dont.on
retranche ¢ — 1 petits cercles autour des points z'. Donc il existe pour les fonctions
(p — q + 1) valentes dans ce nouveau domaine une constante M, telle que les iné-

galités (1) entrainent si N>M_ linégalité
DJ(E) < mM)

le point 2/, ayant été donné & I'avance. D’ou
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TuforiMe 23 : 1°) Etant donné dans un domaine D un groupe de p poinis z,,

Z, s 2,

.inégalités

et un groupe de q poinls 2',,2',, ..., 7, il existe un nombre M, lel que les

D) 2M,  Df)2M, Df(z)>M

-entrainent si M>M_ linégalilé :
D)L mM)

_pour l'un au moins des indices i =1, ..., q;
2° On a
M>MZ>2M..2>M_>M =o

el

M, ==o;

3° Siles 2'; sont dans un domaine donné ne conlenant pas les z;, les M; sonl bornés
_supérieurement.
Comme application immédiate de ce théoréme on peut énoncer le théoréme sui-

vant :

TaforiMe 24 : Elant donné dans un domaine D une famille de fonctions f,(2),
p-valentes dont la dérivée sphérique vérifie quel que soit n les inégalités : ‘

DfEISM, Df(z)SM... DS (2)>M

.en p points donnés, ou bien les points z; sont les points irréguliers d’une suite conver-
_gente donnée, ou bien la suite a au plus p — 1 poinis irréguliers.

La remarque que les M; sont bornés supérieurement si les z'; sont dans un
domaine d ne contenant pas les z; permet d’ajouter 4 ce théoréme le complément

suivant :

TutorkME 25 : Soit une famille de fonctions f,(2) p-valenles dans D, un groape
-de p poinls z,...z,, et un domaine d ne conlenant aucun z,; il exisle des nombres -
MM, ... M..M

h p-2?

tels que si toutes les fonctions de la famille vérifient

DfE)SM D) >M .. /() > M,

-une suite convergente de la famille aura au plus i points irréguliers dans d.

[45] En particulier si nous fixons la valeur de la fonction et de sa dérivée pre-
miére en un point, nous fixons ipso facto la valeur de la dérivée sphérique. Nous
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arrivons ainsi a l'ensemble des énoncés ci-aprés; une partie d’entre eux est déja
connue ou peut étre donnée comme conséquence du critére de M. Montel rappelé au:

§ 11; nous les laisserons subsister ici pour conserver la symétrie des résultats.

Tukorime 26 : Etant donné une famille de fonctions, p-valentes dans un domaine
donné, et qui prennent des valeurs données en p points donnés; si leurs dérivées pre-
midres prennent aussi en ces points des valeurs fixes non nulles, celte famille est quasi-
normale d’ordre p— 1 au plus, & moins que les p points donnés ne soient irréguliers.

En énongant le dernier théoréme du § 14 sous cette nouvelle forme, nous pouvons.
de méme établir que : '

TutoritME 27 : Etant donné une famille de fonctions méromorphes, p-valentes dans:
un domaine D, el prenant ainsi que leurs dérivées premiéres des valeurs données en
p points donnés; & chaque domaine d intérieur & D et ne contenant aucun des points
donnés on peul associer un nombre m, tel que si les valeurs données aux dérivées
sont supérieures en module & m la famille est normale dans le domaine d.

Supposons maintenant une famille p-valente pour laquelle nous nous donnons.
les valeurs de la fonction et de la dérivée == o0 en p 4+ 1 points. Nous sommes siirs
a priori que la famille est quasi-normale d’ordre p — 1 au plus. Car si elle était.
quasi-normale d’ordre p 'un au moins des points donnés ne serait pas irrégulier,
et la valeur de la dérivée sphérique y est donnée et non nulle. Supposons que les.
dérivées sphériques données soient choisies de la fagon suivante : la premiére étant
arbitraire en z,, nous choisirons les autres, supérieures a la borne supérieure en
leurs points respectifs de la dérivée sphérique d'une fonction univalente ayant pour
dérivée sphérique en z, la valeur assignée. Nous étant ensuile donné la dérivée en
z,, nous bornerons de méme inférieurement les dérivées aux points d’indice > 2,
et ainsi de suite. Si une suite convergente extraite de la famille présentait p — 1
points irréguliers exactement, elle aurait une fonction limite univalente; or deux au
moins des points donnés sont réguliers, et nous avons choisi les dérivées sphériques
en ces points de telle sorte qu’elles ne puissent pas appartenir a une fonction univa-
lente. Donc la famille est quasi-normale d’ordre p — 2 au plus. D’ou :

Tuiorive 28 : Etanl donnée une famille de fonctions méromorphes, p-valenles:
dans un domaine D, dont nous nous fixons les valeurs en p + v poinls, et les valeurs
u,, u,, ...u,, dela dérivée en ces points, il existe p fonctions m,, m, ... m,, lelles

2

que si les inégalilés

u,>m,(u,), u,>m,(ug,u)on,  >m(u,,u, ,...u,)

sont vérifiées, la famille est quasi-normale d’ordre p — o au plus dans le domaine D.

Soit toujours une famille de fonctions p-valentes dont nous nous fixons les va-
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leurs en p points, mais supposons que les valeurs fixées soient toutes égales entre
elles; fixons aussi des valeurs (non nulles) pour la. dérivée; je vais montrer que la
famitle ne peut pas avoir d’autres points irréguliers que les points donnés. Suppo-
sons en effet qu’il y ait p — ¢ points donnés irréguliers et en outre A g — 1
points irréguliers distincts des premiers pour une suite convergente. La fonction
limite a pour valence ¢ — k, et ne peut étre constante. Or aux q points donnés
restanls supposés réguliers cette fonction prendrait la méme valeur; il y a contra-
diction. D’ot :

Tutorime 29 : Elant donné une fumille de fonctions p-valentes méromorphes,
prenant une méme valeur _assignée en p points donnés et dont on se donne la dérivée
en ces poinls. Cetle famille ne peul avoir d’autres points irréguliers que les poinls
donnés. .

Il peut d'ailleurs effectivement arriver que les points donnés soient irréguliers.
Par exemple la famille des fonctions

>

f.(2) = _l_é__

nz

univalentes dans tout domaine, nulles et de dérivée 1 a I'origine, a l'origine pour
point irrégulier.

Mais si nous savons que les points donnés ne peuvent étre irréguliers, nous en
concluerons que la famille est normale. En particulier si les fonctions de la famille
ont toutes une méme valeur exceptionnelle nous sommes dans un cas d’application
du théoréme énoncé au n° 11 : en effet autour d’un des points P donnés nous pou-
vons tracer un cercle dans lequel la valeur prise en P n’est pas reprise (la fonction
est p-valente et prend cette valeur en p points fixes); il y a une valeur exception-
nelle fixe. Donc la famille est normale en P. En particularisant les valeurs des

: constantes nous énoncerons :

TutoriMe 30 : Etant donné un domaine D, q -points P; inlérieurs & D, el un
nombre posilif donné n, la famille ¥ des fonclions holomorphes p-valenies dans D,
n'ayant que les points P; pour zéros, et dont la dérivée prend aux points P; une va-
leur égale en module & n,, est une famille normale.

Comme la fonction limite d’une suite extraite de la famille F ne peut pas étre
la constante infinie, et ne peut étre nulle en un point distinct des P;, nous en con-
cluons immédiatement ;

TatorkME 31 : En chague point d’un domaine D, le module d’une jfonction de la
Jamille F est compris entre deux nombres ne dépendant que du point; le module de la
dérivée d’une fonction de la famille est borné supérieurement en fonction de la posi-
tion du point.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL ’ 27
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D’une maniére plus générale, si nous fixons les p zéros P; d'une famille de
fonctions méromorphes et p-valentes dans D, et les dérivées des fonctions de la
famille en ces points ; si en outre les fonctions de la famille prennent au plus p—g¢q
fois une valeur donnée A, la famille sera quasi-normale d’ordre p —q au plus.
Soit en effet une suite de fonctions extraite de la famille. Il y a au moins un poinl
P; au voisinage duquel une infinité de fonctions de la famille ne prend pas la valeur
A. Sinon eu effet A serait pris p fois par toute fonction de la famille. Extrayons
une nouvelle suite de cette forme et procédons de méme jusqu’'a ce que nous ayons
extrait de la famille une suite par laquelle A est exceptionnel au voisinage de g des
points donnés. Ces points sont nécessairement réguliers pour la suite envisagée, et
nous avons ainsi montré que :

TukorkME 32 : Etant donné une famille de foncltions méromorphes, p-valente dans
un domaine D, ayant ses p zéros en des points fixes de D, el dont la dérivée en un
des zéros z, a une valeur fixe non nulle, et ayant au plus r < q pbles dans D, la
JSamille est quasi-normale d’'ordre r au plus; les seuls points irréguliers possibles soni
les zéros lorsque z, n’est pas limite de poles.

[46] Nous pouvons aussi étudier des familles pour lesquelles il y a un nombre
non limité de zéros, mais qui occupent des positions fixes; soit par éxemple une
famille de fonctions, définies dans un domaine D, quasi-normale dans tout domaine
intérieur & D, les fonctions de la famille ayant au plus ¢ pdles dans D et leurs zéros
étant fixes; supposons que les dérivées soient bornées inférieurement et supérieure-
ment en module en ¢ + 1 des zéros Z. Extrayons une suite, convergente dans un
domaine D, intérieur & D mais contenant les ¢ 4 1 zéros Z; et soit k le ‘nombre
des points irréguliers qui ne sont pas des zéros; ils sont limites de pdles, donc
on a k< ¢. Soit r le nombre des zéros qui sont points irréguliers. Ona r<{q— k.
Sans cela en effet un de ces zéros au moins ne serait pas limite de poles; mais en
outre un des zéros Z n’est pas limile de péles et ne peut étre point irrégulier puisque
Ia dérivée y est bornée en module. S’il y a un point irrégulier qui n’est pas limite de
poles, la convergence a lieu vers la constante infinie, ce qui est contradictoire avec
I'existence du point régulier Z ou toutes les fonctions s’annulent.

D’autre part s’'il y a des points irréguliers distincts des zéros, la convergence
a lieu vers la constante zéro, ce qui n’est pasy puisqu’en Z la dérivée ne peut pas
tendre vers zéro. D’ou :

TrtorkME 33 : Elant donné une famille de fonctions méromorphes dans D, quasi-
normale dans tout domaine intérieur & D, dont les zéros appartiennent a un ensemble
infini de poinls assignés, et dont la dérivée prenden q + 1 des zéros donnés des valeurs
bornées supérieurement et inférieurement en module, la famille est quasi-normale d’or-
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dre q au plus dans le domaine D, el les poinls irréguliers d’une suite convergente
sont des zéros limiles de poles.

Bien entendu le théoréme s’applique au cas ot I'on donne un nombre fini de
zéros. Pour savoir que la famille est quasi-normale il suffit de savoir que le nombre
de ses points unités intérieurs 4 un domaine arbitraire D, intérieur & ‘D est borné;
car la famille sera quasi-normale dans le domaine D, duquel on retranche les zéros,
puisque o, 1 et co y sont quasi-exceptionnels, t les points retranchés sont isolés; si
nous prenons en particulier des fonctions holomorphes, la famille est normale. D'oti :

TutorkMe 34 : Si une famille G de fonctions holomorphes dans D a des zéros
donnés dans D, sa dérivée prenant des valeurs assignées non nulles en ces zéros; et si
le nombre de fois que la fonction de la famille prend la valeur 1 dans tout domaine
intérieur est limité pour chaque domaine, la famille est normale.

Une fonction limite de la famille G ne peut étre égale & la constante infinie, et
ne peut pas s’annuler dans D en un point distinct des zéros assignés. D’oui la conclu-

sion habituelle sur la limitation du module :

TatoriMmE 33 : Si une fonction f(z) holomorphe dans le cercle unité prend la valeur o
en des points assignés, et si sa dérivée a une valeur assignée non nulle en ces points; le
module de_la fonction est borné supérieurement et inférieurement, le module de sa
dérivée est borné supérieurement en fonction de la posilion du point z,, des modules
des dérivées assignées, el du nombre de racines de f(z) — 1 inférieures en modules a z,.

Nous pouvons aussi limiter I'ordre d’une famille & zéros fixes, en fixant la posi-
tion de ses poles, et les résidus en ces points. Soit par exemple une fonction p-valente
dans un domaine D, dont les zéros sont p points fixes, et les poles p points fixes,
les dérivées aux zéros et les résidus aux pdles étant donnés. Dans tout domaine inté-
rieur & D ne contenant pas les poles, la famille est holomorphe, p-valente, & zéros
fixes, donc normale; de méme dans tout domaine contenant les pdles et ne contenant
pas les zéros elle est normale (il suffit d’échanger les roles de o et o). Donc la famille

est normale dans D, et nous énoncerons :

Tutoreme 36 : 1) La famille des fonctions p-valentes dans D dont les p zéros el
les p poles sont des points donnés (distincts) et dont les dérivées aux: zéros et les résidus
ont un module donné est une famille normale.

2) Pour une fonction p-valente dans D dont les p zéros et les p poles sont des
points donnés le module en un point donné est borné supéricurement el inférieurement,
le -module de la dérivée est borné supérieurement, en fonction des modules des dérivées
aux zéros et des résidus aux poles, et de la position du point.

De méme, si nous nous donnons une famille de fonctions ayant toutes des zéros
donnés, et des péles donnés (en nombre infini), et le module de la dérivée en chaque
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zéro et du résidu en chaque pble ayant une valeur donnée, si la famille est quasi-
normale en tout domaine intérieur & D, elle sera normale dans D (elle est normale
d’une part dans D moins un domaine contenant les pdles, et d’autre part dans D
moins un domaine contenant les zéros). En particularisant le domaine D, et la
condition de « quasi-normalilé », nous obtenons un ¢énoncé qui généralise celui

obtenu précédemment pour les fonctions holomorphes a zéros donnés (théoréme 34) :

TukorkME 37 : Pour loule fonction méromorphe dans le cercle unité et y présentant
des zéros donnés et des poles donnés lous simples le module en un point z, est borné
supérieuremenl et inférieurement, le module de la dérivée est borné supérieurement, en
JSonction des modules des dérivées aux zéros, des modules des résidus, et du nombre de
points unilés inférieurs en module i |z,| .

Les résultats relalifs & trois suites de points ol f(z) a la méme valeur sont
d’une nature plus immeédiate.

TreéoreMmE 38 : La famille des fonctions méromorphes dans un domaine D et ne
prenant les valeurs o, 1 el o qu'en des points donnés sans point d’accumulation inté-
rieur & D est une famrlle normale.

Elle est en effet normale en un point distinct des points assignés, puisqu’elle y
présente trois valeurs exceptionnelles; donc elle est quasi-normale dans tout do-
maine intérieur & D, les seuls poinls irréguliers étant les points assignés, mais
autour de chacun d’eux il y a deux valeurs exceptionnelles; donc ils ne peuvent étre
irréguliers et le théoréme est démontré.

Le théoréme de limitation des modules qu'on peut déduire de ce critére de
famille normale n’est au fond pas distinct du théoréme de Schottky généralisé pour
un domaine quelconque; il comporte toutefois un élément nouveau, parce qu’il
montre que les dérivées aux zéros et aux points unités et les résidus aux pdles sont
bornés supérieurement.

Si nous supposons maintenant que nous nous donnions non seulement les posi-
tions des zéros, des poles et des points unités, mais encore l'ordre de multiplicité
des zéros et des pdles, toute fonction de la famille est égale au produit d’'une fonc-
tion fixe de la famille par une fonction ¢ holomorphe dans le domaine D, non
"nulle, et égale & un aux points unités de f et peut-&tre en d’autres points. Les
fonctions o formeht nécessairement une famille normale; d’ot :

TufioriMe 39 : La famille des fonctions ¢ holomorphes et différentes de zéro dans
un domaine D, qui prennent la valeur 1 en des points donnés, et ne deviennent
Jjamais égales en dehors de ces points & une fonction donnée f ne prenant la valeur 1
qu’en ces poinls est une famille normale. )

Soit en effet f la fonction donnée, la famille envisagée est constituée par les
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fonctions o définies comme quotient de deux fonctions ayant mémes zéros, mémes

poles, et mémes points unités que la fonction —f—, a savoir la fonction 7 et la

. [
fonction —.
J

REMARQUE : Les théorémes énoncés ci-dessus supposent essentiellement que les
familles envisagées comprennent une infinité de termes; on sait (‘) que si D com-
prend le plan tout entier moins un point, il n’en est pas ainsi en général : une fonc-
tion méromorphe est déterminée par la répartition de ses zéros, pdles et points
unités (a une exception prés qui fournit deux fonctions f). De méme s’il existe une
fonction définie dans le cercle unité et d’ordre positif prenant les valeurs o, 1 et o
en des points donnés, il en existe au plus une autre. Au contraire si 'on a une fonc-

T(r)
. 1

tion telle que lende vers zéro pour r tendant vers 1, il peut en exister

log

1—r
une infinité d’autres ayant trois distributions communes avec elle. Dans ce cas les
' N(r)

1 .

trois distributions données vérifient la relation lim
' log

1—r
Au contraire les familles ne comportant que 2 ou 1 distributions fixes com-
prennent toujours une infinité de termes. Enfin nous obtenons aussi une famille
infinie dans le cas général, en nous donnant trois distributions et en ne fixant pas
Pordre de multiplicité en chaque point ou en admettant que la distribution peut ne
pas comprendre tous les points donnés. Le théoréme de famille normale montre
alors que cet ordre est borné en chaque point, et on obtient ainsi le résultat
-suivant :

’

& a0~

TutoriME 4o : Elant données trois suiles de points & 3,3, il n’est pas possible de

1 2 3

-construire une fonclion méromorphe dans un domaine D, s’annulant uniquement en

~

-des points de 3,, devenant égale a 1 seulement en des points de 3,, ayant des pdles

BE Y

seulement en des points de 3,, Uordre de multiplicité du zéro de f, 1 —f, ou % dé-

passant en un de ces points un nombre qui ne dépend que des trois suiles données et
-du point choisi.

11 est possible aussi de généraliser encore les divers critéres de famille normale
-énoncés dans ce paragraphe au sujet des fonctions ayant plusieurs distributions
fixes, en remplacant la condition : la valeur o est prise en des points fixes et la
valeur oo en des points fixes, par la condition : les valeurs o ou oo ne sont prises

(*) R. NEVANNLINA, Le théoréme de Picard Borel et la théorie des fonctions méromorphes.
iParis, Gauthier-Villars, 1g29.
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qu'en des points faisant partie d’'un ensemble dénombrable donné sans point d’ac--
cumulation & lintérieur du domaine D; en résumé :

a) Si une famille de fonctions méromorphes dans le cercle unité a ses zéros ou ses-
poles pris parmi les points d’un ensemble dénombrable donné sans point d'accumula--
tion intérieur & D, les modules de la fonction el de sa dérivée en un point z, sont bor-
nées en fonction des dérivées sphériques aux zéros et aux péles, et du nombre de p,o'inlar
unités inférieurs en module a |z|.

b) Si une’ famille de fonctions a ses zéros, ses poles el ses poinls unités pris-

I
7:, DS,

sont bornés supérieurement el inférieuremenl en chaque point par un nombre ne:
dépendant que de l'ensemble donné et du point envisagé.

n

parmi les points d'un ensemble donné du type étudié, les modules de f, 1 — f,

Enfin nous pouvons énoncer d’'une maniére plus générale encore :

TuforiME 41 : Soil une famille de fonctions f,(z), définies dans un domaine D,.
telles que : ‘

1°) A lintérieur de toul domaine intérieur a D, le nombre de zéros, de points-
unités et de poles est borné supérieurement.
2°) La distance sphérique d’un zéro & un péle ou & un point unité, d’'un péle a-
un point unité d’'une méme fonction, est bornée inférieurement dans tout’
domaine D' intérieura D.
La famille des fonctions f, est normale dans D .

En effet elle est normale dans un domaine D' : dans D’ les fonctions de la famille-
prennent les tréis valeurs o, 1 et co un nombre limité de fois, donc la famille est
quasi-normale dans D'. D’autre part un point irrégulier serait tel que dans son voi-
sinage toute fonction de la famille & partir d’un certain rang prenne deux au moins.
des trois valeurs étudiées. C’est incompatible avec 'hypothése 2°. W

Les conditions ainsi énoncées sont nécessaires pour que la famille soit normale-
et sans limite égale 4 I'une des constantes o, 1t ou oco. Mais elles ne sont pas suffi-
santes pour entrainer ce résultat. Si la famille est normale et si le nombre des poles
dans D' d’une fonction de la famille dépasse une certaine limite, le nombre des zéros.
et des points unités est borné, et méme devient nul a partir d'un certain rang daus.
toute suite ol le nombre des péles n’est pas borné. Mais la condition n’est cette fois.
pas suffisante dans le cas général; si toutefois on sait déja que la famille est quasi-
normale, on pourra conclure, les valeurs o et 1 devant éire exceptionnelles pour un
point irrégulier éventuel; il est donc impossible d’énoncer une condition nécessaire -
et suffisante uniquement basée sur le nombre de points de 3 distributions.
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.

§ 5. — Fonctions dérivables non analytiques.

[47] On peut étendre quelques-unes des propriétés de la dérivée sphérique étu-
-diées ci-dessus aux tranformations réguliéres non nécessairement conformes du plan
définies par un systéme de deux fonctions réelles, continues, développables en chaque
point en série de Taylor.

En un point a distance finie nous pouvons définir la dérivée en module de la
transformation sur un chemin donné tendant vers le point et y admettant une tan-
gente; ce sera la limite du rapport

VY=Y, + (X —X,)
: Viy —y) + (z—x,)*

ayant une limite donnée X et

-quand y tend vers y,, x vers x,, le rapport H"—

o
Y étant les coordonnées du point transformé de x, y).
Nous définirons ensuite la dérivée sphérique en multipliant le rapport ci-dessus
L4 2 4y
1+ X+ Y
maximum et une dérivée sphérique minimum. D’autre part pour une suite unifor-

par le facteur En tout point régulier il y a une dérivée sphérique

mément convergente de fonctions réguliéres, il y aura convergence uniforme de la
-dérivée si le point étudié est régulier; convergence de la dérivée sphérique vers o si
la convergence a lieu vers la constante infinie; enfin si I'on a convergence vers une
transformation & péle isolé il y a encore convergence de la dérivée sphérique. Comme
inversement si la dérivée sphérique maximum est bornée il y a égale continuité
sphérique, on obtient le résultat suivant :’

TukorkME 42 : La condilion nécessaire et suffisante pour qu’une famille de systémes
de deux fonctions de deux variables réelles, régulidres, a péles isolés, soit normale
dans D, est que la dérivée sphérique maximum des fonctio;zs de la famille soit bornée
-dans Uintérieur du domaine D .

Nous avons supposé jusqu’a présent que les transformations étudiées ne faisaient
‘pas correspondre a une ligne du plan «,y un méme point du plan X, Y; la condi-
tion sous la forme que nous lui avons donnée subsiste encore pour des transforma-
tions de ce type, X et Y étant toujours supposées réguliéres : la dérivée sphérique
-a encore un sens dans ce cas, mais nous aurons une dérivée .sphérique minimum
nulle.
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Soit une transformation réguliére

x:f(‘Z"y)’
Y=g(x,y)

et supposons que nous ne soyons pas en un podle de la transformation (ce que nous.
pouvons toujours faire, une inversion ayant 1'origine pour pdle dans le plan XY ne
changeant pas la dérivée sphérique). D’aprés un résultal classique, la condition de:
non univalence locale (c’est-a-dire pour que la transformalion ne soit pas biunivoque:
autour de x,y,) s’écrit :

D9
, D(z,,,)

Or calculons la valeur de la dérivée ordinaire en module dans la direction

cos ¢(x —x,) + sing(y —y,) =o.

On trouve

\/;Se?[<§_£)2+<a(>:]—~2smfcos a‘f §'§ ‘\'Z.(\yw_i_sma[(bf) +<by)2:|“

Cette forme quadratique en cos ¢ et sin ¢ a pour discriminant

__ Fb(f,9)
““[D(m)

Elle est donc bornée inférieurement par un nombre positif si la transformation
est localement univalente, et s’anoule, dans le cas ou il n’y a pas univalence, pour

une valeur convenable de ¢. Donc :

TakorkME 43 : La condition nécessaire et suffisanle pour qu'il'y ait univalence locale
d’une transformation réguliére du plan réel est que la dérivée sphérique minimum ne
soit_pas nulle.

Nous pourrons donc étendre les théorémes sur les familles normales & limites-
constantes ou univalentes localement établis pour le cas des fonctions holomorphes
ou méromorphes; mais pour avoir une limite constante il faut que la dérivée maxi-
mum tende vers o, tandis que pour avoir une limite univalente localement il faut.

que la dérivée minimum ne tende pas vers o.




CHAPITRE 11

Décomposition cellulaire d'un domaine de méromorphie
d'une fonction.

Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, nous étudierons une fonction f(2)
méromorphe dans un domaine fermé D, et nous chercherons & conclure de certaines ,
propriétés particuliéres de f(z) & des propriétés de domaines d’univalence de cette
fonction intérieurs & D. Nous dirons que deux points de D sont homologues par
rapport & f(z), ou, plus briévement homologues s’il n’y a pas de confusion possible,

lorsque f(z) prendra la méme valeur en ces deux points.

§ 1. — Fonction holomorphe, dérivée ne s'annulant pas.

[48] TukorkMe 1 : Soit un domaine fini D, tel que f(z) soit holomorphe & son
intérieur et que lon y ait partout f'(z) == o. Il existe trois nombres positifs d, m, n
sont les affixes de deux poinls intérieurs a D, Uinégalité

lels que si z, el z,

<d

Izl - Z".”.
enlraine les inégalités
N <lf(zL)—f(zg)‘ .
11 existe un nombre r tel que le rayon de convergence du développement de

Taylor de la fonction f(z) en un point du domaine D soit supérieur & r. Soit alors
f un accroissement inférieur en module a k,r, avec k, <1 et soit

S+ ) —[f(z) :hf’(z,)+b’[f (z,) + hfg(!z’) + ] .

2!

=hf'(z) + h*3(z,)

la série .8(2,) est absolument convergente quel que soit z, pour || < k,r. Son
module est borné supérieurement pour une valeur donnée de z, par

sey= L el

+k,r

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 28
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Cette fonction de z, est elle-méme bornée supérieurement dans D. Sinon, par
la méthode classique de subdivisions successives, on peut définir un point z, tel
que dans tout domaine si petit qu’il soit entourant z, il y a des points ol cette
expression ne sera pas bornée. Donc Ia série de Taylor de f(z) relative & z, aurait
un rayon de convergence au plus égal & k, r<Cr, il y a contradiction. Soit M la
borne supérieurc dont nous montrons ainsi I’existence.

S+ —/E)

h_____ :fr(zl) [[ b 3(&)

Sy

Mais f'(z) esi continue dans D et ne s’y annule pas. Donc oun peut {rouver deux

.nombres s, et ¢, positifs tels que I'on ait dans tout le domaine :

1

ncl< If’(zﬂ <9«:

£

Si nous prenons |k | <k, o

avec k, <1 on aura :

(2)

]1—k2[<\1 —}-——},é)‘<|l+l{2|.

C’est bien la conclusion annoncée, il suffit de poser
d = min{ k£, 1
=min( k, =,k r),
N TR ) .
m=—k)e, n=(00+k);:,.

Ces résultats peuvent se déduire aussi de I'intégrale de Cauchy

WANENS S d3
°<“)—3?§fc<<—zl>%:—z,—>~>

C étant un contour extérieur & D : on peut ainsi mettre en évidence une borne supé-
rieure de 5(2).
On peut aussi tirer de ce raisonnement la conclusion que dans le domaine fermé D

1a fonction

(e by = LELH =IO

tend uniformément vers la fonction f'(z) lorsque A tend vers o.
Si la distance d, de z, et z, est inférieure ou égale & d, |f(z,) — f(z,)| est plus

d. .. .
grand que md,, et par suite n'est pas nul. Donc tout cercle de rayon 5 intérieur au

domaine D constituera un domaine d’'univalence pour la fonction f(z). Ce résultat
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d .
est valable méme pour les cercles de rayon — dont le centre est dans D mais ayant
2 .

des points extérieurs & D. En effet le raisonnement initial n’a utilisé que le fait
que z, est intérieur & D.

Supposons que la fonction f(z) soit multivalente d’ordre p a Iintérieur du
domaine D, toujours sans que la dérivée s’annule dans D. A chaque point z, de D
correspondent dans D au plus p — 1 points homologues que nous appellerons
2,,2,,...,2;, avec k< p — 1. Autour de ces points comme centres, tracons des

< d . - : . .
cercles de rayon A < —. Supposons, ce qui est évidemment toujours possible, que
2

tous ces cercles soient intérieurs au domaine D. Dans le plan de la variable Z = f(z)
ces cercles ont pour images des domaines « étalés » qui ont en commun le point
Z,= f(z,), et chacun de ces domaines couvre en entier le cercle de rayon »m et de
centre Z . Ces domaines ont donc en commun un nouveau domaine, dont une
partie ¢ au moins est d’un seul tenant, située autour de Z, et couvrant le cercle de
centre Z,. En revenant au plan des z, on trouve que & 3 correspondent biunivoque-

ment k domaines, qui entourent respectivement les points z,, ..., z,, et qui cou-

. .m
vriront chacun le cercle de centre z; et de rayon %.—. Donc :
n

n

TukoriMe 2 : Elant donné k points homologues z,,z,, ..., z, intérieurs @ D, il
est possible de tracer aulour de chacun d’eux un domaine 3; lel que :

1°) f(2) est univalente dans chaque domaine 3;, et toule valeur prise dans l'un est
prise dans tous les autres.

e g N L m
2°) a linlérieur de chaque domaine 3; on peut tracer un cerle de diamétre a — .
n
a désigne ici la plus petite des longueurs d, plus haut définie, et I, plus courte
distance d’un des points z; 4 un point de la frontiére.
Si I'un des points homologues était sur le contour, nous aurions un résultat ana-
logue mais de forme un peu moins simple, qui résultera implicitement de la suite.

[19] Soient, & l'intérieur de D, deux points homologues z, et z,. Tragons
partir de z, un arc de courbe continu, intérieur & D. 11 part de z, un arc formé de
points respectivement homologues des points du premier, continu, la correspon-
dance entre les deux arcs étant bicontinue; puisque Sf'(z,) est 3= o cet arc est bien
déterminé (dans le cas contraire il partirait de z, un nombre fini de tels arcs); cela
tient & la possibilité de faire 'inversion de f(z) au voisinage de tout point du
domaine D. Nous pouvons étre arrétés dans le prolongement de I’arc issu de z, par
la rencontre du contour de D, c’est-d-dire que I'arc issu de z, va rencontrer un
point homologue d'un point du contour. Nous appellerons arcs homologues deux
arcs ainsi définis.
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Je désignerai dans la suite par arc élémentaire un arc de courbe analytique dans
le plan des z, sans point double, et convexe. On sait alors qu'une transforma-
tion conforme transforme une courbe formée d’'un nombre fini d’arcs élémentaires
en une autre courbe .formée d’un nombre fini, pouvant étre différent du premier,
d’arcs élémentaires, et que deux courbes qui sont formées d’'un nombre fini d’arcs
élémentaires ne se coupent qu’en un nombre fini de points.

TutoreME 3 : Si le contour C est une courbe de Jordan non composée d'arcs
homologues, il y a des points intérieurs au domaine qui onl un homologue sur le
contour.

Soit en effet un point z, intérieur au domaine, tracons un arc continu allant de
z, 4 un point P du contour, par I'intérieur du domaine D. Supposons z, choisi de
fagon a posséder un homologue z, intérieur & D. Trois cas sont possibles a priori :
ou bien quand on atteint P sur z,P, on atteint sur I'arc homoelogue un point inté-
rieur, et le théoréme est démontré; ou bien I'arc issu de z, atteint le premier le
contour, et le théoréme est encore démontré; ou bien les deux arcs vont atteindre
simultanément le contour; c’est en des points distincts qu’ils doivent l'atteindre,
sinon du méme point P partiraient deux arcs distincts homologues entre eux, ce
qui est contradictoire avec I’hypothése initiale ['(@) == o. Sila derniére possibilité
se produit quels que soient P, z, et z,, a tout point du contour correspond au
moins un homologue sur le contour; je dis qu'a un arc assez petit du contour cor-
respond un arc homologue. Soit en effet P un point du contour, P, un point
homologue. Il existe un arc du contour ayant une extrémité en P qui a pour
homologue un arc ayant une extrémité en P,. Comme les points P, sont en
nombre fini, il est possible de trouver un arc A du contour aboutissant en
P et ayant des homologues A, issus de tous les points P,. Je vais montrer que
I'un au moins des arcs A, est tracé sur le contour. Soit en effet une suite
infinie de points p situés sur arc A et tendant vers P. Si aucun des A, n’est
tracé sur le contour on peut choisir les p de maniére que leurs homologues p, sur
les A, ne soient pas sur le contour G. D’autre part, chaque point p a au moins un
homologue p’ sur le contour, et les p' ont au moins un point d’accumulation sur
C Mais ce point d’accumulation est nécessairement P ou un homologue de P. Ce
n'est pas P & cause de I'univalence locale, c’est donc 'un des points P,. Mais alors
on a une suite infinie de p' sur le contour, tendant vers ce P,, et une suite infinie
de p, homologues de ces p', sur l'arc A, issu de ce P,, tendant aussi vers P,. Nous
avons supposé la fonction univalente au voisinage de P,, il y a contradiction. Donc
si aucun point du contour n’a d’homologues intérieurs, tout arc du contour a au
“moins un arc homologue sur le contour.

Nous obtiendrons alors les arcs I' homologues d’arcs du contour C par le pro-
cédé suivant : partons d'un point P du contour qui a un homologue p, a l'intérieur
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du domaine D. Déplagons-nous sur le contour 4 partir de P. A partirde p, on a
un arc homologue de 1'arc du contour. Je dis que I'arc issu de p, va, si le contour
est d’'un seul tenant, le rencontrer avant que nous ayons décrit un tour complet.
Dans le cas contraire nous aurions un arc complétement homologue 4 C et intérieur
a D. Comme le maximum de |f(z)| est atteint sur G, il serait atteint sur cet arc,
c’est-a-dire en un point intérieur 3 D. 11 y a contradiction. Donc les arcs I’ partent
d’un point de C pour aboutir en un point de C. Nous énoncerons alors :

TutorEME 4 : Si un contour C est d’un seul tenant, les arcs 1" homologues d’arcs
de C a Uintérieur du domaine qu’ils limitent forment au plus une infinité dénom-
brable; ils partent d un point de C pour aboutir en un point de C.

On peut réaliser effectivement des domaines D contenant une infinité d’arcs I’
si le contour C n’est pas décomposable en un nombre fini d’arcs élémentaires. Pre-
nons par exemple pour fonction f(z) = e* et pour domaine D le quadrilatére cur-
viligne limité par I'axe des quantités réelles, les deux droites & = =+ N (N nombre
positif arbitraire) et la courbe C :

y = axn + (arc th)sin%.

L’homologie par f(z) se réduit a une translation y, =y + 2k=, et il est visible
que la courbe C admet pour homologue la courbe y = (arc tg X) sin %, donc une

infinité d’arcs I' sont intérieurs au domaine D. En faisant une hypothése plus
restrictive sur C on obtient le résultat suivant :

TatorEME 5 : St le contour C est composé d’un nombre fini d’arcs élémentaires, il
n’y a qu'un nombre fini darcs I' distincts, et deux arcs " quelconques n’ont qu’un
nombre fini de points communs.

Montrons d’abord qu’il est impossible d’avoir a I'intérieur du domaine D une
infinité d’arcs A dont les extrémités aient une distance supérieure & un nombre
donné 1, et tels que chacun d’eux posséde un arc homologue A, au moins sur le
contour C. Nous appliquerons le théoréme du n° 18; pour cela supposons choisis
sur I'un des arcs A deux points z, et z', dont la distance |2/, —z,| soit égale & un
nombre donné a, inférieur au plus petit des nombres A et d. Soit A, I'arc homo-
logue de A, il y a sur A, deux points z, et z', homologues de z, et z', respective-
SE&)—fz)
= <

—Z

1 1

ment. Ou bien |2/, —z,|>d ou bien

Oron a

lf) =) = /(&) —fGE) >m|d,— 2| = ma.

Donc |2/, —z,| est supérieur au plus petit des deux nomnibres d et a —: donc la
. n
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longueur de I'arc A,. supérieure & la distance de deux de ses points, est inférieure-
ment bornée. Soit maintenant p la valence de f(z) dans D. S’il y a une infinité
d’arcs A distincts, il y a une'infinité d’arcs A,; orlalongueur totale de C est finie,
donc il y a au moins une portion de C commune p + 1 arcs A,; cette portion
aurait p + 1 homologues dans D. il y a contradiction. En particulier il n’y aura
qu'un nombre fini de courbes I' dont les extrémités auront une distance supérieure
a ¢, quel que soit «.

Supposons alors que les extrémilés des arcs 1" soient en nombre infini; elles
auront un point d’accumulation P sur le contour C. Choisissons une suite infinie
d’arcs I' tels que leurs extrémités lendent vers P. Les deuxiémes extrémités ne
peuvent avoir d’autre poinl d’accumulation que P.

Tracons un cercle y, de centre P, de rayon r, il ne peut rencontrer qu'un-nom-
bre fini d’arcs 1" de la suite. En effet dans le cas contraire tracons le cercle y, de

r - .
rayon — et de cenire P. Il n’y a qu’un nombre fini d’arcs I" de la suite qui ne pos-
2

sédent pas de points intérieurs & v,; donc il y en a une infinité qui rencontrent 4 la
fois y, et v;. Sur chacun de ceux-ci nous pouvons prendre un arc joignant un point

. . [ PRI r . se
de v, & un point de v,. et dont les extrémités sont éloignées de — au moins. S’ilya
3 :

une infinité de tels arcs, nous sommes dans les conditions du cas précédent et il
y a contradiction.

Donc il y a une infinité d’arcs I" entiérement contenus & lintérieur d’un cercle
de centre P si petit soit-il. Les arcs homologues sur C de ces arcs I' ont au moins
un point d’accumulation P, sur C. Ce point P, est par raison de continuité homo-
logue de P; il est distinct de P & cause de 1'univalence locale. Il y a alors corres-
pondance biunivoque entre U'intérieur d'un petit cercle de centre P et d’un petit
domaine autour de P,. Les arcs ' provenant d’arcs du contour voisins de P, sont
en nombre infini : il y a une chaine de tels arcs deux a deux sans partie commune
tendant vers P,. Mais il part de P un arc continu qui correspond a l'arc de contour
issu de P,. Cet arc continu porte donc les arcs I', et par suite coupe une infinité
de fois le contour C, aux extrémités de ces arcs I'. Or nous avions supposé initia-
lement que C ne comportait qu'un nombre fini d’arcs élémentaires, les arcs I" envi-
sagés ne peuvent pas avoir une infinité d’extrémités, puisque deux arcs élémentaires

n’ont qu'un nombre fini de points communs; le théoréme est démontré.

Remarque : Nous voyons qu’il est nécessaire pour avoir un nombre infini d’arcs I'
que T'on ait sur le contour C deux points P et P, homologues entre eux et tels que
I'un d’eux au moins n’appartienne pas a un arc élémentaire de C. D’autre part sans
faire sur le contour C aucune hypothése autre que le fail d’avoir une longueur finie,
le théoréme 1 du n° 18 montre que la longueur totale des arcs ' est finie.

Les arcs 1" décomposent le domaine D en domaines parliels, que nous appelle-
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rons des cellules. Etant donné la nature des arcs I', les cellules sont des domaines
simplement connexes. Celle décomposition peut d’ailleurs s’étendre a des domaines
et & des fonctions plus générales, mais le vrai caractére de cette extension apparaitra
mieux lorsque nous aurons étudié la répartition des valeurs de f(z) A I'intérieur des
cellules dans le cas particulier qui nous occupe. Remarquons que le domaine D est
supposé simplement connexe; avant de décomposer en cellules un domaine multiple-
ment connexe, il faut le rendre simplement connexe par des coupures.

Si le contour G est composé d’un nombre fini d’arcs élémentaires, il n'y a qu’un
nombre fini d’arcs I', doncil n’y a qu'un nombre fini de cellules puisque deux arcs I’
n’auront en commun qu'un nombre fini de points,

[20] Le lemme suivant peut étre considéré comme une extension du théoréme
de Rolle aux fonctions d’une variable complexe,

TutorimME 6 : Elant donné une fonction f(z) holomorphe dans un domaine D
Jermé et simplement connexe, si aucun point du contour n’a de point homologue &
Uintérieur du domaine, et si tout point du conlour a des homologues distincts de lui-
méme, la dérivée s’annule & Uinlérieur du domaine ou sur sa frontiére.

Soit M, un point du contour, et soient M,, M,, ... M, ses points homologues.
Définissons sur le contour un sens positif, et cheminons N’
a parlir de M, dans le sens positif. De I'un au moins des -2
M; part un arc du contour homologue 4 celui que nous ﬂ \\\
parcourons (n° 19); supposons d’abord qu’il parte dans \ M.
le sens positif. Je dis alors que si nous continuons & che- o v
miner dans le sens positif & partir de M, il y a toujours Mo
un point homologue qui chemine sur le contour A partir ‘\ N
de M;. Supposons en effet que, I'arc M,N, ayant pour Tt
homologue I'arc M;N;, le prolongement de M;N; sur le N}

contour' ne soit pas homologue du prolongement de
M,N,. Dans un petit cercle de centre N; il y a un arc N;N’; homologue du prolon-
gement N N'; de M,N,. N;N’; est nécessairement extérieur & D; sinon les points
de N,N'; auraient des homologues dans D; mais alors I'arc M;N;N’; sépare dans
le petit cercle deux régions, 'une au moins ne contenant que des points homolo-
gues du voisinage de N, intérieurs au domaine; or comme les sens de parcours
sont supposés les mémes, c’est précisément cette région qui contient I'arc N;N de
contour qui, & partir de N;, prolonge M;N;; il y a contradiction.

Donc si on a un couple d’arcs homologues parcourus dans le méme sens on est
sir que, si un point mobile décrit le contour en partant de M, il y a un point
homologue qui va décrire le contour en partant de M;, et par suite le contour sera

composé d’un certain ndmbre p > 1 d’arcs consécutifs tous homologues entre eux.
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Montrons que tout point M intérieur au domaine a exactement p — 1 homologues
intérieurs. Supposons d’abord qu’il y ait plus de p — 1 homologues. Joignons le
point M considéré & un point P du contour par un arc continu. De chacun des p
homologues de M devrait partir un arc homologue; et ces p arcs homologues iraient
nécessairement aboutir en p points distincts du contour homologues de P, car le
fait qu’ils n’y aboutiraient pas, ou y aboutiraient avant I'arc initial, entrainerait
I’existence d’homologues du contour dans le domaine. Or P a p — 1 homologues
seulement. D’oti la contradiction. Inversement, supposons que M ait moinsde p — 1
homologues. Joignons MP, de chaque homologue de P il part vers I'intérieur du
domaine un arc homologue de PM, qui ne peut avoir pour extrémité qu'un homo-
loguede M intérieur au domaine. D’oui la contradiction. Donc M a exactement p —1
homologues ; si un homologue de M était un zéro d’ordre % de la dérivée il faudrait
le compter pour k 4 1 points, car il pourrait partir de ce point k 4 1 arcs homo-
logues d’un arc issu de M.

Je dis que f'(z) a p — 1 zéros a I'intérieur du domaine. Pour simplifier la dé-
monstration, tracons & Iintérieur du domaine un contour C du méme type, & k arcs
homologues, mais sans point double, et 4 tangente continue. C’est toujours possible
en vertu des lois de la correspondance dans le voisinage des arcs homologues. Dans
ces conditions, au contour C la fonction f(z) fait correspondre un contour C, par-
couru k fois : au bout d’un tour complet la tangente & C a tourné de 2=, la tan-
gente & C, a tourné de 2k=. Or la différence entre les arguments des tangentes
a Ceta C, cest'argument de f'(z). Doncau bout d’'un tour complet sur C argAf'(z)
a varié de 2(k — 1)= et par suite f'(z) a k — 1 zéros, distincts ou non, & l'inté-
rieur de C.

Examinons maintenant le cas ou, & toute portion du contour correspond une
portion homologue parcourue en sens inverse, mais ne correspond aucune portion
parcourue dans le méme sens. En particu-
lier, aucun arc du contour ne peut avoir
deux arcs homologues, sinon deux au
moins de ces trois arcs seraient parcourus

%N dans le méme sens. Nous allons étudier

la forme du contour décrit par le point

Z = f(z) quand z décrit le contour C.

M’ Soient MN, M'N’ deux arcs homologues

M ‘(-C-)’ sur (C), qui ont pour transformés dans le

plan des Z deux arcs superposés M,N,.
La portion NN' du contour a pour image une courbe L du plan des Z qui part de

N, et revienten N,. Je dis que tousles arcs de L sont parcourus deux fois et en

1
sens inverses quand on va sur C de N en N'. Dans le cas contraire L présenterait

une boucle L, parcourue une seule fois; or cette boucle L, détermine un intérieur
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et un extérieur, et au voisinage de la boucle ce sont les points situés du coté de
M,N, qui sont couverts par les valeurs de f(z). Or il y a nécessairement sur MM’
des points homologues des points de L,. Doncil y a un arc autre que M,N, trans-
formé d’une partie de MM' qui joint M, A un point de L,; et qui par suite a des
points P voisins de L, du c6té de M,. P serait donc & la fois le transformé d’un
point du contour C et d'un point intérieur & D, il y a contradiction. Mais dans ces
conditions la courbe transformée de C présente nécessairement un point de replie-
ment au moins, c’est-a-dire qu’il y a sur C un point ot aboutissent deux arcs du
contour homologues entre eux, c’est-a-dire un zéro de la dérivée.

Le théoréme est donc complétement démontré. Nous verrons d’ailleurs ultérieu-
rement qu'un domaine du second type sera un domaine complet, c’est-a-dire un
domaine ou la fonction f prend toute valeur donnée. Le cercle unité est par exem-
ple un domaine du premier type pour la fonction Z = z*, un domaine du second

2 .

(G—2

Nous appellerons domaine réduit pour f(z) un domame ayant les propriétés

type pour Z —

ctudiées.
Ce théoréme étant établi, nous démontrerons la propriété fondamentale de la

division cellulaire.

TuEorkME 7 : Etant donné un domaine D, simplement connexe, divisé en cellules :

1° A Uintérieur de chaque cellule, la fonction f\z) est univalente.
2° Elant donné deux cellules, ou bien toule valeur prise par f(z) & Uintérieur de
Uune est prise a Uintérieur de Uaulre, ou bien aucune valeur prise dans Uune n’est prise

dans Uautre.

Le lemme précédent montre que, sur le contour de chaque cellule, il y a des
points P qui n'ont pas d’homologue sur ce contour; en effet, par construction, le
contour d’une cellule n’a pas de point homologue A son intérieur, et d’autre part
J'(z) ne s’annule pas dans D.

Supposons alors que dans la cellule il y ait deux points homologues z, et z,;
Joignons z, & P par un arc continu intérieur & la cellule, il va partir de z, un arc
homologue, qui ne peut aboutir & un homologue de P ni & Uintérieur de la cellule,
ni sur le contour, et qui ne peut sortir de la cellule puisque un point intérieur n’a
pas d’homologue sur le contour. Il y a contradiction, et par suite f(z) est univalente.

Soient deux cellules d, et d,. Soient M, et M’ deux points de d,, et supposons
que M, ait un homologue M, dans d,, alors que M’, n’en aurait pas. Joignons M, M’,
par un arc continu intérieur a d,. Il part de M, un arc homologue, qui doit forcé-
ment sortir de d,; il y a donc sur M, M’, & Uintérieur de d,, un point homologue du
contour de d,, c’est-a-dire du contour de D. D’ou la contradiction. La deux1eme
partie du théoréme est donc démontrée.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. ' 29
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Désignons par cellules homologues deux cellules telles que toute valeur prise dans
I'une soit prise dans I'autre. Nous avons donc obtenu I’énoncé suivant :

TatorkmE 8 : La condition nécessaire et suffisante pour que deux cellules soient
homologues est que leurs contours soient complétement homologues.

Cette propriété se rattache au fait que la région couverte par une fonction holo-
morphe et univalente est déterminée par la courbe transformée de la frontiére de
son domaine de définition.

Il y a lieu de se demander si un autre procédé de décomposition de D ne pour-
rait pas fournir des domaines partiels connexes, ayant deux & deux la relation d’ho-
mologie compléte ou de non homologie, et moins nombreux que les « cellules ».
La réponse est négative. 1I suffit pour cela de montrer que les arcs homologues
d’arcs du contour vont figurer nécessairement parmi les arcs qui feront la décom-
position. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, et soit A,B, un arc intérieur & une
cellule C, de la décomposition, et homologue d’'un arc AB du contour. Soit M un
point de AB, M, le point homologue de A,B,. En M et en M, la fonction f(2)
prend la méme valeur Z. M, étant intérieur & C, il existe un vpetit cercle de
centre M,, complétement intérieur & la cellule, qui est couvert, tandis qu’il y a au
moins une cellule ¢ qui a M pour point frontiére; de sorte que certaines valeurs
voisines de Z y sonl prises, alors que la valeur Z elle-méme n’y est prise que sur
la frontiére, de sorte qu’il n’y aurait pas homologie entre la cellule C, et la cellule c.

Par suite, les arcs ' homologues d’arcs du contour de D figurent tous dans les
arcs limilant les domaines partiels; d’autre part ils sont suffisants pour effectuer la
décomposition cellulaire. L’apparition de nouveaux arcs distincts des arcs I' ne peut
quaugmenter le nombre de domaines partiels. D’ailleurs le raisonnement fait plus
haut montre que si nous ajoutons aux arcs I' un nouvel arc I', nous devrons aussi
leur ajouter tous les arcs homologues de T', et intérieurs & D. D’ou I'énoncé :

TuforiME g : Une décomposition en domaines ayant les propriélés fondamentales
des cellules ne peut élre obtenue que par une subdivision des cellules.

(21] Le fait que toutes les cellules d’'un domaine D sont homologues entre elles
ne fourmt pas en général de renseignements sur la position par rapport au domaine D
des zéros de la dérivée sphérique ou des singularités de f(z) : ce fait peut se réaliser
alors méme que la dérivée sphérique ne s’annule en aucun point de méromorphie;
nous n’avons qua prendre f(z) = ¢*. Soit un rectangle ayant deux cotés paralléles
A Paxe réel, distants de 4= . Le seul arc I est ici la médiane paralléle a I'axe réel,
et le rectangle est partagé en deux cellules homologues.

L’addition de conditions supplémentaires concernant, soit la fonction f(z), soit’
le domaine, permeltra souvent des conclusions plus précises. Par exemple nous
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avons vu qu’étant donné un domaine multiplement connexe nous dgvions, avant de
procéder & la décomposition cellulaire, le rendre simplement conunexe par des cou-
pures. Supposons qu’il soit alors décomposé en cellules toutes homologues entre
elles, mais que les arcs I' soient uniquement homologues des arcs coupures intro-
duits pour assurer la connexion simple, alors que le contour initial n’avait pas
d’homologue & lintérieur du domaine. Dans ces conditions, nous ne pouvons pas
avoir dans les trous du domaine un prolongement analylique de f(z) régulier, et

sans zéro de la dérivée sphérique. D’une fagon plus précise :

TakoriME 10 : Elant donné un domaine multiplement connexe lel que le contour
n’ait pas d’homologues & Uintérieur du domaine, el que toul poinl du conlour ait des
homologues sur le contour, le prolongement analytique de la fonction a Uinlérieur des
trous présente soit une singularité essentielle, soit un zéro de la dérivée sphérique.

Considérons un domaine multiplement connexe limité par le contour extérieur C,
et par des contours intérieurs C,C, ... C, tels que tout point de I'un des C ait un
homologue sur ce C ou sur un autre, et qu'aucun G n’ait d’homologue & I'intérieur
du domaine multiplement connexe ainsi limité. Supposons que le prolongement
analytique de f(z) a I'intérieur des contours C, ... G, ne présente pas de point sin-
gulier, sans quoi le théoréme serait démontré. Si les points homologues de C, n’ont
pas d’homologues sur les arcs C,...C,, et n’en ont point aussi & I'intérieur des
« trous » qu’ils limitent, le théoréme est démontré, car on est ramené au lemme
fondamental concernant les domaines réduits, ou plus exactement i son extension
aux fonctions méromorphes, qui se démontre de la méme maniére.

Supposons maintenant qu’a l'intérieur du domaine limité par G, il y ait des
points homologues de points de C,, situés soit sur les arcs C, ... G,, soit & I'inté-
rieur des trous. Soit M un tel point, homologue de M, situé sur C,. Supposons
quun mobile parte sur C, de M, il part de M un arc I', homologue & C,; mais
cet arc I, ne peut pénétrer dans le domaine D. Donc, comme M, n’a par hypothése
qu'un nombre fini d’homologues dans le domaine, I'arc I', va repasser par M lorsque
le mobile aura décrit un certain nombre, fini, de tours de C,. Nous aurons ainsi
mis en évidence un contour fermé [", sans point double homologue d’un certain
arc de C,, ou composé d’'un certain nombre d’arcs homologues de C,. Mais alors,
dans le domaine limité par [", le prolongement analytique de f(z) va prendre les
mémes valeurs que dans le domaine limité par C,; il y aura donc en particulier un
nouveau contour intérieur a [, et homologue de I",, & moins que I, ne limite
un domaine réduit; donc ou bien nous mettrons en évidence un domaine réduit, et
par suite un zéro de la dérivée sphérique, ou bien une suite infinie d’arcs I, em-
boités les uns dans les autres et homologues entre eux, ce qui est contradictoire
avec le fait que f(z) est réguliére dans le domaine fermé limité par C,. Le théo-
réme est donc démontré.
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§ 2. — Cas des fonctions méromorphes dont la dérivée sphérique peut s’annuler.

[22] Les résultats du § 1 de ce chapitre s’étendent immédiatement au cas des -
fonctions méromorphes & univalence locale, c’est-a-dire telles que 9 f(z) &= 0. On
peut baser cette étude sur le théoréme suivant :

TutoriME 11 : Elant donné une fonction méromorphe dans un domaine fermé D,
il existe, si la condition d’univalence locale est réalisée, trois nombres m, n et d, tels
que l'inégalité
|z, 2| < d

enlraine les inégalités

PR VIEAIEA]

<n.
lzi'zil \

Le résultat peut s’établir par voie analytique, comme nous I'avons fait pour la
propriété analogue relative aux fonctions holomorphes. On peut aussi remarquer
que la propriété est vraie localement, c’est-d-dire qu’autour de chaque point du
domaine on peut trouver un cercle de rayon fini, ayant ce point pour centre, ou elle
est vraie. Appliquant alors le théoréme de Borel-Lebesgue, on en déduit que le
domaine envisagé peut étre couvert par un nombre fini de tels cercles; le théoréme
pour l'ensemble du domaine sera alors vérifié en prenant pour nombres d, m et n
relatifs au domaine total les plus petits des nombres d, m et le plus grand n res-
pectivement introduits pour chacun de ces cercles.

Nous retrouverons donc sans changement les théorémes sur la décomposition du
domaine initial en cellules, avec la propriété caractéristique des cellules homolo-
gues, et le théoréme sur I'existence d'un nombre fini de cellules dans le cas ou le
contour est formé d'un nombre fini d’arcs élémentaires.

[23] Soit maintenant un domaine fermé D et une fonction f(z) méromorphe
dans D. Il y aura un certain nombre de points pour lesquels la dérivée sphérique
est nulle, et au voisinage de chacun d’eux le théoréme de non existence d’arcs
homologues infiniment voisins ne s’applique plus. Nous allons mettre d’abord sous
une forme qui nous sera commode les résultats de I'étude locale de la théorie
classique.

Soit z, un zéro de la dérivée sphérique, au voisinage duquel elle se comporte
comme A |z —z,|”™ (pentier >1). §'il passe par z, un arc continu a tangente con-
tinue, la partie de cet arc intérieure & un cercle assez petit de centre z, aura p —1
homologues dont les tangentes en z, formeront une étoile réguliére. Au point de
vue de I’homologie on peut distinguer deux groupes de régions, chaque groupe
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comprenant une suite de secteurs pris de deux en deux. Si p est impair, les angles

. LT . ,
de tous les secteurs sont égaux & —, si p est pair les angles de 'un des groupes
p

27: . . » . J4
valent —, les autres o. Ainsi, au moyen d’arcs passant par le point z, nous dé-
p

coupons le voisinage de ce point en domaines o la fonction f(z) est univalente et
ot la propriété fondamentale des cellnles (homologie compléte, ou non homologie)
est réalisée. Les figures ci-dessous indiquent dans les cas p=2, p=3, p=4,
Iaspect de la décomposition obtenue. Les secteurs blancs%orment la premiére série,
les secteurs hachurés la deuxiéme.

—— -

Donnons-nous maintenant un domaine réduit D; il y a au moins un zéro de la
dérivée sphérique & son intérieur; supposons d’abord qu’il n’y en ait qu’un, soit z,.
Joignons z, & un point P du contour par un arc continu intérieur au domaine.
Nous choisirons cet arc de maniére & ce qu’il ne comporte aucun couple de points
homologues. Pour cela utilisons le transformé D, du domaine D par la fonction
J(2). Soit Z, I'image de z,. Si nous joignons Z, a un point P, de la frontiére de
D, par un arc Z,P, sans point double, nous pourrons définir dans D un certain
nombre d’arcs partant de z,, admettant Z P, pour transformé. L'un quelconque
d’entre eux sera un arc z,P ayant les propriétés demandées.

11 existe des arcs homologues & z,P partant de z, et aboutissant & divers homo-
logues de P. Nous obtenons ainsi des domaines d ou f(é) est localement univa-
lente; je dis qu’aucun d’eux ne peut contenir un homologue 2/, de z, distinct de z,.
En effet s’il en était ainsi I'arc z,P aurait un homologue z',P,, P, étant un homo-
logue de P sur le contour du domaine réduit. Soient z,P et z,P' les deux arcs qui
limitent le domaine d; P, est nécessairement sur le contour entre P et P'; car sinon
Z' P, rencontrerait soit z,P soit z,P’; en un point autre z, aboutiraient donc deux
arcs homologues entre eux, il y a contradiction avec le fait que z, est le seul point
de non univalence locale.

Prenons sur z,P et z,P’ deux points homologues M et M’ voisins de z,; ils ont
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un homologue commun M, sur z',P,, et un petil arc MM’ admet un arc fermé
homologue passant par M,, qui, ne pouvant recouper 2',P,, entoure 2'.; les pro-
priétés des domaines réduits montrent que 'arc PP, a
comme homologue P, P’. Donc le domaine d diminué
du triangle z,MM’, du petit domaine isolé autour de 2’,
par l'arc fermé qui passe en M,, et de la coupure P, M,
est un domaine réduit; il y a bivalence sur le contour, et
il n’y aurait pas de zéro de la dérivée sphérique & I'inté-
rieur de ce domaine, d’oli la contradiction. On raison-
nerait de méme s'il y avait plusieurs homologues de z,
dans un domaine d. Mais dans ces conditions les arcs

du contour du domaine d n’ont pas d’homologues 4 son
intérieur, et on en conclut, comme pour les cellules dé-
finies au paragraphe précédent, que dans chacun des domaines partiels ainsi déter-
minés, la fonction est univalente, et telle que toute valeur prise dans le domaine total
est prise une fois et une seule dans le domaine partiel.

Si nous sommes dans le cas d’'un domaine réduit a Uintérieur duquel la dérivée
sphérique a plusieurs zéros, partons de 'un d’eux z,, et tracons une coupure qui le
joint & un point du contour; nous déterminerons tous les arcs homologues de la
coupure, dont certains vont aboulir en z,, et d’autres aux homologues de z, inté-
rieurs au domaine réduit envisagé. Nous recommencons 'opération pour une autre
racine de la dérivée sphérique en ayant soin que le deuxiéme arc ne rencontre pas
les premiers. Et ainsi de suite jusqu’a ce que nous ayons épuisé tous les zéros de la
dérivée sphérique. Nous avons ainsi tracé des arcs de deux catégories, les uns qui
partent des zéros de la dérivée pour aboutir au contour, les autres qui vont d’un
point du contour & un point homologue d'un zéro de la dérivée. Les arcs de la pre-
miére catégorie subdivisent le domaine réduit étudié en domaines partiels 4 1'inté-
rieur desquels il y a nécessairement univalence, car d’aprés le raisonnement déja fait
plusieurs fois I'existence de deux points homologues & l'intérieur d’'un domaine par-
tiel entrainerait 'existence de coupures nouvelles du type étudié. L’existence d’arcs
de la deuxiéme catégorie introduit une irrégularité dans la correspondance par points
homologues entre les domaines partiels. Soit (d') I'un d’eux qui contient un arc o'
de la deuxiéme catégorie, et (d") un domaine homologue mais ot un arc frontiére a'
est homologue de a' : tout point de (d') autre que les points de a’ a un homologue
intérieur a (d"), tout point de a' a deux homologues sur la frontiére de (d"). Si nous
convenonsd’ajouter aux frontiéres des domaines partiels les coupures formées par
les arcs de la deuxiéme catégorie, les domaines partiels ainsi définis ont les pro-
priétés fondamentales des cellules.

Nous avons ainsi obtenu deux types de décomposition autour d’une racine d’ordre

p —1 de la dérivée sphérique : ou bien on a une étoile de 2p domaines répartis en
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deux groupes, homologues entre eux dans chaque groupe, mais non d’un groupe
a l'autre, ou bien on a p domaines seulement, mais cette fois tous homologues entre
eux; la premiére fournie par les homologues d’un arc qui traverse la racine, la
deuxiéme fournie par les lldmologues d’un arc qui se termine en ce point; nous
aurons ultérieurement & effectuer des groupements de domaines, qui raménent tou-
jours le premier cas au second.

[24] Ces préliminaires établis, nous pouvons généraliser la notion de décom-
position cellulaire d’'un domaine. Soit un domaine D, fermé, ou f(z) est méro-
morphe; rendons-le simplement connexe par des coupures appropriées, en utilisant
le nombre minimum de ces coupures. Les arcs homologues du contour de D inté-
rieursa D le décomposent en domaines partiels, que nous appellerons pseudo-cellules,
jouissant des propriétés suivantes :

TuEoREME 12 i 1°) Toule pseudo-cellule est un domaine réduit. ,

2°) Elant données deux pseudo-cellules, ou bien toute valeur prise & Uintérieur de
Pune est prise a Uintérieur de Uautre, ou bien aucune valeur prise dans I'une n’est prise
dans Uautre. /

3°) La condition nécessaire et suffisante pour que deux pseudo-cellules soient homo-
logues est que leurs contours soient complétement homologues. ’

4°) Dans le cas ot la frontiére de D est formée d’un nombre fini d’arcs élémentaires
il N’y a qu’un nombre fini de pseudo-cellules.

La premiére partie du théoréme seule différe de '’énoncé correspondant pour les
fonctions & univalence locale. En effet nous n’avons fait intervenir cette hypothése
que pour démontrer qu’il y a univalence & I'intérieur des pseudo-cellules : I'univalence
locale est incompatible avec I'existence d’un domaine réduit de valence supérieure & 1.
Si tous les points ol la dérivée sphérique s’annule ont des homologues sur le contour,
la propriété d’univalence va subsister, étant donnés les résultats du numéro précé-
dent. En effet les arcs homologues d’arcs du contour réalisent la décomposition du
voisinage des points de non univalence locale, et nous pouvons par extraction de
domaines réduits les entourant nous ramener au cas des domaines pour lesquels la
fonction est univalente en tout point. En sorte que la propriété d’univalence sera
vérifiée aussi bien pour les pseudo-cellules dont le contour ne contient pas de zéro de
la dérivée sphérique, que pour celles qui en contiennent. B

Au contraire supposous que certains zéros de la dérivée sphérique ne soient pas
homologues de points du contour : les domaines qui vont les contenir seront des
domaines réduits ot la fonction sera effectivement multivalente. Dans ce cas nous
pratiquerons & I'intérieur de chacun d’eux une subdivision du type étudié précédem-
ment. Comme ce procédé de subdivision nous donne des domaines d’univalence tels
que tout point du domaine réduit ait un homologue 4 I'intérieur du domaine partiel,
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nous appellerons cellule le résultat de cette derniére décomposition, et nous pourrons
énoncer le théoréme fondamental.

TukorkME 13 : 1) Dans toute cellule la fonction est univalente.

2) Ou bien deux cellules sont complélement homologues, ou bien aucun point de
Uune n’a d’homologue dans Uautre.

3) La condition nécessaire et suffisante pour que deux cellules soient homologues
est que leurs contours soient complélement homologues.

[25] Etudions les domaines ou il y a une valence déterminée, cest-a-dire o1 toute
valeur prise est prise le méme nombre de fois. Deux cas complétement différents
sont & distinguer, suivant que nous supposons que 'ordre de multivalence a une

valeur déterminée & I'intérieur du domaine fermé, méme pour les points ayant des
" homologues sur le contour, ou que nous avons le cas plus général des domaines ou
la valence a une certaine valeur a l'intérieur du domaine, pouvant étre différente
pour les points qui ont des homologues sur le contour.

La premiére hypothése entraine une conséquence remarquable, qui réduit le pro-
bléme & un cas déja étudié.

TuEOREME 14 : Soit un domaine fermé D limité par un contour sans coupures; si
toute valeur prise par la fonction f(z) a Uintérieur du domaine fermé y est prise exac-
tement p fois, aucun point du contour n’a d’homologue intérieur au domaine.

Soit en effet M un point du contour, qui aurait des homologues M',, M',, M’, sur

le contour, et M",, M",... M", a lintérieur du do-
maine; 1 +m+n=p.

Tracons autour de M un petit domaine d’uni-
valence d, et les domaines homologues autour
des M', d'; et des M", d";. Dans le cas ou, pour
quelques-uns des M, la dérivée sphérique s’annu-
lerait, on remplacerait les domaines d’univalence
par des domaines réduits; la marche du raison-
nement subsisterait & des modifications de lan-

gage prés.

Tracons dans les d' et les d" les arcs homolo-
gues de l'arc du contour intérieur & d, qui les
parlagent en deux régions, 'une homologue de la partie de d intérieure & D,
I'autre homologue de la partie extérieure, celle-ci étant couverte de hachures sur la
figure. S'il existe des d”, un point P intérieur & la région hachurée de d', ap —1
homologues intérieurs & D; or il n’a qu'un homologue dans chaque d' ou d" et il

en a un dans d, mais dans la partie de d extérieure & D. Donc P a au moins un

homologue P, intérieur & D et qui n’est intérieur nia d, ni & un ', ni & un d'.
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Or « au voisinage » du point M”, il ne passe pas d’arc homologue d’arc du contour
extérienr 4 d et aux d'. Donc il existe un point P tel qu’on puisse le joindre & M",
A lintérieur de d’, sans rericontrer d’arcs homologues des portions de contour exté-
rieures & d et aux d'.

Dans ces conditions il y a un arc P,M, issu de.P, et homologue de PM’,. Ou
bien cet arc aboulit & un homologue de M intérieur & D, c’est-a-dire 3 un M' ou un
M’, donc, joignant un point P, extérieur & un domaine « aun point intérieur M,,
il rencontre un contour de domaine d. Mais PM’' ne renconire pas d’arc homologue
des contours des d. 11y a contradiction. Ou bien I'arc issu de P, rencontre le con-
tour, mais ce ne peut étre qu’en un point intérieur & d ou a un ', nous retrouvons
la méme contradiction. : ’

Donc il est impossible qu’il y ait des domaines d’, tous les points homologues
de points du contour sont situés sur le contour. Le domaine étudié est bien un
domaine réduit.

Examinons les propriéiés desfdomaines ot 'on a une valence exacte & 1'exclusion.
peut-étre des points qui ont un homologue sur le contour.

TutoriME 15 : Si dans lintérieur d'un 'domaine D la fonction f(z) est exacltement
p-valente, et si un arc A du contour posséde n == o arcs homologues & Uintérieur du
domaine, il posséde a(p — n) — 1 arcs homologues silués sur le conlour.

Soit en effet A, un arc homologue de A et intérieur & D; prenons de part et
sans

1

d’autre de A, un couple de points M,N, tels que I'on puisse joindre M,N
rencontrer d’arc homologue du contonr différent de A,. M, et N, étant intérieurs &
D ont chacun p — 1 homologues intérieurs & D; et il y a des arcs homologues de
arc M,N, issus de M; et de N;. L’arc issu de M; va é&tre arrété par un point
homologue d’un point du contour, soit M';; de méme l'arc issu de N; va étre arrété
par un point N';. Les M’; et N'; sont tous homologues entre eux et homologues du
point ot M,N, coupe A,. Tousles M'; sont distincts, tous les N'; sont distincts.

Car on peut toujours supposer que I'arc M, N, ne passe pas par un point homologue

1
des zéros de la dérivée sphérique. Si un N'; est confondu avec un M’; i l'intérieur
de D, c’est que I'arc M;N; rencontre un arc intérienr au domaine et homologue de

7

A'. Nous aurons donc n arcs de ce type, il y a ainsi n poinds M'; et n points N;
utilisés. Les autres, au nombre de 2(p — n) sont nécessairement sur le contour ;
donc, sauf pour des poiuts particuliers, un point donné du contour a bien 2(p—n)—1
homologues. Les cas d’exception correspondent aux zéros de la dérivée sphérique et
4 leurs homologues. On en conclut comme pour les domaines réduits que tout arc
A du contour a 2(p — n) — 1 homologues sur le contour. Nous pourrons dire qu’il

¥ a une valence exacte dans D en adoptant la convention que si une valeur est prise

en un point ordinaire z, du contour elle est prise — fois. Cela se justifie par le fait
2
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que les valeurs voisines de f(z,) sont prises non pas dans le voisinage de z, inté-

rieur au domaine. mais dans le voisinage de z, et de I'un de ses homologues : 4 un

petit domaine tracé autour d’'un homologue de z, intérieur au domaine correspond

non un domaine connexe tracé autour de z, mais un couple de deux domaines s'ap-

puyant sur le contour.

Le raisonnement ne s’applique plus si n = o; dans ce cas on trouve p arcs
homologues entre eux.

4 On peut construire un exemple de cette dispo-

sition au moyen de la fonction y = ¢" en prenant

I 2ni pour domaine D un rectangle ayant deux cOtés

paralléles & I'axe réel et distants de 4=. La fonc-

tion est bivalente, mais la médiane paralléle a l'axe

‘réel a deux homologues sur le contour (n=1),

i et les cotés perpendiculaires forment deux couples
Ir 1-2me de deux segments homologues (n = o).

[26] 11 existe des domaines pour lesquels tou-
tes les cellules sont homologues. Etudions maintenant les conditions auxquelles
une cellule sera homologue de toutes les cellules contigués; nous appelons cellules
contigués & une cellule (d) celles dont le contour a au moins un point commun avec
(d). Supposons (d) intérieur au domaine fermé D que nous étudions; nous avons
la propriété suivante :

THEOREME 16 : Si une cellule, intérieure au domaine fermé D, est homologue de
toutes les cellules contigués, la fonction f(z) représente celte cellule sur la sphére
toute entiére, affectée d'une coupure.

Supposons en effet qu’il y ait un point P de la sphére non couvert par f(z) quand z
est dans d. Joignons-le & un point M couvert, par un arc régulier ne passant par
aucun zéro de f(z). I1 y a un point Q de I'arc PM tel que tout point de I'arc MQ
soit couvert, et que dans tout cercle de centre Q, si petit soit-il, il y ait des points
non couverts. Soit z, le point de (d) dont Q est tranformé.

z, n’est pas intérieur & (d) car il y aurait alors autour de Q un cercle entiére-
ment couvert; z, est donc sur la frontiére de (d). Mais comme tous les domaines
contigus A d lui sont homologues, on peut tracer avec z, comme centre un cercle
assez petit pour que toute valeur prise dans ce cercle soit prise dans (d). Alors les
valeurs prises dans ce cercle couvriraient sur la sphére un cercle [de centre Q, et il .
y a contradiction.

Donc une cellule (d) complétement intérieure & D ne peut étre homologue de
toutes les cellules contigués que si les valeurs qu’y prend la fonction couvrent toute
la sphére. Cela entraine que toutes les cellules du domaine D possédent la méme
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prpprléte car une, deuneme cellule seralt fo:cement homologue d une parme de Ia o
.- cellule (d), et parccmséquent de la totahte . R
“ . Le domame transforme do la cellule comprend la sphére enuére, dont on retrancho - . '

Ies t;ansformés de la frontlere de (d) Ce théoreme a d allleurs une. port.ee plus géne-y' v
rale ; le pomt essentle! du ralsonnement est le fait qu on peut tracer.avec un- pomf L

quelconque de la fronti¢re de (d) pour centre un cercle tel que toutes les valeurs
' pnses d,ans ce cercle soient prlse&dans (d), nous pouvons alors eﬁoncer la propnété SRR

Pl suwante e

e P o TannkuE 17 La cwzditwn nécessazre et sufﬁsante pour qu une fonctzon unwalente .
KN } @ I’mIéneur d'an: domame d couvre la sphére enlcére est qu ‘autour de-chague point de -

RO la fronhére de 'd on’ puisse tracer un, petu cercle: tel’ qaa toute valeur prise dans ce o S R
IR cercle soztprzse dans d Pl R L R SR S R P
- Nous appellerons domame complet un tol domame (d) o ST o T » FRE 2

Tﬂzomsun 8. Sauf poar des pomts isolés, un point du contour d’ un domame com— R - -
plet admet au moms un homologue distinct de lui situé sur le contour B Yt S B

~ ™

i . 5.

" ] Un pomt du cont()ur d’un dommne d’ untvalence ne peut pas ad-mettre de pomt N :kj -
) , homologue a lmténeur du domame 8i’ malntenant nous supposous qu’un point du - e e
[ ~ ' contour-n’ait pas. d’homologue sur le contour du domaine complet, il sera possmlo ey N e
de trdcer autour de Jul un petlt cercle tel que les pomts de ce petlt cercle n’ont pas i Co ' ‘
d’homologues sur le contour ‘du domaine (d) ni a l’mténeur or c’est contradxctoxre'.b AR o
aVec r hypothése que ‘1é ‘domaine est complet pmsque tous les pomts d’un tel pem.":. . . o SN
cercle exherxeurs dd dmvent avoir des homologues dans d. 11 ne pent y avoir excep- AN RO

tlon que si le pomt est; un zéro de la dérivée’ spherlque ét 5 11 part de ce pomt deux .

L "':,f'_ arcs homologues entre eux falsant partie du contour, . - v ,
S I D allleurs, les zeros .de la dérivée sphenque étant neceasaxrement en nomhre fini,

- Yaspect-du contour d'un domaine complet est le sulvant de chaque zero de la denvee :

g spherlque partent deux arcs homologues leurs autres extremltos sout des pomts‘ BT ,
Lol s ayaut phts d'un homologue, sauf s'il n'y a° que deux zeros de Df, qm sont alors SN i
) RO joints par deux arcs hemologues du contour. Leuri image sar la sphére ¢ = f(z) sera;' P A
- . dans ces conditions’ une coupure dont les extrémités correspondent aux zéros de. laf.d e o
denvee sphérique, et qui est parcourue deux fois quand on parcourt le contour de ' d . RS

. * PO Ces proprletés s’étendent a des domames redulta cquvrant P foxs la sphere

R S Taéonmn: 19 Etant donné un a‘amame rédazt ou la fonctlon S2) a une valence
P égale a p, la condttton necessau'e e suffisanie poyr que les valeurs prises par f & L _ o
' X mtérleur ‘de ce domaine couvrent la sphére p fozs ea:actement est qu'autour de chaqae. : n A Sl .
; pomt desla frontzére on putssa tracer un pettt cercle tel que tous les points intérieurs & ‘ ' * : o |
: Ce peut cercle el emlérleurs au domame aient des ftomologues a l’mtérwur du domaine. - S
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La démonstration est la méme que pour p = r. Remarquons que nous n’avons
plus le droit ici de conclure & I'existence de zéros de la dérivée sphérique sur le
contour; il suffil pour le voir d’envisager une fonction elliptique & l'intérieur d’un
parallélogramme de périodes. C’est 14 un des points qui distinguent la cellule des
domaines réduits qu’introduit initialement la décomposition : si une cellule ‘est un
domaine complet on a le droit d’affirmer I'existence sur son contour de zéros de la
dérivée sphérique. Dans la suite de cette étude je désignerai par le terme point d’ar-
liculation du domaine complet un point d’oti partent deux arcs du contour homo-
logues entre enx. Nous remarquerons une fois pour toutes qu’un zéro de la dérivée
sphérique n’est pas nécessairement point d’articulation. Nous serons amenés ulté-
" riearement, dans I'étude des points singuliers, & introduire des points d’articulation
plus généraux. ‘

Les théorémes que nous venons d’énoncer supposent essenliellement que la
fonction est méromorphe dans tout domaine d et prolongeable & I'extérieur de d.
Dans le cas contraire leur énoncé n’aurait pas de sens; d’ailleurs il existe des fonc-
tions univalentes dans un domaine (d), couvrant toute la sphére, et telles que la
fiontiére de (d) soit une coupure essentielle; on les obtient par exemple en faisant
la représentation conforme de I'intérieur d’un cercle sur la sphére affectée d’une
coupure qui serait un arc de courbe de Jordan n’ayant de tangente en auicun point.
De telles fonctions échappent évidemment & notre étude.

Soit maintenant un domaine D dont nous avons fait la décomposition cellu-
laire, et soit (d) une cellule, non complétement intérieure au domaine D mais lelle
que toutes les cellules contigués lui soient homologues. Les arcs qui limitent d,
vont étre homologues entre eux deux & deux, & I'exception peut-étre des arcs A qui
appartiennent au contour de D; si en effet un arc séparant (d) d'une cellule voisine
n’avait pas d’arc homologue, les points voisins de cet arc dans la cellule voisine
n’auraient pas d’homologues dans (d), d’ou la contradiction.
 Ceci posé soit z, un point intérieur a (d), et tracons & partir de z, un arc «
intérieur & D. Tant que nous ne rencontrons pas un arc homologue du contour de
{d), nous sommes sirs que les points obtenus ont un homologue & I'intérieur de (d);
en outre si un arc est homologue d’un arc du contour de (d) qui n’est pas un arc A,
méme apres sa traversée les points de I'arc a que nous tracons ont des homologues
dans (d). Donc tout point z, de D qui peut étre joint & un point z, de (d) par un
arc qui. ne rencontre pas d’homologue des A a un homologue & U'intérieur de (d).

Alors ou bien les A et leurs homologues ne découpent pas de domaines dis-
tincts dans D et 'on est ramené au cas ou toutes les cellules sont homologues entre
elles, ou bien les A décomposent D en domaines distincts. Dans ce cas toutes les
cellules de celui de ces domaines qui contient (d) sont homologues entre elles. Il
pourrait aussi arriver que les arcs A et leurs arcs homologues limitent précisément
le seul domaine (d). Dans ce cas (d) constitue un domaine complet. En effet a son
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intérieur la fonction est univalente; le contour est formé d’arcs homologues entre
eux deux & deux, et on a déja vu que cela équivaut au fait que la partie extérieure &
(d) d’un cercle de rayon assez petit ayant pour centre un point quelconque de la
frontitre de d, a des points homologues & lintérieur de d. Nous pouvons alors

conclure :

THEOREME 20 . Si une cellule (d) non entliérement intérieure a D est homologue
de toutes les cellules contigués, il est possible d'extraire de D un domaine limité par
des arcs homologues enlre enx, el dans lequel il y a multivalence exacte.

En particulier (d) peut étre un domaine complet.

[27] Le mode de groupement des cellules que nous allons maintenant définir
jouera dans la suite de cette étude un role fondamental. Supposons que dans la
division de D en cellules il y ait des cellules contigués non homologues, et soit d,
I'une d’entre elles. Parcourons alors le contour de d, dans un ordre déterminé et
adjoignons-lui successivement les divers domaines contigus rencontrés qui ne
seront ni homologues de d,, ni homologues des domaines précédemment choisis.
Recommengons de méme sur le nouveau domaine, et ainsi de suite. Au bout d’un

~

nombre fini d’opérations le domaine total 3, ainsi constitué sera tel que tous les
domaines d qui lui seront contigus ont un homologue & I'intérieur de 8,, ou bien
que 3, comprend toutes les cellules. Si nous n’avons pas épuisé toutes les cellules,
nous recommencerons l’opération sur les ceilules restantes, et nous constituerons

ainsi un ensemble de domaines §,3,...3,, tels que:

n?
1°) Toute cellule contigué & 3, a une cellule homologue & I'intérieur de d,.
2°) Toute cellule contigué & 3; (i quelconque) a un homologue & l'intérieur de

8;, ou fait partie d'un domaine 3 d’indice inférieur a .

~

Si le premier domaine constitué 3, est entiérement intérieur & D, c’est un do

maine complet. On pourrait se demander si le nombre des domaines 3; que I'on
obtient par ce procédé est indépendant de I'ordre des opérations. On peut construire
des exemples du contraire. Supposons en effet que le domaine A de la figure ci-
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contre soit représenté sur le domaine B; nous pouvons réaliser quatre domaines 3
~de la fagon suivante : &, contient les cellules 10, g, 5, 6, 8, 4

3, contient 2, 1,3
3, conlient 7
3, conlient 11

4

ou trois domaines en prenant pour 3, : 11,10,9,4,5,8 3, :1,2,3 3 : 6etq.
Supposons le domaine D intérieur & un domaine. D' dont toutes les cellules
soient homologues entre elles, et que le domaine commun & D et & une méme cel-
lule de D' soit connexe : il n’est pas possible que deux cellules de D entiérement
contenues dans la méme cellule de D' soient homologues; en outre si une cellule
de D appartient a plusieurs cellules de D', une autre cellule de D homologue &
celle-ci appartient au méme nombre de cellules de D'; de sorte ¢que nous pouvons
énoncer : ' '

~

TuEOREME 21 : Le nombre de domaines 3 relatifs & un domaine D intérieur & un
domaine D' ou toutes les cellules sont homologues entre elles est inférieui au nombre
de cellules de D' dans lesquelles D a des points, pourvu que toute cellule de D', ait en
commun avec D un domaine connexe.

~

Le nombre de domaines 3 est d’ailleurs supérieur ou égal & la valence de f(z)
dans le domaine D donné. 11 serait facile de former (au moyen de 'exemple que
nous venons de relever ou de tout autre analogue) des exemples ot ce nombre n’est
égal & aucune des deux bornes que nous venons de mettre en évidence.

§ 3. — Exemples, applications et extensions.

|28] Pour les polyndmes 'homologie correspond & des transformations (*) géo-
métriques simples du plan de la variable z. Pour le polynéme du second degré par

exemple, on peut toujours écrire
PE)=A(z—a)+B
I’homologie est une symétrie par rapport au point a.

D’une fagon générale, pour un polynéme de degré n le centre de gravité de p
points homologues est fixe. Si le polynéme est de la forme P=A(z—a)"+ B,

Ihomologie est une rotation de T autour du point fixe. Nous profiterons de cette

(*) Ces transformations sont les pius simples des transformations cycliques, dont nous
parlerons & propos des fonctions d’automorphie (ch. ur, n° 35 et passim).
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simplicité pour donner un théoréme qui limite 'ordre de valence dans certains cer-
cles du plan des z pour des points ayant déja un homologue connu. Soit un poly-
néme de degré n :

P@)=a,+a,z+ ... +a,2"

un point x, étant donné, entre les n.— 1 homologues de x, on a la relation :

— n—4 e w‘ + G‘ y
n
Bereacranans . e e
a
(— [)"‘l EL = LGy, =+ Gp—i
n :
a P(x
L

en désighant par ¢ les fonctions symétriques des lettres x, ... x, d’ou

[a a,x .
6oy =(— )" 4+ 2L+t ’],
- all all

O‘"—l - (— I)n_l P(wé;):v_ ao M

2%,
Soit alors un domaine D & distance finie ne contenant pas l’origine et ne conte-
sera bornée
supérieurement et inférieurement par des constantes M"™* et m"™*. Mais ¢, est le
produit des modules des n — 1 homologues d’un point de D : I'un au moins est
inférieur en module & M, et I'un au moins est supérieur & m. Donc :

nant aucun point homologue de l'origine; dans un tel domaine ¢

n—1

TrEOREME 22 : Etant donné un domaine D dans lequel les inégalités

P(CL‘,) —a, n—1
<

mn‘l \< |
sont vérifiées, on peut affirmer que toul point de D a au moins un homologue dans
le cercle de centre origine et de rayon M, et au moins un a lextérieur du cercle de
rayon m.

‘En prenant tous les points homologues de x, égaux en module, on peut évidem-
ment obtenir I'égalité pour un point particulier, si m et M expriment des bornes
exactes. D’autre part si nous considérons une famille de polynémes de degré n
supposée normale dans un domsine D, et telle que tous les polyndmes limites
soient effectivement du degré n, le calcul précédent donne la limite inférieure

exacte du rayon d'un cercle ayant I'origine pour centre et dans lequel tout point de
d a nécessairement un homologue.
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Considérons maintenant P, (x) comme le polyndome section de rang n du déve-
loppement de Taylor d’une fonction entiére, et donnons & x une valeur déterminée
quelconque, on a toujours »

lim |a, x| —o0;

n == o0

d’autre part P, (x) a une valeur limite déterminée que nous supposerons distincte
de a,. On en conclut alors que quel que soit R assigné A l'avance, & partir d’'un
certain rang les polyndmes P(x) reprennent & I'extérienr du cercle de centre ori-
gine et de rayon R la valeur qu’ils prennent en un point x donné.

Comme derniére application nous remarquerons que si en deux points distincts
quelconques du contour d’'un domaine D (simplement connexe) la fonction f(z) ne
prend jamais deux valeurs égales et si en outre la dérivée sphérique ne s’annule
pas sur le contour, elle est univalente. Si méme en un point la dérivée sphérique
s'annule comme |z — z,|, et si le contour admet une courbure définie ou méme
une condition de Lipschitz étendue & la courbure (contour compris entre deux cer-
cles donnés tangents entre eux au point envisagé et ayant des concavités tournées
vers l'intérieur du domaine) la fonction reste univalente (au moins localement).
Cherchons alors le plus grand rayon d’un cercle ayant son centre & l’origine et ou
la fonction soit univalente : il y aura sur ce cercle un point ou il sera tangent i un
arc homologue d’une autre de ses portions, ou un zéro simple de la dérivée sphé-

. Soit alor - on dz,  f'(z)
rique. Soit alors f(z,) = f(z,); on a Ezhf’(zg)
gue). Donc la condition de contact s’exprime par la relation
J'(z)
gz, —arg z, = k= + arg
arg 70 arg Zl -+ ar (z )
. o cierive s are G i p
ce qui peut encore s’écrire : ) i onc

TukoriMmE 23 : Le cercle d’univalence maximum dont Uorigine est centre, pour une
Jonction donnée f(z) est tel qu’il exisle sur lui soit un couple de points tel que lon ait

2,/ (2)
2,/'(2)

S()=[f(z,) el quen oulre le rapport soit réel; soit un zéro simple de

la dérivée sphérique de la fonclion.

[29] Dans cette étude nous avons toujours supposé que le domaine ot nous
faisions la décomposition cellulaire était plan, autrement dit que nous nous occu-
pions de fonctions uniformes. On peut encore étendre la notion de décomposition

cellulaire & une fonction algébroide dans un domaine D, la décomposition en cel-
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lules s’appliquant alors a la portion de surface de Riemann sur laquelle la fonction
esl uniforme.

Une extension plus importante est basée sur le fait que les principaux résultats
énoncés dans ce chapitre sont de caractére topologique et par conséquent s’étendent,
multalis mutandis, aux transformations continues quelconques. Si la transformation
est intérieure au sens de M. Stoilow (*), c’est-a-dire conserve les continus et trans-
forme les points intérieurs en points intérieurs, le lemme de I'inversion biunivoque
sauf en des points isolés subsiste. Dans ces conditions les propriétés de la subdivi-
sion cellulaire par arcs homologues du contour subsistent sans modifications pour
le cas ot il n’y a pas de point de ramification de la transformation inverse. Il est ici
impossible d’affirmer que le nombre de cellules est fini, méme en faisant des res-
trictions sur la nature du contour. Cela-tient & ce qu'on peut toujours déterminer
une transformation intérieure qui représente un domaine d donné sur un autre
domaine D donné (de méme connexion) quelle que soit la complication de D, alors
que la condition d’holomorphie sur le contour limite au contraire la complication
du transformé de d. .

M. Stoilow a montré d’aulre part dans le Mémoire cité que 'on peul au voisi- -
nage d’'un point de ramification de la transformation inverse, définir une étoile
analogue & celle qui nous a servi & décomposer le voisinage d’un zéro de la dérivée
sphérique de f(z). Toutefois la seule chose précise que I'on puisse affirmer sur les
rayons de cette étoile est qu’ils sont en nombre fini. Mais leur disposition peut étre
extrémement irréguliére.

Ainsi dans le cas des transformalions inlérieures nous pourrons faire la décom-
position cellulaire au moyen des deux types d’arcs qui nous ont servi pour les fonc-
tions analytiques : arcs homologues du contour du domaine étudié, arcs coupures a
partir des points correspondant a une ramification de la transformation inverse. .

Si nous abandonnons la condition que la transformation soit intérieure nous
pouvons encore définir une décomposition ayant toules les propriétés des décompo-
sitions cellulaires en introduisant les lignes de repliement, courbes C telles que de
part et d’autre de la courbe, en tout point de cette courbe, on peut trouver deux
points infiniment voisins homologues entre eux, et que I'image d’un arc qui traverse
C ne traverse pas la courbe image de C. (Cela constitue la singularité «ordinaire »
d’une transformation topologique plane). Mais on ne peul méme plus affirmer ici
a priori qu’il n’aboutit pas en un méme point une infinité de lignes de repliement.
Cette généralisation a donc un intérét peut-étre moins immédiat que la théorie
relative aux fonctions analytiques.

() Annales de VE. N. S., 1928. -

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. . 31



CHAPITRE 11

Domaines contenant des points singuliers.
Groupes d’automorphie.

§ 1. — Décomposition du domaine d'existence d'une fonction en domaines
fondamentaux.

{30] La notion de décomposilion en feuillets et de polygone fondamental d’'une
surface de Riemann est classique; elle repose sur une ¢tude a priori de la surface
de Riemann; je mie proposce dans ce paragraphe de montrer que les considérations
du Chapitre précédenl permetient de retrouver directement cetle décomposition.
Soit une fonction f(z) méromorphe dans un domaine ouvert D (domaine d’exis-
tence de f(z)). Nous formerons unec snite de domaines D, (domaines d’approxima-
tion) jouissanl des propriétés suivanles :

1°) Tout poinl intérieur & un domaine D, est intérieur au domaine D.

2°) Tout point intérieur & un domaine D, est intérieur & toul domaine d’indice
plus élevé,

3°) Tout point intérieur & D est, & partir d’'un cerlain rang, intérieur aux do-
maines D, . '

4°) Les domaines D, sonl limités chacun par un nombre fini d’arcs élémentaires.

Décomposons le domaine D, en cellules, opérons de méme sur les domaines D',
différence entre D, et D,, D', différence entre D, et D, el ainsi de suite. Puis, par
la méthode définie plus haut (Ch. 1, § 2, n° 27) formons dans D, un domaine 3, en
groupant les cellules de D, autour de I'une d’elles. Conlinuons ensuite & compléter
ce domaine en ajoutant des cellules de D', D’,, elc... ou méme plus généralement
des fragmenls de cellule. Le domaine 3, ainsi obtenu va toujours en augmentant,
donc tend vers un domaine limite, que nous appellerons le domaine 3, relatif & la
fonction. '

S'il y a des cellules de D, non incorporées a 3, formons un domaine 3, en grou-
pant autour d’une cellule libre de D, des cellules voisines non homologues, et ainsi

de snite jusqu’a ce que &, ail atteint sa forme limite.

Formons de la méme maniére un domaine 3. et ainsi de suite. Nous épuiserons
toutes les cellules de D,, puis toules celles de D',. et ainsi de suile; de sorte que,



REPARTITION DES VALEURS D UNE FONCTION MEROMORPHE. 2[[1

a4 la limite, le domaine D se trouvera décomposé en un nombre fini ou infini de

~

domaines & ayant les propriétés suivantes :

~

1°) Dans tout domaine 3 la fonction f(z) est univalente.

2°) Etant donné deux domaines 3; et 3; en contact le long d’un certain arc A,
points de celui des deux domaines dont Uindice est le plus élevé qui sont voisins de
larc A ont des homologues dans le domaine d'indice le plus faible.

Soit maintenant un domaine 3; bordé par un arc de 'autre c6té duquel il y aurait
des points voisins et sans homologues dans 3;. Soit 3; le domaine contigu corres-
pondant, avec {<(j. Soit M un point de 3; sans homologue dans 3;, N un point
de 3; voisin, et qui par suite a un homologue” N’ dans 3;. Joignons N'M par un arc

3

intérieur & 3;, et procédons au tracé A partir de N dans 3; de I'arc homologue.
Nécessairement, ou bien cet arc homologue va sortir de 3; par un point de sa fron-
tiére ou f(z) est réguliére, ou bien il va tendre vers un ou plusieurs points singuliers
de f(z) lorsque le point courant sur I'arc N'M tendra vers une cerlaine position
limite Q. '

Dans le cas ot la deuxiéme hypothése est réalisée, on obtient une propriété équi-
valente au fait que la surface de Riemann de la fonction inverse posséde sur un
feuillet un espace lacunaire. Dans ces conditions nous pourrons énoacer une troisiéme

propriété caractéristique des domalnes 3

3°) Si dans un domaine 3; situé au contact de 3;(j >>i) il y a des points P voisins
de 3; qui n'ont pas d’homologues dans 3;, ou bien 3; est borné par des points singu-
liers de f(z) faisant apparaitre une lacune sur la surface de Riemann couverte par les
valeurs de f, ou bien il y a au conlact de 3; dans un domaine aulre que 3; et 3; des
points homologues des points P.

Nous allons maintenant procéder & une révision des domaines 3, opération dont
le principe est le suivant : supposant qu’une certaine propriété est réalisée dans les
domaines 3 d'indice inférieur & 2, nous montrerons qu’on peut, en changeant les
domaines 3 auxquels sont attribués certaines cellules, la faire apparaitre dans 3,
sans la faire disparaitre des domaines d’indice inférieur & n. 11 est alors clair que
l'on peut par de telles opérations obtenir que tout domaine 3 posséde la propriété
¢tudiée, & condition bien entendu que si nous révisons une infinité de fois 5, nous
ayons un domaine limite pour les nouveaux 3,

Supposons que nous ayons au contact de 3; (lans un domaine 3,(k <Zj) une cellule
qui n’ait pas d’homologue dans 3;. D’aprés la propriété 3°) deux hypothéses sont
possibles : existence de points singuliers sur la frontiére de 3;, existence d’'une cel-
lule homologue dans un 3w au contact de 3;. Nous allons par la révision nous
affranchir de cette deuxiéme circonstance.

Supposons en effet qu’elle ne se présente pour aucun domaine d’indice inférieur
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a j et qu'elle se présente pour 3;. Nous ajouterons & 3; la cellule de 3xr. Si k' << j
nous complétons 3 au moyen d’une cellule d'un domaine voisin (si &' > j la hié-
rarchie des domaines 3 est respectée sans nouvelle opération) et ainsi de suite;
comme l'indice des domaines que nous avons éventuellement & compléter est borné
par j il n’y a qu'un nombre fini, et chacun n’étant & compléter qu’une fois la révi-
sion n’a demandé qu'un nombre fini d’opérations. Son effet sur la partie de 3; inté-
rieure & D, est donc aussi connu au boul d’'un nombre fini d’opérations, nous
sommes bien dans les conditions pour que les domaines 3 aient aprés révision une
forme limite, et nous arrivons au résultat suivant :

Tutorivme 1 : Pour une fonction [(z) qui représenle le plan sar une surface de
Riemann sans espaces lacunaires, il est loujours possible d’amener par révision la

~

décomposition en domaines 3 ¢ ne plus comprendre que des domaines complels.

Nous allons préciser sur un exemple simple le fail qui aurait pu se produire
avant la révision; il est toujours possible, par un choix convenable des domaines
d’approximation pour la fonction Z = ¢*, d’obtenir pour domaines 3 des bandes
limitées par des paralléles a I'axe des quantités réelles, bandes toutes de méme lar-
geur 2=, sauf une, de largeur i < 2=.

Toules les bandes sauf celle-ci sont des domaines complels; mais nous la com-

pléterons en lui ajoutant une portion de la bande infé-

rieure; el en opérant successivement aiusi sur chacune

Zn des bandes nous obtenons la décomposition en bandes

toutes de largeur 2=,

2n D’une fagon générale, nous supposerons loujours la
h décomposition en domaines Z réalisée de telle sorte que

les seuls domaines incomplets soient ceux correspon-
2n

-k — = — — — — _ _ danl & un espace lacunaire. Nous avons alors évidem-

menl une image de la décomposition en feuillels de la
2n surface de Riemann; remarquons que l'on peut tou-

jours supposer que celle décomposition a été obtenue

directement, sans révision, par le procédé de groupe-
ment de cellules non homologues; et qu'on peut reconnaitre, au moins d'une ma-
niere théorique, que cette décomposition est réalisée, sans utiliser la surface de
Riemann. Les résultats que nous obtenons ainsi précisent ceux énoncés sous une
forme analogue par M. Radoitchitch (*).
Si nous supposons f(z) méromorphe dans un domaine D, uous pouvons
énoncer :

TukoriME 2 : La fonclion f(2) représente un domaine & sur le plan diminué d’es-
. ‘

(*) Comptes rendus de U'Académie des Sciences (1929, L. 189, p. 1240 et 1930, t. 190, p. 356).
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puces lacunaires en nombre fini ou infini la partie restante élunt affeclée d’'une cou-
pure image des arcs du contour de 3 non singuliers pour f(z).

Ceci justific la dénominatiou de domaines fondamentaux que nous adopterons
N

désormais pour les domaines 3. Le procédé de construction adopté s’étendrait sans
modification aux fonctions multiformes définies sur une surface de Riemann.

[34] Je vais maintenant préciser quelques-unes des propriétés de la décomposi-
tion en cellules pour une fonction méromorphe dans tout le plan a I'exception d’un
point singulier essenliel isolé que je supposerai a I'infini. Alors :

TukorEME 3 : Dans lout cercle ayant l'origine pour centre il ne pénélre qu'un

-~

nombre fini de domaines 3; il'y a une infinité de domaines & qui lui sont extérieurs.

En effet notre procédé de construction supposant les domaines d’approximation
limités par un nombre fini d’arcs analytiques ne peut donner a l'intérieur d'une
région fermée sans point singulier qu'un nombre fini de cellules, et a fortior: un
nombre fini de domaines fondamentaux; si & I'extérieur d'un cercle de centre ori-
gine il n’y avait pas une infinité de domaines fondamentaux, la valence de f(z)
serait finie et par conséquent il y aurait contradiction avec le théoréme de
Weierstrass.

Parmi les domaines fondamentaux, certains sont situés entiérement & l'intérieur
-d’un cercle suffisamment grand ayant l'origine pour cenire. D’autres peuvent ren-
contrer tout cercle dont le rayon dépasse une certaine limite. Par exemple si f(z)
est une fonction elliptique lelle que pz ou snz tous les domaines fondamentaux
seront du premier type. Pour la fonction e* au contraire tous les domaines sont du
. second type.

Etant donné un domaine & du second type, considérons tous les chemins qui
s’éloignent indéfiniment dans le domaine; on peut toujoﬁrs supposer qu’ils tendent
uniformément vers l'infini (ils peuvent ne pénétrer qu'un nombre fini de fois 4 I'in-
térieur de tout cercle donné ayant I'origine pour centre); il correspond & ces che-
mins sur la sphére transformée du plan des z un « domaine d’indétermination »,
qui ne peut pas comprendre un ensemble de points partout dense dans un domaine
superficiel. Supposons en effet qu’il existe un tel domaine superficiel s, et soit M
un de ses points. Tracons un cercle y de centre M intérieur & s. Il existe & I'inté-
rieur de ce cercle une valeur M' prise par la fonction f & l'intérieur de 3 (puisque
M peut étre approché arbitrairement par les valeurs de f dans 3). Mais il existe au
moins un point M", distinct de M, du domaine d’indétermination & I'intérieur de
. Il existe des points M" arbitrairement voisins de M” et couverts par f pour des
valeurs intérieures & 3 mais arbitrairement voisines du point 4 I'infini. De sorte
qu’une telle valeur M" serait prise au moins deux fois par la fonction & Uintérieur
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de 3 (au voisinage du point ot f prend la valear M’ et au voisinage du point <|
Finfini); il y a contradiction, puisque la fonction esl univalente dans un domaine
fondamental.

Rien n’empéche « priori que I'ensemble des points dn domaine d’indétermination
soit dense sur des arcs de courbe. Si nous admellions que la surface de Riemann de
la fonclion inverse d’une fonction méromorphe est illimitée ('), nous en déduirions
que cette hypothése est irréalisable. Nous allons étudier directement le domaine
d’indétermination en meltant en évidence les caracléres topologiques qu’entraine
la décomposition en cellules.

[32] Etant donné un domaine fondamental 3 ayant le point a 'infini pour point
frontiére, nous dirons que deux arcs a,, a, distincts s’¢loignant indéfiniment d’une
maniére uniforme & Tintérieur de 3 sont contigus s'il existe une suite infinie d’arcs.
de cercle, de rayons indéfiniment croissants, lels que chacun d’eux ait ses deux
extrémités sur a, et a, respeclivement et soil intérieur entiérement & 3. Nous appel-
lerons poinle 'ensemble de tous les arcs contigus & un arc donné. L’étude que nous
allons faire est basée sur la remarque que, A Uintérieur d’'un domalne fondamental,
diminué d'un petit domaine & distance finie, la fonction meromorphe donnée est
une fonction univalente « & région exceptionnelle », par suite au voisinage d’un
point singulier du conlour on peut lui appliquer les théorémes sur les fonclions
bornées. En particulier tous les chemins d’une pointe définissent sur le contour un
point singulier isolé accessible d’'une seule maniére. Le domaine d’indétermination
relatif & une pointe est un arc de courbe pour lequel un point au plus est accessible -

Etudions & quel type réduit on peut ramener I'ensemble des pointes d’'un domaine
fondamental. Soit un arc du contour s’loignant indéfiniment. Nous appellerons
pointe associée & cel arc I'ensemble des arcs intérieurs au domaine qui lui sont
contigus. D’aprés le procédé de décomposition employé il y a au moins un arc du
conlour qui a un homologue (aprés une premiére révision, bien entendu).

Soit un tel arc PQ; de I'homologue P, de P part un arc homologue; alors trois
hypollnéses sont possibles lorsque Q va a I'infini; ou bien 1° I’arc issu de P a un arc
ou une suite d’arcs homologues allanl & V'infini; ou bien 2° I'arc Poo admel une suite
d’arcs homologues tendant vers un point Q, & distance finie (et composée dans ce
cas d'un nombre fini d’arcs élémentaires); ou bien 3° le début PQ del’arc Poo admet
un arc homologue tendant vers l'infini. Une quatriéme hypothése, & savoir que l'arc
issu de P admet une suile d’arcs homologues tendant vers un point & distance finie,
est rendue impossible par la révision que nous avons faile : on peut toujours sup-
poser le domaine complété au voisinage du point & dislance finie. D’autre part, la

(*) Théoréme d’IVERSEN, voir p. e. Rapoircuirch, loc. cit.
(2) P. MoNTEL, Lecons sur les familles normales, pages 103 sqq.



REPARTITION DES VALEURS D'UNE FONCTION MEROMORPHE. 2[15

troisiéme hypothése se raméne immédialement a la seconde en échangeant les deux
arcs homologues; en outre dans ce cas sur l'arc infini il y a une valeur asymptotique.

Montrons qu’une révision convenable de ’ensemble des domaines fondamentaux
permet de s’affranchir de I’hypothése 2°. En effet, supposons qu’on s’en soit affranchi
pour tous les domaines d’indice inférieur & n; considérons la poinle associée 4 un
arc infini du type étudié; en ne prenant que la partie de la pointe extérieure & un
cercle assez grand, on n’a comme valeurs intérieures a cette partie que les valeurs
voisines de la valeur limite; a4 distance finie il y a donc un petit domaine homologue
a la pointe. Nous opérerons donc la révision en remplacant la poini;e par le petit
domaine, révision possible puisque nous admettons que dans les domaines d'indice
inférieur & n il n’y a pas d’arc du conlour sans homologue. Donc par I'achévement
de cette révision on voit que dans tout domaine fondamental il n’y a plus que des
pointes bordées par deux arcs ou suites d’arcs homologues entre eux s’éloignant
a l'infini : une pdinte joue le rdle de ce que nous avons appelé un point d’articulation
dans un domaine complet. Mais alors les diverses propriétés que nous avons données
pour lés domaines complets vont subsister, mutatis mutandis : en particulier I'énoncé
suivant : toute valeur non prise par la fonction sur le contour sera prise & U'intérieur
du domaine deviendra :

THEOREME 4 : Une valeur complexe donnée Z, : ou bien est prise une fois & l'inté-
rieur du domaine fondamental, ou bien est prise deux fois au moins sur le conlour, ou
bien fail partie du domaine d’indélermination atlaché a l'une des pointes-& Uinfini du
domaine.

Si en particulier une valeur donnée n’est prise qu'un nombre f{ini de fois dans
tout le plan par la fonction donnée, elle est exceptionnelle dans une infinité de
domaines fondamentaux; donc elle fait partie du domaine d’indétermination. Le
théoréme de M. Iversen cité a la fin du n° 31 montre de plus que toute valeur excep-
tionnelle d’une fonction méromorphe est valeur asymptotique. Cela ne peut étre mis
en évidence sur une cellule isolée, toujours représentable sur un domaine qui a des
arcs de frontiére inaccessible.

* Les démonstrations qui précédent n’ont pas supposé que le point singulier était
isolé dans le domaine total d’existence de f, mais seulement sur le contour du
domaine fOndamental étudié. D’autre part, si le contour d'un domaine fondamental
présentait un arc singulier pour la fonction, il serait impossible que le domaine
d’indétermination relatif a cet arc se réduise & un point. Par suite en appelant
domaine fondamental lacunaire un domaine pour lequel le domaine couvert par les
valeurs de la fonction comprend un arc, coupure essentielle, nous énoncerons :

Trtorime 5 : Etant donné une fonction S(2), pour qu’un de ses domaines fonda-
mentaux ne soit pas lacunaire, il faut que les points sanJulzelc soient isolés sur le
coniour du domame JSfondamental.
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$ 2. — Propriétés générales des groupes d’automorphie.

[33] Etant donnée une fonction f(z) définie et uniforme dans un certain do-
maine D, si nous avons deux points z, et z, tels que f(z,) = f(z,) nous appellerons
Jonclion d’automorphie de la fonction f une fonction analytique H(z) définie au
voisinage du point z, de la fagon suivante : soit z(u) la fonction résultant de I'in-
version de f au voisinage de z,. On aura :

H(z) =+ [/(2)]-

La fonction H étant définie au voisinage d'un point sera définie dans le domaine
D (ou éventuellement dans une partie seulement de D). Etant données les pro-
prié¢tés connues du prolongement analylique, la fonction. H vérifie toujours la
propriété :

f(z) = /TH(z,)].

Au point de vue de la structure de la fonction H, les propriétés caractéristiques
essentielles ne changent pas si 'on effectue sur D une représentation conforme
quelconque, et si I'on étudie la nouvelle fonction ¢(z) définie dans le domaine
transformé de D de maniére que la valeur de g en un point soit égale & la valeur
de f au point correspondant de D. Or une telle représentation conforme permet de
transformer tout ensemble de points singuliers en un ensemble de 1'un des deux
types suivants : v

a) Point singulier essentiel isolé ;

b) Ensemble de singularités fermé réparti sur le cercle unité.

En général il y aura plusieurs fonctions d’automorphie distinctes formant un
groupe c'est-a-dire telles que si H,(u) et H,(u) sont deux fonctions du groupe, la
fonction H = H,}H, ()}, fait aussi partiec du groupe. Nous allons essayer de pré-
ciser dans chacun des deux cas quelques propriétés des fonctions du groupe d’auto-
morphie.

A) CAs DU POINT ESSENTIEL ISOLE.

[34] Pour une fonction méromorphe quelconque, toute fonction d’automorphie
est déﬁnfe dans tout le plan; en effet le théoréme que la surface de Riemann de la
fonction inverse est illimitée pouvant encore s’énoncer : il est possible de prolonger
analytiquement une branche de la fonclion inverse d’'une fonction méromorphe le
long d'un chemin infiniment voisin d’un chemin arbitrairement donné, une fouc-
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tion d’automorphie est prolongeable anélytiquement sur tout le plan, ou plus exac-
tement sur une surface de Riemann illimitée. Si en un point la fonction prend une
valeur qui n’est pas une valeur asymptotique, il est point régulier pour la fonction
d’automorphie, ou point critique algébrique, dans le cas ou la dérivée sphérique
s’annule en-un point homologue.

Comme toute valeur non lacunaire esl, par définition, - prise a distance

finie, on a :

TutorkmE 7 : Si une fonction n’admet d’autres valeurs asymplotiques que ses va-
leurs lacunaires, toules ses fonctions d’automorphie sont algébroides en tout point &

distance finie, et réciproquement.

Si une fonction admet une valeur asymplotique, demandons-nous & quelle con-
dition une au moins de ses fonctions d’automorphie sera algébroide dans tout le
plan. Soit un chemin de détermination correspondant & cette valeur asymplotique.
Si une fonction d’automorphie algébroide faisait correspondre ce chemin & un che-
min qui tend vers un point fini z,, la fonction f(z) serait holomorphe au point a
linfini ou y présenlerail un point critique algébrique puisqu’il en est de méme
de H(z,). Donc : -

. TuéoriME 8 : Si une fonction méromorphe admet une fonction d’automorphie algé-
broide en tout point, cetle fonction algébroile est finie en tout point & distance JSinie.
Montrons que I'on peut ramener des fonctions méromorphes trés générales A des
fonctions ayant des groupes d’automorphie trés simples. Soit JS(z) une fonction
n'ayant pas tous les points du plan pour valeur asymplotique. En effectuant sur f(z)
une transformation linéaire convenable on peut supposer que zéro n’est pas une va-
leur asymptotique. Je dis alors que si la fonction f(z)z admet une valeur asymplo-
lique, ce ne peut étre que la valeur oo. Si en effet zf(z) tendait vers une valeur
finie a, f(z) tendrait vers o sur ce chemin, ce qui n’est pas. Donc : -

TatorimE g : Si la fonction f(z) n’admel pas la valear zéro comme valeur asymp-
lotique, les fonctions d’automorphie de zf(z) sont :

a) algébroides dans lout le plan si f(z) est entiére ou admet un pole simple a lorigine.

b) algébroides dans tout le plan & Uexception peut-étre des péles de Sf(z) dans le
cas général.

En général ces fonctions algébroides auront une infinité de délerminations; mais
dans ce cas elles ne peuvent avoir comme branches limites que la constante infinie.
Sinon en effet les homologues d’'un méme point A distance finie auraient des points
d’accumulation & distance finie, ce qui n’est pas.

Supposons que nous soyons dans le cas d’une fonction entiére sans valeur asymp-

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL 3
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totique finie, ou dans le cas d'une fonction entiére & valeur exceptionnelle finie mais
sans autre valeur asymplotique.

Supposons que l'une des fonctions d’automorphie de F(z) ait un nombre fini v
de déterminalions. Elle vérifiera une équation :

H + [(&)H™ + ... +/(z) =0

ou les f,(z) ... f.(z) sont des fonclions entitres de la variable z.

“Supposons données les v fonctions Ji(z), nous saurons d’abord calculer les valeurs
de z pour lesquelles I'équation donnera un point critique pour Il : ce sont les zéros
_ d’une certaine fonction enti¢re, combinaison des f,(z) donnée par les régles de
lalgébre. Si donc F(2) est la fonction enti¢re étudiée nous connaitrons déji certains
zéros de F'(z) avec leur ordre. Nous aurons donc lidentlité

I(2) = U(2) X P x P'(2)

U(z) étant une fonclion enliére que 'on peul supposer connue, et P(é) une fonction
entiére & déterminer. Nous connailrons encore d’autres zéros de F'(z); ce sont les
points pour lesquels on a H(z) = z qui sont aussi les zéros d’une certaine fonction
entiére

G@)=2 4/ '+ ... +/.02). X
Or en général 'ordre de celte fonction entiére sera égal & l'ordre de celle des
fonctions f;(z) qui a l'ordre le plus élevé; donc l'ordre de F(2) sera au moins égal
a T'ordre de cette fonction. Enfin s'il y a d’autres zéros de F’ ils sont deux i deux
homologues par H(z,). ' oo

TatorkME 10 : Si une fonclion entiére ¥(z) sans valeur asympiotique finie non
lacunaire admet une fonction d’automorphie H vérifiant I'équalion :

W+ f@H "+ ...+ =0

la fonction
l"VY (z)

G(Z) = A[z" +f|(z) AR S +,/'v(z)}

ot A désigne le résultant de I'équation en H et de son équalion dérivée est une fonction
entiere telle que st elle admet un poinl pour zéro elle admet aussi pour zéros les v
transformés de ce point par la fonction 1.

Remarquons d’ailleurs que si la fonction G admet un zéro elle en admet en

général une infinité. Enfin la fouction algébroide considérée si elle n’est pas algé~

'
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brique admet nécessairement comme domaine d’indétermination au voisinage du
point & Yinfini tout le plan. Sinon les fonctions entiéres étudiées admettraient une
infinité de combinaisons exceptionnelles ; si une valeur donnée h, de H n’était prise
qu'un nombre fini de fois I'égalité R+ f,(@) 7" + ... + fu(z) = o neserait réalisée
qu’un nombre fini de fois.

[35] Au contraire nous aurons :

TuforkME 11 : Si une fonction algébrique est fonction d’automorphie pour une
JSonction méromorphe toules ses déterminations sont infinies avec z et elle est finie
a distance finie. '

Si en effet on avait f[H(z)] = f(z) et si z tendant vers l'infini H tendait vers
upe valeur finie a, comme f est méromorphe autour de a et que H est holomorphe
ou algébrique autour de z = oo il en serait de méme de la fonction de fonction et
le point infini ne serait pas un point singulier essentiel pour f. Une telle fonction
algébrique y(z) vérifie donc une équation de la forme :

YHA@QY T + .+ Afj’ —o0.

Les fonctions A,A, .. A, étant des polyndmes. Quand z tend vers l'infini, pour
avoir les valeurs limites de y il faut égaler & zéro les coefficients du terme de plus
haut degré en z. Ce terme ne devant pas contenir y, nous en concluons que A, (z)
est de degré plus élevé que les autres polynomes A . Nous obtiendrons alors la forme
implicite suivante pour une fonction algébrique d’automorphie :

F(z,y) = az" +y" + P(y,2) = o,

P étant un polynéme en y, z de degré en z inférieur & k el de degré en y inférieur a k.

Supposons maintenant que la fonction d’automorphie algébrique étudiée ne soit
pas cyclique, c’est-a-dire qu’il y ait des points ayant une infinité d’homologues. Cette
fonction algébrique et ses itérées ne doivent admettre aucun point double attractif
a distance finie parce qu’il ne peut y avoir une infinité de points homologues entre '
eux A distance finie.

Envisageons maintenant un point double répulsif : il est point double attractif
pour la fonction inverse qui est aussi fonction d’automorphie algébrique. Ce cas est
encore impossible. 11 reste & étudier ce qui se passe pour un point double indifférent.
En ce point la dérivée de la fonction algébrique doit avoir un argument commensu-
rable avec 2n sinon un arc issu du point double et ayant une tangente en ce point
aurait une infinité d’homologues distincts issus du point. C’est ce qui se produirait
aussi si le point double était point critique algébrique pour la fonction d’automor-
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phie: en faisant des ilérations on aurait des étoiles réguliéres & a,a®, ..., d", ...
rayons lous homologues entre eux; d’ott le premier résultat :

TatoriME 12 : Si la transformation définie par une fonction d’automorphie algé-
brique admel un point double & distance finie, ce point n’est pas un point critique sur

. m
27—

sa branche. La dérivée de la fonclion d’automorphie y estégale & : e ", m et n élant
deux nombres entiers.

Nous allons donner un énoncé plus précis : par une itération convenable on peut
toujours supposer n = 1. Soit donc

Jy, )=v"+az"+P(y,2) =0 (1)

une équation algébrique Llelle que P soit de degré en y inférieur & h,. et inférieur
a k en z. Un point double de la transformation y — z vérifie I'équation :

U@)=z7"4+az"+P(z,2) =o. : (2)
. dy . .
Pour que en ce point ? =1 il faut aussi que
P P
k"' 4 ahz"™' 4+ —(z,2) + —(z,2) =0 3)
dy oz

équation dérivée de I'équation (1) ot l'on fait z =1 y'=1. Donc loute racine de
2 doit étre racine de 3. Or I'équation (3) s’écrit aussi

U'(z)=o (3"
si donc U(z) dépend effectivement de z les équations (2) et (3) n'ont pas toutes
leurs racines communes; donc U(z) ne dépend pas de z; tous les points doubles de
la fonction algébrique (1) sont & linfini; J(y, z) est la somme d’une constanle et
d’un polyndme divisible par y — z.

L’équation générale d’une fonction algébrique d’automorphie non cyclique pour
une fonction méromorphe est donc aprés une itération convenable :

(y—2)[G(z,¥v)]—h=0.

Le polyndme G(z, ) étant de la forme :

4y + Py, 2) =0

ou le degré de P en z est inférieur & h et le degré en y inférieur & k.
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La suite des raisonnements faits plus haut montre aussi que toute fonction itérée
de la fonction donnée ou de son inverse est de cetle forme & moins d’étre y — z —o.

Cherchons par exemple si la premiére itérée peut admettre un point double &
distance finie. Il faudrait pour cela avoir a la fois :

(y—=2)Gz,y)=h,
(=¥ Gy, 2)=h.

C’est-d-dire que 'on devrait avoir
(ry—2)6@z ) ="h, (&)

et

G(y,2) + G(z,y) =o. (5)

Donc tout point commun aux courbes algébriques (4) et (5) doil étre un point a
Pinfini. Cette propriété est réalisée notamment si G(xy) est un polyndéme symétri-
que. Dans ce cas on ne peut pas avoir simultanément

(6—2GGEy)=h,
lE=96Gy=h
) \
[36] Supposons qu'une fonction f(z) ait une fonction d’automorphie y(z) véri-
fiant une équation de la forme :

(=G y)=h;

dans ce cas tous les homologues d'un point donné tendent vers I'infini. Soit z, un

point donné. Supposons que z, et z, , élant deux points homologues consécutifs on
n’ait pas :

zn

lim——:I.

n=o0 Z,_,

Dans ce cas on aura nécessairement

lim G(z,,z, ,)=o

pour z,_, et z, tendant vers Iinfini. Soit alors m une valeur d’accumulation de

zll .

—=; soit G(z,, z,_,) le polyndme des termes de degré le plus élevé de G; si ce

Zn—l

R 4 . . . . a
polynéme n’est pas nul pour —% = m il va imposer sa croissance 4 G et tendre

n—1
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oo I . z
vers l'infini. Donc les seules valeurs limites possibles pour le rapport —* sont les

-1

racines du polyndme des termes de degré le plus élevé de G. Do :

TuforiMe 13 : Si une fonction f(z) méromorphe en toul point & distance finie admet

une fonclion d’automorphie z,(z,_,) algébrique de la forme (z,—z, )G(z,, 2, )=h
z .

le rapport —— ne peut admeltre comme valeur d’accumulalion que le nombre 1 el les
H—1 i

penles des directions asymploliques de la courbe G(y, x) = o.

Précisons ce résultal et supposons (ue la fonction d’automorphie soit de la
forme :

h - ?p(zni Zn—a) + 'Tr‘p‘-i(zn’ Zn—l) + :?p—ﬂ(zN’ zll—-l) + L + :Pu(zn’ Zu—.v) (I)

ott les o sonl des polyndmes homogénes divisibles par z, —z,_, dont le d gré est
égal a l'indice. Soit :

2, = ,nzll—l[] + )\(Z)]

ol m est une racine de 3 ,(u, 1)==0 el A une fonclion supposée tendre vers o avec

1
——. On aura :

z
n—1

2, (¥, @) = (y — ma)* ', _o(y, ®)
d'ou en particulier :

p [ﬂlZ"_’(I + )\(Z)), zll—l] = muz;ll—l D‘(Z)]a ?'p—a ['n Z"__1<l + )‘)’ zn—;]

¢',_, augmente indéfiniment comme z{77 donc %

» tend vers l'infini comme

PAF 1

. ¥ .
. Donc nécessairement [A(z)]* tend vers o au moins comme ~» sinon Ia

croissance de p, I'emporterait encore sur 3,

[R]

1

" , . « e
Si o, ,(z,,2,-,) nadmet pas le facteur z, —mz,_,, [1(2)]* tend vers o exacte

ment comme —— sinon la croissance de 3, _, I'emporterail et identité (1) serait

—1
n—1

impossible.

- b, T s P .a
Si 9,.,(2,, 2,~,) admel le facteur (z, —mz,_,)", 3, est équivalent a Azn_’ 2 et

s .
- A .
o A BZ 2. Si = n'est pas équivalent &4 z ces deux lermes ne peuvent se

TPt n—1 2

3

. ‘ . - 1 -8 ~ b . h - s e
détruire et par suite A* équivaut au moins & z7* el %" au moins & 27, et ainsi de

suite... .

On peul ainsi dans chaque cas donner une mesure de la convergence de ——,

z
‘e n—1
mais ces diverses remarques ne donnent que des conditions nécessaires et non- des



REPARTITION DES VALEURS D' UNE FONGTION MEROMORPHE. 253

conditions suffisantes pour qu’une fonction algébrique donnée soit fonction d’auto-
morphie d'une fonction méromorphe. Le dernier paragraphe de ce chapitre donnera
des conditions suffisantes valables pour des fonctions d’automorphie plus générales.r
On peut toutefois construire un exemple trés simple de fonction méromorphe admiet-
tant une fonction d’automorphie algébrique.

Soit f(z) une fonction méromorphe admettant la période A et P(z) un polynéme
quelconque, la fonction f[P(2)] admet la fonction d’automorphie définie par :

P =P +h

qui posséde bien les propriétés que nous avons indiquées. D’ou :

TutoriMe 14 : Toule fonction algébrique z(y) définie par P(z) —P(y)=nh est
fonction d’ automorphie pour une infinité de fonctions méromorphes dans le plan ouvert.

{87] Cherchons maintenant si une fonction d’automorphie non cyclique de fonc-
tion méromorphe peut étre un polynéme; nous sommes dans un cas particulier des
fonctions d’automorphie algébrique; soit ¥ = H(z) la fonction étudiée, revenons
a la forme réduite

y—2G({y,2)=h

pour que la fonction soit uniforme G ne doit pas dépendre de y; mais alors comme
le coefficient de y ne doit pas dépendre de z, G doit étre lui aussi indépendant~-
de z; la fonction d’automorphie considérée c’est y = z + h. Nous avons une fonc-
tion périodique. D’ou1 :

THEOREME 15 : Si une JSonction d’aulomorphie non cyclique de fonction méromorphe
est réguliére et uniforme en tout point du plan elle est de la Sforme y=z+h.

D’ot nous tirons immédiatement le corollaire suivant qui distingue les fonctions
définies dans le plan ponctué des fonctions définies dans un cercle :

TutorkmE 16 : Une fonclion méromorphe en lout point a distance finie posséde au
plus deux fonctions d’automorphie non cycliques, uniformes, et indépendantes.

Le terme « indépendantes » signifie qu’aucune itérée de I'une des fonctions d’au-
tomorphie envisagée n’est combinaison d’itérées des autres. On sait au contraire qu’il
Y a des fonctions fuchsiennes ayant un nombre quelconque de fonctions d’automor-

phie uniforme.

B) CAs DES FONCTIONS A CERCLE FONDAMENTAL.

[38] Toute fonction qui n’est pas du type précédent peut se ramener par une
représentation conforme convenable & une fonction f définie & I'intérieur du cercle



204 F. MARTY.

unité, et telle que loul point du cercle unité, ou bien soit singulier, ou bien soit sur
un arc admettant un autre arc du cercle unité comme homologue. Les fonctions
d’automorphie de / ne sont pas nécessairement définies au voisinage de tout point
du cercle unité et peuvent y admettre des lacunes: de méme elles peuvent ne pas
toujours représenter leur domaine de définition sur tout le cercle unité, mais seule-
ment sur une partie. Je dirai-qu'une fonction f(z) est a aulomorphie réguliére lorsque
toute fonction d’automorphie de f(z) sera définie dans le domaine lz] <<t et le
représentera sur le domaine |z] << 1; la surface de Riemann couverte par la fonction
d’automorphie aura peut-&tre une infinité de feuillets, mais nous supposerons qu’elle
Waura pas de point frontiére dont le module est inférieur & 1. Dans ces conditions

les seuls points criliques d’une fonclion d’automorphie seronl algébriques.

TrEorEME 17 1 Si une fonction d'automorphic régulitre ne présente qu'un nombre
/ [ q
Jini de points critiques ¢ Uintérieur du cercle fondamental et si elle est conlinue sur le
cercle elle est algébrique dans tout le plan.

En effet le principe de symélric permel de définir A Uextérieur du cercle une fonc-
tion multiforme, dont les diverses déterminations en un point sont respectivement
les imaginaires conjuguées des valeurs de la fonction d’automorphie donnée aux
points inverses par rapporl au cercle fondamental.

Supposons maintenant que nous ayons pris pour cercle fondamental 'axe réel;
le raisonnement employé déja pour le cas du point essentiel isolé montre que dans
le demi-plan que nous étudions, il n’y a pas de point double non indifférent; donc
il n’y en a pas dans l'autre demi-plan et :

Trtowrime 18 : Une fonction algébrique qui est fonction d’automorphie réguliére n’a
de point double non indifférent que sur le cercle fondamental.

Soit U(y, z) = o I'équation qui définit une telle fonction. Le polynéme U(z, 2)
a toutes ses racines simples réelles; s’il admet une racine multiple imaginaire il
admet aussi la racine imaginaire conjuguée. On peut donc écrire par les régles de
l’algébre des conditions nécessaires pour qu’une fonction algébrique soit fonction
d’automorphie. En particulier :

TrforiME 19 : Si une fonction d’automorphie réguliére est uniforme dans le cercle
Jondamental et continue sur la circonférence c’est une fonction rationnelle.

L’étude d'une fonction admettant une fonction d’automorphie rationnelle donnée
est liée intimement a 1’étude de V'itération des fractions rationnelles. D’une maniére
plus précise I’étude de l'itération permet de résoudre le probléme de I'existence d’un
polygone fondamental au sens de Poincaré. Lo probléme de savoir s'il existe une
fonction correspondant & un groupe d’automorphie donné est d’'un autre ordre; nous
allons 'aborder maintenant.
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§ 3. — Le probléme d’existence, invariants différentiels, décomposition cellulaire
normale.

[39] Dans ce paragraphe nous traiterons simullanément le cas du point singulier
essentiel isolé et celui du cercle fondamental : contrairement & ce qui s’est produit
dans le paragraphe précédent les deux cas ne différent que par des points de détail.
et z, tels que Lon ait f(z,) = f(z,) el soit-z, = H(z,) la
fonction d’automorphie correspondante. Nous avons la relation

- -Soient deux points =

J'(e)de, = f'(z,)dz, .

De telle sorte que, en considérant que la fonction H définit une transformation
plane, cette transformation admet les deux invariants différentiels :

]a - (./”(Z.)Ids' I,: ]_/"(Zl)wllm

ds et do étant respectivement un élément d’arc et un élément d’aire.

Nous pouvons alors étendre & un groupe d’automorphie régulier au sens du n° 38
la théorie déja établie depuis longtemps (*) pour les groupes & fonctions d’automor-
phie uniforme. Soit z, un point donné et 'ensemble de ses homologues z;. Dési-

gnons par « écart » de deux points d’affixe a et b la borne inférieure de I'intégrale
b
/ |f'(z,)] ds. Considérons I'ensemble 3 de tous les points du plan ou du cercle
a

fondamental moins « écartés » de z, que de chacun de ses homologues. Supposons

~

que dans ce domaine ¢ il y ait plusieurs points homologues entre eux. Soient M, et

M,
M, deux de ces points; joignons M, z, par un arc sur lequel l’intégrale/ |f'(z,)] ds
%y
ne dépasse pas de plus de < I'écart M, z,; puisque le groupe est régulier la fonction

est & surface de Riemann illimitée, ou bien toute valeur asymptotique est excep-
tionnelle; de sorte que I'arc transformé de M,z, sur la surface de Riemann engen-
drée par les valeurs de f(z) est arbitrairement voisin d’un segment de droite ou
d’une ligne polygonale bien déterminée par les transformés de z, et M,; cet arc est
donc le méme pour M,z et M,z,. Si z, n’est pas un zéro de la dérivée sphérique on
peut déplacer légérement M, et M, pour que ces arcs n’en contiennent pas : il ne
peut aboulir en z, deux arcs homologues distincts et par suite il est impossible que
J(2) soit multivalente dans le domaine ainsi défini & partir d’'un point qui n’annule

(') Cf. Giraup, Legons sur les fonclions automorphes, Gauthier-Villars, Paris, 1g20.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIIL. 33
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pas ‘Df. D’autre parl élant donné un point quelcongue P du plan de la variable z
il a nécessairement un homologue dans ce domaine. Soit en effet z;, un homologue
de z, tel que tout autre homologue de z, soit au moins aussi éloigné de P que z;.
b
Tragons Varc de courbe z;P rendant minimum lintégrale f [f'(2)] ds; il pact
a
de z, un arc de courbe homologue de z,P, qui élant donné l'invariance de la dis-
tance ne peul évidemment pas sortir du domaine 3, d’ol le théoréme :

TutorEME 20 : Soil une fonction f(2) admetlant un groupe d'automorphic régu-
lier; soil z, un point tel que la dérivée sphérique ne sannule ni en ce point, ni en
aucan de ses homologues z;; soit 3; le domaine dont tout point P est lel que la borne

P
inférieure de f |f'(2)] ds soil plus petite pour P que pour tous ses homologues.

Lensemble des domaines d; ainsi définis est un systeme de domaines fondamenfaux
pour la fonction f(z).

Nous avons démontré en effel que la fonction est univalente dans un domaine 3, ,
et qu'elle y prend loute valeur non lacunaire. Remarquons que nous avons donné
une démonstration de I'existence des domaines fondamentaux entidrement distincte
de celle qui a été donnée au § 1 de ce chapitre. Mais cette nouvelle démonstration ne
s’applique qu'aux fonctions & groupe d’automorphie régulier; et d’ailleurs les do-
maines ici définis ont une propriélé supplémentaire qui résulte aussi du raisonne-
ment fait plus haut : loule branche de fonction d’automorphie est uniforme dans un
domaine 3;, et le représenle sur un aulre domaine ;. La frontiére de chaque do-
maine &; peut d’ailleurs comprendre des coupures.

Nous appellerons normale une telle décomposition; par exemple, pour ¢” la dé-
composition par des paralléles & I'axe réel est normale, et peut éire engendrée par le
procédé indiqué; de méme pour sin x et cos «, en adjoignant & des paralléles &
I’axe imaginaire équidistantes de 2w I'axe réel pour cos x, ou pour sin & une nou-
velle série de paralléles. ‘

Si 'on cherche & étendre le procédé aux groupes d’automorphie non réguliers,
mais ne comprenant pas de fonctions lacunaires (c’est notamment le cas pour les
fonctions 4 point essentiel isolé), on esl amené a considérer le point 4 linfini
comme étant la condensation d’une infinité d’homologues du point z, irrégulier
pour la fonction d’automorphie; et notre raisonnement initial s’étend en remplacant
il y a lien un arc tendant vers z; par un arc tendant vers I'infini, sur lequel la
fonction admet f(z,) pour valeur asymplotique; une discussion vraisemblablement
compliquée serait nécessaire pour définir la séparation des régions correspondant
aux divers homologues condensés & l'infini; on peut la simplifier en introduisant
comme points frontiéres des domaines 3 ceux d’on il part deux arcs non confondus,

tendant vers Linfini, et ayant les propriélés suivantes : sur chacun de ces arcs la
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fonction f tend vers f(z,) et tous les deux forment une extrémale de U'intégrale

oQ
/ If/(2)| ds. Si les arcs ainsi définis donnent une décomposition en domaines
P

-~

fondamentaux d’univalence, nous dirons que la valeur asymptotique considérée est
complétement réductible; il en est ainsi par exemple pour o et co par rapport a e";
mais je n’ai pu prouver ce fait, qui me semble vraisemblable, que toute valeur

asymptotique serait complétement réductible.

[40] Je vais mainlenant montrer comment on peut étendre & des groupes d’auto-
morphie composés de fonctions non uniformes la méthode des séries « théta » de
Poincaré(*) pour la résolution du probléme d’existence des fonctions relatives & un
groupe donné, extension déji faite dans le cas des fonctions d’automorphie uniforme
par M. Fubini et par M. Giraud(®). Supposons un groupe d’automorphie régulier,
tel qu’il admette une décomposition en domaines fondamentaux normaux définie
comme au paragraphe précédent, par exemple possédant un invariant différentiel
uniforme. Soit alors un point z, donné, on peust construire autour de z, un petit
cercle de rayon r, tel que aucun de ses transformés par les diverses fonctions d’au-
tomorphie ne le recouvre; font exception toutefois certains points critiques algébri-
ques de fonctions d’automorphie : ceux qui sont points doubles pour la transforma-
tion d’automorphie correspondante. Nous énoncerons donc :

TuforiME 21 : Si un point z, n'est pas un poini critique algébrique de fonction
d’'automorphie, et si le groupe admet une décomposition en domaines normauzx, il existe
un cercle de centre z, ot toules les fonclions du groupe sont uniformes et univalentes.

Soit alors un groupe de fonctions H(z) ayant les propriétés suivantes :

1°) Lafonction H{z) est définie sur une surface de Riemann étalée sur un domaine
plan D pour lequel le point & Vinfini n’est pas point frontidre,

2*) Toute valeur prise par H(z) en un point intérieur & D est intérieure & D.

3°) La fonction H(z) ne présente d’autres singularités que des points critiques
algébriques a I'intérieur de D.

4°) Si H,(z) et H,(z) font partie du groupe, H,[H,(2)] en fait partie.

5°) Au groupe ainsi défini correspond une décomposition en domaines fonda-
mentaux, au sens donné précédemment A cetie expression. Celle derniére condition
entraine que le groupe ne contient qu'une infinité dénombrable de fonctions.

Je dirai qu’un tel groupe est un groupe de Poincaré, et j’étudierai les conditions
d’existence d’une fonction méromorphe et uniforme dans D, admettant le groupe
donné comme groupe‘d’automorphie. Les points de D sont de trois sortes : ceux

(") PoiNcarg, OEuvres, tome 11,
(*) Gmraup, loc. cit.
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qui sont centres d'un cercle ot aucnne transformation du groupe n’a de points cri-
tiques, ceux qui sont centre d’un cercle ot un nombre fini de transformations du
groupe admet un point critique, ceux qui sont lels que tout cercle les admettant
pour centre contient une infinilé de points criliques de transformations du groupe.
Nous les appellerons respectivement point de 1™, 2¢ et 3° catégorie.

Supposons qu’il y ail des points de la 1™ catégorie, et soit z, 'un d’eux. Je dis
que la séric E [1'(z,)]* étendue & toules les déterminations de toutes les fonctions

du groupe au point z, est convergente, sauf peut-étre si z, est homologue d’un point
a linfini. En elfet, d’aprés l;ll)'pothése de discontinuité, z, est le centre d’un cercle
de rayon r ou toutes les fonctions d’automorphie sont uniformes, univalentes, el
transforment le cercle en domaines sans points communs. Puisque le point z, n’est

pas homologue du point & I'infini, la série formée par les aires des transformés du

2 £l \ L3
cercle y de rayon — et de centre z, est convergente, c’est-a-dire que les nombres
r .

ff |1'(z)]*dw forment une série convergente.

Or les fonctions H étant univalentes et holomorphes dans le cercle de rayon r
vérifient dans y une inégalité de la forme :

['(2)] >k [H'(z,)]

donc on aura
//|n'(z>1w(.,>/.~=ff|u'(zo)

nous montrons bien ainsi que la série Z |H'(z,)|* est convergente; par suite la série

e
do = Fn—|[1'(z)]*
» m A | Dl

2 |H'(z,)|" ot m > a converge en tout point de premiére catégorie. En outre le

méme raisonnement montre qu’elle converge uniformément dans le cercle ¥y, et par
suite dans tout domaine dont les points intérieurs et frontiéres sont de la 1™ caté-
gorie. Soit R(z) une fonction bornée dans D sauf peut-étre en un nombre fini de

poles, la série

@) = Y I R[H ()] X [H'(2)]"}

est donc uniformément convergente dans tout domaine intérieur & D composé uni-
quement de points de la premiére catégorie sans homologues de poles. D’ou :

TakorEmE 22 : Si R(2) est une fonction définie dans D sauf peut-étre en un nom-
bre fini de poles, la série

O@@) = Y {R[H()] x [H'()]"
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étendue a toules les délerminalions de toutes les fonctions du groupe de Poincaré est
uniformément convergenle pour tout entier m > 2 dans tout domaine composé uni-
quement de points de la premiére catégorie non homologues du point & Uinfini ni de
poles de la fonction R. -

[ PRI )

fEO0d

Cetle série représente donc une fonction holomorphe dans tout domaine ou ses

termes sont holomorphes; nous allons nous demander si elle est uniforme, et si elle
est réguliére aux points exclus.

[41] Si z, est un homologue du point & I'infini, la série est la somme du terme
correspondant & l'infini, qui peut étre méromorphe. et d’'une série uniformément
convergente de fonctions holomorphes. Le point & Uinfini, s’il est intérieur & D, et
ses homologues peuvent donc étre des pdles pour O (z).

Si z, est homologue d’un pdle de R, il y a un seul terme irrégulier dans la série,
et par suite la fonction sera méromorphe en z,. Exceptionnellement, si deux poles
étaient homologues, il pourrait arriver que les termes correspondants se détruisent,
et la fonction pourrait étre réguliére.

Si z, est point critique algébrique pour un nombre fini de fonctions d’automor-
phie, la série ® comprend une portion uniformément convergente, plus des termes
en nombre fini correspondant aux déterminations qui se permutent; la dérivée d’une
fonction au voisinage d'un point critique algébrique se comporte comme z* ou k est
supérieur @ — 1. Donc les termes correspondants & la fontion d’automorphie seront,
si R n’est pas nul pour les valeurs de la variable que les fonctions d’automorphie
qui y ont un point critique associent & z,, soit holomorphes, soit méromorphes
d’ordre inférieur 8 m. Si R est nul pour ces valeurs et y présente un zéro d’ordre
m, la série est convergente méme en ces points; sinon elle peut y présenter un pole.
Nous appellerons points critiques polaires ceux pour lesquels on a k << o. A leur
voisinage © peut donc n’étre pas bornée. &

Il reste & examiner les points de la troisiéme catégorie; dans le cas général ils
peuvent étre limites d'une infinité de pdles; donc la série © y a une singularité
essentielle. Nous verrons un peu plus loin comment on peut s’affranchir de cette
circonstance. »

Remarquons dés maintenant que si la série © est convergente dans un domaine
connexe d intérieur & D elle y définit une fonction uniforme. Soit en effet un con-
tour fermé C quelconque tracé dans d; partons d’un point A de C et revenons en
A aprés avoir parcouru C. La série qui représente la valeur finale en A est com-
posée des mémes termes que celle qui représente la valeur initiale, pris peut-étre
dans un autre ordre. Comme la série est absolument convergente la somme de la
série n’a pas changé. Donc la fonction @ est uniforme.

A . T . -
On peut méme dans d. grouper les termes de maniére & obtenir des termes uni-
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formes. }En effet une détermination donnée de fonctions d’automorphie ne se per-
mute dans d qu'avec un nombre fini d’autres: sinon il Yy aurait dans d un point
critique transcendant. En groupant ensemble ces termes on obtient une fonction
uniforme. Mais ce groupement pourrait changer avec d. '

La fonction ® vérifie évidemment I'identité fondamentale

O[H() = 6(2)[H'(2)] ™

ot H(z) est une fonction d’automorphie quelconque. 11 existe d'ailleurs des fonc-
tions © non identiquement nulles, car si R(z) a un podle isolé, ©® aura des poles
isol¢s.

Supposons maintenant que les points de la troisiéme calégorie soient isolés, nous
avons ainsi démontré que :

TuforkmE 23 : Elant donné un groupe de Poincaré tel que U'ensemble E- dérivé de
Uensemble de ses points critiques algébriques n’ait pas de point limite intérieur au
domaine de définition D, il existe pour tout exposant m entier supérieur & 1 une.

infinité de fonctions méromorphes dans D sauf peul-étre anx points de E, uniformes
dans D et vérifiant Uidentité

O[H(2)] =0 ()[H' ()™
pour toule fonction H(z) du groupe donné.

Considérons deux fonctions © relalives au méme exposant m. Leur quotient
est une fonction F uniforme, invariante par les transformations du groupe. Cette
fonction n’admet pas en général les points critiques comme points singuliers, puis-
que si R(z) n’est pas choisie d’'une maniére particuliére les points critiques polaires
sonl des pdles d’ordre déterminé de la fonction @. Par contire les points limiles de
points critiques seront peut-&tre singuliers essentiels pour F. Je vais donner une
condition suffisante pour qu’il y ait des fonctions F sans singularités essenlielles.

Supposons que nous ayons une fonction R, (z) qui s’annule pour toutes les
valeurs z, que prennent les fonctions -du groupe en leurs points critiques polairés
respectifs. La fonction R(z) = R”™ a un zéro d’ordre m au moins en chacun de ces
‘points. Si R(z) est hornée en tous les points frontiéres de D, la série

0(z)= YR(2) [{H'(2)]"

sera convergenle en lout point de 1'* calégorie, el en tont poinl critique polaire ou
non. Soil maintenant P un point de 'ensemble E que nous supposerons isolé; soit 3
un petit domaine auquel P est intérieur; nous pouvons grouper les termes de ma-
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niére & transformer ® en une série de fonctions uniformes el holomorphes conver-
geant uniformément & lintérieur de 3 sauf en P la série est convergente en P;
® est holomorphe méme en P.

Donc pour que nous ayons des fonctions © méromorphes en tout poinl de D il
suffit que nous ayons des fonctions R, (z) bornées sur chaque suite de points homo-
logués entre eux, et nulles en toute valeur prise par une fonction du groupe en un
de ses points critiques polaires. Nous dirons alors que le groupe est un groupe
normal. _

Remarquons que la démonstration de convergence en un point de E, faite poui‘
un point isolé, est aussi valable pour un ensemble E' de points de E situé & distance
finie de tout autre point de E et de la frontiére de D; nous énoncerons donc :

TukoriME 34 : Si un groupe de Poincaré normal est lel que Uensemble E dérivé de
lensemble de ses points critiques soit une somme d’ensembles E' tels que chaque E'
soit & distance finie de tout aulre, et de la Jrontiére de D, il existe des fonclions méro-
morphes dans D invariantes par les lransformations du groupe.

Dans le cas ou il n’y a pas de points extérieurs & D je ne peux énoncer aucune
condition nécessaire simple. Si D est borné et s’il existe une fonction holomorphe
invariante le groupe est normal. En effet la dérivée de la fonction donnée constitue
précisément une des fonctions R, dont I'existence caractérise les groupes normaux;
mais en général un groupe D normal n’admet pas de fonctions holomorphes inva-
riantes F; en effet si F posséde une valeur exceptionnelle, l'infini par exemple, tous
ses domaines fondamentaux ont des pointes sur les points frontiéres. Une réciproque
de cetlte remarque ne semble pas pouvoir s’établir d’'une maniére simple; il faudrait
en tout cas faire des hypothéses sur les relations entre les pointes des divers domaines
fondamentaux.

Pour terminer nous remarquerons que tout groupe d’automorphie de fonctions
méromorphes admet un invariant différentiel uniforme(*) et nous énoncerons :

TuforiME 25 : Toul groupe de Poincaré auquel s’applique le théoréme 24 peut éire
considéré comme un groupe de déplacements d' un espace Riemannien convenable.

(*) Voir § 39 de ce mémoire.




