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SUR I’EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT

—_——

INTRODUCTION

Dans un Mémoire paru il y a quelques années, M. P. Humbert a introduit
I’équation
YU U U 3 >U

3

3 3 ’

x dy

3

AU = S ——
. drdydz

~—

3z

qui généralise & certains poinls de vue I'équation de Laplace & deux dimensions.
Un peu plus tard M. D. V. Jonesco a généralisé a I'équation précédente un théoréme
classique de Lord Kelvin en utilisant les dérivées partielles du polynéme

p=u"+y +2—3xyz.

La lecture de ces deux travaux m’a donné I'idée de faire une étude systématique
de I'équation A, U = o, en faisant jouer au polyndme p un role analogue a celui
de la quantité »* = x* + y* pour I'équation de Laplace & deux dimensions.

Le fil conducteur dé ces recherches m’a, du reste, été en partie suggéré par une
courte note de P. Appell (parue aux Comples rendus, en 1877) qui, introduisant
trois fonctions nouvelles pour représenter paramétriquement la surface

24+ ¥+ —3xyz=r1,

signalait qu'une théorie analogue i celle des nombres corpplexes pouvait étre éta-
blie & partir de ces nouvelles données.

Dans ce Mémoire, je rassemble la plus grande partie des résultats que j’ai acquis
sur ’équation de M. P. Humbert. D’autres mises au point de recherches concernant
des équations généralisant la précédente seront publiées ultérieurement (*).

Au premier chapitre, jai groupé tout ce qui concerne les propriétés des inté-
grales de I'équation A, U = o ainsi que les formules relatives aux différents chan-
gements de variables.

Dans le second chapitre, j’étudie les transformations qui conservent i un facteur
prés la forme différentielle

ds' = da’ + dy* + dz’ — 3dxdydz.

(*) Une liste détaillée des travaux que j’ai déjd publiés se trouve a la bibliographie en
fin de Mémoire.
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Ces transformations qui sont 'analogue des transformations conformes en géo-
métrie euclidienne plane fonl apparaitre des systémes aux dérivées partielles analo-
gues aux systémes de Cauchy. Je signale aussi l'existence d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre intermédiaire entre les systbmes précédents
et 'équation de M. P. Humbert.

Le Lroisiéme chapitre est un essai d’interprétation des résultats du chapitre pré-
cédent au moyen de nouvelles notions d’angle et de distance. En faisant jouer un
rdle prépondérant aux triédres équifaciaux ayant pour axe la droite x =y =1z,
triedres qu’avait incidemment considérés Appell dans la note déja citée, j'ai été
ainsi amené & introduire une orthogonalité au sens d’Appell. Ces nouvelles notions
m’ont permis de donner une signification géométrique simple & Yéquation A, U=o,
et d’esquisser une théorie rapide des courbes et des surfaces dans l'espace ainsi
considéré. Dans un dernier paragraphe, je compare les résultats obtenus pour la
surface

24 v+ —3wyr =

4 mon point de vue ou & celui de Finsler-Cartan.

Le quatriéme chapitre est consacré & l'introductlion et & I'étude sommaire de
familles de polyndmes & deux variables, généralisant ceux de Legendre, Gegen-
bauer, Hermite, ceux considérés plus récemment par M. Pincherle et ensuite
M. P. Humbert.

Jai réuni enfin au dernier chapitre un certain nombre de propriétés nouvelles
d’équations dont le premier membre est I'opérateur A U, le second membre ayant
des formes simples, ainsi que d’équations relatives aux quest/i_()ns de prépotentiel,
ce qui me procure I'occasion d’utiliser quelques-uns des résultats du précédent
chapitre.

A la fin du Mémoire, je donne une liste des travaux se rapportant a I'équation
de M. P. Humbert et a ses diverses extensions. Etant donné que ces travaux souvent
trés courts se trouvent disséminés dans de nombreuses publications, j'ai donné
pour chaque titre un résumé succinct; cette liste bibliographique présente donc un
aspect assez complet de ce qui a été publi¢ actuellement sur ce sujet.

Ce m'est un devoir particuliérement agréable de remercier ici M. E. Cartan qui
a bien voulu s’intéresser & ce travail et M. P. Humbert dont les conseils m’ont é1é
si précieux pendant tout le cours de mes recherches. Je n'aurai garde d’oublier
mon excellent collégue du lycée du Havre, M. P. Delens, dont les amicales conver-
sations d’aprés classe m’ont permis de préciser ma pensée sur bien des points de la
partie géométrique de ce travail. Je tiens enfin & remercier (out spécialement
M. A. Buhl, qui a bien voulu se charger de faire paraitre ce Mémoire dans le recueil
des Annales scientifiques de la Faculté de Toulouse.




CHAPITRE 1

L’équation de M. P. Humbert.

1. — Etude de quelques changements de variables.

4. Considérons I'équation aux dérivées partielles

. A
(I) __U—_:O’

QLY MW

et effectuons le changement de variables

’

5 U=x+y +z,
(2) v=urx+jy + j*z,
(w:{c + iy +j,

ol j et j* sont les racines cubiques impaires de 'unité.
Nous pouvons écrire les identités suivanles que nous uliliserons par la suite

3) now=2a" +y' + z*— 3xyz,
. : ~ U U

) Segy =S5

’ »U v »U U
®) 3 Sl Yo T S(m —3) [ T yaz |

»U »U YU »¥U , YU
(6) ISy = o T T T S
dudvdw o dy oz Cdxdydz

Dorénavant nous réserverons le nom d’opérateur de M. P. Humbert A celte dernicre
expression [36](*) et nous poserons

»U »*U XU, »U
2t Yy TN T P ayes

7) A U=

3

(*) Les nombres entre crochels renvoient au numéro correspondant de la liste biblio-
graphique placée & la fin du Mémoire.
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2. Considérons maintenant les trois fonctions d'Appell [1]

e (,jr”j’;_*_ eJ’a;—j;

P@,2) = ’
(0, 2) 3
6. ¢ 2 0% . % e
®) Q. 5) = T e
U LRV o ST A SO
P‘(0’?):13 +Je +Je

3 ,

ct effectuons le nouveau changement de variables

(9) x=¢P(0, ), z=¢R(, ).

y=2Q(0, ¢).

Si nous rappelons avant les quelques identités
(10) PP+ Q'+ RR—3PQR == 1,
P*(6,5) — Q0. e) R(%, ) = P(— 6, —9),
(1n) Q*(6,9) — R(0, §) P(6, ) = R(— 0, —9),
R*(6,9) — P (9, ¢) Q(6, ¢) = Q(—6, —¢),
dP = Rdb + Qdg,
dR = Qdb + Pdy.

On en déduit les relations

U U t U 1 U
:\—(IJ—_-DF P(—O,*—f{d>+;‘be Q(*’Or_“)"}'—’ ?R('~6,—@)y
U U 1 U 1 U
( —= —0, —¢) + — P(—6,—¢ - Q(—0, — o),
(+3) Yy = g M o)+ 55 P )+ 5 A %)
U U o1 U 1 U 5
S;I‘D—F—Q(—ev“?)ﬂ'? 3 R(—O,——?)‘*‘? P l(fé’—?)-
Puis
»U B S 1 U 1 U T 1 *U 1 *U 1 °U
=| — - —_ = R
dy oz A\E ¢® 9000 + c D;_P + L & of° ¢ pry? + | ¢t
—>*U »U U 7] 1 »°U »*U 7] [ *
YU _jprv it 1 Q+LL%;—i Pl =5
0z ¢ ¢f 0w o ¢ ot 30 ¢ dedy | Lt Qe
D’U:‘Dli 1 U _l_ﬁbUﬂRq‘_[—__l_D’U_l_ NUHO-{—N D’lj
dxdy R ¢® 30 do ¢ Q¢ ot 06 ¢ dpdy_| | ¢° ¢
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et enfin ' ,

d U *U Q U *U 7 NI e U »*U
BU=+] = — +—| 5 — +3| 37—
x [_ox dydz oy L dy 2z izl oz QX dy
‘ FU 1 XU 1 3 d

=t 5+ =
a PS + FI, D 05 [43 b \PE . +

Il est aussi quelquefois commode d’effectuer le changement de variables

(16) x=2eP@9), y=1¢0Q(,3), z=¢"R(5,9)

ou
g ogu=r+ 0 4o,

(16" log v=r+jb + j*¢,

' ' ?logw_l +j%0 4 jo;

- onen déduit facilement la relation

*U
¢

?*U

— L
o A= gy

bl
_3__2_]_
r00¢

En pesant o = ¢" on retrouve évidemment (15),

3. Effectuons maintenant Te changement de variables

(18) X =X(,7y,2), Y=Yy, 2), Z=17(zy,2),

ou X(x,y,2), Y(x, ¥, 2), Z(x, y, z) vérifient le systéme d’équations aux dérivées
partielles

X N M2
T dy T e’
. X Y WY/
(19> ' - = >
)z dx &y
X Y M
dy T 2w’
que nous retrouverons plus loin.
On en déduit facilement Uidentité
VU ﬁU »U U YU YU U »*U
0 Tty Fr ’(w’“z>[\x3 v \z*"‘gaanaz]’
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My &z

Y \? Y \* Y \? oY Y Y
=) (5 B R
dx dy \Dz e dy oz
VAN MAN? Mo\? %DZ,DZ M.
—<0x>+<«‘y>,+<bz>—'bwvbz'

Ces relations sont encore valables lorsqu'on remplace (1g) par l'un des cinq

aX\* A A aX X X
oo wna= () (3 4 (2
[

systémes d’équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au chapitre II.

Remarquons tout de suite que ces changements de variables reviennent en coor-
données u, v, w, a écrire que les nouvelles fonctions u’, v, w' nedépendent cha-
cune que d'une seule des variables u, v, w précédentes.

4. Signalons aussi le changenrent de variables

(22) u=y, v==%+1iv, Ww=2z—1i1,

que nous utiliserons au chapitre II et qui fournit la relation
U ey . »U
b = T+ |-
QL dv dw S dq* _

N
BT

(23)

Notons enfin que M. D. V. Jonesco [44] a effeclué le changement de variables le-
plus général pour I'opérateur A U; n’ayant pas besoin de ce calcul dans le présent.
Mémoire, nous nous contenterons d’en indiquer la référence.

‘II. — Quelques théorémes relatifs a certaines intégrales particuliéres
de I'équation A U =o,

5. L’équation de M. P. Humbert pouvant se ramener & la forme (1) nous en
connaissons immédiatement I'intégrale générale

(24) U = f(u,v) + g (v, w) + h(w, u)

ou f, g, h sont trois fonctions arbitraires.

La formule (24) parait donc épuiser la question. Mais il est souvent utile de-
considérer des intégrales remplissant des conditions particuliéres. D’autre part
I'équation de M. P. Humbert se présentant comme une généralisation de I'équation
de Laplace, il est intéressant de voir les transformations que I'on doit faire subir &
cerlains énoncés classiques, c’est ce dont nous allons nous occuper.
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Dans ces questions’le polynoéme
p=x'+y +2*—3wy:z
_jouera un rdle important ainsi que ses dérivées partielles qui sont au facteur 3 prés

x—yz, Y. —zx, —xy.

6. TutoriME : Les intégrales de U'équation AU = o, qui ne dépendent que de p
-sont log p et log*p.
Meltons I’équation sous la forme’ (1), nous aurons en posant

U=F(p), p=uvw =c¢e",
*U d'F
: — [ — ==
(35) - wevow dq’

- nous en déduisons les intégrales ¢ et ¢* c’est-d-dire log p et log*p.

7. TuforiME : Les intégrales de Uéquation AU =o,(*) qui ne dépendent que de
P sont données par la formule générale

plog’p. (i=0,....,k—1; j=o0,1,2)

Posons encore ¢ = log p, U = F(g); nous sommes conduits a I'équation difté-
rentielle d’ordre 3k : ‘

{26) | ;e“’g—,—[...G_q f{;)...]%:o,

dont I'équation (25) n’est qu’un cas particulier.

Aprés multiplication par ¢ nous obtenons une équation différentielle linéaire
A coefficients constants dont 1’équation caractéristique est

(r—Fk+1)...(r—1)rr=o
ce qui démontre la propriété.

8. TuEorEME : L’é(juation différentielle donnant les intégrales de Uéquation
A¥U = o qui ne dépendent que de p, peut se mettre sous la forme

y o, d k(l’F\
(26) - dp* LP dp Py /]

® AgU représente l’bpérateur A,U itéré k fois.
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En effet si k=1 I'équation (25) s’écrit

pLE o E dF_d[ d dF
P T T dp(dp:l o

d’autre part nous pouvons écrire la suite d’égalités
d by A5/ dETF
W[p d—pk—.<l’ ’W>:|
, - P T,
Pl () e o 22
N S IRl
—apr (P dp" dp [p dp (p dp’“)Jg

S [p < d3F+" '12F+dF> g
dpf (" dp” | Tapt \P apr TP gt dp]

nous en déduisons par récurrence la formule (26').

9. Tuéorime : Si U(x, y, z) est une intégrale de léquation A,U=o0 il en est de
méme de la fonction

d 21 2 log
V(z,y,2)=U logp’ 8P logp™]
dy oz

Ce théoréme a été énoncé pour la premiére fois par M. D. V. Jonesco [44], nous
donnerons la démonstration que nous avons déja publiée [17].
En utilisant les variables u, v, w la transformation

Y__Dlogp Y__blogp Z_blogp
LN — bx ) - by ) I DZ ?

s’écrit
un' = wv' =vw' =3.

On en déduit

FUW, v, w) a7 U, v, w')
du v dw ptod

ce qui montre que les deux dérivées partielles considérées s'annulent en méme temps.

10. Tuioreme : Si U(x, y, 2) est une intégrale de U'équation A U= o, il en est
de méme de la fonction .
V(x,y,2) =U(KX,Y, 2)
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ou X(w, Y, 2), Y(x, y, 2), Z(x,y,z) sont trois intégrales de l'un des systémes (S)
considérés au chapitre II. :

Ainsi que nous le verrons plus loin cela revient i faire en variables u, v. w, un
changement tel qu'une quelconque des nouvelles variables u’, v', w' soit fonction
d’une seule des anciennes, les six variables u, v, w, o', v', w' figurant toutes dans
la transformation. Nous pouvons, par-exemple, supposer que 'on ait

7w =f(w), V' =g (v), w' = h(w).

On en déduit

*U@, v, w')
du v dw

FU®@, v, w")

— 7 Yy
.f (ll)g (U,’ (lU) Qudvdw'

(27)

ce qui démontre le théoréme. Le raisonnement subsisterait évidemment pour les
autres combinaisons de variables u, v, w, @/, v, w'.
En variables x, y, z I'égalité (27) peut s’écrire

¥V PV ¥V >V YU | ¥U ¥uU :I

»U
' 3 =@,y )| -
O7) T T3y T aE T3y — @Y z)[aX“ T T T vz

De l'examen des formules (27), (27') et de I'expression (24) de I'intégrale géné-

rale on déduit le théoréme suivant.

14. TutorimE : Les fonctions log h(x, y, z) et log® n(x, y, z) sont des intégrales
de U'équation de M. P. Humbert.

Ce théoréme d’abord énoncé par M. N. Botea [5] pour la fonction log i, a été
complété par moi-méme [22].

Remarquons, ainsi que nous le retrouverons plus loin, que la fonction % (z, y, 2)
peut se mettre sous I'une des formes (21).

42. Parmi les transformations donnant lieu & I'identité (27') il esl tout naturel
de chercher s’il en existe de linéaires & coefficients constants.

X=ax+by+cz+d,
Y=dx+by+cz+d,
V/ :a”m—i—b”y—}—c”z—{-d”,

Si nous remplagons X, Y, Z par leurs valeurs dans les systémes (S) du chapitre 1I,
on voit que dans tous les cas les constantes a, b, ¢, a',b', ¢, a", b", ¢" vérifient les
relations

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV. 20
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a b ¢ a b a b

c a bl=|c d bVl=|c" d« b},

b C a bl L_V a! b” L” a”

a bl CY a' b” C” a” b c

¢ d b= a b|=|c" a b|=o,
b ¢ a b " a" V¥ ¢ a

a b a b ¢ a o

Cc a Vi=|c a b | = " a b|l=o
b " a' b ¢ a b" ¢ a

D’aprés ce que nous verrons au chapitre III, si 'on prend comme valeur com-
mune des trois premiers déterminants I'unité, on aura une transformation orthogo-
nale au sens d’Appell; on voit donc que :

TatorkME : L'opérateur de M. P. Humbert est invariant par la similitude la plus
générale de U'espace que nous introduirons au chapitre I11.

43. Cherchons maintenant parmi les intégrales de l'équation AU = o celles
qui sont des polyndmes en a,y, z. On voit facilement que tout mondéme de degré
inférieur ou égal & 3, ne figurant pas dans le polyndme p, est une intégrale; en
appliquant le théoréme du n° 9, nous retrouvons certains résultats de M. D. V. Jo-
nesco [44].

On peut aussi montrer que les coefficients de 1, j,;* dans le développement de

(@ +jy+j2)"

sont des intégrales, de I’équation considérée, jouant un réle analogue & celui des
polynémes harmoniques. En effectuant en effet le changement de variables (9) on
obtient la formule de Moivre généralisée

(28) (x +J}’ _,r_jzz)u — [§€]0+]2?]'l — cne]n’ir,r; ne
=¢"P(nh, ng) +j"Q(nd, ny) + j*<"R(nd, no);
el les trois fonctions
¢"P(nh, ny), 2"Q(nb, ny), ¢"R(nb, no)
sont des intégrales de I'équation de M. P. Humbert, comme on le voit facilement en

utilisant 1'égalité (15) et en remarquant, grace a (12), que les trois fonctions d’Appell
vérifient le systéme d’équations aux dérivées partielles
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*U *U »U —U
2 —_— = — == = U.

>

-G

Le calcul de ces divers polyndmes nous donne pour les premiéres valeurs de n

X, Y Z,
x*+ 2yz, 2+ axy, Yy +2zx,
2 +y +2"+6xyz, 3(xz* 4 zy' + yx'), 3(x*z + 'y + ¥'x),

En variables u, v, w, ces polyndmes sont égaux, & un facteur numérique prés, a

u‘ll. + v‘ll + ’LU", u +Jivll +J1,U R ull +jv” +j2wll'

Ceci nous conduit tout naturellement & nous poser la méme question pour

no.n e NN,

v"w" + w"a" + u'v", v w" 4+ jfwa” + jut”, v"w" + jw"u" + jru"v

on obtiendrait les polyndmes résultant du développement de

(2 —y2) +j(y* —z@) + ' (@ —xy)]"

Revenons maintenant aux relations entre plusieurs intégrales particuliéres.

44. Tutorime : Si U(zx,y, 2) est une intégrale de I'équation A, U = o, il en est

de méme des fonctions

U . »*U »U
S:c " el S(ac —yz)<bx’ — Dyaz>'

3

Utilisons les variables u, v, w; les identités (4), (5), (6) fournissent les relations

U U
A“[Smg—l 2T Swwow \ubv\w [S[ e 27 S u < \u\vaw>
»¥U » hy ?*U
S(oc ——yz)<‘ ) (L} = ST v S Qv 0w :SIS dvdw Y Swow )’
Y

ce qui démontre le théoréme.

45. TuforiMe : Si U(x, y, 2) estune intégrale de Uéquation A U = o, la fonction
V(ax,y,2) =p"U(x, y, 2) est intégrale de Uéquation A;“L'U =o.

Raisonnons encore en variables u, v, w; on a facilement

> U »U »U
— U — n! n—14 U + nl )H—l q u + n n—iq S v 10 + n .
dudv dw (p"U] p ! 7 du LN dvdw p Qv dw
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D’aprés le théoréme précédent, le théoréme actuel est vérifié pour n =1; on
déduit ensuite de proche en proche par récurrence que le théoréme est toujours vrai.
Si nous partons de U =c", U =log p ou U = log® p nous retrouvons le théo-

réme du n° 7.
16. Tutorime : Soient o, B, y trois constantes telles que
o 4+ B+ v —3aB8y=0

et f(t) une fonction arbitraire assujettie seulement & posséder une dérivée troisieme
(0. Si '

t=oax + By + vz,

S() est une intégrale de l'équation A, U = o.
En posant

F(x,y,z) = f(exx + By + 12),
on a en effet
AF =+ + v —3a8y)/ @z + 8y +12),

ce qui démontre le théoréme.

1'7. TukoriME : Dans les conditions du théoréme précédent, la fonction f(t), ol
t=(Z—=By)r+ (' —ya)y + (y'—aB)z,

3

est une intégrc;le de l'équation A, U = o.

Avec les mémes notations et en utilisant I'identité

TB0) (B (B — v (4 — aB) — B(a — B) ( — ) (v — )
=+ + 7 —3apy),

on a en effet

AF = (@ + 8+ 7' — 2By,
ce qui démontre le théoréme.

418. TutoriME : Dans les conditions du théoréme du n° 16, la fonction f(f), ol

= (=B (@ —y2) + (' —y) (¥ —z2) + (Y* — aB) (*—xy).

est une intégrale de U'équation A, U = o.
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" Posons en effet.

ju=oty e Sa:a+ B+ 1,
Jv=a+jy+ien {b=atjsiv.
?w:m+j’y+jz, c==x+jB+j,
Il vient
t:%(bcvw-;—cawu—i—abuv)
avec

o« + B8+ v —3afy=abc=o0.

. !
Supposons par exemple que la constante nulle soit a alors ¢ = gbcvw et la

fonction f(!) qui est alors de la forme (24) est intégrale de 1'équation de
M. P. Humbert. , L

REMARQUE : On pourrait & partir de ces théorémes en énoncer bien d’autres; par
-exemple on pourrait remarquer qu’avec les notations du n° 42 la fonction f(X, Y, Z)
ol a, B, vy, o, §, v, o, 8", ¥" annulent les g déterminants qui figurent & ce n° 12
est encore intégrale de A, U = o, etc.

19. Tukonime : Si U(x, y, 2) est une fonction de x, y, z définie par la relation

Ax+By+Cz=1

ot A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité

(31) A4+ B+ C—3ABC =o,

U est une intégrale de l'équation A U = o.
Posons encore

u=x+ y + z, b=A4+ B + C,

v=x+jy+jz, R=A+j/'B+jC,

w=x+y+jz, ¢ =A+jB+°C.
11 vient

A:r+By+Cz:§[y%u+6Sv+€w]:I
.avec

A+ B+ C—3ABC = HpbBE =o0.
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L'une au moins des trois fonctions b, B, € est nulle: supposons que ce soit.
A on a alors

Bv+Cw =3
d’on

3 ") hl [ h) ‘\U
™ Bo+Cw)y =B v+ Cw)— =o.
u o

L’une au moins des fonctions 9 ou @ étant effectivement fonction de U on en

1 . . U
déduit =o dou a fortiori ———— =

u QU Jw

20. Tuforime : Si U(x, y, 2) est une Jonclion de x,y, z définie par la relation
(A*—=BC)x+ (B*—CA)y + (C*—AB) =1
o A, B, C sonl trois fonctions de U vérifiant Uégalité (31), U est intégrale de
léquation A, U =o.
Prenons encore les variables u, v, w et posons
g A= (A"—BC)+ (B*—C\)+ (C*—AB),
= (\"—BC) + j*(B*— CA) +/ (C*—AB),
{ C=(A"—BC)+j (B*—CA) +j*(C* —AB).

I1 vient

(A*— BC)x + (B*— CA)y + (C' — AB) z — %(A)u R+ Cuw) =1,
et la démonstration se poursuit comme au n* 49, compte tenu de I'idenlité (30).

24. Tukorime : Si U(x, y, 2) est une fonclion de x,y, z définie par lc relation

(A" —BC) (#* — y2) + (B*— CA) (y* — 2) + (C* — AB) (Z* - wy) = 1

ou A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité (31), U est intégrale de
Uéquation A, U = o.
Avec le méme changement de variables qu’au n° 49 on trouve que

BCvw + Chwu+ bPBuv =1 avec AHRC=o.

En supposant encore que c’est .1, qui est nul, il reste RCorw = 3, d’ot en déri-

vant par rapport a u -
1S

== 0.
ou

(HC+RhC)vw

Si r.ous écartons la solution banale (¢ = cte il resle
*u oo

dJudwdw

=o0 d’ou a fortiori

Ju
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REMARQUE : Nous avons rencontré en cours de route une hypothése supplémen-

taire, ce qui fait qu’ici A, B, C sont liés par les conditions
A+B+C=o,

(A

A+ B+ G —BC—CA—AB] 0.

22, Revenons au théoréme du n° 46 et prenons f(f) = ¢'. Comme

B+ =3y =+ B+ )+ +S8 ),

.on en déduil les intégrales

g T et Y e oD iy
b

en faisant les combinaisons simples convenables on trouvera les nouvelles inté-

grales
eEHPOy ), EPPQOY. ), EPHIROY, ),

ot P, Q, R, sont les trois fonctions d’Appell.

23. D’aprés ce que nous avons vu au n° 2, I'équation A, U = o s'écril aprés le

3r

.changement de variables (16), et en négligeant le facteur ™

XU U XU »U

e —_— —_— ) ———==0.
ort Q0? A rafdg

On en déduit le théoréme suivant. .

Tutorime : Si U(x, v, 2) est une intégrale de Uéquation de M. P. Humbert il en
.est de méme de la fonction U(r, 0, ©) olt les nouvelles variables sont définies par rap-
port aux anciennes au moyen des équations (16).

Ceite remarque, compte tenu des possibilités de permutations circulaires sur les
diverses variables, nous permettrait d’énoncer de nouveaux théorémes i partir de
ceux qui ont fait 'objet de ce chapitre.

Comme application nous nous contenterons de remarquer gue le résultat du
n° 22 peut s’énoncer :

Tuéorkme : Les (rois fonclions

¢ PO, po), o QO 1ny), oW R(, pg),

ol ¢, B, ¢ sonl définis par le changement de variables (9) sont trois intégrales de
Léquation AU = o.

Ce résultat a été énoncé pour la premiére fois par M. P. Humbert [36]; la
démonstration que nous venons de donner a fait 1’'objet d’un exercice proposé par
moi-méme dans la Revue de Mathématiques spéciales, sous le n° 3454.




CHAPITRE 11

Un essai de généralisation des fonctions analytiques.

1. — Sur des transformations analogues aux transformations conformes.

24. A I'étude de V'équation de Laplace a deux dimensions se lrouve raltachée
I'expression
ds* = du* + dy*

carré de la distance entre deux points infiniment voisins,

11 vient tout naturellement a I'idée de rechercher si la quantité
(32) ds* = dx* 4 dy’ + dz* —3dxdydz
joue un role analogue dans le cas actuel.

Effectuons d’abord les changements de variables éludiés au début du chapitre I.
Avec les mémes notations on trouve respectivement les formes

(33) ds® = dudvdw,
(34) d83:d93+93(1034—pxd?3—3pgdp(10d'{»,
34H ds* = " [dr® + df + d5* — 3drdéds],
3 ! 73 J\3 73 A
(35) ds® = —_——7\(5’0, 7 [d}'& + dY* + dZ2P—3dXdYdZ],

(36) ds' = dy(dT + dv’).

Si on se rappelle que le ds* euclidien plan prend en coordonnées polaires la
forme :
ds* == dc® 4 2 di*,

on voit que le changement de variables (9) joue par'rapport 4 Vexpression ds’ le

méme role que le passage en coordonnées polaires pour Pexpression ds®.

25. Pour voir si 'analogie entre les deux formes différentielles peut étre encore
poussée. plus loin posons-nous le probléme suivant(').

ProbLiME : Existe-i-il un ou plusieurs changements de variables

X =X(z,y 2), Y=Y(xy.2), Z="17(x,y,2)

(*) Signalons que M. M. Ghermanesco qui s’étail posé & ma suite lc méme probiéme
pour une équalion particuliére de quatriéme ordre I'a résolu récemment [28].
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tels que l'on ait Uidentité

37) d$* = dX* + dY* + dZ* — 3dXdYdZ = x(x, y, 2) ds*

A(x, y, z) étant une fonction de x,y, z a délerminer. ,
Etant donné la simplicité de la forme (33) nous raisonnerons en

variables

u, v, w c'est-a-dire que nous résoudrons le probléme dont le nouvel énoncé est :

Quels sont les changements de variables

o = u'(u, v, w), v =1v'(u, v, w), w' = w'(u, v, w)
tels que lon ait

du'dv' dw' = A (u, v, w) dudvdw .

En 1'empld(;ant du', dv', dw' par leurs valeurs et en identifiant les termes en

du’, dv*, dw®, du*dv ... on est conduil & énoncer que :

Les fonctions u', v', w' sont des fonclions d’une seule des variables u, v, w, les

six variables figurant toutes dans la transformation.

26. Cherchons ce que deviennent les conditions précédentes en variables x, v, z.

Les conditions d’annulation de certaines dérivées partielles de u', v', w' vont nous

fournir des systémes aux dérivées partielles pour de nouvelles fonctions.

En faisant toutes les combinaisons possibles des variables u(1), v(z'), w(3)

nous obtenons les six cas suivants ot nous avons posé

r+ y + =z, Su’_—_X+ Y+ Z,
V=X+,Y+,°Z,

sv=x+jy+jz,
8w'=X+j*Y—{—jZ.

(w:m+j’y+j z,

X Y N/ X .z
w o oy . 2 w y
2 2 v ) 2
(1,2,3) -(S) ;j = (\1 = T;— By2,1) (8 %zj (\JZC
X Y N/ X v
y ez w Yy 2
[X Y X
0z :‘I—S'-z‘] 2z gjav—:‘]—b}—
@0 G =i =iae Gy s
X )Y 0z (ax L
y = T iy

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV.
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=5y
Y

dx
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XYz X Y/ oY
w dy I 2w oy 2z
, NN Y X ) N
(5! 1’2) (ba) 3z =J N =J Tya (1’3, 2) (Ss) Y: T - oy
X N Lz X AR
dy BRI Y v w@

Nous appellerons ces systémes d’équations(*), qui généralisent les systémes de
Cauchy dans I'étude des fonctions analytiques, les systémes (S,); nous y avons du
reste fait déja allusion aux n* 3, 10, 11.

Dans tous les cas nous aurons les égalités déji écrites

(XN X \° DX)S XX X X
@ era=(5) +(F) H(F) e e =

27. On peut du reste montrer que ce facteur x(x, y, z) joue un réle important
dans des questions connexes. Soient en effet d, 3, 3 trois symboles de différentia-
tion, on voit facilement que si X, Y, Z sont trois intégrales d’un des systémes (S)
on peut écrire

X X X
. N a 2z
X dY dZ ‘ vy de dy dz
) . v e X oX X - - .
(38) 32 83X 83Y|= Y o Ty— X |8z &x 3y
Y 57 3 X N X 3y 5z Sx

Nous déduisons de ceci que les transformations du n° 26 conservent i la fois
I'expression dS° et ses formes polaires

(39) AN[BX* —3Y3Z) + dY[3Y —373X] + dZ[3Z° —3X3Y],
(40) dX[23X5X —3Y3Z —5Y3Z] + dY[23Y3Y —3Z5X — 573X]

+ dZ[237257 —3X5Y — 5X3Y].

Les expressions

Sdx(3x®—3y32) Sde[28xse —3y3z — 3y32]
ds(3s)* ’ ds3s

sont donc invariantes pour les transformations considérées.

(*) Le systeme (8,) a été considéré pour la premiére fois par Appell [1] dans la recherche
des familles de surfaces dont les tangentes aux intersections forment un triedre équifacial
ayant pour axe une paralléle a la droite x =y = 2.
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Ceci est une propriété analogue a I'invariance de I’expression

dxsx + dyay
Vidr + dy? \/6;0’ + 3y

dans les transformations conformes planes.

Celte remarque nous aménera au chapitre suivant & introduire un espace ou la
nouvelle notion d’angle sera définie & partir de la premiére des-expressions précé-
dentes, la distance de deux points infiniment voisins étant donnée par la racine
cubique de ds’.

Remarque [ : X, Y, Z étant toujours intégrales de I'un des systémes (S), on a

aussi l'identité

d 2 N X X X d d N
)y ez oy 2 WY
RINEINE I RN > Q) S 3 IVR U N Y
2z dx dy )z .y MZ X )Y | 7
) 2 d X X X d d d
Wy ez 2« dyy 2z Y X

ce qui était évident a priori puisque le probléme que nous avons résolu s’identifie
A la recherche des transformations laissant invariant & un facteur prés l'opérateur
de M. P. Humbert.
Nous retrouvons ici le théoréme auquel nous faisions allusion aux n> 3, 10 et 11.
ReMARQUE II : Les propriétés d'invariance que nous venons de signaler appar-

tiennent aussi & I’expression

(41) ds* = (dydz—dz3y)’ + (dz3x —dudz)’ + (dxdy — dysx)’
— 3(dysz —dz3y)(dz3x —dx3z)(dxdy — dysx).

A cette expression ds pourrait étre attachée la notion d’élément d’aire. Si nous

effectuons le changement de variables (9), l'expression devient

(b)) do® = *(d03s—dg30) + o' (d93g—ds33) + ¢*(dedb —db30)*
—20'(d03y —do30)(dods—dpdy)(dpd0 —db3g).
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1I. — Une seconde interprétation des systémes (S).

28. Avant toute chose il est bon de remarquer que toute intégrale de 'un des
systémes aux dérivées partielles du premier ordre (S) est intégrale du systéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre

»U »*U
U=y =
- »U U
DU ———— —
(2> WU dy* L
. »U »U
DU=—— =o,

2z’ dx dy

et a fortiori de I'équation de M. P. Humbert.

N d N d
T ] —_ D) A — =o.
AU DO, U) + 5y (DyL) 2 (b,U)=0o0

¢ Q

Ce systéeme (J) intermédiaire entre les systémes (8) et I'équation A,U=o,
étant utilisé dans la suite, nous en ferons une étude rapide.

29. Tuforime : En variables u, v, w le systéme (L) prend la forme simple
(Z) N L
wow | weu . ww 0

On en déduit la forme de Vintégrale générale

(42) U=/ +g@)+ h(w)
ou f, g, h sont trois fonctions arbitraires d’une variable.

30. TuforiMEe : La seule intégrale du systéme (2) qui ne dépend que de p seul
est log p. En effet on a

logp=1logu + logv + log w.

31. Tuiorime : Si U(x, y, 2) est une intégrale du systéme (Z) il en est de méme
de la fonction '

_ dlogp logp logp
V(w,y,Z)—U[ w )y e
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En effet la transformation considérée qui peut s'écrire

uu —=vw =wv' =3,
transforme l'expression (42) en une expression analogue.

32. La démonstration précédente est encore valable lorsque u’, v, w' sont des
fonctions d’'une seule des variables u, v, w; on peut donc énoncer le théoréme
suivant :

TatontmEe : Si U(x, vy, 2) est une intégrale du systéme () il en est de méme de
da fonction

Vix,y,2) =U(X,Y, Z)
ot X, Y, Z, sont trois intégrales de l'un des syslémes (8).
33. TuforiME : La foncﬁon log n(x, vy, z) est intégrale du systéme (%)

34. TutoriMe: Les coefficients de 1, j, j*, dans le développement de (x + jy + j*2)"
sont des intégrales du systéme (X).

On a vu en effet au n° 43 que ces polyndmes s’expriment linéairement en fonc-
tion de u", V", w".

On pourrait aussi énoncer des théorémes analogues & ceux des n> 46 et suivants,

mais qui n'offriraient qu’un intérét trés limité.

35. Revenons maintenant aux systémes aux dérivées partielles (S). Considérons

les trois fonctions

S@y,o)=X@y,2)+ Y@y 2+ Z(xy,2),
(43) gx,y,2) =X(x,y,2) +j Y(&, ¥, 2) + j*Z(x, y, 2),
h(x,y,2) = X(x,y,2) + j*Y(x,y,2) + ] Z(z, y, 2).

D’aprés ce que nous avons vu au n° 26, dire que X, Y, Z sont intégrales d’'un
systéme (S) revient A dire que les fonctions f, g, h dépendent chacune d'une seule
-des variables u, v, w. )

Les systémes (S) jouent donc dans le cas actuel un 18le analogue & celui des
‘systémes de Cauchy Riemann dans I'étude des fonctions analytiques, ce qui justifie
le titre donné au présent chapitre.

On dira que les fonctions X, Y, Z intégrales d'un méme systéme (S) forment
un systéme conjugué; on pourra toujours, & des permutations prés des lettres &,
‘(;, J6, mettre un tel systéme sous la forme
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Ny, =5w+ G+ H(w),
(44) Y(x, Y, 2) = F(@) + G (0) + ) H(w),
? Z(x,y,2) =F ) +j (‘ () + j 3 (w).

ou F(u), ((v), #(w) sont trois fonctions arbitraires, dérivables.
J v

36. Il est intéressant de confronter la définition que nous venons de donner des
fonctions conjuguées avec celle proposée par M. N. Cioranesco (*) pour les équations
de Laplace & plusieurs variables, définition que nous allons adapter au cas actuel.

Exprimons que : la fonclion

(#13) D@, y,2) =10g [(X + W + (N 40 + (% + 9 =3\ 410 (Y + ) (£ + )]

ot \, Y, Z sont trois intégrales du systéme (X) (ou de I'équation de M. P. Humbert)
est elle-méme inlégrale de ce systéme (ou de cetle équation) quelles que soient les cons-
lanles h, u, v.

Pour simplifier les calculs, il sera bon d’utiliser les variables u, v, w et de con-
sidérer la nouvelle fonction

(46) W (u, v, w) = log [(t' + @) (V' + B) (W' + v)] = S log (&' + ).

a) Exprimons d’abord que u', v', w', ¥ sont intégrales de (¥") quelles que soient
les constantes «, 8, y. Ona

1 i ’

du
A q du dv S RYTAND
ww W u 4+« (0 4 )’

Comme u', v/, w' vérifient (&) la premiére somme de Lamé est nulle, en écri-

Yu du

vant que ¥ vérifie aussi (2') il vient donc

du’ ' du' da' '

o w . v w w
——————— T T = el § )

S (o' + 2)* (' + 2y o (w4 a2t

Mais ceci doit &tre vérifié quelles que soient les constantes «, 8, v, les neuf numé-
rateurs sont donc nuls, u', v/, w' ne sont fonctions que d’une seule variable et
X, Y, Z seront de la forme (44).

(*) N. CroranEsco, Sur les fonctions harmoniques conjaguées (Bull. des Sciences mathé-
matiques, 2° série, 56, 1932, p. 55).
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b) Exprimons maintenant que u', v', w’, ¥ sonl intégrales de (1). En opérant

comme plus haut il vient

*a Xu’ ’u’ du Fu du
Y N udvdw S wdw dw - M dwdu M
wavdw N (W 4 a) (' + a)?

du’ du dd

vy v dw

+a1Q —————=0.

(u' 4+ a)

Comme u', v/, w' vérifient (1) la premitre somme de Lamé est nulle. En expri-
mant que la relation est vérifiée quelles que soient les constantes «, §, y on est
amené A annuler fous les numérateurs ce qui montre que u', v', w’' sont des fonc-
tions de deux des variables u, v, w. Les fonctions X, Y, Z pourront donc se mettre

par exemple sous la forme

/\ N, y,s)=F,w)+ Gw,u)+ Hu ),
47 S Y(x, y,2) = F(v,w) + j°Gw, u) +j H(u,v),
Z(x,y,z2) = F,w) +j Gw,u)+ j*H(u, v).

ou F(v, w), G(w, u), H(u,v) sont trois fonctions dérivables arbitraires. Nous
dirons encore que X, Y, Z forment un systéme conjugué. ‘
On voit facilement que les fonctions X, Y, Z du systéme (47) vérifient le sys-

téme d’équations aux dérivées partielles

g D X= DyZ =D.Y,
) 2 D.X=D,Z=D,Y,

(8',)
],)yX =D, Z=D,Y.

Ce systéme se déduit du systéme (S,) par la substitution des opérateurs D,,
\ Q1

@’ dyl
semble des systémes (S) on obtient une nouvelle série de systémes (8'), on pourra

En opérant la méme substitution sur I'en-

D,, D, aux opérateurs s s

donc énoncer le théoréme suivant :

TagorkMEe : Si la fonction ® ot X, Y, Z sont trois intégrales du systéme (Z) (ou
de l'équation de M. P. Humbert) est elle-méme intégrale de ce systéme (ou de cetle
équation) quelles que solent les conslanles X, u,v, cest que les trois fonctions
X, Y, Z sont conjuguées, c’est-a-dire intégrales de l'un des systémes (S) (ou de l'un

des systémes (8')).
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37. Remarquons que les inlégrales de I'un quelconque des systémes (S') véri-
fient le systéme

(£)  DpU—DLU=D,U—D,U=D,U D, U=o0,

et a fortiori I'équation
AU =o,
puisque Fon a l'identité
A =Dl + Dy, + DL— 3D,

. ., du dv du
Signalons encore que dans le cas du n° 26 les dérivées — —

— s’ex-
do’ dv’ dw
. s . X X X
priment linéairement en fonction de , , .
o dy oz
[1l. — CGomparaison avec les fonctions harmoniques.

38. On sait que les permutations des lettres «, y, z laissent invariant I'opéra-

teur Az, c'est-d-dire géométriquement que la droite x =y =z joue le role d’un
axe de répétition d’ordre trois. Faisons donc un changement d’axes tel que les nou-
veaux axes forment un lriédre trirectangle 0%+, le nouveau demi-axe 0% élant
porté par la droite * = y = z. Nous-pourrons prendre (cf. G. Bouricaxn. Cours de
Géomélrie analytique, 2° éd., p. 35)

. sina < 7 4
P = (24 y—23) s, = S S— :
2 3sine  \/3sinz  3cosa
V3o : 7 4
(48) {n=(y—x) — sina, (49) (y = ———+——+ ,
2 3sina \/3sma Jcosa
. . T :
=@ +y+z) cosux T 7 3sina +3cosa'
- Nous poserons aussi
%:(\’+Y~QZ)SIZ“,
. ) g ]
(50) / ‘]' — ("7—‘\)\—/2—-5”1 %,

\EZ(X—i—Y—i—Z)COSz.
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Si nous supposons que le triédre initial Oxyz est aussi trirectangle, 'angle « est
alors celui de la diagonale du cube avec les arétes.

39. Exprimons d’abord u, v, w en fonction de £, v, {; en utilisant les for-
mules (2) et (49) on trouve

cos a
. 2 l+l\/§" ;-

(51) v=x+jy+J Z—m(s-FM),
" . l—i\/g —

WEEAJY 2= T =)

Nous nous trouvons, aux coefficients prés, devant le changement de variables (22);
on déduira de (51) I'identité ‘

»*U
Qudv dw

*U U
BT

(Ba)

\
:(305151n’z—f—[
o

40. Exprimons maintenant le systéme (Z) en variables %, v, {; un calcul
simple nous donne les relations

L, [ > 3 . g s
D, = —sin 1((‘52 + a—rf> +;smacosa<m—\/3 MDC)’
3., /0 @\ 3. » s
Dy__‘Zmn a(bif + 3"‘!) —{-;smacomz(bab: +\/3 MDC>’
3 . > > . 2
Dz-—_—-zmn*a(a—gz—i——b—?)—SsmowOSzDEM.

Le systéme () prend donc la forme

g ?U U *U -~ >0
(Z) e tTSsE ST =o.
N PP TP TR TS

L’intégrale générale sera de la forme
U=U,+1U,GE )

ou U, ({) est une fonction de { seul, U,(&, ) une fonction harmonique de &, .
Les fonctions %, ‘l}, Z seront de la méme forme, ainsi qu’il résulte du sys-
téme (50).

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV. 22
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41. D'une fagon plus précise, cherchons par exemple ce que donnent les sys-
témes (8)) et (8,) pour les fonctions %, Y, z.
Dans la premiére hypothése on trouve

L 23 an 2 e dy )z

WY [ax X

(39‘5_ Y X X aX]

o, d% 2 dy 2z |’
od M E %

— -l — =0

3t T A T
02

—=div}X;
Y iv X;

on en déduit que

X et ‘y sont des fonctions harmoniques conjuguées de &, v,
Z est une fonction de ¢ seul.

La seconde hypothése qui fournit les relations :

[ § - -
[ MW _ o XX
R T 2 dy az |
b b . - -
2B Y B X
dr,  E T 2 L x|
2% aéyv T %
jrmmsed - == — =0
2% AL 25T 0y ’
2z
! - == di\'X,
| ag

nous conduit & un résultat analogue. _
Pour les autres systémes (S,), (8,), (8,). (8,) la seule relation remarquable est

s
LE]

1 C e
5 :§<1+J+J)dl\}x—0,

o

o b

on en conclut que % est une fonction harmoniqué de %, « seuls, % et GIJ/ étant des
sommes de fonctions harmoniques de %, v et de fonctions de {.

42. Cherchons maintenant ce que deviennent les systémes (8) en variables

&, v, {. Pour cela nous commencerons & interpréter le systéme (X,) qui s’écrit en
XU »U
[

23

» posant AU =

REF
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> . > Ny
0051F+sma< ’._\/g B'MC)EA’U:O’

27 .
U = —~sin*« cos
) A in® « @

2 2 27 e > . hi = .
(E) (DyE—Dw)U_—A—sm %008 % | 008 oy - sina | Sy +V3 Dv,bt_)%A’L =o,
2 Dz U_2’] .« 8 * . hi EA U=
(D:Q— my) _Zsm % COS « COS“D;’_SmaDED:, ,U=o0
- Ce systéme prend donc la forme simple

' Y AU=—" _AU=— AU
<§5> MU TE A T T

1

il peut se réduire & I'équation unique

‘\‘2
Q

»*U
ot

a

= AL+ VE ).

i

oY

ol A est une constante arbitraire et V une fonction arbitraire.

Sous la forme (Z',) on voit grice & (5a) que le systéme (Z,) est vérifié lorsque
U est intégrale de 'équation de M. P. Humbert, ce qui était évident a priori U étant
dans ce cas une somme de fonctions de deux des trois variables u, v, w.

43. D'une fagon plus précise, cherchons ce que donnent les systémes (§',) et

(S',) pour les fonctions x, y, z
Dans la premiére hypothése on trouve

»X ' ”X
D{T%zsma[D + D, — QDV]X:—%sin’acosz[\ \" \ \C:I
. A7
. sin 9 .., X
Dy%): [Dy+D.r—2Dz]X: ;sm 1cosaba—bc,
sin « 9 . X “ »X
D‘ )y — D D el D _ = >
ua (D, + 2D, ] X 3 Sin ac05a|: SEaT \C:l
V V3 ., - X - X
(Ll__ sina[D,—D,] X = -—STsm acosaLS RIS \/3 T
o)
(q ———\/—smx D,—DJX=— QSin’aCOSz X )
2 070
V3 . V3., »X = X
Dz(y,———g—Slna[Dy——Dz]X-—- S—A—sm aCOSa[3 R +\/3 PR
0% *
D;Zi:Dy.if:D;fz'::COS“[Dz-FDy-’rDz]X:%sin’aCOSa( X DX)

0

x
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Ce qui nous fournit les relations

D,% +D,% + DX =o,
D,4 +D,9 +D,4) = o,
m%—m%zwuy%

D,Y —D.Y=—v3D,%,

D,Z=D,2=D,%,

c’est-a-dire encore

R I
R PO v v
d [a% "aty R RGN
7-3?_0n]:DJ5?+7? =
d /Dz Q /0%
o:\ae)za_:<ﬁ>:°'

— L’ ¢ P—

P - g O
2 La% ARl d % 29
— — ¢ e _ =)
2L L2z d, o:[a-r, 35_] ’

2 (bi‘i) d (Bi)

S\ == =0

2L \ ¢\ 2y

Considérons le premier de ces deux systdmes; la troisiéme ligne fournit immé-

diatement

G 0=2,E 7 +2,0

ou Z,(§, %) et Z,(¢) sont deux fonctions arbitraires.
De la deuxiéme ligne on déduit

—_— — ) (5
2z dy (35 m),
0% DQJ

+ =9, ),
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ot ¢(%, 7)., ¥(5, ) sont deux fonctions arbitraires; mais de la premiére ligne on

déduit alors

3 Yo & o9

Jhih Sl SR Y —0o:
T _ - y

2z & L 0%

la fonction ¢ + i} est donc analylique de la variable & + ix,.
Formons encore la dérivée aréolaire(*) de la fonction % + ioy,, on a

R

d oE

Les résultats précédents expriment donc encore que la dérivée aérolaire de la
Jonction X% + i‘y, est une fonction analytique de la variable % — ix,.

Le deuxiéme groupe de relations nous donnerait des résultats similaires. Les
autres systémes (8,), (8'), (8,), (8,) seraient d'interprétation moins simple;

remarquons seulement la relation

D,Z+D,Z+DZ=o0 d’ot Az =o.

44. Pour I'équation de M. P. Humbert en utilisant la formule (52) on est con-

duit a
>U 3*U

= H(Er ),

ot H(g, ) est une fonction arbitraire,
On peut aussi écrire l'intégrale générale sous la forme

UG, 0=/C+in, i—in) +gGE+in, )+ RhE—~iv, ),

-out f, g, h sont trois fonctions arbitraires.

45. Voyons maintlenant comment peuvent s’interpréter les fonctions P(9, o)
“Q(b, o) R(8, ) dans ce systéme de coordonnées.

En utilisant les formules (8), (g9) et (48) on trouve

sin «

E=Rcos T = —o [J'efeﬂ"v +jzej'0+f?]’
n=RsinO= ¢ Smf [(x — % R + (=5 e;’s—mv]’

‘ 2\/3

{=pcosae ™,

(*) M. Nicoresco, Fonctions complexes dans le plan et dans Uespace (Thése, Paris, 1928). —
N. Tutoporesco, La dérivée aréolaire el ses applications & la Physique mathématique (Thése,
Paris, 1931).
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Tirons R et © de ces formules il vient
(53) R* = (& 4+ %) = ¢"sin*a e ¥,

. N 4=
o J — [(l —l—j)e(j_ﬂ (6—5) +1 ] el[\/g(s—ﬁ-*'?]— !
P g 2, ()= (=) ==\ 1va e
Ji'V3 Jjle™ +1 i el[\/3(0—vp)+g]

+1
d’ou

(54) ﬁ:ﬁ(o_?)+-231+lm.

2

On déduit des formules (33) et (34) que les surfaces 0 + o =cte sont des cones
de révolution d’axe O¢ et que les surfaces 6 — o =c'e sont des plans dont on n’uti-
lisera qu'un demi-plan. .

On peut du reste retrouver les expressions 6 + ¢ et ) — ¢ en exprimant P(0, o),
Q(9, ), R(9, z) en fonction des lignes trigonométriques. En remarquant que

4o V3
ety — e‘T‘“Tw_?)y
-
e — o 3 "‘T(‘ﬁ?\,
on trouve
4o © /o
——= 3
| et 4 ae ( 2 )cos L\/T (0—:9)]
P, ) = ,
(9, 9) 3
b+ © /o
(== 3 I 1
€4 ae ( 2 >cos L\/T(O_?)+4_?;T_
(55) Q(O, f') = 3 )
i+ [ /o
_ 3
& ae (’>cos \/7(6—;;)-%-2:%1
'R, 9) = SL ey

\

ce sont les formules données par Appell [1].




CHAPITRE 111

Sur un espace attaché a I'équation de M. P. Humbert.

I. — Les triédres d’Appell.

46. — Dans les chapitres précédents nous avons vu que dans I'étude actuelle
les expressions

x4+ y +22—3axyz., ds' =dx' + dy' + dz’ — 3dxdydz,

-et les trois fonctions

P, 9), Q(0, v), R(6, 9),
jouent le méme role que les expressions
w4y ds* = dx* +dy*,

et les deux fonctions

cos 6, sin 0

dans I'étude du Laplacien & deux dimensions.

Mais aux quantités \/x’ + y*, cos b, sin 6 sont attachées dans l'espace euclidien
4 deux dimensions les notions de longueur.et d’angle; nous allons de méme cher-
-cher ici & faire correspondre aux quantités

\7x3+ys+z‘*_3wyz, P(O,CP), Q<69 ?); R(ey cP)
.de nouvelles notions de longueur et d’angle et définir un nouvel espace.
47. Dérmvitios : Etant donnés deux points infiniment voisins M(x,y, z) et

M'(x + dx, y 4+ dy, z + dz) nous appellerons distance enlire ces deux poinis la
.quantité

ds = \Q/cl.av3 +dy* + dz* — 3dwdyd:.
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Si nous cherchons les courbes qui réalisent entre deux points quelconques le
minimum de l'intégrale '
I= / ds,

-~

le calcul des variations nous fournit le systéme d’éqliations différentielles

dy dz
& = =
dc Y dx &

ou a et b sont deux constantes arbitraires.

Les équations générales de ces courbes peuvent s’écrire

r—x, y—y, z—=z

0
’

« 8 Y

nous leur réserverons le nom de droites.

Deux droites dont les coefficients «, 8, y sont proportionnels, les constantes
Zy, ¥,» 2, ¢tant différentes seront appelées droiles paralléles.

Nous appellerons plan la surface d’équation

Az +By+Cz+D=o,

ou A, B, C, D sont des constantes arbitraires. D'aprés ce qui précéde la généra-
tion du plan fera I'objet des mémes remarques qu’en géométrie euclidienne A trois
dimensions.

Revenons & notre notion de longueur,

DérmvitTion : Elant donnés deux poinis M,(x,. y,, z). M,(x,, y,, 2,) il passe une
droite et une seule par ces deux points; nous appellerons distance M, M, la longueur
du segment de droite M, M,

(56) MM, = V/(z, — @) + (ry— ¥ + (2, —2) — 3(t,— 2,) (¥, — ) (2, — 2,
Cette relation donne lieu a l'identité
(57) MM, + WM, =o.

Etant donnés deux points distincts leur dislance est en.général différente de
zéro. Toutefois si les deux points sont choisis dans le plan d’équation

x+y+z=c",
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leur distance est nulle; la méme propriété appartient aux plans d’équation

@+ jy iz =c",
ou

x+ 'y +jz=c".

Ces trois familles de plans jouent donc ici le méme rdle que les droites isotropes
de I'espace euclidien plan.
Prenons le point M,(x,, ¥,, z,). le lieu des points situés & une distance ! de ce

point sera la surface d’équation
(58) (‘/E— xo)a + (y - yo)3 - (Z - Zo>3 - 3(‘1" - xo) (y - yo) (Z - zu) =0

que nous utiliserons plus loin.

48. Considérons maintenant les fonctions d’Appell P(8, ), Q(6, ¢), R(8, )
pour lesquelles nous avons déja donné un certain nombre de formules (cf. (8), (10),
© (11), (12), (55)). Complétons ces renseignements en donnant les formules d’addi-
tion dont nous nous servirons dans la suite

PO+, 04+ ¢)=P(0.9) P, ¢)+ QO 9) R, ¢") + R(6, ¢) Q(¥', ¢,
(59) SQ6 40, 3 +¢) =R ¢) R0, 9)+P6,¢)Q(,¢) + Q(, ¢) P(¥, ¢,
RO+, 9 +9¢)=0Q(0,¢) Q6 9) +R(0, 9) P(¢, ) + P (6, o) R(¥', ¢);

nous en tirons

P (20, 29) = P*(5, 9) + 2Q(6, 9) R(6, 9),
(60) Q(26,2¢) = R*(6, 9) + 2P (6, 9) Q(6, 9),
R(26, 25) = Q*(8, ¢) + 2 R(6, ¢) P(8, 9).

Nous en déduisons de proche en proche les formules d’addition pour trois,
quatre... couples d’arguments ainsi que les formules de multiplication correspon-
dantes.

49. Considérons un point M(a, b, ¢); d’aprés le changement de variables (g)
on peut écrire

a= P, 9), b=0Q(9, ), c=pR(,9).
F. des Sc., 3¢ série, t. XXV. 23
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De la définition du n° 47 on déduit, grice a l'identité (10), que la distance oM
est égale & ¢, on peut donc écrire

P(6,9) = 5 : .
\/a’ + 6"+ ¢ — 3abe
] b
(61) Qh9) == —— .
a+ b+ ct—3abce
R(0, o) = :

\?/a3 + b6 4 c“——3abc'

On dira que 'on a les cosinus direcleurs d’Appell de la droite OM. Plus généra-
lement les expressions (61) définissent les cosinus directeurs d’Appell d’une droite
de parameétres directeurs a, b, c.

— —

50. Noriox p’ancLe. Considérons deux vecteurs V et V' de composantes res-
peclives a, b, ¢, a, b, ¢’ ou de cosinus directeurs d’Appell P(6, ¢), Q(5, 9),
R, 9), P, ¢), QO ¢), R, 4).

Dans la géométrie euclidienne plane le cosinus de 1'angle de deux directions
joue un rdle important dans I'étude de cet angle, ici nous ferons appel a la fonction
P mais cette fonction n’étant pas paire nous considérerons a la fois les deux expres-
sions

PO —06, ¢ —9g) et Po—0, o—q').
En utilisant les formules (11), (59) et (61) on trouvera aisément que
a(@® —b'c"y + b(b” —c'a") + c(c” —a'b)
\:i/as + b+ —3abe \3/(a'3 + 0% 4+ ¢ — 3a'b'c')”
a'(a>—be) + b (b*—ca) + c'(¢*— ab)
\3/a"°‘ + b+ —3ad'b ¢ \3/(113 + 0+ —3abe)

I

4
\P(O——G', o —9)
(62) <

I

[P0 =

DérmniTion : Nous appellerons angle de deux directions, {'ensemble des deux quan-
titds 6 — 0, ¢ — o' définies par les éguations (62) ot les six quantités a, b, ¢, a', V', ¢'
sont connues.

Remarquons bien que nous ne définissons ainsi que la figure de I'angle et non
sa valeur.

En géométrie euclidienne plane deux directions sont orthogonales lorsque le
cosinus de leur angle est nul. Par analogie nous dirons ici que deux directions sont
orthogonales au sens d’ Appell lorsque la double égalité

(63) PO—t, 9—¢)=P@O' —6, ¢'—¢)=o

est vérifiée.
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B41. Pour trouver les droites orthogonales au sens d’Appell & une droite donnée,
on est ramené A résoudre les équations (63) qui s’écrivent encore

(63) a@® — v'c’) + b(b* — ') + c(c*—a'b) =o,
ad@a—be) + b —ca) +c'(*—ab)=o,

ou a, b, ¢ sont les données, a', b', ¢’ les inconnues.

Or en géométrie euclidienne 4 trois dimensions la premiére équation représente
un cobne du second degré ayant son sommet a lorigine et la seconde un plan pas-
sant par Lorigine, il y a donc au plus deux solutions réelles. Comme on trouve que
les valeurs

Q‘
I
&
=
I
°
G<
I
s

(64)

0
I
8
I

vérifient le systéme, on en déduit que ce sont les solutions cherchées. )
TakoriME : Par un point d'une droite on peut élever a celte droite deux perpen-
diculaires au sens d’ Appell et deux seulement.

B2. Considérons maintenant les trois droites D, D', D" issues d'un méme
point et dont les paramétres directeurs sont respectivement

@ =a, L =20, v =c,
(65) o =c, §'=a, v =0,
o = b, 8 =c, V' =a.

Ces droites prises deux a deux vérifient les équations (63') elles sont donc
orthogonales au sens d’Appell, on dira qu’elles constituent un friédre trirectangle
d' Appell ou d’une facon plus abrégée un triédre d’Appell.

53. Etudions les changements de coordonnées dans les triédres d’Appell.

Soit Oxyz le triédre de référence qui nous a servi jusqu’ici, Ox'y'z" le second
triedre. Les cosinus directeurs de Ox' étant P(0,, 9,), Q(0,, ¢,), R(0,. 9,), les
cosinus directeurs des autres axes seront donnés par le tableau (65).

La notion de parallélisme étant conservée nous pouvons appliquer le théoréme
des projections, on en déduit les formules de changement d’axes :

x:x,P(OnY :?0) +y,R(607 ?0)+ZIQ(00,5{40),
(66) )’ = ' Q0 2,) +¥'P(O,, %) + 'R (0, 20),
2= x'R(eo’ @“) + y’Q(eo’ ""0) + Z,P(eo’ :{'o)'
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ou encore grace aux équations (1)

J/": xP(~0u‘ h—:{‘o) + yR(— Oo' —"?0) + ZQ(_ eo’ ——’?0))
(67) y' :xQ(~On’ _:{’0) + yl)(~60’ _—?o) + ZB(— Oo’ _?n)’
? = xR(—OM - qiu) + yQ(_OoY _"Po) + ZP(— e0‘ - {‘Po)'

De I'identité

+yY+2=3xyr=(@+y+2)(x+jy+j)@E+jy+j2)
=@'+y'+2)(P+Q+R)(@'+/y + /) (P +jQ +j*R) (x+jy+j2) (P +j*Q+jR)
:x/3+y’3+273__3$7 ’Z',

on déduit que la distance d’un point M & origine est invariante par ce changement
de variables, il en est évidemment de méme de la distance de deux points quel-
conques.

Considérons maintenant une droite de cosinus directeurs P(8, ¢), Q(6, 9),
R(8, ), Un point M de cette droite situé & la distance o de l'origine a pour coor-
données dans le triédre Oxyz

Ses coordonnées dans le triedre Oa'y'z' seront en tenant compte des équations
(67) et (59)

' =oPO—0,,9—g9), ¥Y=02Q0—0,,3—g), ZF=pRO—0,.3—73,).

Les arguments des cosinus directeurs d’une droi.te quelconque se trouvent ainsi
tous diminués d’'une méme quantité 6, ou 9,; on en déduit que l'angle de deux
directions tel que nous I'avons défini au n° 50 est invariant par le changement de
variables (66).

Par analogie avec la géométrie euclidienne plane nous dirons que le systéme (66)
définit une rotation au sens d’Appell autour de Uorigine, d’'amplitude (0, ¢,).

Le déplacement le plus général au sens d’Appell sera défini par les relations

r=a + x'P(Oo’ :Po) + y'R(eo’ ?0) + Z'Q(eo’ (‘.Do)’
(68) y =b+2'Q0, %)+ yP6,, ) + RO, 3,),
z=c + w'B(eo’ )fpo) + y'Q(Oo’ ?0) + Z'P(OM ?0)’

ou les constantes a, b, ¢, définissent la grandeur de la translation et les constantes
8,, ,, L'amplitude de la rotation. v '
La similitude la plus générale sera obtenue en multipliant les coefficients

P(6,, v,), Q(,, v,), R(4,, 9,) par un méme nombre, nous serons alors dans les
conditions du n° 12.
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B4. Nous venons de voir que les transformations définies par les équations (66)
conservent les distances et les angles au sens d’Appell; on pouvait le voir plus
rapidement en remarquant qu’elles entrent dans le cadre des transformations étu-

.diées au chapisre II.
Revenons maintenant & ces transformations, et considérons un systéme d’inté-

grales

X =X(x,Y¥,2), Y =Y(x,y,2), Z=12(x,y,2)

de I'un de ces systémes (‘).
Soient

X(x,y,2) =ua, Y(x,y,2) =8, Z(x,y,2) =¥

ol «, B, v sont des constantes arbitraires, les équations des trois familles de sur-
faces. Les notions de contact étant évidemment conservées, les équations des plans

tangents respectifs en un méme point M,(z,, ¥,, z,) sont

X
dx

)Y

Y Y
o (90—990)'*'?(}’—3’0) +5yE—z)=o0,

X X
(w—m»)-!_v(y_yo) +.Tzh(z—zo) =0,

)Z
dr

Y/ \V/
(w—wo>+—b7(y—yo) +3_Z<Z_zo):o'

Les arétes du triédre formé par ces trois plans ont respectivement comme coeffi-

.cients directeurs

Nz Wau_ 220X M X _ X Y XY
dy 2z 2y dy 22 ez oy | Wyl oy
Wz, 20X X, )XY XY,
dz @ dx dz z dw. ox oz 0z . x oz
W Y X X, X Y XY,
wy ww o C\wy T yw S \wy yw O

Si nous posons

X\ X X XN X X AX\* X X
(@R =) RE ()

dy 2z dy 2z 2zZ/) T

() Dans ce qui suit nous n’utiliserons que les systtmes 8, et S, afin de rester dans le
~domaine réel.
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nous en déduisons dans le cas du systéme (S,) que les paramétres directeurs peu-
vent encore s’écrire

&, z, 4,
gy, 2

z, Y, 3

et dans le cas du systéme S, le méme résullat avec échange des deux derniéres
colonnes (*).

Cela prouve avec les conventions du n° 52 que le triédre considéré est un triédre
d’Appell. On dira que les familles de surfaces envisagées forment un systéme iriple
orthogonal au sens d’Appell.

Ces familles de surfaces jouent donc ici le méme réle que les systémes de cour-
bes isothermes dans I’étude du Laplacien & deux dimensions.

Une famille de surfaces triple orthogonale au sens d’Appell, particulidérement.
simple, sera celle définie par les équations
e=a, 6=20b, g =c,

3

ou ¢ est la fonction module, § et ¢ les deux fonctions arguments.
Considérons eucore trois familles de surfaces d’équations

f‘(x,y,z):a, fz(x’y’z):b’ fa(x?ylz):C’
formant un systéme triple orthogonal, et soient
x=1,(a,b,c), y = ¢,(a, b,¢), z=yg/(a,b,c),

les équations résolues par rapport & x. D’aprés un résultat énoncé par Appell [1}
les deux systémes de familles de surfaces définies par les groupes d’équations

%(xv Y 7)=ua, :?a(fl"’ y, 2 =28, ?3(.1‘, Y, =1,

JE—— v " _— ' o —_— !
IACRE R DL FACRERERESS fio 9090 =7,

constituent encore des systémes triples orthogonaux.

(*) Nous aurions des résultats analogues avec les autres systémes (S), mais nous ver-
rions apparaitre les coefficients 1, j, j° (ce qui ne changerait du reste pas les résultats au
point de vue orthogonalité au sens d’Appell, les relations d’orthogonalité étant encore
vérifiées).
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55. Nous venons de voir que si X(x, y, 2), Y(x, y, 2), Z(a, y, z) vérifient un

systéme (S), les trois familles de surfaces d’équations

(69) X(x,y,2) = o, Y(x,y,2) =8, Z(x,y,2) =

constituent un systéme triple orthogonal au sens d’Appell. Cherchons réciproque-
ment les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que les équations (69) défi-

nissent un systéme triple orthogonal au sens d’Appell.
D’aprés ce que nous avons vu au n° 54 nous sommes amenés & écrire avec les

notations du n° 54 un systéme de relations tel que

a=>xc". gb':pc",
b=1ad", ¢ =pa,
¢c=2xb". ?a’:p.b”.

ot A et p sont deux fonctions arbitraires(*).
Si 'on remarque que les dérivées de X, Y, Z, par rapport & x, y, z sont tout

simplement les mineurs du tableau

CYI all) ,

ab"y.

a a a
bl b”
¢ c ¢’
X,Y, Z .
au coefficient d = %,—y—z_)) == o prés, on trouve
), Y i Y/
d iz =bvcﬂ___clb”:P.(Cllz_allbll)’ dax :bll(,__cﬂb___)\(bm__cllaﬂ), db—a?:bC’—Cb’:k}L(a“—b”C”),
X Y 0Z
'd__: ! ”___ ’ II= ”S__b" ”, d____: " _— ”C:'\\ c”i_ ”b”’ p— L cV:‘ b!l!___
Y cad"—adc w(a c") Yy c'a—a PN ( a"b") 5 ca'—a A (
Y YA
ad%)-(—-:a'b”——b’a”:p,(b”’—c"a"), d——=a"b—b'a=xa"—0b"c"), d \: =ab —ba = (" —
(A . A

X, Y, Z vérifient donc le systéme d’équations aux dérivées partielles

X oY WY/
A =u = —,
o Py oz
X Y oZ
(8") e = e = —
3z - X dy
L oX Y Z
A =K = —,
dy oz dr

(*) On peut toujours supposer a”, b”, ¢" différents a la fois de zéro.
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Systéme déduit de S, par multiplication des deux premiéres colonnes par les
facteurs A, w(").

En considérant l'autre hypothése de proportionnalité des a, b, ¢, d', ¥, ¢,
a’, 8", ¢" nous trouverions de méme un systéme analogue 4 (8,)- En ne se restrei--
gnant plus au seul domaine réel nous verrions apparaitre des systémes analogues a
(8,), (8y), (8,). (S,), Appelons systémes (S") ces systémes nous pouvons énoncer :

Pour que les équations (69) définissent un systéme triple orthogonal au sens
d’Appell il faut et il suffit que les fonctions X(x,y, z), Y(x, y, 2), Z(x, Y, z) véri-
Jient un systéme (S'). Dans le cas ou le systéme (S') se réduil & un systéme (S), on a
de plus un systéme isotherme de surfaces.

On peut du reste montrer que par un changement convenable de fonctions

% = B(X), Y = Y(), >=2(),

un systéme (8") peut se transformer en systéme (S). 11 nous suffira pour cela de
montrer que la nouvelle fonction % peut étre choisie de fagon & vérifier le sys-
téme (2). ‘

Exprimons d’abord que le systéme (S",) est compatible; il nous suffira d’écrire
que les équations

%dw+%dy+ i:dz:o,

gid +%;—Zy-dy+ ‘;Z dz = o,
ou, ce qui revient au méme, les équations

%&dx%-%d + :Xdz=o,

3Xd +%§- y+§—xdz=o,

sont complétement intégrables. Nous voyons que X vérifie le systéme d’équations.
aux dérivées partielles

). d X
XD~X+ XDxX—}———XDX:O,
e ¢ dy oz Y
(70) j X X 2X
D X + D X 4 D,X — 0.
dr ¥ dy F 4

(*) Pour plus de symétrie on pourrait prendre les coefficients %, u, v pour chacune des.
trois colonnes.



183

SUR L’EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT.

Exprimons maintenant que % (X) vérifie le systéme (X), nous avons, en posant

X\ X X L
ax:<\>—\ =X =X X,

(D, (B) =B"D,X +X'3,X=o,
‘D, (%) =¥"D,X+&®'3,X=o,
(D, (%) =&"D.X + X3 X =0,

ou

D,Xx DX DX ®'(X)
5,X  5,X  5.X X))

D’aprés les équations aux dérivées partielles vérifiées par X nous savons que les

trois premiers rapports sont égaux; soit A leur valeur commune, il nous suffira de

montrer que A ne dépend que de X.
Prenons comme expression de A :

Sx.p,x  So,x
Sx,:.X B Sa.x .

d . d . o
— S X,D,X=—NX,D,X=0, nous pouvons écrire
Y

En remarquant que
quant que 3 3z

az

d . J . J , o . v o
A 3 SNDX+ - SXDX+ - SX,DX 3 SDX (X2, X +X,,5,X + X,.2.X]

o Qx,3,X [S xl.aq:X] Ss,x

X,A,X +D_XD,X—D,XD,X +3A(3,XD,X —3,XD,X)

Sx,3,X

X,A,X + 2A%(3,X) — (3,X) (3,X)] AX i
— K y = e — -+ 2A*® )&x .
Sx,3,.X S x.5.x

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV. YA
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. A A .
En recommencant le méme calcul pour > {rouverions que
A A A X
T ¥ — % g Al 3
X, X 2

Nous avons donc

DA, X) DA, X) _ DAX)
D(y.z) = D(w® D@y

et A ne dépend bien que de la seule fonction X ce qui démontre la proposition
que nous avions en vue.

56. L’introduction des triédres d’Appell va pouvoir encore nous donner une

interprétation géométrique simple de I'équation de M. P. Humbert, interprétation
A rapprocher de celle du Laplacien & deux dimensions

Considérons d’abord le syst¢éme (Z), on peut l'écrire
d 2 AEAN 8] Yy /U
D.U=% (Dx>— y( > @ <8w>_bz<3y\_0’
- 0 AU\ d N ( 0 /U
(E> U=\ < 2y >_Dm<32>_0"
. (W 2 /2 Y /U
D‘L‘“az(s ) m( ?(n)"‘a?(aa@)*

-
Si nous appelons encore tourbillon d'un vecteur V (X, Y, Z) le vecteur de com-

I

posantes

. Y Xz Y X
T Yy T T % o Dy’
et que nous posions
U U au
= —_ —, YA s
) Y= Y= Ay
le systéme (I) s’écrira
D,U=¢{=0o,
(72) DyU =EL=o,
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Si nous posons aun contraire

YU U U
—_ = 7 = —
(73) X Y 3

le systéme (X) s’écrira

SDIU_——n_o,
(74) {DU=—"{=o0,
(DZU—--—-EZO

Appelons rofation orthogonale d’Appell I'opération consistant & transformer un

vecteur ~\7 en un vecteur de méme longueur mais porté par une de ses perpendicu-
laires d’Appell (cf. n° 51).

Les vecteurs définis par les composantes (71) ou (73) sont déduits du gradient
U U U
Ty
expriment que les tourbillons des nouveaux vecteurs sont encore nuls, on peut donc

par une rotation orthogonale d’Appell. Les équations (72) et (74)

énoncer :

TutorkME : Le systéme (T) exprime que le champ de vecleur oblenu & partir du
champ de gradient de la fonction U en effectuant une rotation orthogonale d’ Appell
est encore un champ de gradient. '

Prenons maintenant I'équation de M. P. Humbert; elle s’écrit ainsi que nous
I'avons déja vu

d d , d .
(15) A U=Q(DJU)““‘D‘),'(D;,U)"*—T(DZU):O-

s z

On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteurs (D_U, b,U, D,U)
est nulle, c’est-d-dire que ce champ de vecteurs est un champ de tourbillon. Mais en
utilisant les calculs (72) et (74) on sait que le champ de vecteurs (D, U, b,U D, U)
est un champ de tourbillon lui-méme, on peut donc énoncer :

TntorkmEe : L'équation de M. P. Humbert exprime que le champ de lourbillon du
champ de vecleurs obtenu en effectuant une rotation orthogonale d Appell sur le
champ de gradient de la fonction U, reste encore un champ de tourbillon lorsquwon
effectue sur lui une rotation orthogonale & Appell.

B7. Regardons un instant notre espace avec un ceil euclidien. Comme nous
lavons vu au n° 45, les surfaces 6 4 ¢ =c" et 9 — ¢ =c* sont respecti-
vement des cones de révolution ayant leur sommet 3 lorigine et d’axe commun
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0{(x =y = 2) et des demis-plans issus de cet axe. Quant aux triédres d’Appell ils
ont leurs ar8tes également inclinées sur cet axe, et ils sont équifaciaux.

La forme analytique que nous avons donnée 4 ces triédres est plus maniable que
celle que l'on aurait dans l'espace euclidien. A un probléme euclidien sur ces
triédres il y a donc avantage & substituer un nouveau probleme dans notre espace,
dont nous interpréterons ensuite la solution.

Nous allons inversement utiliser I'espace euclidien pour rechercher les relations
existant entre les arguments 0, v de deux directions orthogonales au sens d’Appell.
Soient les deux droites correspondant aux valeurs 8, o et ', ¢’; en utilisant les
relations (53) et (54) on trouve, les déterminations des arguments étant convena-
blement choisies

b+o=0 429,
hem .
h—o =10 —0¢ 4+ —, ==t
3V/3
d’ou V'on tire
' 2:s 7T ' 27T
b—0 = P —y =—

Comme vérification on trouve en utilisant la premiére formule (55)

227
PO—8, g — o) =P'—6, s —g) == | 1+ 2008 | =0.

II. — Un essai de théorie des courbes et des surfaces.

58. En géométrie euclidienne plane la normale en un point d'une courbe est la
polaire de la tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point de
contact. On est tout de-suite amené & faire ici quelque chose d’analogue avec les
surfaces en remplacant les deux droites isotropes par les trois plans, jouant le role
de plans isotropes, que nous avons rencontrés au n° 47.

Soit la surface d’équation

Sy, 2) = o,

et un point x,, y,. z, de cette surface, point que nous choisissons comme origine
des coordonnées.
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L’équation du plan tangent est
Xf + S, + 2 =o,
-et celle de I'ensemble des trois plans isotropes
XN+Y+722—3XYZ=o.
Passons en coordonnées tangentielles. Le plan tangent a pour coordonnées

uo:./.,aro’ vozf,yo’ u)o_—-_-f’zo’ "0:‘0’

-et le cone décomposé en trois plans a pour équation tangentielle (*)

;

3lta+v’+w“—3uvw:o,

r=—a~ao.

La premiére polaire du plan tangent par rapport au cbéne décomposé aura

comme équations tangentielles

g u, (W —vw) + v, (v* —wu) + w (W —uav) =o,
Fr—o0;

‘en revenant aux coordonnées ponctuelles on a le cone d’équation

(75) (ug—bv,w) X" 4 (v; — hw,u,) Y + (w, — 4uw,) 27 *
—a(ew) +v,w)YZ—2(2v, + wu)ZX —2(2w? + u,v,) XY =o.

La deuxiéme polaire du plan tangent par rapport au coéne décomposé a pour
-équations tangentielles

2 2 2
(g —v,w) v+ W, —wu) v+ (W —uv)w=o,
r=2o
c’est donc la droite, issue du point considéré x,, v,, =

ayant pour paramétres

0°

directeurs

o

6 (L) =S ()L (S S

(*) Dans les divers calculs nous avons utilisé I'identité (30). Remarquons aussi que les
notations u, v, w utilisées ici n’ont rien & voir avec celles des deux premiers chapitres.
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59. Lorsque la fonction f(x,y, z) est une intégrale du systéme (L) on peut
Yincorporer dans une famille de surfaces formant avec deux autres familles un sys-
téme triple orthogonal au sens d’Appell. La droite définie par les paramétres (76)
est, d'aprés ce que nous avons vu au n° 54, U'intersection des plans tangents en
(x,, ¥,» 2,) aux deux autres surfaces passant par ce point.

Dans tous les cas le plan tangent 4 une surface, a une équation vérifiant le
systéme (X), on peut donc toujours I'incorporer dans un systéme triple ortho-
gonal; la droite considérée est alors I'intersection des deux autres plans passant par
le point commun. D’aprés ce que nous avons vu au n° 54, ces trois plans déter-
minent un triedre d’Appell.

Finalement étant donné un plan et un point de ce plan on peut toujours (et cela
d’une fagon unique) le prendre comme face d’un triédre d’Appell ayant ce point
pour sommet; la troisiéme aréte (non contenue dans le plan) de ce triédre est la
droite définie par les paramétres directeurs (76). _

Dérivition : Les droites dont les paramétres directeurs sont donnés par les
expressions (76) ot f(x,y, z) = o est l'équation d’un plan, sont diles normales
d’Appell au plan au point d’intersection. Ces droites sont encore normales d’Appell
a toutes les surfaces tangentes au plan au point considéré.

Réciproquement étant donnés une droite et un point de cette droite, il passe par
ce point deux perpendiculaires au sens d’Appell A la droite considérée; ces deux
droites déterminent le plan normal d’Appell en ce point a la droite donnée.

Ceci nous améne a nous poser le probléme suivant :

ProBLEME : Quel est au sommet d'un faisceau plan de droites, I'enveloppe des
plans normaux d’Appell a toutes ces droites?

La théorie des formes polaires nous en donne la solution immédiate, cette enve-
loppe est la premiére polaire (75) du plan des droites par rapport au cone isotrope
ayant méme sommet que le faisceau.

60. Comme application de ce qui précéde, cherchons ce qui pourra jouer le role
de 'équation normale d’un plan.
Considérons la droite issue de I'origine d’équations

x=P(0,9), y=10Q( 9), z=¢R(, 9),

ol 6 et ¢ sont deux constantes, ¢ la distance a I'origine du point courant. L’équa-
tion du plan normal d’Appell issu du point x,, y,, 2z, situé & la distance d de
Torigine sera

(& —x,) [P*(0, 9) — Q(0, &) R(0, 9)] + (y — ¥,) [Q*(8, 9) — R (6, 2) P(0, ¢)]
+ (2 —2) [R* (6, 9) — P(5,9) Q(6, ¢)] = o,
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c’est-a-dire

(@ —a) P(—6, —3) + (¥ —y)R(—=0, —9) + (2 —2)Q(—0, — ) =0,

-ou encore

(77) xP(—0, —3) + yR(—0, —9) +2Q(—0, —9) =d.

On démontrerait de plus trés aisément que la plus courte distance (minimum
«de ¢) de l'origine au plan est justement la longueur 4.

61. Faisons maintenant une étude succincte de la surface
(78) +y +27—3xyz =g

.4 laquelle nous donnerons le nom de sphére d’Appell (*).
On peut, ainsi que 1'a fait Appell [1], la représenter paramétriquement par les
formules

(78 x =, P(5,¢), y =1p9,Q0, 9), z=7¢,R(.9).

La normale & la surface au point (x,,y,,z,) a p our paramétres directeurs
-d’aprés le paragraphe précédent

(IL"; _yozo)e_(yi _zomo) (zi—xoyJ - xopa’
(3’3 - Zo'ro)!_ (33—5’303’.) (xz— yozo) =Y, ?3’

(zz ——moyo)a—(w:—yo ZO) (yz - zoa:o) - 20?3 ’

-elle est donc confondue avec le rayon vecteur.

Le plan tangent au point (,, ©,) aura comme équation

0

(77" ZP(—0, — ) + yR(—90, —¢) + 2Q(—90, —9) = p,.

Prenons maintenant un point M(x,, v,, z,) extérieur & la surface et considérons
une sécante variable issue de ce point

=, + ai,
y =y, + bk, @+ b6 +c—3abe=1).

z =12, 4+ ck,

() Cette surface qui apparait dans diverses théories porte de ce fait des noms diffé-
' .rents, on l'appelle aussi sphére affine, hyperboloide cubique...
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L’équation aux A des points d’intersection de la sécante et de la surface est

(@, + @0 + (3, + 00 + (2, + €A —3(@, + an) (y, + b)) (2, + ) — 2
=a;+y,+ 2 —=3xy,2, —ob +i[... ]+ [...] + ¥ =0o0.

Le produit des trois racines x, A %, s’écrit donc
- vy .5 s
(/9) )‘s,‘e" =P Po>

ou o, est la distance OM. On appellera ce produit puissance du point par rapport

a la surface. Le lieu des surfaces d’égale puissance sont des sphéres d’Appell con-
centriques.

62. Cette surface peut encore servir a définir une transformation, étudiée par
M. D. V. Jonesco [44], analogue & I'inversion dans le plan.

Au point M(x, y, z), faisons correspondre le point w(Z, 7, {) défini par les
relations

(80) N, NN S i

B—yz  yY—zx ZF—axy Ly +22—3xyz’

On montre facilement que ’on a les relations

3 3 3 v ka
(81) E +'A +C_3~.’l%_xa+ys+za_3xyz’
x y z k
8 - = 4 == 3 3 4 ’
(82) F—nl =55 C—Ey A0t + 0 —3E0L

ce qui montre les roles réciproques joués par les points M et u; on trouve du reste
les relations 4

(83) : 3+ yn+2i=k,
(84) (@ —y) =)+ —22) (0" — (D + (@ —xy) (C—Eq) =K.

Remarquons aussi que les droites OM, Ou sont dans un méme plan avec I'axe
r—=y=z2z.

Si nous utilisons les variables u, v, w du chapitre 1 la transformation s’écrit,
ainsi que nous l'avons vu au n° 9

' = wr' =ovw' =3,

elle fait partie des transformations étudiées au chapitre II.
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Exprimons maintenant la transformation au moyen des coordonnées p, 6, v. Le

point

x =P ¢), y=1:Q0, %), z=¢R(, 9),

se transforme en

k ! k
{=—P(—8, —9), 7):'{_3(—6’—?‘)’ {=—=Q(—8, —9g),
? ? P
Cest-a-dire encore
k k k
f=oPoe =0, a=_Qn=, (= Ry o).
Les équations de la transformation, peuvent donc s'écrire
k
(85) P=—, 0=—g, b =—09,
c

ce qui montre clairement que la transformation échange les surfaces concentriques
p = c¢* sauf une qui est laissée invariante; sur cette derniére surface les courbes
6 =c", 9 =c* (qui sont des asymptotiques ainsi que I'a montré Appell [1])

[y

s’échangent. Sur cette surface la transformation revient du reste 4 une sorte de

symétrie par rapport a la courbe d’équation
il +9=o0.
63. Disons maintenant un mot des courbes gauches. Considérons une courbe

gauche donnée par les expressions des coordonnées du point courant en fonction de

I’abscisse curviligne
(86) x = x(s), y =y(s), z=z(s);
les cosinus directeurs de la langente seront (*)

_dx dy dz ,
37 =g =T B_Es———y (=g =%

avec

as + ‘33 + Ys

JuBy=1.

(*) Nous utilisons ainsi lasphére d'Appell comme indicatrice; nous avons donc ici une
mesure de I'angle élémentaire au moyen d’arc élémentaire de 'indicatrice de rayon unité.

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV. 25
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Le plan normal d’Appell aura pour équation
88 (@"—=yH)X—a)+('—22) Y=y + (" —2'y)(Z—2)=o.

Pour le plan osculateur, comme la théorie du contact est encore valable, son
équation est ’

B9 =y X—z)+ (" —=2"2) (Y —y) + @y —a"y) (Z—z)=o.

L’intersection des deux plans sera la droite de coefficients directeurs (*)

on l'appellera normale principale & la courbe.

Si «, ', y' sont les cosinus directeurs de cette normale, on aura d’aprés ce qui
précéde les formules de Frenet (%)

da o d3 g’ dy

A - Y'
(90) “(E——_ﬁ—v ds—l{’ ds-——R,
avec
I
(91) ? = " + y"“ L - 317"y"z” )

Si nous considérons maintenant la courbe comme trajectoire d’un certain mou-
vement d’équations

(92) x=x(l), y=y®, z=1z(l)

on aura en posant

y — ds
Todt’
(93) x' = av, v = B, 7' =yv,
2 2 di 2 d
(94) x"za'v—+aiv—, Y= =y oy
R dt ¢ "R dt R dt

Iaccélération T' peut donc ici encore étre considérée comme résultant d’une accélé-

Ul

d .
ration tangentielle I, = Tilt)— et d'une accélération normale 1", = — .

(*) Nous avons utilisé les deux identités
¥4+ Y+ 232y =1,
"zt —y') + ¥y (yr—2'a) + 2" —2a'y') =o.

(2) Nous pourrions étudier aussi la variation du plan osculateur afin d’introduire quelque
chose d’analogue a la torsion, mais les calculs sont rapidement inextricables.
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64. Comme exemple de courbe, prenons une courbe 6 =6, sur une surface

p = p,. On a les équations paramétriques

(95) 2 =0P0,9). y=2aQ0,9), z=pR0,9)
on en déduit

(96) «=Q(b,. ), b= R(,, ), 1=P(0,,9)

car

ds = ¢,dy.
L’équation du plan normal sera
R(—0,, —¢) X—2) + Q(— 0, — ) (Y =) + P(—=6,, —¢) (Z—2) =0
ou en remplacant x, y, z par leurs valeurs
(975 R(—=90, —9)X +Q(—6,, —9) Y + P(—0,, —9)Z=0

ce plan passe donc par l'origine.
La normale principale a pour cosinus directeurs

(98) o = R(eo’ ‘P), ﬁ,:P(eoy :'P)’ Y""Q(ew?)

d’aprés ce que nous avons vu au n° 54, cette normale est donc orthogonale au sens
d’Appell au rayon vecteur, ce qui montre que le plan osculateur 4 la courbe est le
plan tangent & la surface ¢ = ¢,. Les courbes § — 6, sont donc (tout comme dans
Pespace euclidien & trois dimensions) des lignes asymptotiques de la surface p = p,.
Pour le rayon de courbure on voit facilement qu’il 'est constamment égal & 5 . Les
mémes propriétés appartiennent évidemment aux courbes ¢ = o,.

65. Revenons encore & la sphére d’Appell sur laquelle se trouve tracé le réseau
des courbes 6 =c', ¢ =c*. D’aprés ce que nous avons va au n° 54, ce réseau
de courbes est un réseau orthogonal (puisque les familles de surfaces ¢ —a, 6 =,
¢ = ¢ forment un systéme triple orthogonal®.

La distance de deux points infiniment voisins est.donnée par la formule

(99) ' ds = V3 (d6 + dy*),

ainsi qu'on le voit en faisant p = p, dans la formule (34). On voit facilement que
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la distance géodésique entre deux points distincts M, (6, 9,), M,(8,, ©,) est donnée de
méme par la formule

VN 3
(100) MM, = 6,V (5,— )" + (5, —2,)°.

Mais si lon considére de méme le plan 2Oy d'un triédre d’Appell (tout plan
peut répondre & la question) la distance de deux points infiniment voisins est
donnée par '

(101) ds:\ﬁw3+dy“,

et 'on a pour deux points distincts M, (x,, y,), M,(x,. y,)

(102) MM, =V(z, — )+, —y)- .

On peut donc établir une correspondance ponctuelle entre la sphére d’Appell et
un plan. Prenons par exemple

(103) x=¢

les mesures de longueur sur le plan et sur la surface seront les mémes. ]

Considérons maintenant deux courbes de la surface et leur représentation plane
et cherchons si I'angle d’Appell de ces deux courbes est le méme que celui de leurs
représentations. Nous pouvons sans nuire & la généralité supposer ces courbes issues
du point 6 = ¢ = o, leurs équations seront alors

(104) 6 =12y, 6= upo,

[y

et Pon aura d’aprés (12) et (78') sur I'une et I'autre courbes

de = QR + Q) dy, SSwI(uRvLQ)‘G%
(105) dy = (P 4+ R)dy, 8y = («P + R)30,
dz =(\Q + P)dg. 2322(9Q+P)3<F-

et les expressions (62) sont respectivement égales a

1+ aut 14 A

\3/1 +)\a \a/(l +P‘3)ﬁ’ \3/(]_‘_)\3): ‘3/1_{_“3.

(106)
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Pour la représentation plane on aura

et le calcul des expressions (62) redoane les expressions (106).
On exprimera cette conservation des distances et des angles en énoncant :
TukorimE : La sphére d’ Appell est applicable sur tout plan de Uespace.
On déduit de cela sans calcul que les géodésiques de la surface sont les courbes
d’équation

(107) af b9+ c=o.

ou a, b, ¢ sont des constantes arbitraires.

REMARQUE : Ajoutons que si nous prenions comme élément d’aire 'expression
.ds définie au n° 27, la transformation définie par (103) établit une correspondance
A aires égales entre le plan et la sphére d’Appell.

III. — Comparaison avec l'espace de Finsler-Cartan.

66. Dans les différents paragraphes qui précédent nous avons cherché a généra-
liser la géométrie euclidienne plane en substituant & l'expression ordinaire de la
distance de deux points infiniment voisins la nouvelle expression

(108) ds = \3/¢iat:3 +dy* + d2* — 3dxdydz.

De nombreux essais de généralisalions ont déja été tentés par d’autres auteurs
parmi lesquels nous citerons MM. P. Finsler, L. Berwald... Je voudrais dans les
lignes qui vont suivre voir en quoi le point de vue Finslérien tel que l'entend
M. E. Cartan (*) différe du point de vue que j’ai considéré.

Remarquons tout d’abord que les notions de normales coincident; en effet la
-sphére d’Appell est extrémale 4 la gerbe de droites issues de l'origine lorsque 'on
prend comme ds l'expression (108), la normale de Finsler & la sphére d’Appell est
-donc encore le rayon vecteur. On en déduit évidemment que la direction de la nor-
male est la méme pour toute surface dans les deux espaces.

(*) Sur les espaces de Finsler (Comptes Rendus, 196, 1933, p. 584).
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67. Etudions la sphére d’Appell o =1 au sens Finslérien, nous aurons(') en:
coordonnées ¢, 0, ¢

(109) P =+ 6 + ¢ —3¢p0g,
avec sur la surface (*)

P:P:]’

=3
fl
-6 -
I
=}

Nous tirons de (10g) les relations

@)L,y = ¢"— Mg,
(110) (494, = *6"— o*¢

(@) 45 = s"¢* — p*pb.

En utilisant I'indice zéro pour représenter les valeurs prises sur la sphére
d’Appell, nous aurons

(%)o:(ﬁ‘?l)o: T, (3853)(::(%53)0:0‘

Nous aurons ensuite en dérivant convenablement les relations (110)

(ﬁg)ggg;l;x + 2&8(&;:? == 2;’;, ( (i)zif;a;fl + 2£€«(£;9%§3 - f’zf;»
(0500 + 24(80)" = 2%, (O %50+ 2983050 = — 0,
(ig)gﬁfg.%;ii + 2‘59(&1;3)2 — 2{433‘;, (if)giil;ﬂ + 2%?2;1.&5;2 = — Pﬂﬁ;y

d’on
(ﬁg;z;S)n: -1, (i;l;l)oz (ﬁf;n;z)oz (1;3;3)0—_— (2;3;1)0: (ﬁg;x;z)q = 0.

Sur la sphére d’Appell la forme angulaire sera donc donnée par

\Y oy gt | o P dbde — o
[L zi;z;‘jdﬁ d-E—JO—— (&f) (iﬂ;v{)oded’:’”"—2d0d9'
[
. . IF oF
(*) Nous utilisons les notations de la note citée; par exemple F;, =— —, F;2 = e
[ ¢
OF
F.3= ‘_ .
d¢

(*) Les mesures sont rapportées au repére naturel mobile en coordonnées o, 0, ¢ 'é1é-
ment d’appui étant dirigé suivant le rayon vecteur.
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Comme sur la sphére d’Appell ¢ =1, les do, d{o sont égaux aux db, d¢(*), nous
voyons ainsi que notre notion d’angle est profondément différente de celle de
Finsler-Cartan puisque I'une revient a considérer d9’ + d%° et 'autre db6dg.

Cette différence de théorie apparait & nouveau si 'on étudie la géométrie intrin-
seque de la sphére d’Appell.

Comme
1 (Y ,
gy =220 g+ 49

2 dxtax!

-on trouve facilement que
) =1, () = — 13 (9ede = (95)s == (93,)s = (9,)s = ©
d’ou
ds* = —adbds.

Au point de vue Finsler-Cartan la géométrie intrinséque de la sphére d’Appell
est celle du plan euclidien; & notre point de vue c’est la géoméirie plane de notre
.espace (*).

68. Calculons maintenant la seconde forme fondamentale de la sphére d’Appell.
Nous pouvons trés simplemeut montrer, ainsi que nous I'a signalé M. E. Cartan,
-que cette seconde forme est égale au signe prés au ds*. Pour cela utilisons les
variables u, v, w, on a alors

9 = uovw,

d’ot l'on déduit facilement que tous les I';, sont nuls, ce qui nous améne &
-calculer

— E dl du’,

avec

(*) Ici les mesures se rapportent a un repére fixe.

(*) On peut encore faire apparaitre la différence entre les deux notions d’angle en uti-
lisant la remarque suivante que m’a communiquée M. E. Cartan. Si trois droites issues de
lorigine constituent un triedre d’Appell, deux quelconques d’entre elles sont paralléles
aux tangentes aux courbes 0 = ct*, ¢ = c** passant par le point d’intersection de la troi-
“siétme et d’une sphére d’Appell ayant son centre & l'origine. Au point de vue Finslérien
ceci exprime que lorsque 'on fait les mesures en prenant I'une des droites comme droite
.d’appui, les deux autres sont orthogonales avec la premiére et isotropes.
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Mais le long de la sphére d’Appell nous avons
=1, du = du, “dv = dv, dw = dw;

Texpression cherchée s’écrit donc

— [3 Qi) duiduf] ,

et elle est égale au signe prés [({), = 1] 4 la forme angulaire, c’est-a-dire encore
au ds®.

On déduit de ce résultat que les lignes asymptotiques sont les courbes 6 = ct,
¢ = c* (comme & notre point de vue). Les lignes de courbure sont indéterminées,
les rayons de courbure principaux sont égaux a I'unité (le centre de courbure est ici
Iorigine).




CHAPITRE 1V

Sur de nouvelles familles de polynémes.

1. — Généralisation des polyndomes de Legendre et Gegenbauer.

69. On connait le réle important joué en analyse par I'expression
(111) (1 —he®y(1 —he™) =1 —2hcos§ + A,

M. P. Humbert et moi-méme avons eu I'idée de généraliser cette expression en

considérant le produit

(112) (1 —he"™™ (1 ——he’e"bjg*)(l —he”"*”)

=1 —3hP(0,5) + 3RP(—0, —g) — &°.

J'ai enfin considéré aussi le produit plus compliqué

(113) (1 —he® —ke?) (1 — he”® — ke’ %) (1 — he'* — ke?)
=1—3hP(6,0) —3kP(0, 9)
+ 31*P(—6,0) + 3hKE[3P(5, 0) P(0, 9) — P(8, ¢)] + 3K*P(0, — g)
— B — 3R kP(—0,0) — 3RIP(H, — ¢) —k° .

Nous allons dans ce chapitre passer en revue un certain nombre de propriétés
des expressions (112) et (113) généralisant celles classiques de I'expression (111).

70. On sait que le logarithme de 'expression (111) est la fonction génératrice
de cos nb

. . 2 B
(114). —log(1—2h0056+h’):ZTcosn0.

n

Généralisant ce résultat M. P. Humbert a montré [41] que
. o1 3A"
(115)  —log[t —3hP(8, ) + 3 P(—6, — o) — ') = )\ ——P(n0, ng).

F. des Sc., 3° série, t. XXV, 26
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Jai moi-méme complété ce résultat en montrant [20] que le logarithme de I'ex-
pression (113) est fonction génératrice pour P(m6, ng) et donne lieu a I'identité

"(116) —log {1 —3hP(5,0) —3kP(0, —g) _
+ 3K*P(—8,0) + 3hKk[3P(5, 0) P(o, 4)] — P (6, 9)] + 3k*P(0, — 3)
— B —3h*kP(— 0, 5) — 3hE*P(0, — ) — k*}

:ZE 3 C'  h"K"P(mb, ng).

m-+n m

71. Considérons maintenant la fonction génératrice
(117) [t —3ha 4+ 3Ry — A
qui généralise celle de Legendre et Gegenbauer et qui admet comme cas particulier

celles qu’ont étudiées MM. Pincherle, P. Humbert et Bevan Baker (46, 31, 3].
Posons

(118) V=[1 —3ha +3ky — k')~ = I I"C’ (x, ).

n

On en déduit immédiatement les identités

Y ‘ .

(119) (1—3}190+3hzy—-h)-b—h—=3v(oc—2hy+h)v,

v OV

(120) hﬁ_(x—zhy+h) R
oV AV
R —(x—ah n oY
(121) h " (x—2hy + R %

' V.V
(122) h<—+ = °

En identifiant les coefficients de k" on trouve

(123) (n+ I)C“+‘ —3(n+v)acC"l+3(n——x +2v)yC;_’——(n—2+3v)Cv =o,

n—2e

¢ G, G

v o _ n—i n—z2
(124) nCi=2— =y w
‘ ¢, G, G,
(125) —(n—1nC,_ ==z % —2y——ay—— Sy
e "
(126) 2Cns + Cr o

dx dy
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Ces diverses identités ont lieu entre polyndmes de méme indice v. Si on léve
cette restriction on peut écrire les identités de formes simples généralisant les iden-
tités classiques relatives aux polynémes de Gegenbauer (cf. WITTAKER AND WaTsoN :
A course of Modern Analysis, 4° éd., 1927, 1930). On peut écrire par exemple

i) O R S

on en déduit]les relations(*)

(128) C = vl NC‘ZT, _ ('v— 1) DVC?,J:,., — (T 1 D)\-:p.zv Cotoan -
Iyl oz 3! dy vl datoyt

(129) %=<—>—b—&‘—

En utilisant les relations (123), (124), (125) on peut obtenir de nouvelles iden-
tités; (124) par exemple s’écrit, en tenant compte des relations précédenles

(13(;) wC::_: —ayCt 4O — _n_ C =o.

n—z n—3 3y

Dérivons (123) par rapport & y(*) et tenons compte de la deuxiéme relation (127)

on a

¥ w41 v+1 v 1 Il—-'l+ %
(n+I)Cnt!—3(n+v).1:0:_—n+3(n—-l+2v)ndt3—-(n——2+3v)Cr:_A—_._..V—2-Cn__l=o

ou

(131) (fl + 2) C“"+1_3(n + 1+ v)mc:;: + 3(11 + 2V)yC:lt;—(ll-— 1+ 3v) C::;— n+4 2v c’

_— 0.
v n

ce qui donne en remplacant C::; par sa valeur tirée de (130) et en divisant par (n + 2)

w1 w1 w1, n -+ 3v v
(132) G, —-gach_‘—knd_z———S—v——Cn:o,
ou encore
VX v11 R g - 3 v
(132") ¢ —azCT -}—yC+ --"——i—vc =o.
n—1 n—a2 n—3 3y n—i

(*) D’apres les notations classiques — log(1 —3hx + 3h*y — h®) = E h" C:(oc, ¥).

(*) En dérivant par rapport & z on trouverait les mémes identités.
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En éliminant C’:: entre (130) et (132') il vient

n

nC, (n—1 4+ 3v) -
, no_ v _ 3 v+1 _ 1
(133) 3= ( 3 )a:C_I a(y x)Cn_z-}—(I xy) Cn_s.

1

En éliminant Cig on a d’autre part

(30 @y—0Ch —apr—aycf Ly AT

n—a 3y " n 3v n—i

=o0.

On peut trouver bien d’autres relations: signalons encore celle qu’on obtient en
éliminant C;+' entre la relation suivante

(133). nCt = (n+34+3)xC T 6+ 1) (y — o) CH L3+ 1) (1 —ay) cr

et (132), et qui s’écrit
(184) 36+ 1) (1 —ay) €7 —6( + 1) (y — ) ¢

+@Bv—n+ :z)'ocC":L'l +nyC;:——MC” =o0

3v n
Remarquons aussi que 1'on peut tirer d’autres relations en dérivant par rapport

& x ou y; toutefois certaines d’entre elles se reproduisent & condition de changer le
nom des indices n et v, il en est ainsi par exemple de (132), (133), (133'),

72. Si nous posons maintenant C; = U(z, y), on peut chercher les équations
aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. Limitons-nous au second ordre;

en tenant compte des relations (127), les équations (130), (132), (134) et (134') don-
nent respectivement(*)

. »U »U U W
(39 . T TNy Ty =g =o,

®*U ?*U »*U ou
(136) W+2wbxay+y_b?+(n+l+gv) ay:O’

YUy U U

<137) (xy — I)_ng + 2(y —.’L‘) axﬂy —(n — I)yg_(n + 1 +3V)_a‘—y“ =0,
. »*U )

(138) a(x —y)—a;c?‘f'(*”y—‘)

3*U

dx dy

U YU 3
+(3V‘—'n+2)wﬁ‘—n}"—a?-—n(n+ V)U.

(*) L’absence du coefficient v pour I'équation (135) est tout A fait remarquable. Remar-
quons aussi que ces équations ne sont pas indépendantes, (137) par exemple est combi-
naison de (135) et (136).
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73. Ces derniéres équations ne sont évidemment valables que pour des poly-
ndémes dépendant effectivement de x et y. Nous sommes ainsi amenés a chercher

ce qui arrive dans le cas contraire pour C;(w, 0), C;(o, ¥).
«) Prenons d’abord le cas y = o. On a alors

(n + |)CZ+1—3(n+v)xC:‘—(n——z +3v)C,_ =o,

d d
T Gt g G

nC = - Cna

d’oui l'on tire en éliminant G

d

d v
ar -——2%3;0’1—(’1-{—3\4)(3"———0.

c,

1

Eliminons maintenant C::+x entre cette derniére équation et la suivante

v d . d
(€, =% G T G
il vient
&*C, dC’ , a&C
(139) 2 W-(’l—2—3v>w_@——n('l+3V)Cn+ I 0.
Mais on a aussi '
L
N d .,
(IAO) —&;[W—-2.’E%Cn_x—(n— I + SV) Cn———x]
a*C, eC dC
=g T — 4+ 1+ 3v) = O
: d C*'_I & C;__
en résolvant les équations (13g) et (140) par rapport & pra W_l et en écrivant

a? C:;—x d d . )
dr — dr <% Cn—x> ’

on trouve I'équation différentielle

3 (Y 2 AV

{141) (4x* + I)_d;cT +60@ +2v)x i

dc’

n

—Br*+3n(av+1)—@Bv+2)Bv+5H)]x e

—n(n+3v)(n+3v+3)C;:o,



204 J. DEVISME.

C’est aux notations prés (changement de & en — & et de % en —x) le résultat.
déja trouvé par M. P. Humbert [31]. Si nous posons u = — 4x* on est conduit &

(e

+§§—u[—£——"(’“+’)+ ; +2+§]

12 12 4 4 2

(142) u (1—11)
ac’

n
du

n/n v n v+ 1 v
+§<'6~+;><F+ ; )Cn__o,

équation hypergéométrique dont M. Bevan Baker [3] a déja donné I'intégrale générale

—n n v+1_1 2'_ s

(143) AaF,[ el s ER l;ac]
novy rn o ov+r1 o124 s
+BwF,:5 +3 ’6+_2—+:9;’€ +§,§,§,—4(D]
. —n 2 n v 2 n v+1 2 45 A
+Cw3F2[T+§’E+;+§1'€+ 5 +'§’§;§a_l‘x:|

) Supposons maintenant £ =o. On a

(n+ ')C;+x +3(n—1+2v)yC_ —(r—2+3vC

n—a — 0
) d d .

_(n~ 1 Cn—x - _2yd—ycn—x +71;Cn—a’

d’ot I'on tire en éliminant C:_
dC“ dC _ 3)C

dy —+—y ay —}—(n—r-l— v) _,=o,
ou

dc’ dc’

— I _ 3¢ =—o.
&y +y dy 4+ (n—2+3v) ney = O

Eliminons encore une fois C’_ il vient

&eC’ C_ dc;
d:+2y’ dﬂ ~+(n4146v)y -—((—1+3v)(n—1)C_ =o,
Y
mais
ac’ _ dc’ ,
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.en éliminant C;_l on trouve enfin

o ac’ dc’

3 . n 2 L L - _ _n
(144) Gy +1) e +6(3+2v)y e (Bn*—3n—10—30v+12nV)Yy iy

—|—n(n—3)(n+3v)C:‘:o.

Il est remarquable de constater que le changement de y en x et de n 4 3v en —n
~(C:‘ restant le méme), transforme U'équation (144) en l'équation (141).

On en déduit immédiatement intégrale générale de (144)

—-n —n

n I 2
«(145) A3F’|:-3_+v’—6—’ 6 +;,§,§,—4y

n 1 —n 1 —n 5 2 4 )
+By3F,|:§+v+—3-,—6—+§, —6-+6,§;§,—[&}’:|
O 3 —n 2 —n 745 s
+Cy3P’L—§+V+3, 6 +31_6 +6y 3y§) [iy

En faisant v — o on retrouve aux notations prés les résultats de M. P. Hum-
bert [37].

Remarquons pour terminer que les calculs qui précédent supposent n > 2; mais
les équations (142) (144) sont vérifiées aussi pour n = o et 1 comme on le voit faci-

lement.

74. On sait que lorsque l'on utilise les fonctions circulaires, les polynémes de
-Gegenbauer définis par le développement

(146) [1—ahcosd + A~ = Y, h"C.(5),

vérifient I'équation différentielle

d'U cos® dU

'(147) W+2Vmw+n(n+2v)bzo;

.on peut se demander s’il existe une équation aux dérivées partielles généralisant
. cette équation lorsque ’on considére le développement de la fonction

(148)  V=[1—3hP(, ) + 3R P(—0,—9)— K]~ = D I"C. (6, 9).
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On a immédiatement les relations

(149) (n + I)C;+l—3(n+v)PC;+3(n— 1 +2v)(P’——QB)C;_!—(n— 2+3v)C;_2=o,

‘ ‘ 2C oC 2C
(150) nRC +(n—1)(Q*—RP)C,_ =P 7o 2(P"—QR) oo Ty
¢ 2’c 2C
.y . 9 . _"__ z__ —n_l_ N2
(151) HQan*-('l-')(R —PQ)Cn_l._P P 2(P* —QR) P + Yo
¢’ 2C 2C, 2C,

n :_n el A— P — -

(152) Q57 +(R—PQ)—7= =R P + (Q*—RP) P

qui sont analogues aux relations (123) 4 (126).
Eliminons C, , entre(149) et (150) d’une part et entre (149) et (151) d’autre part,

il vient aprés avoir retranché membre & membre les relations obtenues

2C 2C’ 2C 2C
I:Q n+|_R \n+l:|_2P[Q—n_R n
(4] 20

o 29
a0, ag
+ (P*—QR)| Q 3% —R P —(n—r+3v)(Q‘——-R’)C;_x:o,

ou en tenant compte de (152)

2C, Yo} 2 "
st L= e —re T2 |- ar[ 0 v =

¢
(\C:l_l DC:I—I v
+@P*—QR)[ Q 5 R | (=143 Q' —R)C_ =o.
2C hY o)
En résolvant le systéme des équations (152), (153) par rapport 4 w" et © et
0 v
D’C;
en identifiant ensuite les deux expressions trouvées pour la dérivée seconde oo
- JdU O

on voit que G’ vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre; en
n—i

changeantn—1 en n, on trouve I'équation vérifiée par C; qui s’écrira en posant C.:l =U

»U *U U
(154) QW‘—R"S—O‘;:(Il%—SV)[Qﬁ—R\_
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Considérons a nouveau les équations (150) et (151) et éliminons C:l (mais non ses

dérivées) il vient compte tenu de (152) et aprés changement de n — 1 en n

2C’ A2CT
(155) n(Q“—R3)C”:(PQ’+BPQ—QQR’)\—"—'(PR’+QP’——QRQ’) w"
n v g ¢

2C G

Qo — R g

En résolvant le systtme formé par les équations (152) et (155) par rapport a
2C 2C »C

P — =% et en égalant les expressions trouvées four ——

07 o 200¢

on voit que la

fonction C:. vérifie 'équation aux dérivées partielles du second ordre(*)

, ¥U U . »U U
(156) (P\ —PQ)[E—,'——R—:\—G— :(Q _RP>[T6?—H :I

9P

Considérons maintenant a nouveau les relations (133) et (134) que nous écrivons
en tenant compte de (127)

v v

2C

e

2C

w Ty
2C; 2C

—a(y' —x) —.
Y Y

n—

(138") nC =(n—1+43v)xC _ —2y—x’)

(134" (n—1+3v)C _ =nyC + (1—uwxy) —

En effectuant le changement de variables

x =P, 9), y=P(—0,—y9)

d’ou
V.V Vo, V. v oV,
JO_DxR—Dy(Q——RP)’ aq;_TaEQ"Ty”(B—PQ)’
ces relations deviennent
‘ ‘ 2C aC
(133" nC =(n—1+3)PC_ +Q -4+ R ——,
n n—it AL] 29
R0 2C
(134") (n— 1 4 3v) C:'_l =n(P*—QR)C 4 (Q*—RP) : "+ (R*— PQ) \6" .
n (] ¢

(*) Les équations (154) et (156) correspondent respectivement a (136), (135). La compli-
cation du changement de variables x = P(0,¢), y = P(— 0, — ¢) fait qu’il est moins long
de recommencer a nouveau les calculs comme nous 'avons fait.

F. des Sc., 3° série, t. XXV. 27
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En éliminant C:‘_ entre (133") et (134") on trouve une troisiéme équation aux
dérivées partielles du second ordre vérifiée par C:,

(157) [1 —P(P*—QR)] [je‘f{? —n(n+ 3v) u]

»U ;U . >»U U
rare—pe [T —al e R —rn | -l
¢o bqa L

26
) U d
+ SVP[(R’—-PQ)—D- + (Q’—RP)—E =o0.
20 9

Des formules (155), (156), (157) on déduit facilement les relations

U R 2U . U

»U U 3v(R*—PQ) “0 U R DU]

(09) DU=—g—ry = —o—w | "%

rU U 3v(Q*'—-RP) [°_ U 2
(o) DU=~Zr =5y = —o—w  [Pw B a?il'

En formant la combinaison

d . N
DyU + — D, U—nvU,

20 Jo

on trouve I'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre cherchée (*)

*U U »U 3 . , . o
(61) EF+$F—3m+wMM{—®_ﬂJmR—4@ML—R@—4%ﬂMﬂ+nm+3@U=m

75. On peut a titre de vérification remplacer U par quelques-uns des C:l ; on

. sait par exemple que
C(::?)P, CZ’:SVP, C;:%—V—[2QR+3(v+l)P’].

Utilisons maintenant certaines des relations obtenues précédemment. Prenons

par exemple la relation (133"), pour v = o elle s’écrit

o]

2c® 2C
(n+|)Cn+I:nPC"+Q 3% + R P

(*) Nous retrouverons cette équation au n° 404, chapitre V.
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Comme Co=3P(4, ) on en déduit par récurrence, compte tenu des relations
(59), le résultat du n° 70

o 3
C _T{P(ne, ng).

L’identité (149) devient alors

(162) P{(n+1)0, (n+1)9] =3P, 9) P(nb, ng)—3P(—H, — <) Pln—1)6,(n—1) 4]
< _ + P[(n—2)6, (n— 2)«].

formule qui généralise la relation classique

cos(n+ 1) =a2acosbcosnb—cos(n—r1)0.

On trouverait d’autres relations en utilisant les diverses identités déja men-
tionnées.

76. Généralisons maintenaut un résultat de M. Pincherle [46]. Soit e, la plus
pelite racine de I'équation en A

(163) 1 —3hx 4+ 3hy —h =o,

On a
(164) o= f d[R* (1 — 3hx + 3hty — K"
= f (A" —3x(n + V)" + By(n + 2" — (n + 3R [ — Bha + 3Ky — A dh.

Si 'on pose

(165) 5 (@, y) = [ K1 —3hx + 3Ry — k)~ dh,

il vient

(166) (n 4 3v) G;Jﬂ —3(n + 2v)y “:.+1 +3(n+vxe, —ns  =o.
De (165) on peut déduire aussi

v N N N
do da dg da
n

(167} o :-——3(V—I)cn+l, Ty‘:3(\l‘-‘l)3n+2, E ‘\y

—1

== 0.

On pourrait encore a partir de ces relations rechercher les équations aux dérivées

partielles satisfaites par o .
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Il. — Généralisation des polynémes d’Hermite.

77. Considérons mainlenant les polynémes définis au moyven de la fonclion
génératrice

}3
hx—h’y+;—

h"
(168) e =) G @ 4 .

n

On peut rapprocher les polyndmes H, des polyndmes C;L , en effet si nous rem-
plagons dans I'égalité

—_—m m

(1—=3ha + 3y —h) > = "¢’ (zy),

. h x Y oo
h,y, z, respeclivement par —=, —=., ——; il vient
\/m \/m2 m
* _3 a N _;’ hx—h? —|—£
. 3hx 3h'y R . 3 . I YTy
lim 1————-+——-—-—-—~—] = lim 1—-—<h:1:—h‘y+——> E X
m-—» oo m m m m— oo m 3 ]
d’ou
Hy Tle
16 — = lim = 3~1-
( 9) ([7n) m'—><>OCn [\J/m% \/m]

Considérons maintenant I'identité

—o—nr ; 7 ( 1>
3 N n 3 ,

(170) e —Z‘(—:n—)(—l) dy" °
n

obtenue en appliquant la formule de Taylor; on en déduit

hd
hy*—h*y+—=-

¥ B e < _7_3>
3 v " 3
— — (- e ,
¢ ¢ 2 ([,n)k 2

dy"
|+
d’'on
> & =r
(r71) 0,0 y) = (—1)e’ —n—<e ’ )

dy

formule qui généralise un résultat classique des polynémes d’Hermite.
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On en déduit

- s
hx—h5y+ ——{—h(l—y} m dn < —_—
¢ N (e
(r, m) dy
/ _yIS \
n dm ( 3 )
» \ ™ e
24( =1 X o
_y’&

n 5 (_— ]>ﬂl (I, ]l) . _ dm <e————3 > ’

T\ n—m
Z<, A Cmamn @ g

-d’ou

oyt o —y3
. _ T \| (_ I)m (l7 n) 2\ N—m dm < T)
7)) W@y = ¥ oy @y g e T

m=—o0

78 Cherchons maintenant les relations de récurrence entre plusieurs poly-

némes H, ainsi que les équations aux dérivées partielles satisfaites par ces poly-

némes. En posant

ha:—h’y—%-,—;—‘— X
'(173) V=e :Em—lin(wy):Zh Krl(r' y)’
on trouve
oV . xr
i = (x—ahy +h)YV,
\ - .
Vv, Yoy,
dx dy
d’ou
([74) (Il + I) Kn+i - xKﬂ - 2yK"—l + K"'!’
K, XK,
(175) M - Kn—a’ ay —_ Kn—z’
DK”_ DKH .
(176) —+ = °
Des derniéres relations on tire encore
DlK mKﬁ am m al+mK"4’ 12
K, = St = (= 07 S = () e
d y QX Yy
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on en déduit que K, (donc H,) vérifie 'équation aux dérivées partielles

U 2

x
QX y X

(177)

79. Cherchons maintenant les équations diftérentielles satisfaites par H,(x, o)
Hn(o’ y)'

«) Prenons d’abord le cas y = o, (174) s’écrit

(n + ‘)Kll+l == mI(ll + K

Il'—l;
en dérivant trois fois il vient, compte tenu de la premiére des relations (175),

K, dK, .
(178) dx +(E7x——nK"-—O.

C’est aux notations prés (changement de x et & en — x, — k) le résultat trouvé

3

par M. P. Humbert [39]. En posant u = —%, on trouve
¥ a 2 d n
7 e —K -—u)—K +~K, =o,
([ /9) u du® Kn +2u du* " + <9 u’> du " + 3 m Y

équation hypergéométrique confluente dont I'intégrale générale est

—n 1 2 /s —n I 2 4 s —n 2 4 5
—_nr.loz. _. 2.2 Fl — 2.2 2. N
(180) A,Fz[ z ,3,3,u]+Bu ,F,[ z +3,3,3,u]+cu [ 3 +3,3,3,u:|

8) Prenons ensuite le cas & = o, (174) s'écrit

(181) (,l+ I)KIIJI:——ZyKTL’-!+KH—!'

C’est-a-dire compte tenu de la deuxiéme relation (175)

dKn—l dKn ﬂK
dy - y dy n?
on en lire
dSK" — d K,,fg — __d__[gy_(&"_'__(/l— ])K“_|:|
dy3 dy’ dy dy
2 dK
::_[ly’ 4 "-——2(5———2]1)}’————"———-!1(/7,—3)1{":0,

dy
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d’oti I'équation cherchée

dsKn 2 qun = dKn _
{(182) —Jy’—+[‘y _dy—’+ z(a—zn)y——a—l;,—ﬁ—n(n—S)K”_o.
E i
n posant v = -—gy on trouve
&K *K 2 3 n dK n(n—3)
8 2 n o n __(___ no__ —
(183) v T + (2—v)v e 5\ 3>v] - 36 K,=o,

équation hypergéométrique confluente dont I'intégrale générale est

[—n — 112 gy o[—n 1 —n 5 2 4,
(184) A,l,l:—g—,T+;,3v3~U:|+BU erz[ 6 +3’ 6 +3’§’§’v:|

80. Cherchons 4 déterminer de proche en proche les coefficients du polynéme
K, (x, y). Partons de (177) et posons

(185) K, (@, ¥) = Y, tnjp,. 7"y’

il vient

v

3 (st (4 O 0+ 1) — Bng s — 39ang 0+ N ] Y =0,

d’ou la relation de récurrence

w+2v—n

86 An; pt1,vfr — ————— @
(180) He R =TT D

n v

.on est donc simplement ramené & chercher les an;y,0, @n;o,.-
On a du reste facilement les relations de récurrence déduites de (178), (182)

w—n
(18 . p— n; .
(I 7) Qn; 43,0 (P* + I)(P- + 2)(}’- + 3) QAnjp,0

(n—2v)(n—3 —2v)
(v + l)(v—{¥2)(v+3)

<188) QAn;o0,v+3 =—

;0,9 ¢

Il nous suffira donc de connaitre les cinq coefficients

Qn;o,0;, Qn;i,05  Qnjo,ry  @njz0.  Gnjo,as
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Nous avons & distinguer trois cas suivant les valeurs de n(*)

I

0() n:dm an;o,o_—_.—’n'—gm,

Qn;1,0 == Qn;o,1 = Qn;2,0 == Anjo0,s = O.

p) 3 + I 1 1
n=om T An;y,0 —= ——— an: —_———
IR E) m!3"" 10,2 2(m__ I)I(’)m 1
Qn;0,0 == Qn;o,1 == dn;3,0 = 0.
I 1 1
~ n:?)m 2 an- — e —_— an- —_— ——_—_——
1) + Hor ml3m’ RO T Ty

An;0,0 = Qn; 1,0 = Qn;0,2 = O.

Le calcul des autres termes au moyen des formules (185), (187), (188) sera
évidemment limité par I'annulation des numérateurs.

814. Signalons pour terminer les polynémes qui naissent du développement de:
la fonction génératrice

h3
hx—(hi—kl)y-l-—g—-

(189) e =N Y witir a2, ).

Comme k et | n’apparaissent que par leur produit, on est amené & considérer
I'expression

w
ha—(h =2y +—

(190) V=ce = EZh“‘/\BHa,p(w, x).

On aura comme précédemment

d 2V
_Vzhv, —=—(P=N)V,
ox )
v . oV
W:(m—th-{-h)V, D)\:yv‘
On en déduira par-idenlification
‘\H« 5
—— =H.—,,
(191) % )
OH,.
(192) Ty‘_——_Hu—a,g‘f‘}Ia,%—ry
(193) (e+ D Hopys=aHoo—2yHo—r s + Hos s,
(194) BH, .= yH,._,.

(*) Le calcul se fait aisément en remplacant dans la formule de définition (168) les.
exponentielles par leurs développements.
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On peut éliminer H, ;. entre (192), (194) on trouve

M,
(195) Yt = — yHu—s,s + BHo s

dy

Eliminons maintenant H,—, ., H._, . entre (191), (193), (195), en remar-

quant que

He, s (e, y) = ¥ K o (2, y) -

Nous trouvons les équations aux dérivées partielles satisfaites par la fonction
U=K.,(z, ),

»2U U

(196) S + Yy =o, \
»U 22U U )

(197) vy +——‘Wy —z—+ «U=o.

Nous pourrions aussi chercher les équations différentielles vérifiées par les poly-
némes H, (0, y), H.:(x, 0). Le second probléme a été résolu au n° 79 ; pour le
premier I'équation différentielle du troisiéme ordre que nous avons formée ne nous
a paru présenter aucun intérét particulier.

F. des Sc., 3° série, t. XXV. 28



CHAPITRE V

Sur quelques équations aux dérivées partielles qui se rattachent
a I'équation de M. P. Humbert.

I. — L’équation A, U = kU("). (198)

82. Cherchons les intégrales qul ne dépendent que de p; elles vérifient 'équa-
tion différentielle

EF o dFdF
(IPS p -

p
Nous en déduisons l'intégrale

= F, (1,15 kp).

3

k o
83. Faisons le changement de variables (g) et posons s = bl ; il vient

27
U L YU U 0 YU \311 Y
L S T P 27SLDG 3350608

Les intégrales de (199) qui sont de la forme U == P(m6, mg)V(s) vérifient
I’équation différentielle

L'V 3 Vv +< m*Y dV +<2m3 I>V—O
(200) SOy Tty I—3)ds 27s -

Si nous posons maintenant V(s) = s?W(s) I'équation (200) devient

L W d*W m*7| dW
(201) §*'— +35(p+ 1) e + | = |

fe o (=)=

(*) Dans I'étude de ces diverses équations k représentera une constante.
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L’équation (201) sera hypergéométrique si le coefficient de 1/s dans le dernier
terme est nul (condition nécessaire); mais cela s'écrit aprés réductions

. ;112 2m3_< m 2< +2m\_0
pP=r= 27 3> pPr=s-)=°

Pour p = _rg I’équation (201) devient

(l“ d’ W

+(n+3)e

dW .
+ (m + I)W — W —o,

équation hypergéométrique confluente qui admnet les intégrales
JF.(, 1 4+mys) et s F,(1—m, 1 —m;s);

I'équation (198) admet donc les intégrales (')

/ T m / k&s
U=g¢ P(m(j,m?)onkl, T+ m;— >,

27
(202) Lo (p=7¢")
U =™P(mb, my) F, (l —m, 1 —m;— \ .
\ 27 /
Pour p = — 33’2 I’équation (201) devient
dd W W dW
—= +@—2m )S—‘ +(— )W—“VZO,

elle redonne les intégrales (202).

. . .U *U '
84. On sait que I’équation = t5E= kU admet 'intégrale particuliére
J Dy'
I — V@)
U = e ’
Ve + iy

cherchons si 'on a un théoréme analogue dans le cas actuel.

(*) 1l est clair que I'on peut remplacer P(m6, mo) par Q(m0, mo) et R(m0, me). Cette
remarque est valable pour les autres équations.
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En variables u, v, w on est ramené a chercher si I'équation

¥U
(203) ' — = kU,

.
uwow
admet une intégrale de la forme

. 3
U=u *f(p).
En portant dans I'équation (203) nous trouvons la condition

L8 & adf &
p dp"+§pd_1f g'@—;;f-

Le changement de variable © = 2P nous donne une équation hypergéomeétrique
o

qui admet les intégrales -

Nous en déduisons les intégrales de (203)

/ 1 ¢

dw£<haiﬁ,
(204) 3 27

' Aa,w>

(ll’U) 0F2<§, '3—, 27 y

et quatre autres analogues en remplagant u par v ou w ...("). En variables x,y, z,
cela s’écrit

(x+vy+ z)—§0F5<1,%; .?l)y
(205) 7

> Yo (B4 kp>
iyt —yr—ze—ay) P V(2 22
{ E+y+f—yz—zx—2xy) '’ 2<3,3, 27

(*) Plus généralement, on pourrait chercher les intégrales de la forme U = u o f(p),
le méme calcul conduirait aux intégrales

“ k — — I
uv50F2(a+1,p+1; p)v uﬂ v oFg<x—a,1—a+322—'I_)>
I

27

et une troisitme analogue. Toutes ces intégrales se raménent du reste a la premiére.
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85. Cherchons encore les intégrales de la forme B les constantes «, 8, v
-doivent vérifier la relation

@ + 8+ —=3aBy=4;

A et u étant des constantes, nous pourrons prendre par exemple

.  Vkz PG4y QUL+ RO, w)
-(206) U=ce .

86. Remarque. La seconde des inlégrales (202) a été donnée incidemment (calcul
. intermédiaire dans la recherche d’un autre probléme) sous une forme légérement
‘différente par M. P. Humbert [36]. Elle a été explicitement reprise dans un autre
Mémoire [37]. Avec les notations de ce dernier travail les deux intégrales s’écrivent
respectivement

me')(— x)P(mO’ qu), an,:rz(_w)P<—m0v ‘-mf?)

ou I'on doit bien remarquer que pour la seconde on doit lire P(— mf, —mo) et
non P(m6, my) ainsi que I'indiquait le Mémoire cité.

" . U
II. L'équation A, U =Fk T (207)

87. Si nous cherchons les intégrales de la forme U = ¢V (x, y, z) nous avons
équation A,U = kL\V, nous déduirons des paragraphes précédents des intégrales
“telles que

8”0F2(I, 1, kip),

-(208) e " P(mb, mg) 0F=<1, 1+ m; k:\; )

e“_o_"”P(me,mcp)oﬂ(I —m, 1 —m, L >, .
27

88. Cherchons maintenant si I'on peut trouver d’autres intégrales en recom-

anencant la suite de raisonnements du n° 83.
. 3

Nous ferons encore le changement de variables (g9) en posaﬁt s = — il vient
2

U 2U U
+3s—+ (1 +3)-;;—+

_s —
ds? ds

I (D*’U D‘U) 1 XU U
—_ t =o0.

75 \ 3¢ T 3¢ ) T3 009 LN
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Les intégrales de la forme U = ¢"P(m0, mo) V(s) vérifient I'équation différen-
tielle

82d“\"’_}_gsd’V +<1 m“+ >dV+ am’ >V—
ds* ds* 3 7)) <ﬁ_v =

En faisant le changement de fonction défini par V(s) = s* W (s) nous trouverons.
encore une équation hypergéométrique i condition que

m _am
p_T ou p=——.

On en déduit comme précédemment les intégrales

U=1~¢s" P(mf),m;y)j,(%—v; 1,1 +m;—s>,
(209) -
E / —
U=rs ° P(mO,mq),Fu\——g—T———v; I—m,1 —m;——s>,

c’est-a-dire avec un choix légérement différent de constantes

27l
(209 o
U:t‘\o“’mP(me,m?),R(vn;I—m,l—m; _f >
7
8
aZ+ 8y + ot )
89. Si I'on cherche les intégrales de la forme e ainsi que l'a fait

M. P. Humbert [3g] on trouve que les constantes «, 3, v, 3 sont liées par la relation

4+ f -y —3aBy—os=o0.
On en déduit que la fonction

Sf L 3Lt -B3¢—3q8t
ev.z‘-}-u Loy 3t+ 2 443¢ wtyl 2 2 E 0ngn\{p pm,n,p (;L', ¥, z, l)

est intégrale ainsi que les polyndmes qui naissent de son développement.
En posant

1 1 1

oc:;h(?)l)_g, B = —h'(30) 3, y=—"h"(31) 3,

x:—u\3/§‘, y=——v\3/a, z:——w\3/3_1,
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on trouve

h3 h'3 A3
hu———+4h'v———+h"w— ——+hh'h" m-+n+
3 + h'v 3 + A"w 3 +h l) /4

~ (—
¢ — Z > )mbn P hm hmh”p Pm,)l,p(u’ v, w, t)

et I'on est ramené & I’étude des polyndémes déduits de la fonction génératrice étudiée
aun° 79

hR
huy——
3

*U
I1I. — L'équation A, U =1/ ST ‘ (210)

90. En cherchant encore les intégrales de la forme U =¢"V(x, y, z) on est
ramené a I'équation A, U = k%*U; on en déduira immédiatement comme au n° 87
un certain nombre d’intégrales.

3

e

941. Faisons maintenant le changement de variables (9); en posant s =

a7t
il vient .
“U *U U X (b“U D“U> 1 U
st s 27s \ 20° N 3 052009
\*U b >*U »U
— 45  hs— .
s ot ot

Les intégrales de la forme U = {'P(m6, m¢)V(s) vérifient I'équation différen-
tielle
, T’V av ' m* dv am’
S‘d—sd‘—{—(3—ZIS)S—d?—‘—LI——S—'—((;—ZIV)s]K‘l‘ —V(V——I)]V——O,

qui devient par le changement de fonction V(s) = s? W(s) une équation hypergéo-
m am
métrique lorsque 'on y fait p = 30U — .
On en déduit tous calculs faits les deux intégrales (*)

/ m
U= 05T P me) F (= 1 =T mids),
{a11) o 2
U=rs ° P(mO,mq..)ze<:_2Ln__l,__2m_"_[;I__m,l_m;ll's>,
3 2 3 2

(*) Nous rectifions ici un lapsus qui nous a échappé dans une Note antérieure (Comptes
rendus, 195, 1932, p. 936).
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c’est-a-dire avec un choix légérement différent de constantes

U=12¢" P(me,m?),Fa<—f, L m, B >:
: 2 2 2 271

(212)

U:t"‘o_’"’P(mO,mga)gFQ(_’_l’ __’_l+l, I—m, 1 —m; [lkP ).
\ 2 2 2 a7t

5
e +py+v5+ —=t
92. Si nous cherchons les intégrales de la forme e v
vons la condition

nous trou-

o + 8 4+ =3x8y —*=o0.
Posons

a=a'—bc, f=16"—ca, y=c"—ab,
d’ott
¥ =(a"4+ b+ ¢ —abc),

d’apres une identité déja rencontrée.
On en déduit que la fonction

3abe

t

aS b3 03
(@—beyz4+—t4(b2—ca)y + —t+(*—ab)z 4+ —t—
Vi Vi k

) \/k :2 ZZamanPQm,n,p(w7y!zy t)"

est une intégrale ainsi que les polyndmes qui naissent de son développement.
Pour un changement de variables analogue & celui du n° 89 nous serons ramenés.-
aux polyndmes déduits de la fonction génératrice introduite au n° 81

"
(B—w)z— 1—3-

e

*U
A

IV. — Léquation AU =k (213)-

93. En cherchant encore les intégrales de la forme U(x, y, z, {) = eMV(oc, Y, 2)-
nous sommes ramenés a I’équation

AU =kXV.

En utilisant les résultats antérieurs on trouvera comme au n° 87 de nouvelles-
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intégrales. On retrouvera entre autres une intégrale signalée par M. P. Humbert
[36] ot la fonction P(6, ¢) est remplacée par P(— 0, — 3) ainsi que nous l'avons
signalé au n° 86.

3
~

. . ke
94. Faisons maintenant le changement de variables (9); en posant s — _Lt“
. -

on trouve

»'U > U U /U YUY 12U
2 —_— ) §) RN -
(14278 37 +30+368) 75 40 5 ans < W n) 3050009
LU , VU AR 56, U
=1 NE —gl \s\te + 2/ -+ ¢ .

st ds Mt

Cherchons les intégrales de la forme U =1 P(m6, ms)V(s), elles vérifient
I’équation différentielle

By

s+ 273)% +3[1 4+ (36 —gv)s] s <

am?

+g l-—”; 4+ [60 + gv(v — 1) — 36v] si—(-jd——!—lr —\;(\/—1)\v—2)1\7_0

En posant V(s) = s”W(s) nous trouverons encore une équation hypergéomé-

trique a condition que

m —2m

p:? ou p 3

l

On en déduit comme plus haut

m
U=7rs® P, mg)F, m—v, m_‘v+l, m—~‘v+2; L,m41;—a7s |,
' B 3 3 3 ~
(214)
—am
B J—— T — u— m — —_— 92 P—
U=20rs ° P(me,mcp)aF,[ 2’; *, 2 3\:—{-1’ 9m3V+2:1—m,1—m;—27S‘l,

c’est-a-dire encore avec un choix de constantes légérement différent

—n 2 ,
P 3 +g: omoA o —pr’],

T —-n —n
373

+

QO

U=1{"¢" P(no,me),F, l
(21d)

— N

+2- . IJ
o g,l—m.l—m,—lpjl.

—n —n
373

+

QW -

U= 0"""P(mo, ms) F
Y i3 2
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V. — Quelques autres équations.

95. Signalons encore les équations

*U
(216) A U=k YT
. U
(2[7) A3U = ,’LW
- *U
(218) A:'U pd ]fm.

Par les procédés des n> 87, 80, 93 en cherchant des intégrales de la forme

at IS L S W4t 4+oT
e V, e v, e

on peut écrire un certain nombre de résultats eu égard aux paragraphes qui pré-
cédent.

On peut évidemment considérer bien d’autres équations; nous nous contenlerons
dans ce Mémoire de celles que nous avons écrites, comptant du reste revenir sur la
question.

96. Nous rappellerons seulement un théoréme que nous avons démontré autre
part [24] sur I'équation

a(‘
21 AU=—T.
(219) -

Cetle équation admet I'intégrale particuliére U = p”.

VI. — Sur les potentiels du troisiéme ordre.

97. Le probléme que nous avons en vue est le suivant :

Elant donnés un point fixe M(x, y, z), un point mobile P(a, b, ¢) décrivant une
surface S, et une fonction p(a, b, c) de ce point, on considére la fonction

(@10) U@y = [ [ ulab.0l@—ar+ =)+~ ' —3@—a) (y—b) c— o))" d

ou ds est l'élément de surface de S, trouver dans des cas particuliers simples, des
équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U.
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Posons pour simplifier

p=@—a+(O—0+(E—c—=3@—a)y—b)(z—¢)

la notation p étant toujours réservée a I'expression x* + y* + 2° — 3xyz; on aura

(220") U(x,y,2) = ffp.p’fdc,
S

U
(221) s 3"flu[(w—fl)’—(y—I))(z—<,->]p;‘-‘ds,

dx

(222) D U= 911’//p(a:~a)p’j“'dc,
S

(223) AzU:27n’/‘/pp’1‘"'dc.
s

Remarquons, ce qui nous servira plus loin, que le méme probléme pourrait se

poser avec des intégrales de lignes ou de volumes.

98. Cherchons a former des équations aux dérivées partielles dans les trois cas

suivants :

1°) S est le plan d’équation a = o, on a alors

DA,U=9n’xf/Supf“dc= x;;lU,

d’ou
3

3
(226) 3 U=2"p,uU.
X

2°) S est le cdne d’équation a*—bc = o, on a alors

U
= 3n f./s‘}.l. [#* —yz —(2ax —bz—cy) pi~ doa,

e

22D, U—yD,U—2D U= 9:1’/1;42(:::* ~y2)—(2ax - bz—ecy)]p' ' do,

A3U=27n’ffp-pf“ ds,
S
U

(225) (@*—y2)A,U—3n[22D,U—~yD,U—2D, U] + gn* S
: x

kY

d’ou

= 0.
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3°) 8 est la sphére d’Appell d’équation @' + b* 4+ ¢* — 3abec =1, on a alors
U= /‘ﬁ p.l:p—— 3 S a(* —yz2) + 3 S wl(a®—be) — x] pitds,
q,-il_j_~— 3n S;—gq ) P —b 2 d
D S = S%L{I ka(tL—~yz-|~ Sm((za c) Sp1 5,
S(we—yZ)D.,U: 9n“‘f»[ugp* Sft(-vﬁ—yz)%/)f“dﬂ7
AEL":27n'“‘f>/ wp, ' da,
8

d’ou

. ; s . . oU s
(226) (p— 1A, U—gn S (" —y2)D,U 4+ a7n° S L2 U=o.

Ces trois équations généralisent les équations des prépolentiels rectiligne et cir-
culaire relatifs & I'équation de Laplace & deux dimensions.

99. Considérons 'équation (224). En utilisant les variables u, v, w elle s’écrit

, U n *U >»U »U
(224) — + + J;

du v ow u 4— v4+w | vow wu dudv

fes intégrales qui ne dépendent que de p = uwvw vérifient I'équation différentielle

,CF LG ' 4 ar-
pjlf 3 pdp” l—n)%_—o

ce qui fournit les intégrales
N

logp et p".

Si nous cherchons les intégrales ne dépendant que de x, (224) s'écrit

- n.. . . . .
F" -—- —TF" == o équation qui admet les solutions
x
x et x™7
. . 2 I oy < oy .
dans les cas particuliers n = —3 n=-—gz la deuxiéme intégrale devient log x

ou x log x.
Reprenons 1'équation (224") on peut I'écrire

y ¥ Ul n YU
(224") e (WU = —— (04 4 w)
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on en déduil que pour n == —1 si U est une intégrale de I'équation de M. P. Hum-
U
bert, —————— est intégrale de (224") donc :
u+v4+w

Tutorime. Si U est une infégrale de A,U = o, — est une inlégrale de U'équation
' r

(224) ot lon a fait n — — 1.(")
100. Faisons maintenant le changement de variables (g) 'équation (224) devient

g% dpdbog

U, 30 n)bl L LA
1) Tt T _[ae“ﬁw“

[ Q P*U »*U U — o
P p 9 R e b 2009 _

S l'on pose U= ¢"V(4, o) 'équation devient

FV. ¥V *V . Q[ vV oV RV hAY . .
(228) S + D?J-——S(m—n) 250s Sn—F _D_‘JT*’nS;]—Sn—}_’_I:F?T—mMP:|+’n (m—3n)V=o.

(\

3n

3
~

Cette équation formée par M. P. Humbert [43] est 'analogue ainsi que le fait
remarquer cet auteur de ’équation de Gegenbauer

&V sind dV

_— _ —_ V‘ =o,
a6 an cost db +m(m —3n) ©

(229)

obtenue & partir de I'équation du prépotentiel rectiligne

XU XU an dU

e YT oz &

ot I'on a posé

& = cos b, y = ¢ sin 6, U =¢"V(8).

Du reste, ainsi que le fait remarquer toujours M. P. Humbert, I'équation (228)
Qf(m 4+ 1)6, (m 4 1)¢]

admet pour n = — 1 les intégrales
P ° Q(0, 9)

tout comme I’équation

. sin(m+4 1)0
(229) admet les intégrales —(—6—)—
sin
104. Mais par un autre chemin nous avons trouvé au chapitre IV une équation
totalement différente de 'équation (228) sauf dans le cas n = o (ou v = o0 avec les
notations du n° 75) puisque I’équation se réduit alors & A, U =o.

(") Ceci généralise un résultat de M. P. Humberl [43].
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Pour trouver une interprétation de notre équation (161), nous ferons appel i la

fonction
UZ/P-PZ‘”dS
L

ou L est la droite b = ¢ = o; nous généralisons ainsi le prépolentiel rectiligne en
prenant encore une droile au lieu d’un plan.
Nous avons alors

DyUzgn’y/up’f"ds,D;U=9n’2f wp, " ds,
i L L

A U= 27113'/1: wpitds.

Parmi les équations aux dérivées partielles que vérifie U on peut considérer
I'équation

:311(.72‘{' QZa'})Dy—-(Z’—}— 2wy)Dz;

3 AU
(2 0) U ya_zﬂ

3

faisons le changement de variables (g), nous trouvons

@) et S St S e L e | e
— sy | [P(Q@ + AR = Q¥+ 2PQ) | T~ 31 |
+IRQ +2RD)— PR + 2P0 | T — ¢y [ =o.
Les solutions de la forme U == ¢"V (8, ¢) vérifient I’équation
(232) i—;j— +?\—1::;——3(m——n) ;;:; 4+ m*(m—3n)V
—6?3—_’2??% [P(Q* + 2RP) — Q(R* 4+ 2PQ)] DV — [P(R* + 2PQ) — R(Q* + 2RPY D,V |.

Si l'on tient compte des identités

P(Q* — RP) + Q(R* — PQ) + R(P* — QR)
— P(R°—PQ) + Q(*— QR) + R(Q*——RP) = o

et de la relation

(156) R*—PQ)D,V = (Q*—RP)D,V.



(233)

SUR L‘IZJQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 229

On retrouve aux notations prés (V, m, —n a la place de U, n, v) l'équation
(161). Les équations (161) el (228) constiluent donc deux extensions de Uéquation de
Gegenbauer.

402. Prenons maintenant 1'équation (225). en utilisant les variables u, v, w
elle s’écrit

(225 LS Jbuc‘vbw nS(v+ dvow T S w

En cherchant encore les intégrales ne dépendant que de p = uvw, on esl con-
duit & I'équation différentielle

PF" 4+ (3—an)pl £ (1 —n)F =o

qui admet les intégrales

n

p' et p'logp.

Un calcul simple nous fournit aussi les intégrales u™v", v'w", w"u", ce qui

montre que les polyndmes considérés au n° 43 sont des intégrales de I'équa-

tion (2235).
Dans le cas n = — 1 en utilisant I'identité
U U
\ubvbw [Uva] [Q ] +S(v+w) waw T u’
on déduit que l'intégrale de I'équation (225') pour n=— — 1 s’écrit

S, w) + g(w, u) + h(u, v)
VW + WU + uv

ot f(v,w), g(w, u), h(u, v) sont trois fonctions arbitraires de deux variables.

103. Faisons maintenant le changement de variables (g) il vient

YU 3(i—an) U (1—3n)» U 3 U XU 23U
P(—0, —¢ : S L A H el
( 4 ‘f) 003 + ¢ ap: + 92 Dp Pz prﬁbzp + Pa 063 + b:‘os]—‘d
3n 2U U »*U 3n »*U oU *U
__R e _ — — — _
+ ( ‘?) do g \?D‘ + .3 Q( 07 (‘P) Nt Y < ‘F‘\d,;
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En changeant le signe de 6, cl 3 et en cherchant les solutions de la forme
U ="V(5, ¢) on est condnit & I'équation '

»V.XV Y Ry
(33) S + 5o —-3(2n—m)———w —3nF( T f;
Q »V AV N
—3n— 7 —;—(ln—?)n)—DT)%—nz(m~—3n)\ =o.
Si I'on pose m — 3n == — . on lrouve une équation analogue & I'équation (228)

a ceci prés que m est devenu w el que les fonctions Q et R ont échangé leurs roles.

Mais nous avons justement introduit ’équation (225) comme une généralisation
de 'équation du prépotentiel rectiligne dans le plan en remarquant que de méme
que a = %—D—D‘;(ag 4+ b5 ona a'—be= —;—‘TD(; [@® + b° 4 ¢ — 3abe]. Léquation
(224) conslitue donc une troisiéme généralisation de I'équalion de Gegenbauer (229).

4104. Considérons enfin 'équation (226); en utilisant les variables u, v, w elle

s’écrit
U 20 ‘
226' uvw —1 —————llng g —n'U=o0.
(226) ( ) du v N \vbw o du
- U .
Mais si nous posons V == —, un calcul simple montre que
p

*V T »*U n va
dwdwaw  p't P tovow Q0w

I'équation (226) peut donc prendre la forme remarquable

. I PU .]
(226") P huavbw ) Du\vbw

On en déduit immédiatement les intégrales particuliéres

v

/) + fiw)]u" + [g(w) + g,(@] 0" + [A(w) + 2, ()] w",

ou les six fonctions f, f,, ¢, ¢,, h, h, sont arbitraires.
Les intégrales qui ne dépendent que de p = uwvw vérifient I'équation différen-

tielle hypergéométrique

pPa—p F"+B+30—nplpF + [ —( —3n+3n)plF +n*Ff=o

d’or
F(p):qu[—n) —n, —n;1,1, P]-
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Remarquons aussi que I'on peut écrire encore (226") sous la nouvelle forme

i [pnv] N+ "\3 V

J
226" :
( ) dudv dw duvdw ’

mais c’est justement ’équation que nous aurions obtenue en prenant comme nou-
velles variables les inverses des variables u, v, w.
Nous en déduisons que si S est la sphére d’Appell, p, le polyndéme

[1—(ax+cy + b2)] 4+ [bx +ay + cz)’ + (cz + by + a2)
—3[1—(ax +cy + b62)](bx + ay + cz)(cx 4+ by + az2)

U= f [einrde

est aussi intégrale de 1’équation (226).
Si enfin on fait le changement de variables (g) on voit facilement que les fonc-

la fonction

tions

¢"P(nb, ng), ¢"Q(nb, ng), ¢"R(n, ng)

sont des intégrales de I'équation (226). Signalons & ce sujet que le changement de
variables indiqué dans une de nos Notes (C. R., 193, 1932, p. 983) conduit & une
équation analogue & celle obtenue & la page 984 mais ol le premier terme est mul-
tiplié par e* ; les résultats énoncés a la suite ne se rapportent donc pas 4 'équation

envisagée.

4105. On peut plus généralement se poser le probléme du n° 97 pour l'inté-

grale
Uy = [ fuop)ds.

M. P. Humbert [43] et moi-méme [21] nous sommes déja occupés de cette
question pour des fonctions & particuliéres; nous nous contenterons d’en donner

icl la référence.
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des racines cubiques de Uunité (C. R., 84, 1877, p. b4o). Introduction des
fonctions P, Q, R, et des triédres équifaciaux a arétes également incli-

 nées sur la direction & =y = z (3, 45, b4).

2. — Sur certaines fonctions analogues aux fonctions circulaires (C. R., 84, 1877,
p. 1378). Systémes différentiels définissant les fonctions circulaires et les
fonctions P, Q, R. Généralisation & I'ordre n [1g, 23).

3. Bevax Baker. — On the relalion between Pincherle’s Polynomial and the Hyper-
geomeltric Function (P. E. M. S., 1, 39, 1920, p. 58). Formation de I'inté-
grale générale (143) du n° 73 (cf. aussi [31]).

4. N. Borea. — Sur une généralisation d’un théoréme de Lord Kelvin (M., 6, 1932,
p- 132-139). Etude des équations A, U=o, énoncé de quelques théo-

rémes relatifs & des intégrales. Etude des équations

=[] <Zgi}. —b_a‘c->U —o

A

et de leurs associées.

5. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 195, 1932, p. gg2).
Rappel de résultats de [4]. Extension & A, , de nos résullats [11, 22].

6. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 196, 1933, p. 35). Suite
de [5]. Introductions des mineurs de Ag, ., notions de fonctions conju-
guées [7].
7. P. DeLEns et J. DevisMe. — Sur cerlaines formes différentielles et les métriques
associédes (C. R., 196, 1933, p. 517-521). Etude d'un espace de Finsler et de
la forme angulaire de Landsberg, introduction d’autres formes différen-
tielles, application & notre ds® (67, 68). Remarques sur [6].
8. O. Devisme (M'°) et J. DEvisME. — Sur une propriété des cosinus d’ordre supérieur
(A. C. 1. M., Zurich, 1932, I, p. 67). Généralisation des polyndmes
(1 —2hcos b4+ R") (1—3hP(8, 9) + 3R°P(— 0, —9)—h*); expression
des coeflicients en fonction de la seule fonction cosinus d’ordre n [2, 19].

. 1. Devisme. — Sur quelques équations awx dérivées partielles (C.'R., 193, 1931,
p. 825-838). Etude des équations A, U = o et de leurs intégrales ne dépen-
dant que du produit p. = u, ... u, . Généralisation de la formule de Green
et d’un résultat de M. Ghemanesco (C. R , 193, 1931, p. 477).

o

10. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 193, 1931, p. 516-519).
Equations du prépotentiel pour les équations A, U = o et les surfaces
a,= o, Illa;= 1. Cas particulier de ’équation &, U = o (98, 103).

11. — Sur quelques équalions aux dérivées partielles (C. R., 193, 1931, p. 1153-1156)
Recherches sur les transformations conservant A U et ds* 4 un facteur
prés. Généralisation d’un théoréme de M. D. V. Jonesco [44]. Comparaison
avec certains résultats d’Appell [2] (10, 25, 26, 27, 62).

12. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194, 1932, p. 516-519).
Introduction des équations A, ' U=o0 qui généralisent 1'équation de
Laplace a plusieurs dimensions et comprennent le cas de AU =o.
Enoncés de théorémes [25, 26].



234 J. DEVISME.

13. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194. 1932, p. 1550-1552).
Introduction du systéme (X). Fonctions conjuguées au sens de M. N. Cio-
ranesco et au sens de Ch. Riquier. Remarque sur ’équation de M. M. Ghe-
manesco [27] (28, 56, 36, 37).

th. — Sur certaines familles de polynémes (C. R., 195, 1932, p. 437-439). Extension
des polyndémes de Legendre, Gegenbauer, Hermite. Quelques propriétés
nouvelles des équations A U =o, A, ,U= o (cf. [26]) (69, 72. 77).

15. — Sur quelques applications des fonctions hypergéométriques (C. R., 195, 1932,
p- 936-938). Nouvelles fonctions génératrices. Remarques sur les équations
kAU =2U/dt, kA, U=2U/ot*. Extension d’un résultat de M. Angelesco
et introduction de polyndémes hypergéométriques & deux variables définis
a partir de la fonction F, (81, 83, g1).

16. — Sur un espace quasi-euclidien & trois dimensions attaché a léquation de M. P.
Humbert (C. R., 195, 1932, p. 1059-1061). Introduction de notre notion
d’angle. Orthogonalité au sens d’Appell. Interprétation géométrique de
I'équation A, U = o (47, 49, o0, 51, 52, 56, 59).

17. — Sur un théoréme de M. D. Jonesco (B. S. M. ¥., 59, 1931, communication du
2/ juin 1931, p. 32-35). Remarques sur le Mémoire [44] (9g).

18. — Sur une équation se rattachant a I'équation de M. P. Humbert (B.S. M. ¥., 6o,
1932, com. du 27 avril 1932, p. 23-25). Introduction de notre équation (225)
du n° 98.

19. .— Sur les cosinus d’Appell (B. S. M. F., 61, 1933, com. du 8 mars 1933). Sur
les systemes différentiels déduits de ceux d'Appell [2] par des permutations
convenables des inconnues. Développement de P(h0, k¢) en fonction de
hkbg, h*0° 4 k¢,

20. — Sur la fonction génératrice de la fonction P(m9, no) d Appell (Bull. de I'Acad.

Roy. de Belgique, classe des Sciences, 5, 18, 1932, p. 505-506). Formation
de l'identité (116) du n° 70. ’

at. — Sur certaines questions relatives a U'opérateur de M. P. Humbert (B. S. S. L.,
1, 1932, p. 173-176). Equations aux dérivées partielles satisfaites par I'in-

tégrale U = // p®(p,)ds pour les cas suivants ¢ = p'ln, p'!" log p,,

p':l log*p,, F.(1, mp,), [p] X F,(1,1; 2,25 p,). Extension au cas ou le
plan a = o est quelconque.

aa. — Sur certains résullats de M. M. N. Botea et M. Ghermanesco (B. S. S. L., 1,
1932, p. 242-246). Confrontation des résultats des notes [5, 11, 29, 30] et
énoncés de quelques résultats nouveaux (1r1).

33. —- Sur les équations aux dérivées partielles de MM. P. Humbert et H. Gherma-
nesco (M. A paraitre ). Comparaison des équations
mentionnées, introduction de fonctions analogues & celle d’Appell [19] et
énoncé de quelques théorémes [cf. 27, 36].
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associés. Etudes de certaines intégrales.

a7. M. GuEmMANEsco. — Sur une équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre
(B. 8. M. F., 59, 1931, com. du 25 novembre 1931, p. 39-42).

28. — Sur une équalion aux dérivées partielles du quatriéme ordre (Beletinul
Facultatii de Stiinte din Cernauti, 6, 1932, p. 28-35). Ce Mémoire est le
développement de [27] et d'une communication faite 4 la Soc. Roum,
des Sc. le 16 nov. 1931. L’auteur considére une équation aux dérivées
partielles du quatriéme ordre généralisant I'équation de Laplace. Il étend
a cette équation certains résultats de M. P. Humbert [36] et nous-
méme [11].

29. — Sur une généralisation de l'équation de Laplace (B. S. S. L., 1, 1932, p. 134-
137). Extension de nos résultats [11] aux équations déduites de A U =0
par une transformation linéaire dont les coefficients dépendent de

ala"=1).

3o. — Sur l'équation de Laplace (Atti dell. R. Accad. Naz. dei Lincei, 6, 15, 1932,
p- 932-935). Méme étude dans le cas «" = —1.

31. P. HumBerr. — Some extensions of Pincherle’s polynomials (P.E.M. 8., 1, 39,

1920, p. 21).-Etude des polyndmes C;(w, 0) (73). Expression au moyen
des fonctions elliptiques.

3a. — Sur les séries hypergéométriques (A. 8. 8. B., 43, 1923, p. 75). L’auteur donne
entre autres l'expression de Cﬁ-,;/s(ac, 0) au moyen des fonctions hyper
géométriques. 7

33. — Remarques sur les fonctions hypergéoméiriques d'ordre supérieur (Comptes
rendus du Congrés des Sociétés savantes Sciences, 1925, p. 81-85). L'auteur

y donue l'expression des cosinus de Villarceau au moyen des fonctions
hypergéométriques.

34. — Remarques bibliographiques sur les sinus d’ordre supérieur (A. P. A. S., 8a,
1929, p. 308-312).

[ 3
(*) U résumé de ce Mémoire a été diffusé par Radio-Vatican le 2g déc. 1932 et a paru
dans le Scientarum nuncius Radiophonicus publié par 'Académie Pontificale, n® 1.
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35. — Sur une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre (A. C. 1. M..
Bologne, 1928, t. III, p. 55).

36. — Sur une généralisation de I'équation de Laplace (*) (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 8, 1929, p. 145-15g). Ce Mémoire développe la Note
précédente. On y trouve la définition de I'équation A U = o et certaines
de ses propriétés, une étude de diverses catégories de polyndmes, et un

T

(\3
théoréme sur I'équation AU = — ~\7[3— (23, 93).
. c d
37. — Les fonclions de Bessel du lroisiéme ordre (A. P. A. S., 83, 1930, p. 128-146).
Introduction de nouvelles fonctions qui se raltachent a la série hypergéo-
métrique triconfluente. Application & I’étude de A,U + U =10 (86).
38. — Sur le potentiel correspondant & une allraction proportionnel & ce * (M., 1,
1929, p. 117-121).
39. — Sur une généralisation de Uéqualion de la. chaleur (A.S. S.B., 49, 1929,
p. 113-116). Etude de I'équation A, U = dU/¢ et introduction de certains
polyndmes (79, 89).

ho. — Sur l'équation A‘;U =o0:(A.S.S. B, 51, 1931, p. 91-93). Etude de certains
polyndmes attachés A cette équation.

4i. — On Appel’s Function P9, ¢) : (P. E. M. S., 2, 3, 1932, p. 53-55). Etude de la
fonction génératrice de P(nf, ng). Formules d’addition (70).

h2. — Sur une généralisation du potentiel (C. R., 194, 1932, p. 1549-1550). Extension
d’un résultat précédent [38). Utilisation de I'intégrale /./‘DF‘[I, p./9lds.

43. — Sur les potentiels du troisiéme ordre : (A. S. S. B., 52, 1931, p. 293-305).
Etude de I'équation A U = 3nD,U. Extension de I’équation de Gegen-
bauer. Etude de l'intégrale citée plus haut [21] dans les cas & — e
et F,[K+ 1, 1;p,]. Extension et développement de certains résultats
antérieurs [38, 42] (98, 100, 105).

44. D. V. Joxesco. — Sur une équation aux dérivées parlielles du troisiéme ordre
(B. S. M. F., 58, 1930, p. 224-229). Extension du théoréme de Lord Kelvin
a I'équation A, U = o et démonstration de certaines identités [17] (9, 62).

45. PincueErRLE. — Una nuova extensione delle funzione spheriche (Mem. Ist. Bologna,
5, 1, 1889, p. 337) (771).
46. — Un systema d'inlegrali ellitici considerati come funzioni dell’ invariante asso-

luto : (Rendiconti Lincei, 4, 7, 1871, p. 74) (76).

47. J. Toucuarp. — Sur les sinus intégraux du lroisiéme ordre (A.S.S. B., 52, 1932,
p. 279-287). Etude des fonctions F, (@), F,(x), I (), définies par I’équation

lie?" =T (x) + j °,(2) 4 j* F, (@),

() C'est ce Mémoire qui a été I'orvigine des recherches de MM. Botea, Ghermanesco,
Jonesco el de moi-méme,



48.

)

50.

51
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P. DeLexs. — La mélrique angulaire des espaces de Finsler et la géomélrie diffé-
rentielle projective (Collection des actualités scientifiques et industrielles,
n° 80, Hermann, Paris, 1933). Développement de la note [7] et d'une
seconde : Sur certains problémes relalifs aux espaces de Finsler (C. R.,
t. 196, 1933, p. 1356-1358).

. J. DevismME. — Sur deux questions relatives & I'équation de M. P. Humbert (C. R.,
t. 196, 1933, p. 1203-1204). Introduction de la notion d'aire. Sur une inter-
prétation du probléme de Dirichlet, d’aprés M. A. Liénard [51].

— Sur certains polynémes (Société Francaise pour I'avancement des Sciences.
Actes du Congrés de Chambéry, 1933, 57° session). Introduction des poly-

JrHmEp

n-+m-+p

noémes P [uvw — 1]

nm,p —— 't ‘\'7)7" pr

. A. Liéxarp. — Formule de Green pour les potentiels du 3° ordre de M. P. Humbert
(Soc. Math. de France, LXI, 1933. Communication du 22 mars 1933).
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