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SUR L’ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT

INTRODUCTION

Dans un Mémoire paru il y a quelques années, M. P. Humbert a introduit

l’équation 
’ 

’

qui généralise à certains points de vue l’équation de Laplace à deux dimensions.
Un peu plus tard M. D. V. Jonesco a généralisé à l’équation précédente un théorème 

.

classique de Lord Kelvin en utilisant les dérivées partielles du polynôme

La lecture de ces deux travaux m’a donné l’idée de faire une étude systématique
de l’équation r~3U = o, en faisant jouer au polynôme p un rôle analogue à celui .

de la quantité r’ == + y~ pour l’équation de Laplace à deux dimensions.
Le ni conducteur dé ces recherches m’a, du reste, été en partie suggéré par une

courte note de P. Appell (parue aux Comptes rendus, en 1877) qui, introduisant
trois fonctions nouvelles pour représenter paramétriquement la surface

signalait qu’une théorie analogue à celle des nombres complexes pouvait être éta-
blie à partir de ces nouvelles données.

Dans ce Mémoire, je rassemble la plus grande partie des résultats que j’ai acquis
sur l’équation de M. P. Humbert. D’autres mises au point de recherches concernant
des équations généralisant la précédente seront publiées ultérieurement (~).

Au premier chapitre, j’ai groupé tout ce qui concerne les propriétés des inté-
grales de l’équation = o ainsi que les formules relatives aux différents chan-

gements de variables.

Dans le second chapitre, j’étudie les transformations qui conservent à un facteur

près la forme différentielle

(’) Une liste détaillée des travaux que j’ai déjà publiés se trouve à la bibliographie en
fin de Mémoire.



I44

Ces transformations qui sont l’analogue des transformations conformes en géo-
métrie euclidienne plane font apparaître des systèmes aux dérivées partielles analo-
gues aux systèmes de Cauchy. Je signale aussi l’existence d’un système d’équations
aux dérivées partielles du second ordre intermédiaire entre les systèmes précédents
et l’équation de M. P. Humbert.

Le troisième chapitre est un essai d’interprétation des résultats du chapitre pré-
cédent au moyen de nouvelles notions d’angle et de. distance. En faisant jouer un
rôle prépondérant aux trièdres équifaciaux ayant pour axe la droite x = y = z,
trièdres qu’avait incidemment considérés Appell dans la note déjà citée, j’ai été

ainsi amené à introduire une orthogonalité au sens d’Appell. Ces nouvelles notions
m’ont permis de donner une signification géométrique simple à l’équation 
et d’esquisser une théorie rapide des courbes et des surfaces dans l’espace ainsi
considéré. Dans un dernier paragraphe, je compare les résultats obtenus pour la
surface -

à mon point de vue ou à celui de Finsler-Cartan.
Le quatrième chapitre est consacré à l’introduction et à l’étude sommaire de

familles de polynômes à deux variables, généralisant ceux de Legendre, Gegen-
bauer, Hermite, ceux considérés plus récemment par M. Pincherle et ensuite

M. P. Humbert.

J’ai réuni enfin au dernier chapitre un certain nombre de propriétés nouvelles

d’équations dont le premier membre est l’opérateur ~,3U, le second membre ayant
des formes simples, ainsi que d’équations relatives aux questions de prépotentiel,
ce qui me procure l’occasion d’utiliser quelques-uns des résultats du précédent
chapitre.

A la fin du Mémoire, je donne une liste des travaux se rapportant à l’équation
de M. P. Humbert et à ses diverses extensions. Étant donné que ces travaux souvent
très courts se trouvent disséminés dans de nombreuses publications, j’ai donné

pour chaque titre un résumé succinct; cette liste bibliographique présente donc un

aspect assez complet de ce qui a été publié actuellement sur ce sujet.
~ Ce m’est un devoir particulièrement agréable de remercier ici M. E. Cartan qui

a bien voulu s’intéresser à ce travail et M. P. Humbert dont les conseils m’ont été

si précieux pendant tout le cours de mes recherches. Je n’aurai garde d’oublier
mon excellent collègue du lycée du Havre, M. P. Delens, dont les amicales conver-
sations d’après classe m’ont permis de préciser ma pensée sur bien des points de la

partie géométrique de ce travail. Je tiens enfin à remercier tout spécialement
M. A. Buhl, qui a bien voulu se charger de faire paraître ce Mémoire dans le recueil
des Annales scientifiques de la Faculté de Toulouse.



CHAPITRE 1

L’équation de M. P. Humbert.

1. - Étude de quelques changements de variables.

1. Considérons l’équation aux dérivées partielles

et effectuons Je changement de variables

où j et j’l sont les racines cubiques impaires de l’unité. 
’

Nous pouvons écrire les identités suivantes que nous utiliserons par la suite

Dorénavant nous réserverons le nom d’opérateur de M. P. Humbert à celte dernière
expression [36] (’) et nous poserons 

’ 

’

(1) Les nombres entre crochets renvoient au numéro correspondant de la liste biblio-
graphique placée ia la fin du Mémoire.



2. Considérons maintenant les trois fonctions d’Appell [ 1 J

et effectuons le nouveau changement de variables

Si nous rappelons avant les quelques identités

On en déduit les relations

Puis



et enfi.n

Il est aussi quelquefois commode d’effectuer le changement de variables

. on en déduit facilement la relation

En posant .p = er on retrouve évidemment (15).

3. Effectuons maintenant le changement de variables

où ~(x,~y, z), Y(x, y, z), Z(x, y, z) vérifient le système d’équations aux dérivées
partielles

que nous retrouverons plus loin.
. On en déduit facilement l’identité



avec

Ces relations sont encore valables lorsqu’on remplace (ig) par l’un des cinq
systèmes d’équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au chapitre II.

Remarquons tout de suite que ces changements de variables reviennent en coor-
données u, v, w, à écrire que les nouvelles fonctions u’, v’, w’ ne dépendent cha- _
cune que d’une seule des variables u, v, w précédentes.

4. Signalons aussi le changement de variables

que nous utiliserons au chapitre II et qui fournit la relation

Notons enfin que M. D. V. Jonesco [44] a effectué le changement de variables le
plus général pour l’opérateur A~U ; n’ayant pas besoin de ce calcul dans le présent.
Mémoire, nous nous contenterons d’en indiquer la référence.

U. - Quelques théorèmes relatifs à certaines intégrales particulières
de l’équation â3 U _-_ o, ,

5. L’équation de M. P. Humbert pouvant se ramener a la forme (i) nous en
connaissons immédiatement l’intégrale générale

où f, g, h sont trois fonctions arbitraires.
La formule (24) paraît donc épuiser la question. Mais il est souvent utile de,

considérer des intégrales remplissant des conditions particulières. D’autre part

l’équation de M. P. Humbert se présentant comme une généralisation de l’équation
de Laplace, il est intéressant de voir les transformations que l’on doit faire subir à

certains énoncés classiques, c’est ce dont nous allons nous occuper.



Dans ces questions le polynôme

.jouera un rôle important ainsi que ses dérivées partielles qui sont au facteur 3 près

6. THÉORÈME : Les intégrales de l’équation 03943 U = o t ne dépendent que de p
..sont t, log p et log" p .

Mettons l’équation sous la forme’ (I), ’nous aurons en posant

~ nous én déduisons les intégrales q et qZ c’est-â-dlre log p et log’ P .

7. THÉORÈME : 1 Ges intégrales clc l’équation = o, (’) qui ne dépendent que de

~p sont données par la formule générale .

Posons encore q = log p, U = F(q); nous sommes conduits à l’équation difté-
rentielle d’ordre 3k : :

dont l’équation (a5) n’est qu’un cas particulier.
~ 

Après multiplication par ek~ nous obtenons une équation différentielle linéaire
coefficients constants dont l’équation caractéristique est

ce qui démontre la propriété.

8. THÉORÈME: 1 différentielle donnant les intégrales de l’équation
= o qui ne dépendent que de p , peut se mettre sous la forme

(’) représente l’opérateur AgU itéré k fois.



En effet si lé = I l’équation (25) s’écrit

d’autre part nous pouvons écrire la suite d’égalités

nous en déduisons par récurrence la formule (26’). .

9. THÉORÈME : Si U(x, y, z) est une intégrale de l’équation 03943 U = o il en est de
même de la fonction

Ce théorème a été énoncé pour la première fois par M. D. V. Jonesco [44], nous
donnerons la démonstration que nous avons déjà publiée [ 1 ~~ .

En utilisant les variables u, v, w la transformation

s’écrit t

On en déduit

ce qui montre que les deux dérivées partielles considérées s’annulent en même temps.

10. THÉORÈME : 1 Si U(x, y, z) est une intégrale de l’équation 03943 U = o, , il en 
de même de la fonction ’



où X(x, y, z) , Y (x, y, z) , Z(x, y, z) sont trois intégr°ales de l’un des systèmes (S)
considérés au chapitre II. 

,

Ainsi que nous le verrons plus loin cela revient à faire en variables u, v. w, 
changement tel qu’une quelconque des nouvelles variables u’, v’, w’ soit fonction

d’une seule des anciennes, les six variables u, v, w, u’, v’, w’ figurant toutes dans
la transformation. Nous pouvons, par exemple, supposer que l’on ait

On en déduit

ce qui démontre le théorème. Le raisonnement subsisterait évidemment pour les

autres combinaisons de variables u, v, w, u’, v’, w’. ,

. En variables x, y, z l’égalité (27) peut s’écrire

De l’examen des formules (27), (27’) et de l’expression (2!~) de l’intégrale géné-
rale on déduit le théorème suivant.

11. THÉORÈME : 1 Les fonctions log 03BB(x, y, z) et y, z) sont des intégrales
de l’équation de M. P. Humbert.

Ce théorème d’abord énoncé par M. N. Botea [5~ pour la fonction log h , a été
complété par moi-même [22].

Remarquons, ainsi que nous le retrouverons plus loin, que la fonction I,(x, y, z)
peut se mettre sous l’une des formes ( 2 r ) . ..

12. Parmi les transformations donnant lieu à l’identité (27’) il est tout naturel

de chercher s’il en existe de linéaires à coemcients constants. ’

Si nous remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs dans les systèmes (S) du chapitre IL
on voit que dans tous les cas les constantes a, b, c, a’, b’, c’, a", b", c" vérifient les
relations .



D’après ce que nous verrons au chapitre III, si l’on prend comme valeur com-
mune des trois premiers déterminants l’unité, on aura une tran.sformation orthogo-
nale au sens d’Appell ; on voit donc que :

THÉORÈME : : L’opérateur de M. P. Humbert est invariant par la similitude la plus
générale de l’espace que nous introduirons au chapitre III.

13. Cherchons maintenant parmi les intégrales de l’équation 3 U = o celles

qui sont des polynômes en x, y, z. On voit facilement que tout monôme de degré
inférieur ou égal à 3, ne figurant pas dans le polynôme p, est une intégrale; en

appliquant le théorème du n° 9, nous retrouvons certains résultats de M. D. V. Jo-
nesco [44].

On peut aussi montrer que les coefficients de dans le développement de

sont des intégrales, de l’équation considérée, jonant un rôle analogue à celui des

polynômes harmoniques. En effectuant en effet le changement de variables (g) on
obtient la formule de Moivre généralisée

et les trois fonctions

sont des intégrales de l’équation de M. P. Humbert, comme on le voit facilement en
utilisant l’égalité (15) et en remarquant, grâce à (12), que les trois fonctions d’Appell
vérifient le système d’équations aux dérivées partielles



Le calcul de ces divers polynômes nous donne pour les premières valeurs de n

En variables u, v, w, ces polynômes sont égaux, à un facteur numérique près, à

Ceci nous conduit tout naturellement à nous poser la même question pour

on obtiendrait les polynômes résultant du développement de

Revenons maintenant aux relations entre plusieurs intégrales particulières.

14. TRÉORÉME : : Si U (x, y, z) est une intégrale de l’équation = o, il en est

de même des fonctions

Utilisons les variables u, v, w; les identités (4), (5), (6) fournissent les relations

ce qui démontre le théorème.

15. THÉORÈME: Si U (x, y, z) est une intégrale de l’équation = o, la fonction

V (x, y, z) = (x, y, z) est intégrale de l’équation 0394n+I3 U = o.
Raisonnons encore en variables u, v, w; on a facilement



D’après le théorème précédent, le théorème actuel est vérifié pour Il = 1; on

déduit ensuite de proche en proche par récurrence que le théorème est toujours vrai.
Si nous partons de U = cte, U = log p ou U = log’ p nous retrouvons le théo-

rème du n° 7.

16. THÉORÈME : Soient a, a, y trois constantes telles qae 

et f (t) une fonction arbitraire assujettie seulement à posséder une dérivée troisième
f ~(t). Si . 

.

f (t) est une intégrale de l’équation 03943 U = o.

En posant

on a en effet

ce qui démontre le théorème.

17. THÉORÈME : Dans les conditions du théorème précédent, la fonction f (t), oiz

est une intégrale de l’équation 3 U = o.
Avec les mêmes notations et en utilisant l’identité

on a en effet

ce qui démontre le théorème.

18. THÉORÈME Dans les conditions du théorème du n° 16, la fonction f (t), où

est une intégrale de l’équation ~~ U = o.



Posons en effet .

Il vient

avec

. Supposons par exemple que la constante nulle soit a alors t = I 3 bcvw et . la

.fonction f (t) qui est alors de la forme (24) est intégrale de l’équation de

M. P. Humbert. 
- 

,:

REMARQUE : On pourrait à partir de ces théorèmes en énoncer bien d’autres ; par
.exemple on pourrait remarquer qu’avec les notations du n° 12 la fonction f(X, Y, Z)
où ce, ~ y, ~, y’, y~ annulent les 9 déterminants qui figurent à ce n° 12
est encore intégrale de = o, etc.

19. ,THÉORÉME : Si U(x, y, z) est une fonction de x, y, z définie par la relation

- oÙ A B, C sont trois fonctions de U vérifiant l’égalité

U est une intégrale de l’équation 03943 U = o. .
Posons encore

Il vient

avec



L’une au moins des trois fonctions f est nulle; supposons que ce soit
.~~o ; on a alors

d’où

L’une au moins des fonctions B ou C étau t effectivement fonction de U on en

déduit ~U ~u = o d’où a fortiori 1 z L T = o ,
ZO. Si U (x, y, z) est une fonction de x, y, z définie par la relation

où A B, C sont trois fonctions de Ü vérifiant l’égalité (3I), U est intégrale de.

l’équation 03943 U = o .
Prenons encore les variables u, v, 2u et posons

Il vient

et la démonstration se poursuit comme au 11’ 19, compte tenu de l’identité (30).

21. THÉORÈME : Si U (x, y, z) est une fonction de x y, z définie par la relation

où A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant l’égalilé (3I), U est intégrale de
l’ éq ualion ci3 U = o .

Avec le même changement de variables qu’au n° 19 on trouve que

En supposant encore que c’est qui est nul, il reste = 3, d’où en déri--
vant par rapport à it 

.

SI !.ons écartons la solution banale == cle il reste 20142014 == o d’où a fortiori
VU

20142014201420142014==o.



REMARQUE : 1 Nous avons rencontré en cours de route une hypothèse supplémen-
.,taire, ce qui fait qu’ici A, B, C sont liés par les conditions

22. Revenons au théorème du n° 16 et prenons f (t) = et. Comme

on en déduit les intégrales

en faisant les combinaisons simples convenables on trouvera les nouvelles inté-

grales

où P, Q, R, sont les trois fonctions d’Appell.

23. D’après ce que nous avons vu au n° 2, l’équation = o s’écrit après le

changement de variables (16), et en négligeant le facteur é ~’~ : :

On en déduit le théorème suivant.

THÉORÈME : : Si U(x, y, z) est une inlégrale de l’éqiialion de M. P. Humbert il en
est de même de la fonction U Cr, 6, 03C6) où les nouvelles variables sont définies par rap-
.port aux anciennes au moyen des équations ( 16) .

Cette remarque, compte tenu des possibilités de permutations circulaires sur les
diverses variables, nous permettrait d’énoncer de nouveaux théorèmes à partir de
ceux qui ont fait l’objet de ce chapitre.

Comme application nous nous contenterons de remarquer que le résultat du

n° 22 peut s’énoncer :

THÉORÈME : : Les trois fonctions

, u, ~ sont définis par le changement de variables (g) sont trois intégrales de
l’équation 03943 U = o. -

Ce résultat a été énoncé pour la première fois par M. P. Humbert [36] ; la

démonstration que nous venons de donner a fait l’objet d’un exercice proposé par
moi-même dans la Revue de Mathématiques spéciales, sous le n° 3454.



’ 

CHAPITRE Il 

Un essai de généralisation des fonctions analytiques.

L - Sur des transformations analogues aux transformations conformes.

24. A l’étude de l’équation de Laplace à deux dimensions se trouve rattachée

l’expression

carré de la distance entre deux points infiniment voisins.
Il vient tout naturellement à l’idée de rechercher si la quantité

joue un rôle analogue dans le cas actuel. 
’

Effectuons d’abord les changements de variables étudiés au début du chapitre I.

Avec les mêmes notations on trouve respectivement les formes

Si on se rappelle que le ds~ euclidien plan prend en coordonnées polaires la

forme

on voit que le changement de variables (9) joue par rapport à l’expression d6’ le

même rôle que le passage en coordonnées polaires pour l’expression ~.

25. Pour voir si l’analogie entre les deux formes différentielles peut être encore

poussée plus loin posons-nous le problème suivante). 
’

PROBLÈME : Exi,çte-1-il un ou plusieurs changements de variables

(’) Signalons que M. M. Ghermanesco qui s’était posé à ma suite 
le même problème

pour une équation particulière de quatrième ordre l’a résolu récemment [28].



tels que l’on ait l’identité

X(x y, z) étant une fonction de x y, z à déterminer.
Étant donné la simplicité de la forme (33) nous raisonnerons en variables

u,~ v, w c’est-à-dire que nous résoudrons le problème dont le nouvel énoncé esi :

Quels sont les changements de variables

tels que l’on ait

’ 

En remplaçant du’, du’, dw’ par leurs valeurs et en identifiant les termes en
du’, dvg, du’dv ... on est conduit à énoncer que :

Les fonctions u’, v’, w’ sont des fon.clions d’une seule des variables u v, iu, , les

six variables figurant toutes dans la transformation.

26. Cherchons ce que deviennent les conditions précédentes en variables x, y, z.
Les conditions d’annulation de certaines dérivées partielles de u’, v’, w’ vont nous
fournir des systèmes aux dérivées partielles pour de nouvelles fonctions.

En faisant toutes les combinaisons possibles des variables ct(1), v(z.), w(3)
nous obtenons les six cas suivants où nous avons posé



~ 

Nous appellerons ces systèmes d’équations (’), qui généralisent les systèmes de
Cauchy dans l’étude des fonctions analytiques, les systèmes nous y avons du
reste fait déjà allusion aux nOS 3, 10, 11.

Dans tous les cas nous aurons les égalités déjà écrites

27. On peut du reste montrer que ce facteur 1,(x , y, z) joue un rôle important
dans des questions connexes. Soient en effet d, à , ,5 trois symboles de différentia-
tion, on voit facilement que si X, Y, Z sont trois intégrales d’un des systèmes (S)
on peut écrire

Nous déduisons de ceci que les transformations du n° 26 conservent à la fois

l’expression dS3 et ses formes polaires

Les expressions

sont donc invariantes pour les transformations considérées.

(’) Le système (SJ a été considéré pour la première fois par Appell [i] dans la recherche
des familles de surfaces dont les tangentes aux intersections forment un trièdre équifacial
ayant pour axe une parallèle à la droite x == y === z. .



Ceci est une propriété analogue à l’invariance de l’expression

dans les transformations conformes planes.
Cette remarque nous amènera au chapitre suivant à introduire un espace où la

nouvelle notion d’angle sera définie à partir de la première des expressions précé-
dentes, la distance de deux points infiniment voisins étant donnée par la racine

cubique de ds3.

REMARQUE I : : X, Y, Z étant toujours intégrales de l’un des systèmes (S), on a

aussi l’identité

ce qui était évident a priori puisque le problème que nous avons résolu s’identifie

à la recherche des transformations laissant invariant à un facteur près l’opérateur
de M. P. Humbert.

Nous retrouvons ici le théorème auquel nous faisions allusion aux n°~ 3, 10 et li. .

REMARQUE II : : Les propriétés d’invariance que nous venons de signaler appar-
tiennent aussi à l’expression

A cette expression da pourrait être attachée la notion d’élément d’aire. Si nous
effectuons le changement de variables (g), l’expression devient



lI. - Une seconde interprétation des systèmes (S).

28. Avant toute chose il est bon de remarquer que toute intégrale de l’un des

systèmes aux dérivées partielles du premier ordre (S) est intégrale du système
d’équations aux dérivées partielles du second ordre

et a fortiori de l’équation de M. P. Humbert.

Ce système (E) intermédiaire entre les systèmes (S) et l’équation = o.

étant utilisé dans la suite, nous en ferons une étude rapide.

29. THÉORÈME : En variables u, v, w le système (:E) prend la simple

On en déduit la forme de l’intégrale générale

où f, g, h sont trois fonctions arbitraires d’une variable.

30. THÉORÈME 1 La seule intégrale du système (03A3) qui ne dépend gue de p seul
est log p. En effet on a .

31. . THÉORÈME : 1 Si U (x, y, z) est une intégrale du système (E) il en est de même

de la _ f onction



En effet la transformation considérée qui peut s’écrire

transforme l’expression (l~2) en une expression analogue.

32. La démonstration précédente est encore valable lorsque u’, v’, w’ sont des
fonctions d’une seule des variables u, v, w; on peut donc énoncer le théorème

suivant :

THÉORÈME : Si U (X y, z) est une intégrale clu système (03A3) il eu est cle même de

la fonction

où X, Y, G, , sont trois intégrales de l’un des syslèmes (S). ..

33. THÉORÈME : La fonction log î,(x, , y, z) est intégrale du système (E)

34. THÉORÈME : Les coef ficients de I, j, j’J, , dans le développement de (x + jy + j$z)n
.sont des intégrales du système (03A3).

On a vu en effet au n° 13 que ces polynômes s’expriment linéairement en fonc-
tion de u", w".

. 
On pourrait aussi énoncer des théorèmes analogues à ceux des n°~ 16 et suivants,

mais qui n’offriraient qu’un intérêt très limité.

35. Revenons maintenant aux systèmes aux dérivées partielles (S). Considérons
les trois fonctions 

. 

..

D’après ce que nous avons vu au n° 26, dire que X, Y, Z sont intégrales d’un
système (S) revient à dire que les fonctions f, g, h dépendent chacune d’une seule
des variables u , v, w. 

,

Les systèmes (S) jouent donc dans le cas actuel un joie analogue à celui des
systèmes de Cauchy Riemann dans l’étude des fonctions analytiques, ce qui justifie
le titre donné au présent chapitr~e.

On dira que les fonctions X, Y, Z intégrales d’un même système (S) forment
un système conjugué; ; on pourra toujours, à des permutations près des lettres ~,

~ ~,, ~ , mettre un tel système sous la forme



où ~r(u), (~,(v), ~(w) sont trois fonctions arbitraires, dérivables.

36. Il est intéressant de confronter la définition que nous venons de donner des

fonctions conjuguées avec celle proposée par N. Cioranesco (’) pour les équations
de Laplace à plusieurs variables, définition que nous allons adapter au cas actuel.

Exprimons que : : la fonction

oii 1, , Y, Z sont trois intégrales clu système (‘,’) (ou cle l’équation Je M. P. 1-lumbert?
est elle-même intégrale de ce système (ou de cette équation) quelles que soient les cons-
tantes ),, , , v . ,

Pour simplifier les calculs, il sera bon d’utiliser les variables u, v, 2u et de con-

sidérer la nouvelle fonction

a) Exprimons d’abord que u’, v’, w’, W sont intégrales de (~’) quelles que soient
les constantes (3 , y. On a 

"

Comme u’, v’, w’ vérifient (E’) la première somme de Lamé est nulle, en écri-
vant que W vérifie aussi (~’) il vient donc

Mais ceci doit être vérifié quelles que soienl les conslantesx, ;j, Y, les neuf numé-

rateurs sont donc nuls, u’, v’, w’ ne sont fonctions que d’une seule variable et

X, Y, Z seront de la forme (44).

(i) N. CIORANESCO, Sur les fonctions harmoniques conjaguées (Bull. dcs Sciences mathé-
matiques, 2e série, 56, 1932, p. 55).



b) Exprimons maintenant que u’, v’, w’, W sont intégrales de (i). En opérant
comme plus haut il vient

Comme u’, v’, w’ vérifient (1) la première somme de Lamé est nulle. En expri-
mant que la relation est vérifiée quelles que soient les constantes ce, 03B2, y on est

.amené à annuler tous les numérateurs ce qui montre que u’, v’, w’ sont des fonc-

tions de deux des variables u, v, w. Les fonctions X, Y, Z pourront donc se mettre

par exemple sous la forme

où F (v, w), , G(w, u), H (u, v) sont trois fonctions dérivables arbitraires. Nous

dirons encore que X, Y, Z forment un système conjugué. 
’

On voit facilement que les fonctions X, Y, Z du système (47) vérifient le sys-
tème d’équations aux dérivées partielles

Ce système se déduit du système (Ss) par la substitution des opérateurs 

D , Dz aux opérateurs 1‘ 1 , 1 1 , 1 1 . En opérant la même substitution sur l’en-

semble des systèmes (S) on obtient une nouvelle série de systèmes (S’), on pourra
donc énoncer le théorème suivant : :

THÉORÈME: 1 Si la fonction 03A6 où X, Y, Z sont trois intégrales du système (03A3) (ou
de l’équation de M. P. Humbert) est elle-même intégrale de ce système (ou de celle

,équation) quelles que soient les constantes ~, p, v, c’est que les trois fonctions
X, Y, Z sont conjuguées, intégrales de l’un des systèmes (S) (ou de l’un
des systènles (S’)).



37. Remarquons que les intégrales de l’un quelconque des systèmes (S’) véri-
fient le système

et a fortiori l’ équa lion

puisque l’on a l’identité

Signalons encore que dans le cas du n° 26 les dérivées , 

dUr 
, s’ex-g q 

il du dw

priment linéairement en fonction de ~X ~x, ~X ~y, ~X ~z.

III. - Comparaison avec les fonctions harmoniques.

38. On sait que les permutations des lettres x, y, z laissent invariant l’opéra-
teur , c’est-à-dire géométriquement que la droite x ==y = z joue le rôle d’un
axe de répétition d’ordre trois. Faisons donc un changement d’axes tel que les nou-
veaux axes forment un trièdre trirectangle 0 yr, ~ , le nouveau demi-axe 0 5 étant

porté par la droite x = y = z. Nous pourrons prendre (cf. G. Bou LIGAND. Coans de
Géométrie analytique, 2e éd., p. 35)

- Nous poserons aussi



Si nous supposons que le trièdre initial Oxyz est aussi trirectangle, l’angle oc est

alors celui de la diagonale du cube avec les arêtes.

39. Exprimons d’abord en fonction de ( , ; , ~; en utilisant les for-

mules (2) et (49) on trouve 
-

Nous nous trouvons, aux coefficients près, devant le changement de variables (22) ; ;
on déduira de (51) l’identité 

‘

40. Exprimons maintenant le système (03A3) en variables 03BE, ~, 03B6; un calcul

simple nous donne les relations 
.

Le système (H) prend donc la forme

L’intégrale générale sera de la forme

où est une fonction de ~ seul, Us(~, ~) une fonction harmonique de ~, r~. .

Les fonctions ~, ~ seront de la même. forme, ainsi qu’il résulte du sys-
téme (50).



41. D’une façon plus précise, cherchons par exemple ce que donnent les sys-
tèmes (Si) et (86) pour les fonctions ~, S.

Dans la première hypothèse on trouve

on en déduit que 

X et Y sont des fonctions harmoniques conjuguées de 03BE, r, ,

~ est une fonction de ~ seul.

La seconde hypothèse qui fournit les relations :

nous conduit à un résultat analogue.
Pour les autres systèmes (S.J, (S3), (SJ, (S5) la seule relation remarquable est

on en conclut que i§ esl une fonction harmoniqué de 03BE, ~ seuls, % et iJ, étant des

sommes de fonctions harmoniques de § , % et de fonctions de § .

42. Cherchons maintenant ce que deviennent les systèmes (S’) en variables

§ , -rj , ( . Pour cela nous commencerons à interpréter le système (£,) qui s’écrit en

posant = 1 + ~2U,’ 

àç" à-~



Ce système prend donc la forme simple

il peut se réduire à l’équation unique

où A est une constante arbitraire et V une fonction arbitraire.

Sous la forme (SB) on voit grâce à (52) que le système (~~) est vérifié lorsque
U est intégrale de l’équation de M. P. Humbert, ce qui était évident a priori U étant

dans ce cas une somme de fonctions de deux des trois variables u, v, iu.

43. D’une façon plus précise, cherchons ce que donnent les systèmes (S’,) et

(S’,) pour les fonctions x, y, z.
Dans la première hypothèse on trouve



Ce qui nous fournit les relations

c’est-à-dire encore

La seconde hypothèse nous fournirait de même

Considérons le premier de ces deux systèmes ; la troisième ligne fournit immé-
diatement 

’

où ~~(~, z) et ~~(~) sont deux fonctions arbitraires.
De la deuxième ligne on déduit



où ~), ~.~ (~, r,) sont deux fonctions arbitraires ; mais de la première ligne on
déduit alors

la fonction 03C6 + i03C8 est donc analytique de la variable 03BE + irj .
Formons encore la dérivée aréolaire (‘) de la fonction % + on a

Les résultats précédents expriment donc encore que la dérivée aérolaire de la
fonction + est une fonction analytique de la variable ~ - i~ .

Le deuxième groupe de relations nous donnerait des résultats similaires. Les

autres systèmes (S’!), (S’3), (S’~), (S’~) seraient d’interprétation moins simple;
remarquons seulement la relation

44. Pour l’équation de M. P. Humbert en utilisant la formule (52) on est con-
duit à

où H (~, r~) est une fonction arbitraire,
On peut aussi écrire l’intégrale générale sous la forme

où f, g, h sont trois fonctions arbitraires.

45. Voyons maintenant comment peuvent s’interpréter les fonctions P(0, ~)
Q(0, o) R (0 , ~) dans ce système de coordonnées.

En utilisant les formules (8), (g) et (48) on trouve

(’;) M. NICOLESCO, Fonctions complexes dans le plan et dans l’espace {Thèse, Paris, 1928). -
N. THÉoDoREsco, La dérivée aréolaire et ses applications à La Physique mathématique (Thèse,
Paris, ig3~).



Tirons R et ~ de ces formules il vient

d’où

On déduit des formules (53) et (54) que les surfaces 0 + 9 = cte sont des cônes
de révolution d’axe 0 ~ et que les surfaces 8 - -.~ = cte sont des plans dont on n’uti-
lisera qu’un demi-plan. ,

On peut du reste retrouver les expressions 0 + f et 0 - fi en exprimant P(0, p) ,
Q(9, f), R(9, 9) en fonction des lignes trigonométriques. En remarquant que

on trouve

ce sont les formules données par Appell [t].



CHAPITRE III 

Sur un espace attaché à l’équation de M. P. Humbert.

I. - Les trièdres d’Appell.

46. - Dans les chapitres précédents nous avons vu que dans l’étude actuelle
les expressions

et les trois fonctions

jouent le même rôle que les expressions

et les deux fonctions

dans l’étude du Laplacien à deux dimensions.
Mais aux quantités + y2, cos 03B8, sin 0 sont attachées dans l’espace euclidien

à deux dimensions les notions de longueur.et d’angle; nous allons de même cher-
cher ici à faire correspondre aux quantités

.de nouvelles notions de longueur et d’angle et définir un nouvel espace.

,
47. DÉFINITION : Étant donnés deux points infiniment voisins M(x, y, z) et

’M’(x + dx , y + dy, z + dz) nous appellerons distance entre ces deux points la

quantité



Si nous cherchons les courbes qui réalisent entre deux points quelconques le
minimum de l’intégrale

le calcul des variations nous fournit le système d’équations différentielles

où a et b sont deux constantes arbitraires.

Les équations générales de ces courbes peuvent s’écrire

nous leur réserverons le nom de droites.

Deux droites dont les coefficients x, a, y sont proportionnels, les constantes

yo, z4) étant différentes seront appelées droites parallèles.
Nous appellerons plan la surface d’équation

où 1~, B, C, D sont des constantes arbitraires. D’après ce qui précède la généra-
tion du plan fera l’objet des mêmes remarques qu’en géométrie euclidienne à trois
dimensions.

Revenons à notre notion de longueur.

DÉFINITION : Étant donnés deux points M1(x1, y1, z1) , y, il passe une

droite et une seule par ces deux points ; nous appellerons distance la longueur
du segment de droite ~I! ~~~

Cette relation donne lieu à l’identité

Étant donnés deux points distincts leur distance est en général différente de
zéro. Toutefois si les deux points sont choisis dans le plan d’équation



leur distance est nulle; la même propriété appartient aux plans d’équation

ou

Ces trois familles de plans jouent donc ici le même rôle que les droites isotropes
de l’espace euclidien plan.

Prenons le point yo, zo), le lieu des points situés à une distance l de ce

point sera la surface d’équation

que nous utiliserons plus loin.

48. Considérons maintenant les fonctions d’Appell P(0, ~), Q(0, -~), R(0, 9)
pour lesquelles nous avons déjà donné un certain nombre de formules (cf. (8), (10),
(11), (ta), (55)). Complétons ces renseignements en donnant les formules d’addi-
tion dont nous nous servirons dans la suite .

nous en tirons

Nous en déduisons de proche en proche les formules d’addition pour trois,

quatre... couples d’arguments ainsi que les formules de multiplication correspon-
dantes.

49. Considérons un point M (a, b, c) ; d’après le changement de variables (g)
on peut écrire



De la définition du n° 47 on déduit, grâce à l’identité (10), que la distance OM
est égale à p, on peut donc écrire 

.

On dira que l’on a les cosinus directeurs d’Appell de la droite OM . Plus généra-
lement les expressions (61) définissent les cosinus directeurs d’Appell d’une droite
de paramètres directeurs a, b, c. _

50. NOTION D’ANGLE. Considérons deux vecteurs V et V’ de composantes res-

pectives a, b, c, a’, b’, c’ ou de cosinus directeurs d’Appell P(O, c~), Q(O, f)’
P(~~~ ~’)~ Q(~’~ ~’)~ R~~’~ ’y~)~

Dans la géométrie euclidienne plane le cosinus de l’angle de deux directions

joue un rôle important dans l’étude de cet angle, ici nous ferons appel à la fonction
P mais cette fonction n’étant pas paire nous considérerons à la fois les deux expres-
sions

En utilisant les formules ( 1 r ), (59) et (6 1 ) on trouvera aisément que

DÉFINITION : Nous appellerons angle de deux directions, l’ensemble des deux 
tités 8 - 0’, ~ - c~’ définies par les équations (6a) où les six quantités a b, c, a’, b’, c’

connues.

Remarquons bien que nous ne définissons ainsi que la figure de l’angle et non

sa valeur.

En géométrie euclidienne plane deux directions sont orthogonales lorsque le
cosinus de leur angle est nul. Par analogie nous dirons ici que deux directions sont

orthogonales au sens d’Appell lorsque la double égalité

est vérifiée.



51. Pour trouver les droites orthogonales au sens d’Appell à une droite donnée,
on est ramené à résoudre les équations (63) qui s’écrivent encore

où a, b, c sont les données, a’, b’, c’ les inconnues.

Or en géométrie euclidienne à trois dimensions la première équation représente
un cône du second degré ayant son sommet à l’origine et la seconde un plan pas-
sant par l’origine, il y a donc au plus deux solutions réelles. Comme on trouve que
les valeurs

vérifient le système, on en déduit que ce sont les solutions cherchées. _

THÉORÈME : Par un point d’une droite on peut élever à celle droite deux perpen-
diculaires au sens d’Appell et deux seulement.

52. Considérons maintenant les trois droites D, D’, D" issues d’un même

point et dont les paramètres directeurs sont respectivement

Ces droites prises deux à deux vérifient les équations (63’) elles sont donc

orthogonales au sens d’Appell, on dira qu’elles constituent un trièdre trirectangle

d’Appell ou d’une façon plus abrégée un trièdre d’Appell.

53. Étudions les changements de coordonnées dans les trièdres d’Appell.
Soit Oxyz le trièdre de référence qui nous a servi jusqu’ici, Ox’y’z’ le second

trièdre. Les cosinus directeurs de 0 x’ étant R(Oo- c~o) , les

cosinus directeurs des autres axes seront donnés par le tableau (65).
La notion de parallélisme étant conservée nous pouvons appliquer le théorème

des projections, on en déduit les formules de changement d’axes :



ou encore grâce aux équations (t t)

De l’identité

on déduit que la distance d’un point M à l’origine est invariante par ce changement
de variables, il en est évidemment de même de la distance de deux points quel-
conques.

Considérons maintenant une droite de cosinus directeurs P(9, ~), Q(6, 
R(6, ~), Un point M de cette droite situé à la distance p de l’origine a pour coor-
données dans le trièdre Oxyz 

’

Ses coordonnées dans le trièdre 0x’y’z’ seront en tenant compte des équations

Les arguments des cosinus directeurs d’une droite quelconque se trouvent ainsi
tous diminués d’une même quantité 9~ ou ~; on en déduit que l’angle de deux
directions tel que nous l’avons défini au n° 50 est invariant par le changement de
variables (66).

Par analogie avec la géométrie euclidienne plane nous dirons que le système (66)
définit une rotation m sens d’Appell autour de (03B80 03C60) .

Le déplacement le plus général au sens el’ Appell sera défini par les relations

où les constantes a, b, c, définissent la grandeur de la translation et les constantes

80, , ~o, , l’amplitude de la rotation. 
-

La similitude la plus générale sera obtenue en multipliant les coefficients

?o)’ Q(8o, ~o), R(8o, Pô) par un même nombre, nous serons alors dans les

conditions du n° 12.



54. Nous venons de voir que les transformations définies par les équations (66)
conservent les distances et les angles au sens d’Appell; on pouvait le voir plus

rapidement en remarquant qu’elles entrent dans le cadre des transformations étu-

diées au chapitre II.
Revenons maintenant à ces transformations, et considérons un système d’inté-

grales

de l’un de ces systèmes (’).
Soient

où ce , , y sont des constantes arbitraires, les équations des trois familles de sur-

faces. Les notions de contact étant évidemment conservées, les équations des plans

tangents respectifs en un même point Mo(xo, yo, zo) sont

Les arêtes du trièdre formé par ces trois plans ont respectivement comme coeffi-

cients directeurs 
.

Si nous posons

. (1) Dans ce qui suit nous n’utiliserons que les systèmes SI et S~ afin de rester dans le

domaine réel.



nous en déduisons dans le cas du système (SJ que les paramètres directeurs peu-
vent encore s’écrire

et dans le cas du système S~ le même résultat avec échange des deux dernières
colonnes (’). ,

Cela prouve avec les conventions du n° 52 que le trièdre considéré est un trièdre

d’Appell. On dira que les familles de surfaces envisagées forment un système triple
orthogonal au sens d’Appell.

Ces familles de surfaces jouent donc ici le même rôle que les systèmes de cour-
bes isothermes dans l’étude du Laplacien à deux dimensions.

Une famille de surfaces triple orthogonale au sens d’Appelé particulièrement
simple, sera celle définie par les équations

où p est la fonction module, 0 et p les deux fonctions arguments.
Considérons eucore trois familles de surfaces d’équations

formant un système triple orthogonal, et soient

les équations résolues par rapport à x. D’après un résultat énoncé par Appell [1 J
les deux systèmes de familles de surfaces définies par les groupes d’équations

constituent encore des systèmes triples orthogonaux.

(!) Nous aurions des résultats analogues avec les autres systèmes (S), mais nous ver-
rions apparaître les coemcients ï, ,j, j~ (ce qui ne changerait du reste pas les résultats au

point de vue orthogonalité au sens d’Appell, les relations d’orthogonalité étant encore
vérifiées).



55. Nous venons de voir que si X(x, y, z), Y (x , y, z), Z(x, y, z) vérifient un

système (S), les trois familles de surfaces d’équations

constituent un système triple orthogonal au sens d’Appell. Cherchons réciproque-
ment les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que les équations (69) défi-
nissent un système triple orthogonal au sens d’Appell.

D’après ce que nous avons vu au n° 51 nous sommes amenés à écrire avec les
notations du n° 54 un système de relations tel que

où À et p sont deux fonctions arbitraires(’).
Si l’on remarque que les dérivées de X, Y, Z, par rapport à x, y, z sont tout

simplement les mineurs du tableau

au coenicient d = D(X, Y, Z) D(x, y, z) ~ o près, on trouve

X, Y, Z vérifient donc le système d’équations aux dérivées partielles

(1) On peut toujours supposer a", b", cn différents à la fois de zéro.



Système déduit de S~ par multiplication des deux premières colonnes par les
facteurs î,, ~ (i).

En considérant l’autre hypothèse de proportionnalité des a, b, c, a’, b’, c’y
a", b", c" nous trouverions de même un système analogue à (Ss). En ne se restrei-.
gnant plus au seul domaine réel nous verrions apparaître des systèmes analogues à
(S~), (Sg), (S~), Appelons systèmes (S") ces systèmes nous pouvons énoncer : :

Pour que les équations (69) définissent urc système triple orlhogonal au sens
d’Appell il faut el il suffit que les fonctions X (x , y, z), Y(x, y, z), y, z) ) véri-~

fient un. système (S’). . Dans le cas où le système (S") se réduit à un système (S), , on a. 
’

de plus un système isotherme de surfaces.
On peut du reste montrer que par un changement convenable de fonctions

un système (S") peut se transformer en système (S). Il nous suffira pour cela de-
montrer que la nouvelle fonction peut être choisie de façon à vérifier le sys-
tème ( ~) . 

’

Exprimons d’abord que le système (S",) est compatible; il nous suffira d’écrire-

que les équations

ou, ce qui revient au même, les équations

sont complètement intégrables. Nous voyons que X vérifie le système d’équations
aux dérivées partielles

(t) Pour plus de symétrie on pourrait prendre les coefficients ~, p., v pour chacune des.
trois colonnes.



Exprimons maintenant que ~(X) vérifie le système (E), nous avons, en posant

ou

D’après les équations aux dérivées partielles vérifiées par X nous savons que les
trois premiers rapports sont égaux; soit A leur valeur commune, il nous suffira de
montrer que A ne dépend que de X..

Prenons comme expression de A :

En remarquant que nous pouvons écrire



En recommençant le même calcul pour 2014 et 2014 nous trouverions que
~y Oz

Nous avons donc

et A ne dépend bien que de la seule fonction X ce qui démontre la proposition
que nous avions en vue.

56. L’introduction des trièdres d’Appell va pouvoir encore nous donner une

interprétation géométrique simple de l’équation de M. P. Humbert, interprétation
à rapprocher de celle du Laplacien à deux dimensions.

Considérons d’abord le système (~~), on peut l’écrire

Si nous appelons encore tourbillon d’un vecteur Y (X, Y, Z) le vecteur de com-

posantes

et que nous posions

le système (E) s’écrira



Si nous posons au contraire

le système (L) s’écrira

Appelons rotation orthogonale d’Appell l’opération consistant à transformer un

vecteur V en un vecteur de même longueur mais porté par une de ses perpendicu-
laires d’Appell (cf. n° 51).

Les vecteurs définis par les composantes (71) ou (73) sont déduits du gradient

- 2014, 20142014. 20142014 par une rotation orthogonale d’Appell. Les équations (72) et (74)

expriment que les tourbillons des nouveaux vecteurs sont encore nuls, on peut donc
énoncer : ..

THÉORÈME : : Le système (03A3) exprime que le champ de vecteur obtenu à partir du
champ de gradient de la fonction U en effectuant une rotation orthogonale d’Appell
est encore un champ de gradient. 

’

Prenons maintenant l’équation de M. P. Humbert ; elle s’écrit ainsi que nous

l’avons déjà vu

On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteurs (DxU, 
est nulle, c’est-à-dire que ce champ de vecteurs est un champ de tourbillon. Mais en
utilisant les calculs (72) et (~4) on sait que le champ de vecteurs (Dx U, DyU DbU)
est un champ de tourbillon loi-même, on peut donc énoncer :

THÉORÈME : L’équation de M. P. Humbert exprime que le champ de tourbillon du
champ de vecteurs obtenu en effectuant une rotation orthogonale d’Appell sur le

champ de gradient de la fonction U, , reste encore un champ de tourbillon lorsqu’on
sur lui une rotation orthogonale d’Appell.

57. Regardons un instant notre espace avec un oeil euclidien. Comme nous
l’avons vu au n° 45, les surfaces 8 ~ c~ - cte et fi - c~ ._-__ cte sont respecti-
vement des cônes de révolution ayant leur sommet à l’origine et d’axe commun



0~(x = y = z) et des demis-plans issus de cet axe. Quant aux ,trièdres d’Appell ils
ont leurs arêtes également inclinées sur cet axe, et ils sont équifaciaux.

La forme analytique que nous avons donnée à ces trièdres est plus rnaniable que
celle que l’on aurait dans l’espace euclidien. A un problème euclidien sur ces
trièdres il y a donc avantage à substituer un nouveau problème dans notre espace,
dont nous interpréterons ensuite la solution.

Nous allons inversement utiliser l’espace euclidien pour rechercher les relations
existant entre les arguments 8, -~ de deux directions orthogonales au sens d’Appell.
Soient les deux droites correspondant aux valeurs a, 9 et 8’, ~’; en utilisant les

relations (53) et (54) on trouve, les déterminations des arguments étant convena-
blement choisies

d’où l’on tire

Comme vérification on trouve en utilisant la première formule (55)

II. - Un essai de théorie des courbes et des surfaces.

58. En géométrie euclidienne plane la normale en un point d’une courbe est la

polaire de la tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point de

contact. On est tout de. suite amené à faire ici quelque chose d’analogue avec les

surfaces en remplaçant les deux droites isotropes par les trois plans, jouant le rôle

de plans isotropes, que nous avons rencontrés au n° 47.
Soit la surface d’équation

et un point xo, yo. zo de cette surface, point que nous choisissons comme origine
des coordonnées.



L’équation du plan tangent est

et celle de l’ensemble des trois plans isotropes

Passons en coordonnées tangentielles. Le plan tangent a pour coordonnées

et le cône décomposé en trois plans a pour équation tangentielle (’)

La première polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé aura
comme équations tangentielles

en revenant aux coordonnées ponctuelles on a le cône d’équation

La deuxième polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé a pour
équations tangentielles

c’est donc la droite, issue du point considéré xo, yo, =0’ ayant pour paramètres
directeurs

(t) Dans les divers calculs nous avons utilisé l’identité (30). Remarquons aussi que les
notations u, v, iv utilisées ici n’ont rien à voir avec celles des deux premiers chapitres.



59. Lorsque la fonction f(x, y, z) est une intégrale du système (~) on peut
l’incorporer dans une famille de surfaces formant avec deux autres familles un sys-
tème triple orthogonal au sens d’Appell. La droite définie par les paramètres (76)
est, d’après ce que nous avons vu au n° 54, l’intersection des plans tangents en
(xo, yo, zo) aux deux autres surfaces passant par ce point.

Dans tous les cas le plan tangent à une surface, a une équation vérifiant le
système (E), on peut donc toujours l’incorporer dans un système triple ortho-
gonal ; la droite considérée est alors l’intersection des deux autres plans passant par
le point commun. D’après ce que nous avons vu au n° 54, ces trois plans déter-
minent un trièdre d’Appell.

Finalement étant donné un plan et un point de ce plan on peut toujours (et cela
d’une façon unique) le prendre comme face d’un trièdre d’Appell ayant ce point.
pour sommet; la troisième arête (non contenue dans le plan) de ce trièdre est la
droite définie par les paramètres directeurs (76).

DÉFINITION : t Les droites dont les paramètres directeurs sont donnés par les

expressions (76) où f(x, y, z) = o est l’équation d’un plan, sont dites normales

d’Appell au plan au point d’intersection. Ces droites sont encore normales d’Appell
à toutes les surfaces tangentes au plan au point considéré.

Réciproquement étant donnés une droite et un point de cette droite, il passe par
ce point deux perpendiculaires au sens d’Appell à la droite considérée; ces deux
droites déterminent le plan normal d’Appell en ce point à la droite donnée.

Ceci nous amène à nous poser le problème suivant :
PROBLÈME : : Quel est au sommet d’un faisceau plan de droites, l’enveloppe des

plans normaux d’Appell à toutes ces droites?
La théorie des formes polaires nous en donne la solution immédiate, cette enve-

loppe est la première polaire (75) du plan des droites par rapport au cône isotrope
ayant même sommet que le faisceau.

60. Comme application de ce qui précède, cherchons ce qui pourra jouer le rôle
de l’équation normale d’un plan.

Considérons la droite issue de l’origine d’équations

où 6 et 03C6 sont deux constantes, p la distance à l’origine du point courant. L’équa-
tion du plan normal d’Appell issu du point xo, situé à la distance d de

l’origine sera



ou encore

On démontrerait de plus très aisément que la plus courte distance (minimum
de p) de l’origine au plan est justement la longueur d.

61. Faisons maintenant une étude succincte de la surface

à laquelle nous donnerons le nom de sphère d’Appell (‘).
On peut, ainsi que l’a fait Appell [~], la représenter paramétriquement par les

formules

La normale à la surface au point (,xo, yo, zo) a p our paramètres directeurs

. d’après le paragraphe précédent

elle est donc confondue avec le rayon vecteur.

Le plan tangent au point (80 , -~o) aura comme équation

Prenons maintenant un point y,, extérieur à la surface et considérons

une sécante variable issue de ce point

(t) Cette surface qui apparaît dans diverses théories porte de ce fait des noms diffé-
rents, on l’appelle aussi sphère affine, hyperboloïde cubique...



L’équation aux À des points d’intersection de la sécante et de la surface est

Le produit des trois racines ),~),p),3 s’écrit donc

est la distance OM. On appellera ce produit puissance du point par rapport.
à la surface. Le lieu des surfaces d’égale puissance sont des sphères d’Appell con-
centriques.

62. Cette surface peut encore servir à définir une transformation, étudiée par
M. D. V. Jonesco [4~ ~ , analogue à l’inversion dans le plan.

Au point M(x, y, z), faisons correspondre le point ~,(~, ~, Q défini par les

relations

On montre facilement que l’on a les relations

ce qui montre les rôles réciproques joués par les points M et u. ; on trouve du reste

les relations 
’

Remarquons aussi que les droites OM, 0~, sont dans un même plan avec l’axe

.r = y = z .

. 

Si nous utilisons les variables u, v, iu du chapitre 1 la transformation s’écrit,
ainsi que nous l’avons vu au n° 9

elle fait partie des transformations étudiées au chapitre II.



Exprimons maintenant la transformation au moyen des coordonnées p, 6, o. Le

point .

se transforme en

c’est-à-dire encore

Les équations de la transformation, peuvent donc s’écrire

ce qui montre clairement que la transformation échange les surfaces concentriques
p = cte sauf une qui est laissée invariante ; sur cette dernière surface les courbes
6 - = c‘8 (qui sont des asymptotiques ainsi que l’a montré Appell [ 1 ] )
s’échangent. Sur cette surface la transformation revient du reste à une sorte de

symétrie par rapport à la courbe d’équation

63. Disons maintenant un mot des courbes gauches. Considérons une courbe

gauche donnée par les expressions des coordonnées du point courant en fonction de
l’abscisse curviligne

les cosinus directeurs de la tangente seront (1)

avec

(’) Nous utilisons ainsi la Sphère d. Appell comme indicatrice; nous avons donc ici une
mesure de l’angle élémentaire au moyen d’arc élémentaire de l’indicatrice de rayon unité.



Le plan normal d’Appell aura pour équation

Pour le plan osculafeur, comme la théorie du contact est encore valable, son

équation est 
’ 

’ 

-

L’intersection des deux plans sera la droite de coefficients directeurs (!)

on l’appellera normale principale à la courbe.
Si a.’, ~’, y’ sont les cosinus directeurs de cette normale, on aura d’après ce qui

précède les formules de Frenet C)

avec

Si nous considérons maintenant la courbe comme trajectoire d’un certain mou-
vement d’équations

on aura en posant

l’accélération h peut donc ici encore être considérée comme résultant d’une accélé-

ration tangentielle 0393t = dvdt et d’une accélération normale 0393n = 
v2R,

(i) Nous avons utilisé les deux identités

(2) Nous pourrions étudier aussi la variation du plan osculateur afin d’introduire quelque
chose d’analogue à la torsion, mais les calculs sont rapidement inextricables.



. 64. Comme exemple de courbe, prenons une courbe 0 === 60 sur une surface

p = P. . On a les équations paramétriques

on en déduit

car

L’équation du plan normal sera

ou en remplaçant x, y, z par leurs valeurs

ce plan passe donc par l’origine.
La normale principale a pour cosinus directeurs

d’après ce que nous avons vu au n° 51, cette normale est donc orthogonale au sens

d’Appell au rayon vecteur, ce qui montre que le plan osculateur à la courbe est le

plan tangent à la surface P = Po. Les courbes sont donc (tout comme dans

l’espace euclidien à trois dimensions) des lignes asy mptotiques de la surface p = Pa.
Pour le rayon de courbure on voit facilement qu’il~;est constamment égal à 20. Les

mêmes propriétés appartiennent évidemment aux courbes 9 = ~o.

65. Revenons encore à la sphère d’Appell sur laquelle se trouve tracé le réseau
des courbes 0 = = cte. D’après ce que nous avons vu au n° 54, ce réseau
de courbes est un réseau orthogonal (puisque les familles de surfaces P = a , 6 = b,

cp = c forment un système triple orthogonal".
La distance de deux points infiniment voisins est donnée par la formule

ainsi qu’on le voit en faisant p = Po dans la formule (34). On voit facilement que



la distance géodésique entre deux points distincts M,(9~.L1), M~(e~, c~~) est donnée de

même par la formule

Mais si l’on considère de même le plan xOv d’un trièdre d’Appell (tout plan
peut répondre à la question) la distance de deux points infiniment voisins est

donnée par 
’

et l’on a pour deux points distincts M2(X2, yz)

On peut donc établir une correspondance ponctuelle entre la sphère d’Appell et
un plan. Prenons par exemple

les mesures de longueur sur le plan et sur la surface seront les mêmes.
Considérons maintenant deux courbes de la surface et leur représentation plane

et cherchons si l’angle d’Appell de ces deux courbes est le même que celui de leurs

représentations. Nous pouvons sans nuire à la généralité supposer ces courbes issues
du point 0 ---. c~ = o, leurs équations seront alors 

.

et l’on aura d’après (12) et (78’) sur l’une et l’autre courbes

et les expressions (62) sont respectivement égales à



Pour la représentation plane on aura

et le calcul des expressions (62) redonne les expressions (106). 

’

On exprimera cette conservation des distances et des angles en énonçant :
THÉORÈME : La sphère d’Appell est applicable sur tout plan de l’espace.
On déduit de cela sans calcul que les géodésiques de la surface sont les courbes

d’équation

où a, b, c sont des constantes arbitraires.

REMARQUE : Ajoutons que si nous prenions comme élément d’aire l’expression
d03C3 définie au n° 27, la transformation définie par (io3) établit une correspondance
~à aires égales entre le plan et la sphère d’Appell.

III. - Comparaison avec l’espace de Finsler-Cartan. 

66. Dans les différents paragraphes qui précèdent nous avons cherché à généra-
liser la géométrie euclidienne plane en substituant à l’expression ordinaire de la
distance de deux points infiniment voisins la nouvelle expression

De nombreux essais de généralisations ont déjà été tentés par d’autres auteurs

parmi lesquels nous citerons MM. P. Finsler, L. Berwald... Je voudrais dans les

lignes qui vont suivre voir en quoi le point de vue Finslérien tel que l’entend

M. E. Cartan CS) diffère du point de vue que j’ai considéré.

Remarquons tout d’abord que les notions de normales coïncident; en effet la

sphère d’Appell est extrémale à la gerbe de droites issues de l’origine lorsque l’on

prend comme ds l’expression (108), la normale de Finsler à la sphère d’Appell est
donc encore le rayon vecteur. On en déduit évidemment que la direction de la nor-

male est la même pour toute surface dans les deux espaces.

~ 

(t) Sur les espaces de Finsler (Comptes Rendus, ig33, p. 584).



67. Étudions la sphère d’Appell p = i au sens Finslérien, nous aurons (’) en
coordonnées p, 6, cp

avec sur la su rface (2~

Nous tirons de ( 1 og~ les relations

En utilisant l’indice zéro pour représenter les valeurs prises sur la sphère
d’Appell, nous aurons

Nous aurons ensuite en dérivant convenablement les relations (ïio)

d’où

Sur la sphère d’Appell la forme angulaire sera donc donnée par

(’) Nous utilisons les notations de la note cilee; par exemple F;, - -, , F; 2 - ~F,
) p ~l 8

1F
F;3 = .

(2) Les mesures sont rapportées au repère naturel mobile en coordonnées 03C1, 03B8, 03C6 l’élé-

ment d’appui étant dirigé suivant le vecteur.



Comme sur la sphère d’Appell p == !. les d~ sont égaux aux o?0, nous

voyons ainsi que notre notion d’angle est profondément différente de celle de
Finsler-Cartan puisque l’une revient à considérer d03B83 + d03C63 et l’autre 

Cette différence de théorie apparaît à nouveau si l’on étudie la géométrie intrin-

.sèque de la sphère d’Appell.
Comme

on trouve facilement que

d’où

Au point de vue Finsler-Cartan la géométrie intrinsèque de la sphère d’Appell
est celle du plan euclidien ; à notre point de vue c’est la géométrie plane de notre

(~). °

68. Calculons maintenant la seconde forme fondamentale de la sphère d’Appell.
Nous pouvons très simplemeut montrer, ainsi que nous l’a signalé M. E. Cartan,

que cette seconde forme est égale au signe près au ds’. Pour cela utilisons les

variables u, v, w, on a alors

d’où l’on déduit facilement que tous les rijk sont nuls, ce qui nous amène à
calculer

avec

(i) Ici les mesures se rapportent à un repère fixe.
(~) On peut encore faire apparaître la différence entre les deux notions d’angle en uti-

lisant la remarque suivante que m’a communiquée M. E. Cartan. Si trois droites issues de
l’origine constituent un trièdre d’Appell, deux quelconques d’entre elles sont parallèles
. aux tangentes aux courbes 6 == = cte passant par le point d’intersection de la troi-
sième et d’une sphère d’Appell ayant son centre à l’origine. Au point de vue Finslérien
ceci exprime que lorsque l’on fait les mesures en prenant l’une des droites comme droite
,d’appui, les deux autres sont orthogonales avec la première et isotropes.



Mais le long de la sphère d’Appell nous avons

l’expression cherchée s’écrit donc

et elle est égale au signe près [ (~)o = i] à la forme angulaire, c’est-à-dire encore
au ds~.

On déduit de ce résultat que les lignes asymptotiques sont les courbes 8 = ct°,

ce = c‘° (comme à notre point de vue). Les lignes de courbure sont indéterminées,
les rayons de courbure principaux sont égaux à l’unité (le centre de courbure est ici

l’origine).



CHAPITRE IV

Sur de nouvelles familles de polynômes.

I. - Généralisation des polynômes de Legendre et Gegenbauer.

69. On connaît le rôle important joué en analyse par l’expression

M. P. Humbert et moi-même avons eu l’idée de généraliser cette expression en
considérant le produit

J’ai enfin considéré aussi le produit plus compliqué

Nous allons dans ce chapitre passer en revue un certain nombre de propriétés
des expressions (112) et (113~ généralisant celles classiques de l’expression (III).

70. On sait que le logarithme de l’expression (III) est la fonction génératrice
de cos n6

Généralisant ce résultat M. P. Humbert a montré [4 i que



J’ai moi-même complété ce résultat en montrant [20] que le logarithme de l’ex-

pression (r ~3) est fonction génératrice pour P(m6, n cp) et donne lieu à l’identité

71. Considérons maintenant la fonction génératrice

qui généralise celle de Legendre et Gegenbauer et qui admet comme cas particulier
celles qu’ont étudiées MM. Pincherle, P. Humbert et Bevan Baker [46, 31, 3j.

Posons

On en déduit immédiatement les identités

En identifiant les coefficients de hn on trouve



Ces diverses identités ont lieu entre polynômes de même indice v. Si on lève

cette restriction on peut écrire les identités de formes simples généralisant les iden-

tités classiques relatives aux polynômes de Gegenbauer (cf. WITTAKER AND WATSON : :

A course of Modern Analysis, 4° éd., I927, 1930). On peut écrire par exemple

on en déduises relations (*)

En utilisant les relations (123), ( 124), (125) on peut obtenir de nouvelles iden-

tités ; (124) par exemple s’écrit, en tenant compte des relations précédentes

Dérivons ( 1 23) par rapport à et tenons compte de la deuxième relation (1 27)

on a

ou

ce qui donne en remplaçant C~ 3 par sa valeur tirée de (i 30) et en divisant par (n + 2)

ou encore

(’ ) D’après les notations classiques - log ( I - 3 h x -~ 3 h~ y - h3) _ ~ hn Cn (x, y).
(t) En dérivant par rapport à x on trouverait les mêmes identités.



En éliminant entre (i3o) et (132’) il vient

En éliminant Cn+ 3 on a d’autre part

On peut trouver bien d’autres relations; signalons encore celle qu’on obtient en
éliminant entre la relation suivante

et (132), et qui s’écrit

Remarquons aussi que l’on peut tirer d’autres relations en dérivant par rapportà x ou y; tou tefois certaines d’entre elles se reproduisent à condition de changer le
nom des indices n et v, il en est ainsi par exemple de (132), (133), ( I33’),

72. Si nous posons maintenant C, = U (x, y), on peut chercher les équations
aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. Limitons-nous au second ordre;
en tenant compte des relations (127), les équations ( 130), (i3a’), ( 134) et (t34’) don-
nent respectivement (’)

1’) L’absence du coefficient 03BD pour l’équation (I35) est tout à fait remarquable. Remar-
quons aussi que ces équations ne sont pas indépendantes, (137) par exemple est combi-naison de (135) et (136).



73. Ces dernières équations ne sont évidemment valables que pour des poly-
nômes dépendant effectivement de x et y. Nous sommes ainsi amenés à chercher
ce qui arrive dans le cas contraire pour o), y).

a) Prenons d’abord le cas y - o. On a alors

d’où l’on tire en éliminant G
n-a

Éliminons maintenant C03BDn+I entre cette dernière équation et la suivante1 ,

il vient

Mais on a aussi

en résolvant les équations ( ~ 3g) et (i4o) par rapport à et en écrivant

on trouve l’équation différentielle



C’est aux notations près (changement de h en - h et de x en - x) le résultat.
déjà trouvé par M. P. Humbert [3i]. Si nous posons u _-__ -I~xs on est conduit à

équation hypergéométrique dont M. Bevan Baker (3] a déjà donné l’intégrale générale

~) Supposons maintenant x - o. On a

d’où l’on tire en éliminant t C’
n-~

ou

Éliminons encore une fois Cv il vient
n-~

mais



en éliminant C~ on trouve enfin
n-~

Il est remarquable de constater que le changement de y en x et de n + 3 v en -~ n

restant le même), transforme l’équation en l’équation ( I 4I ).
On en déduit immédiatement l’intégrale générale de ( i 44)

’ 

En faisant v = o on retrouve aux notations près les résultats de M. P. Hum-

bert[37].
Remarquons pour terminer que les calculs qui précèdent supposent n ~ 2 ; mais

les équations (142) (I44) sont vérifiées aussi pour n = o et t comme on le voit faci-

lement.

74. On sait que lorsque l’on utilise les fonctions circulaires, les polynômes de

Gegenbauer définis par le développement

vérifient l’équation différentielle

on peut se demander s’il existe une équation aux dérivées partielles généralisant
cette équation lorsque l’on considère le développement de la fonction



On a immédiatement les relations

qui sont analogues aux relations (1 23) à (126). _

Éliminons entre ( 14g) et ( 150) d’une part et entre ( 14g) et ( 15 i ) d’autre part,
il vient après avoir retranché membre à membre les relations obtenues

ou en tenant compte de (1 52)

~ C~’ ~ C~,
En résolvant le système des équations (I52), (I53) par rapport à n ~03B8 et n ~03C6 et

~2Cv
en identifiant ensuite les deux expressions trouvées pour la dérivée seconde __~-

~~~’
on voit que C1n-I vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre; en

changeant n-I en n, on trouve l’équation vérifiée par Cvn qui s’écrira en posant Cn - U



Considérons à nouveau les équations (I50) et (I5I) et éliminons C’I n (mais non ses
dérivées) il vient compte tenu de (1 52) et après changement de n - 1 en n

En résolvant le système formé par les équations (152) et (t55) par rapport à

~ 

n-I ~03B8, n-I ~03C6 et en égalant les expressions trouvées on voit que la

fonction Cvn vérifie l’équation aux dérivées partielles du second ordre (’)

Considérons maintenant à nouveau les relations (133) et (i34) que nous écrivons
en tenant compte de (127)

En effectuant le changement de variables

d’où

ces relations deviennent

(’) Les équations (i54) et (156) correspondent respectivement à (136), (135). La compli-
cation du changement de variables x = P (4, ~~), y = P(- 6, - ~) fait qù’il est moins long
de recommencer à nouveau les calculs comme nous l’avons fait.



En éliminant C~’ n-~ entre (~33’n) et (134’n) on trouve une troisième équation aux

dérivées partielles du second ordre vérifiée par G

Des formules (155), (i56)~ (~5~) on déduit facilement les relations

En formant la combinaison

on trouve l’équation aux dérivées partielles du troisième ordre cherchée (’)

75. On peut à titre de vérification remplacer U par quelques-uns des Ç ; on

. 

sait par exemple que

Utilisons maintenant certaines des relations obtenues précédemment. Prenons

par exemple la relation (133"’), pour v = o elle s’écrit

(1) Nous retrouverons cette équation au n° 10i, chapitre V.



Comme Co = 3P(9, Cf) on en déduit par récurrence, compte tenu des relations

(59), le résultat du n° 70

L’identité (149) devient alors

formule qui généralise la relation classique

On trouverait d’autres relations en utilisant les diverses identités déjà men-
tionnées.

76. Généralisons maintenant un résultat de M. Pincherle [46]. Soit e1 la plus
petite racine de l’équation en h ,

On a

Si l’on pose

il vient

De (165) on peut déduire aussi

On pourrait encore à partir de ces relations rechercher les équations aux dérivées
partielles satisfaites par ce° . .



II. - Généralisation des polynômes d’Hermite.

77. Considérons maintenant les polynômes définis au moyen de la fonction

génératrice 

On peut rapprocher les polynômes Hn des polynômes C’ , en effet si nous rem-
plaçons dans l’égalité

, 
. /z .r y .1..h, y, z, respectivement par h 3, x 3, y 3; il vient

~n2 ~m~ V/y?

d’où

Considérons maintenant l’identité

obtenue en appliquant la formule de Taylor; on en déduit

d’où

formule qui généralise un résultat classique des polynômes d’Hermite.



On en déduit

d’où

. 78 Cherchons maintenant les relations de récurrence entre plusieurs, poly-
nômes H ainsi que les équations aux dérivées partielles satisfaites par ces poly-
nômes. En posant .

on trouve

Des dernières relations on tire encore



on en déduit que K~l (donc H~) vérifie l’équation aux dérivées partielles

79. Cherchons maintenant les équations différentielles satisfaites par Hn (x, o)
~)~ 

’

a) Prenons d’abord le cas y = o, ( ~ ~4) s’écrit

en dérivant trois fois il vient, compte tenu de la première des relations ( 1 ~5),

C’est aux notations près (changement de x et h en -- x, - h) le résultat trouvé

x3
par M. P. Humbert [39]. En posant r~ _ --, , on trouve

9

équation hypergéométrique confluente dont l’intégrale générale est

p) Prenons ensuite le cas x = o, s’écrit t

c’est-à-dire compte tenu de la deuxième relation (175)

on en tire



d’où l’équation cherchée

En posant v = -- 4 3 y3 on trouve

équation hypergéométrique confluente dont l’intégrale générale est

80. Cherchons à déterminer de proche en proche les coefficients du polynôme

y). Partons de ( 1 ~ ~) et posons 
.

il vient

d’où la relation de récurrence

on est donc simplement ramené à chercher les an; ~, o, an; o, ,, .

On a du reste facilement les relations de récurrence déduites de (178), (182)

Il nous suffira donc de connaître les cinq coefficients



Nous avons à distinguer trois cas suivant les valeurs de n (’)

Le calcul des autres termes au moyen des formules (r 85) , (187), (188) sera
évidemment limité par l’annulation des numérateurs.

81. Signalons pour terminer les polynômes qui naissent du développement de
la fonction génératrice

Comme et l n’apparaissent que par leur produit, on est amené à considérer
l’expression 

.

On aura comme précédemment

On en déduira par identification

(i) Le calcul se fait aisément en remplaçant dans la formule de définition (168) les.

exponentielles par leurs développements.



On peut éliminer Ha, ~_ I entre (192) , (i g4) on trouve

Éliminons maintenant entre (191), (Ig3), remar-

quant que

Nous trouvons les équations aux dérivées partielles satisfaites par la fonction

Nous pourrions aussi chercher les équations différentielles vérifiées par les poly-
nômes (o, y), Ha, ~ (x, o) . Le second problème a été résolu au n° 79 ; pour le

premier l’équation différentielle du troisième ordre que nous avons formée ne nous

a paru présenter aucun intérêt particulier.



CHAPITRE V

Sur quelques équations aux dérivées partielles qui se rattachent
à l’équation de M. P. Humbert.

I . - L’équation 03 L (’). ( 1 98)

82. Cherchons les intégrales qui ne dépendent que de p ; elles vérifient l’équa-
tion différentielle 

’

Nous en déduisons l’intégrale

83. Faisons le changement de variables (9) et posons s = - ; ; il vient
2J

Les intégrales de (199) qui sont de la forme vérifient

l’équation différentielle

Si nous posons maintenant V(s) = l’équation (200) devient

(1) Dans l’étude de ces diverses équations k représentera une constante.



L’équation (201) sera hypergéométrique si le coefficient de dans le dernier

terme est nul (condition nécessaire) ; mais cela s’écrit après réductions

Pour p = m 3 l’équation (20I) devient

équation hypergéométrique confluente qui admet les intégrales

l’équation (198) admet donc les intégrales (’)

Pour p = - 2m l’équation (201) devient

elle redonne les intégrales (202).

84. On sait que l’équation ~2U ~x2 + = kU admet l’intégrale particulière

cherchons si l’on a un théorème analogue dans le cas actuel.

(t) Il est clair que l’on peut remplacer m ~) par Q (m 8, mcp) et R (m 8 , m y). Cette
remarque est valable pour les autres équations.



. En variables it, v, w on est ramené à chercher si l’équation

admet une intégrale de la forme

En portant dans l’équation (203) nous trouvons la condition

Le changement de variable à = kp nous donne une équation hypergéométrique
, 2J

qui admet les intégrales .

Nous en déduisons les intégrales de (203)

et quatre autres analogues en remplaçant u par v ou w ... (’) . En variables x, y, z,
cela s’écrit .

(’) Plus généralement, on pourrait chercher les intégrales de la forme U = 
le même calcul conduirait aux intégrales

et une troisième analogue. Toutes ces intégrales se ramènent du reste à la première.



85. Cherchons encore les intégrales de la forme les constantes oc, ~, y

doivent vérifier la relation

À et p étant des constantes, nous pourrons prendre par exemple

86. REMARQUE. La seconde des intégrales (202) a été donnée incidemment (calcul
. intermédiaire dans la recherche d’un autre problème) sous une forme légèrement
,différente par M. P. Humbert [36]. Elle a été explicitement reprise dans un autre

Mémoire [3~~. Avec les notations de ce dernier travail les deux intégrales s’écrivent

respectivement

où l’on doit bien remarquer que pour la seconde on doit lire P (- r~ 9 , - m -~) . et

non P (m 6 , ainsi que l’indiquait le Mémoire cité.

II. L’équation

87. Si nous cherchons les intégrales de la forme U = y, z) nous avons

1’équation o3U = nous déduirons des paragraphes précédents des intégrales
telles que

88. Cherchons maintenant si l’on peut trouver d’autres intégrales en recom-

mençant la suite de raisonnements du n° 83. 

Nous ferons encore le changement de variables (9) en posant s = 20142014 il vient



Les intégrales de la forme U = m p) V(s) vérifient l’équation différen-
tielle

En faisant le changement de fonction défini par V(s) = nous trouverons

encore une équation hypergéométrique à condition que

On en déduit comme précédemment les intégrales

c’est-à-dire avec un choix légèrement différent de constantes

s

89. Si l’on cherche les intégrales de la forme e 
~+~+~+Y~ t 

ainsi que l’a fait

M. P. Humbert [3g] on trouve que les constantes a, ~, Y, ~ sont liées par la relation

On en déduit que la fonction

est intégrale ainsi que les polynômes qui naissent de son développement.
En posant



on trouve

et l’on est ramené à l’étude des polynômes déduits de la fonction génératrice étudiée
.au n° 79

III. - L’équation

90. En cherchant encore les intégrales de la forme U = ~ ~ (~ y. ~) on est

ramené à l’équation = on en déduira immédiatement comme au n° 87

un certain nombre d’intégrales.

A’c~
9i. Faisons maintenant le changement de variables (g); en posant ~=2014~

2~ t
il vient

Les intégrales de la forme U = t’ P (m 8 , m vérifient l’équation différen-
tielle

qui devient par le changement de fonction V (s) = une équation hypergéo-

métrique lorsque 1 on y fait p == m ou - 2m .
On en déduit tous calculs faits les deux intégrales (*)

(i) Nous rectifions ici un lapsus qui nous a échappé dans une Note antérieure (Comptes
rendus, I932, p. g36).



c’est-à-dire avec un choix légèrement t différent de constantes

a

a~+~Y+~r~+ 2014=~ t
92. Si nous cherchons les intégrales de la forme e 

~~ 
nous trou-

vons la condition

Posons

d’où

d’après une identité déjà rencontrée.
On en déduit que la fonction

est une intégrale ainsi que les polynômes qui naissent de son développement.
Pour un changement de variables analogue à celui du n° 89 nous serons ramenés..

aux polynômes déduits de la fonction génératrice introduite au n° 81 
’

IV. - L’équation

93. En cherchant encore les intégrales de la forme U (x, y, z, t) = y, z)~
nous sommes ramenés à l’équation 

’

En utilisant les résultats antérieurs on trouvera comme au n° 87 de nouvelles-



intégrales. On retrouvera entre autres une intégrale signalée par M. P. Humbert

[36] où la fonction (p) est remplacée par P (- ~, - -.~) ainsi que nous l’avons

signalé au n° 86.

, 94. Faisons maintenant le changement de variables (9) ; en posant 3

on trouve

. Cherchons les intégrales de la forme U = elles vérifient

l’équation différentielle 
’ ’

En posant V(s) = nous trouverons encore une équation hypergéomé-
trique à condition que

On en déduit comme plus haut t

c’est-à-dire encore avec un choix de constantes légèrement différent



V. - Quelques autres équations.

95. Signalons encore les équations

Par les procédés des n°~ 87, 90, 93 en cherchant des intégrales de la forme

on peut écrire un certain nombre de résultats eu égard aux paragraphes qui pré-
cèdent.

On peut évidemment considérer bien d’autres équations; nous nous contenterons
dans ce Mémoire de celles que nous avons écrites, comptant du reste revenir sur la
question.

96. Nous rappellerons seulement un théorème que nous avons démontré autre
part [24] sur l’équation

Cette équation admet l’intégrale particulière U = pB

VI. - Sur les potentiels du troisième ordre.

97. Le problème que nous avons en vue est le suivant : :

Élant donnés un point fixe M(x y, z), un point mobile P(a b, c) décrivant une
surface S , et une fonction p.(a, b, c) de ce point, on considère la fonction

où dc est l’élément de surface de S , trouver dans des cas particuliers simples , des

équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. .



Posons pour simplifier

la notation p étant toujours réservée à l’expression x3 + y3 + on aura

Remarquons, ce qui nous servira plus loin, que le même problème pourrait se

poser avec des intégrales de lignes ou de volumes.

98. Cherchons à former des équations aux dérivées partielles dans les trois cas
suivants :

S est le plan d’équation a = o, on a alors

d’où

2") S est le cône d’équation a2 - bc == o, on a alors

d’où



3°) S est la sphère d’Appell d’équation a3 + b3 + c,3 - 3ab c = 1, on a alors

d’où

Ces trois équations généralisent les équations des prépotentiels rectiligne et cir-
culaire relatifs à l’équation de Laplace à deux dimensions.

99. Considérons l’équation (224). En utilisant les variables u, v, w elle s’écrit

les intégrales qui ne dépendent que de p = uvw vérifient l’équation différentielle

ce qui fournit les intégrales

si nous cherchons les intégrales ne dépendant que de az, (221j) s’écrit

F""’ -- 3n F"" = o équation qui admet les solutions
x

d 1 
. 

1. 
2 1 

1 d 
., ., 

1 d .dans les cas particuliers n = - 2 3 , n = - 3 I la deuxième intégrale devient log x

ou x log x . .

Reprenons l’équation (224’) on peut l’écrire ,



on en déduit que pour n = - i si Ù est une intégrale de l’équation de M. P. Hum-

bert, 
U u+v+w 

est intégrale de (2 0efi") donc: :

THÉORÈME. Si U est une intégrale 61C 03943 U % O , 
U 

est une intégrale de l’équation. 

ai

(22à) 0Ù l’0n a fait Jl % - 1 . 1’ )

100. Faisons maintenant le changement de variables (g) l’équation (2 ?à) devient

S l’on pose U = 03C1mV(03B8, 03C6) l’équation devient

Cette équation formée par M. P. Humbert [43] est l’analogue ainsi que le fait

remarquer cet auteur de l’équation de Gegenbauer

obtenue à partir de l’équation du prépotentiel rectiligne

où l’on a posé

Du reste, ainsi que le fait remarquer toujours M. P. Humbert, l’équation (228)

admet , our n = - I les intégrales Q[(m+I)03B8, (m+I)03C6] Q(03B8, 03C6) tout comme l’équation

(229) admet les intégrales sin (m + 1 ) 6 .

101. Mais par un autre chemin nous avons trouvé au chapitre IV une équation
totalement différente de l’équation (2z8) sauf dans le cas n = o (ou v = o avec les
notations du n° 75) puisque l’équation se réduit alors à 3 U = o.

Ceci généralise un résultat de M. P. Humbert (!~3~.



Pour trouver une interprétation de notre équation (1 61), nous ferons appel à la
fonction

où L est la droite b = c = o ; nous généralisons ainsi le prépotentiel rectiligne en

prenant encore une droite au lieu d’un plan.
Nous avons alors

Parmi les équations aux dérivées partielles que vérifie U on peut considérer

l’équation

faisons le changement de variables (g), nous trouvons

Les solutions de la forme U = ~"‘ V (8 , c~) vérifient l’équation

Si l’on tient compte des identités

et de la relation



On retrouve aux notations près (V, m, - fi à la place de U, n, v) l’équation
( 161 ). Les équations ( r 61 ) et (228) constituent donc deux extensions de l’équation de

Gegenbauer.

102. Prenons maintenant l’équation (225), en utilisant les variables u, v, w

elle s’écrit

En cherchant encore les intégrales ne dépendant que de p = uvw, on est con-
duit à l’équation différentielle

qui admet les intégrales

Un calcul simple nous fournit aussi les intégrales u1l vn, wn un, ce qui
montre que les polynômes considérés au n° 13 sont des intégrales de l’équa-
tion (225).

Dans le cas n = -1 i en utilisant l’identité

on déduit que l’intégrale de l’équation (225’) pour n = -1 i s’écrit

où .f(v, w), g (w, u) , , heu, v) sont trois fonctions arbitraires de deux variables.

103. Faisons maintenant le changement de variables (9) il vient



En changeant le signe de 6 , et 9 et en cherchant les solutions de la forme

U = 03C6) on est conduit à l’équation

Si l’on pose ni - 3n ---_ - ~~, on trouve une. équation analogue à l’équation (228)
à ceci près que m est devenu p et que les fonctions Q et 11 ont échangé leurs rôles.

Mais nous avons justement introduit l’équation (220) comme une généralisation
de l’équation du prépotentiel rectiligne dans le plan en remarquant que de même

que a = -L 2014(~ + 6’) on . L’équationq 
2 ~a 

( ~ 3 0a

(224) constitue donc une troisième généralisation de l’équation de Gegenbauer (2 29).

104. Considérons enfin l’équation (226); en utilisant les variables u, v, lV elle

s’écrit .

Mais SI nous posons V = U , un calcul simple montre que

l’équation (226) peut donc prendre la forme remarquable

On en déduit immédiatement les intégrales particulières

où les six fonctions f, f,, g, g,, h, h~ sont arbitraires.

Les intégrales qui ne dépendent que de p = uvw vérifient l’équation différen-

tielle hypergéométrique

d’où



Remarquons aussi que l’on peut écrire encore (226") sous la nouvelle forme

mais c’est justement l’équation que nous aurions obtenue en prenant comme nou-
velles variables les inverses des variables u, v, w.

Nous en déduisons que si S est la sphère d’Appell, p~ le polynôme

la fonction

est aussi intégrale de l’équation (226).
Si enfin on fait le changement de variables (g) on voit facilement que les fonc-

tions

sont des intégrales de l’équation (226). Signalons à ce sujet que le changement de
variables indiqué dans une de nos Notes (C. R., I93, 1932, p. 983) conduit à une
équation analogue à celle obtenue à la page 984 mais où le premier terme est mul-

tiplié par e3P ; les résultats énoncés à la suite ne se rapportent donc pas à l’équation
envisagée.

105. On peut plus généralement se poser le problème du n° 97 pour l’inté-

grale

M. P. Humbert [43] et moi-même [21] nous sommes déjà occupés de cette
question pour des fonctions ~ particulières ; nous nous contenterons d’en donner
ici la référence.
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