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SUR LES
INVARIANTS INTEGRAUX D'ORDRE n—1.

Par M. G. PFEIFFER (Kiew).

En dix ans trois des plus grands mathématiciens Ed. Goursat('), E. Cartan(*) et
Th. De Donder(®) ont publié des monographies, liées, la premiére en partie, les
secondes en totalité, & la théorie des invariants intégraux. Ce fait n’est pas resté sans
influence sur I’évolution ultérieure du domaine. En disposant des monographies
indiquées, les personnes, qui s'intéressent & la théorie des invariants intégraux, ont
la possibilité, avec un profit élevé et une trés grande certitude, de prolonger de telles
recherches.

Appelons l'attention sur la circonstance suivante.

La construction de I'opérateur général, permutant les solutions de l'équation

linéaire homogéne :

Jof o .0
PR A
1

dx AN X,

o, (1)

de méme que la construction du systéme général des fonctions contravariantes
i-uples et d’invariant intégral général d’ordre n— 1 du systéme : '

dx dx, dx
L = L=... = ~ =dl, (2)

= T2 “n

sont des questions étroitement liées. Les %, sont des fonctions, qui ne contiennent
pas le temps £.

La résolution de la premiére question, dans une série de travaux(*) dus & nous-
méme, est menée jusqu’'a achévement.

() E. Goursat, — Legons sur le probléme de Pfaff (Paris, 1923).

(*) E. CarTAN, — Lecons sur les invariants intégraux (Paris, 1922).
() Tu. DE DoxpERr, — Théorie des invariants intégraux (Paris, 1927).
"(*) G. PrerrFER, — Théorémes, expliquanl une série de questions dans le probléme de la

permutation des solutions d’une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre
(Comptes rendus de ’Acad. des Sc. de I'U. R. 8. 8., 1929, pp. 177-182). — Sur la permuta-
tion des solutions d’une équalion linéaire aux dérivées partielles du premier ordre (Bull. des
Sc. math., S. 2, t. LII, octobre 1928). — Quelques additions au probléme de M. A. Buhl (Atti de)
Congr. Intern., Bologna, 1928, t. ITI, pp. 45-46). — Construction de Uopéraleur général, per-
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11 est naturel qu’il nous soit venu le désir de parvenir, en utilisant les idées
relatives & la résolution de la premiére question, & la solution compléte de la seconde
et de la troisiéme questions.

Ce Mémoire procéde a la construction du systéme le plus général des fonctions

contravariantes i-uples et de I'invariant intégral le plos général d'ordre n — 1.

Posons
e o . of SR
X(f)_‘“g’\—_“k-s. S +~--+7,,F. (3)
. YA oM A
\(f):‘mﬁ%—".;s:{_ +...+'r.,,3‘llr ) (%)

D’aprés les recherches de S. Lie(') les opérateurs :

n

' N
Kﬁzxmﬁ;, (5)
qui permutent les solutions :
:‘?l ’ ‘T”g’ Tt "."/174 (6)
de I'équation :
o a . o '
X(f)= Wi -=o. (7
se définissent par la relation :
XY(f) = YX(f)=xX(/). (O 3)

Nous avons montré(®), que si r satisfait a

X(r) =1, (9)

mutant les intégrales d’une équation linéaire et homogéne aux dérivées partielles du premier ordre
(Comptes rendus, 1931, t. 192, pp, 660-663). — Sur la permutation des intégrales d’une équa-
tion linéaire et homogéne aux dérivées partielles du premier ordre (Ann. de Toulouse, 1931,
S. 3, t. XXIII, pp. 139-181). — Résolution de la relation de S. Lie, définissant des opérateurs
d’une équation linéaire homogene aux dérivées partielles du premier ordre (Bull. des Sc. math.,
S. 2, t. LVI, février 1932). _ '

(*) S. Lie et Fr. ExcerL, — Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig. 1888, B. 1.,
pp. 138-143).

(*) E. Gawrtan, — Legons sur les invariants intégraux (Paris, 1922, pp. 95-96).

(*) G. PFEIFFER, — Sur la permutation des intégrales d’une équaltion linéaire homogéne (Ann.
de Toulouse, 1931, S. 3, t. XXIII, pp. 156-174). — Résolution de la relation de S. Lie (Bull.
des Sc. math., S. 2. t. LVI, février 1932).
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la substitution :

Y(NH =2()) +rXi), (10)
; f of
L(./’):Z‘i{;—‘-fvg Dlljﬁ +...+Z’IFE, (ll)
4, =z, + I3, , (12)
=, 2, , 1t

réduit la relation (8) a I'identilé

NZ(f)—IX(f)=o. (13)

Les coeflicients :

S Tas eees I, (1h)

de la solution générale de (13) donnent le plus général sysiéme de founctions contra-
variantes 1-uples du systéme (). (') '

La condition nécessaire et suffisante, pour que Uinlégrale :

| S o (15)

ot o, , est une forme symbolique du degré n — 1 :

— 3 . - N oy e N y
o, =mnde, . de,  dr, 4 dr . ode,de 4+ () de odxe

"

—2 dmnf( ’ (16)

avec des signes -+, si n est impair, et alternativement 4+, —, si n est pair, soit

un invariant intégral d’ordre n — 1 du systéme (2), consiste en I'identité :

XY =YX =uY(), () (17)
o 2%
1 :_:JD_.I‘I, (18)

I est établi par nous(®), que si w == o0 et si la Lransformation. infinitésimale Y(f)
est remplacée pav la transformation infinitésimale Z(f) d'aprés I'égalité

(*) Tu. D Doxper, — Théorie des invariants intégraux (Paris, 1927, Pp. 91-92).
(*) Ev. Goursat, — Legons sur le probléme de Pfaff (Paris, 1922, p. 223).

G. Koenies, — Sur les invarianls intégranx (Comptes rendus, t. 122, 1896, pp. 25-27).
(") G. PrEIFFER, — Théorémes, expliquant une série de questions dans le probléeme de la

permutation des solutions d'une équation linéaire (Comptes rendus de I'Acad. des Sc. de I'U.
R. 8. 8., 1929, p. 180).
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Z(f)=sY()), (19)
. o o Q

M) =2t fyml 2, (20)
I, =gq,, (21)
L=1,2,..., 1

ou ¢ satisfait a
n
B NS
X(og)=—p, X =05 - (2)

=1

et, par conséquent, définit une quantité, réciproque du multiplicateur w du Sys-

téme (2) :
W= % \(w) + w E gi‘ =o, (23)
Y(/) = wZ(f). (24)
la relation (17) se convertit en I'identité :
XZ(f) = ZX(f) = o. . (25)

Quand p = o, la relation (17) est I'identité (25) elle-méme.
L’identité (25) a été déduite de I'identité (17) par G. Kaenigs(*), mais cela n’a pas

r

été le résultat d’une théorie générale des transformations des équations
X(/)=o, Y(f)=o,
possédant la propriété :
XY(/) — YX(/f) = pX(/) + ¢Y (/).
Nous voyons ainsi, que les recherches des opérateurs de I'équation (1) et des
fonctions contravariantes 1-uples et des invariants intégraux d’ordre n — 1 du sys-
téme (2) exigent I’étude de la méme identité (25).

Les coefficients de la solution Z(f) de la relation (25) donnent le systéme des.
fonctions contravariantes i-uples du systéme (2). Si & la solution Z(f) de la relation

(") G. Koenies, — Sur les invariants intégraux (Comptes rendus, t. 122, 1896, pp. 25-27).
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(23) on ajoute l'expression rX(f), on trouve l'opérateur Y(f) de l'équation (1).
Si on multiplie la solution Z(/f) de la relation (25) par le multiplicateur w du sys-
tdme (2), alors on obtient la transformation infinitésimale Y(f), déterminant la
forme symbolique (16), pour laquelle I'intégrale (15) est I'invariant intégral d’ordre
n— 1 du systéme (2).

La résolution de la relation (25) exige l'intégration du systéme jacobien d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre & plusieurs fonctions incon-

nues :
. Qz, . 0% 2z, oz,
z + + =2 + +z,—
tao, "ox, BNES "z,
. oz, . 0z, z, oz,
2 o4 = 4z X
‘x "o, oz ", (26)
4 ‘\Zu + + “ Dzu —z D;n ' > D‘n
Hw, T T e, T o, T T
4

Cette intégration demande la recherche des intégrales du systéme d’équations
différentielles ordinaires :

de, _dx, dz, - o dz,
P = B o (37)
<1 =0 y z Coy \1 2z oy

had P N ld P X

qui se scinde en le systéme :

dx o dx
—:—’—:(:’:.,.: ,;L" (28)

’l”l DxiJ L—(\’lll.
d[z,] R Tz, T
z =1z e R z i,
B = | = | 7 o

ou les crochets indiquent que les variables ax,.x,, ..., a,_, sont remplacées par
leurs expressions, tirées des équations ;

“y .1 * ’:- @? M ?u*q - Cu~| ° (30)
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La forme générale de la transformalion infinilésimale Z(f) satisfaisant la rela-
tion (25) est

L)y = N WL+ WA 31)
j=1

ol W sont des fonctions arbitraires des intégrales (6). Les 7;(f) sont des cas parti-
culiers de la transformation infinitésimale Z(/)(").

11 est clair, que les transformations infinitésimales ;
2 s e 200 N (32)

ne doivent pas satisfaire 4 une relation ou a une série de relalions

(-)xzx(./‘) -+ (..)27‘2("/') + Tt + (_) 1’ "= 1(’ S ‘-) \ / =0, (33)

ot ¢ sonl des fonclions déterminées des intégrales (6).

Remarque. — Si les solutions (32) de la relation (23) sont liées par des relations
Zm(f) = T:lZi (f) + st + 7:111—17‘111—4 (f)’ (31‘)
X(j) = ?lZl(f) + cee T .:m~l Zl)l*l(:/')’ (35>

=, s étant des fonctions des variables indépendantes et Jes

N, L), s 20D N

étant indépendantes, les identités (34), (35) sont du méme type que Videntité (33)(%).
En effet, d’aprés (25) :

m—i m-—1 13
N Y v o .
N Xz (=0, Y XGIZ () =o;
k=1 k=1
X(m,) = o, X(s,) = o0;
ﬂk:{}f((?l".."lﬂ 1\’ .c/;::;h(c(""’?u#l)’ (36)'
h=1,92, . ....,m—1.

Passons a la construclion de la solution géndérale (31) de la relation (25).

() G. PrewvFER, — Sur la permulation des intégrales d’une équation linéaire el homogéne
(Ann. de Toulouse, 8. 3, t. XXII, 1g31. pp. 154-158). — Résolution de la relation de S. Lie
(Bull. des Sc. math., S. 2, 1. LVI, février 1932).

(*) G. PFEIFFER, — Sur la permulation des intégrales d’une équation linéaire el homogéne
(Ann. de Toulouse, S. 3, t. XXIII, 1931, pp. 142-146).
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11 est établi par nous(*) que les expressions :

== =2 =) ey
= Mt zzed
T
S ey 39
I=1,2,...,,,,

indépendantes, aux fonctions arbitraires

v Uy, oe.y U, (40)

1°

entre elles et la transformation infinitésimale X (f), satisfont aux identités :

Y00 — YN =0\, : (4r)
_ M ,
e \’j<log - m>’ (42)
j:l,i!, fee s peg

ot M est le multiplicateur jacobien de 1'équation (1), correspondant aux inté-
grales (6).

Les expressions :

Y.(, Y. o Yo ), XU (43)

sout des opérateurs indépendants de I'équation (1); elles conduisent 4 'opérateur

général :

n—1

YN = N W) () + X0, (44)

i=1

ot ¢ est une fonction arbitraire des variables indépendantes (*).

(*) G. PretrFer, — Sur la permulation des inlégrales d’'une équation linéaire et homogeéne
(Ann. de Toulouse, S. 3, t. XXIII, 1931, pp. 169-178).
() Ibid., p. 158.

F. des Sc., 3° série, t. XXV, 33
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L’opérateur (44) satisfait a Uidentité :

\NY () =YX =X, ) (43)
dans laquelle :
h= N LX) (46)
J=

est une fonction arbitraire des variables indépendantes, liée & la fonction arbitraire o
par I'égalité (46).

Ayant trouvé les solutions particuliéres r, r,, ..., des équations :
x("1) = }‘1’ X(liz) - )\27 crt X("?If!) - )‘ur-q’ (47)
faisons les substitutions (10), (11), (12):
L) =Y,(/)—r\ (). (48)
J=1,2, ...n—1. '

Nous recevrons les transformations infinitésimales :
2. L), s 100, N, (49)

qui sont des solutions particuliéres de la relation (25). Elles ne sont pas liées par des

dépendances (33) et donnent la possibilité de construire la solution générale (31) de
la relation (25) :

Z(fy= N W Z.(f)+W,X(/) (50)
J=1
=N wn gy Y wr,—w X,
=1 J=1

=l N

==y Y5 D1
(UM ’m(') o L\J:k ’ ( )
k=1
. . D(C'/i ..... [T L ""n——x) -
o) = () Lol Il (52)
h D(x,, AP P o0
v= 1,2, L H—

A la méme expression (50) nous parviendrons par la recherche de la solution :

Y -
r—= >_4 o4 — 1, (533

Jj=
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de T’équation :

X =3, X(r) = Y ¥+ Xip) (54)

j=

en effectuant la substitution (10), (11), (12)

) =Y(f)—rX(f). ’55)
Ajoutant :
PX(N= | N W~ ] N (56)
J=1

A (50), nous obtiendrons Vopérateur (44) de I'équation (1). Multipliant (50) par un
multiplicateur w du systéme {2), on trouve la transformation infinitésimale :

Y(fy= N)é }: W2,00) + W, N () : , (37)

J=1 /

assigﬁanl la forme symbolique (16) de 'invariant intégral (15) du systéme (2).
Quelques mots sur Vinvariant intégral, le plus général, d’ordre n— 1, attaché
aux trajecloires (2).
La condition, imposée a la forme (16) par cette autre condition, que Vintégrale (15)
soit I'invariant intégral, attaché anx trajectoires (2) (*), s'énonce par

u ¥, -
4:—‘—2:‘..#:(-), (08)

les « étant des fonctions des variables indépendantes.
Les transformations infinitésimales (4), (3) se distinguent par le multiplicateur o :

Y(f)=w\X(/f). (59)

(*) Ep. Goursat, — Lecons sur le probleme de Pfaff (Paris, 1922, pp. 236-238).
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De la résulte, que I'expression (57) donnera le plus général invariant intégral
d’ordre n — 1, attaché aux trajecloires (2), si :

w) Y w00+ w50 ( N (60)
J=1 /
Nz, = (m—w,) 50, (60
J=r
E ‘Fij(f> - <';?;))— - ‘l‘n + Z lrj rj> X(.f) . (62)
J=1

=I

Gréice & ce que les transformalions infinitésimales (43) sont indépendantes, on a 3

n—-1

V=¥, =...=W¥, =0, o=uwl,, (63)
Y(f) =w¥W,X(/). (64)




