M. MENDES
Recherches sur le probleme des 7 corps a masses variables

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3¢ série, tome 27 (1935), p. 1-169
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1935_3_27__1_0>

© Université Paul Sabatier, 1935, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1935_3_27__1_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

“ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
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POUR LES SCIENCES MATHEMATIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES.

RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES 7 CORPS

A MASSES VARIABLES

Par M. M. MENDES

INTRODUCTION

Le probléme des deux corps & masses variables présente déjd une abondanle
bibliographie. Citons, en particulier, les mémoires des géomeétres italiens tels
qu’Armellini,rLévi-Civita, etc... qui, faisant sur les masses des hypothéses particu-
liéres, se sont attachés surtout & la forme des trajectoires relalives d’un corps par
rapport a 'autre.

Stepanoff, dans un mémoire du Russian Astronomical Journal (1930), démontre
ce théoréme, qui est en quelque sorte une réciproque a ces travaux :

« Quelle que soit la courbe ¢ = f(0) (en coordonnées polaires), ltournant sa
concavité vers le poinl fixe attirant, et ayant en chaque point une courbure détermi-
née, il existe une loi de varialion conlinue de la masse telle que celle courbe sera
décrite par le point altiré sous P'action de cette masse. »

Enfin, dans un mémoire récenl, M. Mineur, reprenant la question i un point de
vue nouveau et utilisant la méthode de la variation des constantes, élablit les équa-
lions qui fournissent les variations des éléments elliptiques d’une orbile osculatric
“obtenue en fixant les masses & 'instant considéré.

Le problénié des n corps (n>2), qui fait I'objet du présent travail, n’a par

contre pas encore été étudié A notre connaissance.

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 1



2 M. MENDES.

Nous exposerons rapidement les principaux résullats obtenus.

Tout d’abord, nous cherchons une limite inférieure des rayons de convergence
des séries en ¢ — {, suivant lesquelles on peut développer les coordonnées et leurs
dérivées au voisinage d’un instant ¢, pour lequel les distances mutuelles sont toutes
plus grandes que zéro.

Ce résultat nous conduil & une comparaison, & la fois aux points de vue analyti-
que et mécanique, avec le probléme ordinaire des n corps; il semble ici impossible
d’affirmer dans le cas général que le mouvement ne peut cesser d’étre régulier & un
instant ¢, que si la plus petite distance tend vers zéro lorsqu'on approche de cet
instant. Nous avons démontré seulement que la limite inférieure des distances est
zéro pour les valeurs du temps voisines de (, .

Une application au systéme solaire nous conduit & pouvoir affirmer pour les
séries s'introduisant en Mécanique céleste un rayon de convergence au moins égal
a une heure environ; on voit 1a un exemple de la difficulté d’application & I’Astrono-
mie du résultat précédenl, ce qui confirme les conclusions obtenues par M. Belorizky
dans sa Thése.

Dans le chapitre I, aprés avoir indiqué quelques formes de la méthode des
approximations successives. nous en faisons I'application en comparant, d'une part,
le mouvement a masses variables avec un mouvement & masses fixes obtenu en
immobilisant les masses 4 un certain instant et en cherchant pendant un intervalle
de temps que nous déterminons une limite supérieure des différences entre les coor-
données et leurs dérivées dans les deux mouvements, et, d’autre part, en considérant
le cas de masses qui tendent vers des limites finies lorsque le temps croit indéfini-
ment, les différences entre les masses et leurs limites étant suffisamment petites.

D’autre part, nous généralisons le théoréme de Poincaré relatif & la possibilité de
développer suivant un paramétre les solutions d’une équation différentielle dépen-
dant de ce paramétre au cas ou celui-ci est remplacé par une fonction de la variable
indépendante.

Au chapitre III, nous montrons principalement comment la combinaison des
forces vives, quoique non intégrable, peut fournir des renseignements surtoul
lorsque les masses sont toujours croissantes ou toujours décroissantes, et nous per-
met une classification des divers cas possibles.

Nous énongons également un théoréme relatif aux masses telles que les produits
mi 5 soient holomorphes pour ¢ infini, dont la loi d’Eddington sur la décroissance
de masse des ¢toiles nous offre une application a I’Astronomie.

Partant ensuite de la solution, supposée connue, du probléme des n corps, nous
en déduisons par la méthode de la variation des constantes la solution du probléme
4 masses variables, el cela nous conduit & une application qui généralise en quelque
sorte le théoréme de Stepanoff.

Nous considérons dans le méme chapitre 1V le mouvement relatif des planétes
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par rapport au Soleil et, reprenant Ja méthode indiquée par M. Mineur pour le cas de
deux corps, nous établissons les formules donnant les variations des éléments ellip-
tiques d’une orbite osculatrice.

Au chapitre V, nous reprenons la plupart des résullals antérieurs en supposant

d—> - “d > ,
que la loi du mouvement est E(mv) = F, et non pas m—p = F, comme M. Levi-

Civita en a indiqué la possibilité.
La seconde partie de ce travail (chap. VI & XI) est consacrée au cas ot les masses,

restant dans des rapports constants, sont de la forme
m; = u;y(1), (w; = const.).

Ce probléme se rapproche le plus du probléme 4 masses fixes, grice a I'existence
des intégrales du mouvement du centre de gravité et des intégrales des aires.

Pour
1

'%(t) —_—
VAL + Bt + C

on a méme une intégrale des forces vives généralisée. .

De plus, les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme canonique.

Le probléme des deux corps en particulier rentre dans ce cas; nous I’avons traité
au chapitre IX, puis nous donnons la généralisation au chapitre X pour le cas de
trois corps en suivaut la méthode de Tisserand.

Dans une troisiéme partie, nous appliquons les résultats relatifs an probléme des
deux corps pour étudier comment varient le grand axe et I'excentricité dans le mou-
vemenl d’une masse infiniment petite placée dans le champ d’une Céphéide. Nous
traitons les équations par approximations successives et, devant la complication des
coefficients, cherchons des résultats de moyennes.

D’autre part, Tisserand a signalé I'intérét qu’il y aurait a tenir compte dans
I'étude du mouvement d’une cométe soumise A une résistance du milieu, de la
décroissance de sa masse. Nous traitons cette question au chapitre XIII, en supposant
la résistance proportionnelle 4 une puissance de la vitesse et inversement proportion-
nelle i une puissance de la distance au Soleil, selon I'hypothése d’Encke.

L’idée de ce travail m’a été donnée par M. Mineur; il n’a cessé de me soulenir de
ses conseils pendant tout le cours de mes recherches. Je lui en exprime ici ma plus

vive gratitude.

Ce travail a été fait & 1'Observatoire de Besancon. Je remercie M. R. Baillaud
directeur de cet Observatoire, pour U'intérét qu’il a bien voulu Y porter.




PREMIERE PARTIE

GENERALITES

CHAPITRE PREMIER

Détermination d'une limite inférieure des rayons de convergence
des développements des coordonnées au voisinage d'un instant
oules distances entrelescorps sont toutes plus grandes que zéro.

4. — Eu supposant le coefficient d’attraction égal & unité, les équations du
mouvement peuvent s’écrire :

dux; ,
1 —_— =X,
< ) dt !
(o x; —
(2) SN, T :
= ¥ m—" ,
un o~ f,

JE

Nous supposerons des conditions initiales lelles que, les coordonnées et leurs
dérivées ayant des valeurs réelles finies, les distances mutuelles r,; des corps soient
toutes positives, et soit 14% une limite inférieure, de sorte que l'on a :

3) ‘ ry > 4.

Nous ferons de plus Uhypolhése que, pendant loul lintervalle de temps
(— oo, + o0) les masses, qui sont fonctions holomorphes du temps, restent finies,
et nous désignerons par v le maximum de leur somme, ,

~ Les théorémes d’existence des solutions des équations diftérentielles montrent/:
alors qu’il existe un systéme de solutions holomorphes pendant un certain intervalle
de temps autour de U'instant initial et prenant & cet instant les valeurs initiales don-
nées. Ces solutions sont développables en séries ordonnées suivant.les puissances
positives de { — {,. Nous nous proposons de chercher une limite inférieure des
rayons de convergence de ces séries.
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‘Nous utilisons pour cela le théoréme fondamental (‘) :
Soient les équations :

([(1,'

i = Q;(t, @) (f=1,2,...,n),

ou les Q. sont des fonctions développables suivant les puissances croissantes de t— 1,
el des q, — q° en séries qui convergent tant que t et les q; vérifient les inégalités

lt—1L| <a, lg: — q;1 <<
Supposons qu’il existe des quantités M, lelles que U'on ait :
1Qi(t, ) — Qi ¢ <M,

tant que les variables vérifient les inégalités précédentes.

Dans ces conditions, le syst¢éme donné admet une et une seule solution lelle que les
inconnues ¢, lendent vers les valeurs finies données q; quand t lend vers I, les
" inconnues étant développables suivanl les puissances croisantes de t — t, en séries qui
convergent au moins tant que l'on a '

|l - lo| < T
v désignant la plus petite des quantités a el W De plus, les ¢, vérifient les inéga-
Bt
lités
lgi — a1 <

lant que t vérifie Uinégalité précédente.
Pour appliquer ce théoréme au systéme (1), (2), nous chercherons d’abord des
limites supérieures des valeurs que prennent les modules des seconds membres de
’

ces équations pour les valeurs des x,, y;, z,, «',, ¥';, 2';, t, vérifiant les inégalités :

t
(=il ly =il e =2 <,
@ )l Wiy = <
1 I/_lo!<1’

T, &,, +', désignant des quantités posilives que l'on doil déterminer de telle sorte
que les développements de ces seconds membres suivant les puissances de ¢t — 7 ,
0

’ ro

0 " : oy
L, —x, ...ox, =, soient convergents tant que les conditions (4) sont
vérifiées. N

(*) Voir Picawn. Trailé d’ Analyse, lome I, page 291.
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Cherchons & déterminer’ i, et © de fagon que les seconds membres de (2) soient
développables en séries comme on vient de le dire. Remarquons qu’ils le sont tant
que les quotients _rl le sont eux-mémes.

Les dérivées ar'l” Y:» Z;, ayant des valeurs finies pour =1, leurs valeurs

]

absolues ont une limite supérieure que nous désignerons par .
Les inégalités
|k — %] <,
donnent :
] << Ja”) + 0 <+
d’ol, en intégrant A partir de f, pendant un intervalle de temps inférieur a < :

|2 — ] < (e + %))

et de méme pour les autres coordonnées.
D’autre part, on a :

vy = ()" 2 (o) — ) [ (=
+2(y; = ) [ =) = () = )+ =) = (=)
+2(z;— =) (& ;

et comme : |x} — x?|, |y§ — ¥i|, |27 — 2i| sont inférieurs ou égauxa rj, rj; peut

se mettre sous la forme :

(r‘.’.\2+P(1:i-—m?, ey X — ),

iy i i’

P étant un polynéme en x;, — & ..., &; — &7, ..., dont le module, méme lorsqu’on
y remplace chaque terme par sa valeur absolue, reste inférieur & I'expression
0 (A NIZCIR
IQIU(Q + AT 12(o )T

tant que
a—a|, =y, |a—al<(e+x)=x.

I . , . . .
Donc — est certainement développable suivant les puissances croissantes des

r, ‘
différences x, — x°, v, — ¥!, 7, — 27, tant que les valeurs absolues de ces diffé-

rences sont inférieures & (¢ 4 1')7, si I'on détermine ', et t de maniére que

lzr;(p + );) T+ 12 (p 4+ )\;)2 < (I‘:j)z
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ou
< + )\, T < ‘ij =
( o) 6 + 4 \/3
Nous poserons
r 7':
(5) (e +2) = =7 |

relation qui vérifie l'inégalité précédente et qui est d’ailleurs choisie de maniére a
rendre rationnels les coefficienls dans les formules qui suivent.
On voil alors que 'on a

o INES
. P P 2 o
oyt o T (TN 2
’!/>\/(1”) ! '1, l[[ ‘3\\ 14 7 ’[»jy

8
+ }wl—-w?' +- |.’Bj~—3')0.l <—_‘l‘;.),
/

0 o
!xf—‘”fl < |y — n
et, par suite

1

A + 2y 7

xj'—xi
' i ‘<

tant que x,, y,, z, vérifient les inégalités
o o o ~
i —ai], |y =il, |a—2]<G+2)-,
ou, a fortiori, d’aprés (3) et (5)

° o o N
a—x|, lvi—r|, |a—z]<

(6)

inégalités que nous substituerons désormais aux inégalités correspondantes (4).

Nous prendrons donc X, = A, Dans ces condilions, on voit immédiatement que
dx] dy, dz
les expressions des dérivées —4, —' !
P i’ d dt

| » A} E . . r T .
ZT/_’ d’ou T'on tire, en intégrant & partir de ¢, pendant un intervalle de temps

inférieur & < :

ont toutes leurs modules inférieurs

N

®wT
427"

'|,r_ 10 o 0
, Wi Yl ‘i—“zi‘<

’ o
o —

i

Ces inégalités jointes &
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wT 7
—_— = — — 29
hnF T '
SOit : '
—2¥p 4+ 2% \/’/k() <+ )
: " )
et nous prendrons
P
o 4)\2
En définitive, nous prendrons
o T — 2 + 2 VAQE + )
hy = 4, Ay = —5, T= .
e
lIPA

w

Dans ces conditions, les seconds membres des équalions (1), (2), auront des
modules aux plus égaux aux quantités

wT
v

o

&
ek FETH
hn ha

Donc les développements en séries dont il est question seront convergents tant

que t restera dans un intervalle de part et d’autre de ¢, inférieur ou égal a la plus
pelite des quantités

|2 e
v

n . hat

Ty ’ ’

S ey L
PR )

AR e

(9] h1

c’est-a-dire =, commune valeur de ces rapports.

Nous sommes donc arrivés a la conclusion suivante :

Tuforime. — Si, quand t tend par des valeurs réelles vers une valeur réelle el finie
l,, les coordonndes x..y,, z,, el leurs dérivées ',y 2, tendent vers les valeurs
g ; A 0 !0 1o roe
réelles et finies 2°,,y%, 2°, ='’, ¥}, 2

, telles que les rij salisfussenl aux inéga-
Y q -~ N . , . . . ”m 10 ylo
litds rfj > 1hn>o0 el les x'°, Y, 2", aux inégalilés E I VA I B2 | <z, les




RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES 71 CORPS A MASSES VARIABLES. 9

coordonnées et leurs dérivées par rapport au lemps sont développables suivanl les
puissances croissantes de t — t, en séries qui convergenl tant que

(7) t—1| <z= — 240+ 2)\\/)\(“- + w) ‘

et les inégalités

auront lieu tant que t vérifie cetle inégalité.

Les distances r; étant développables suivanl les puissances des différences

0 0 o

quand les inégalités (6) ont lieu, on voit encore que, sous les conditions admises
dans le théoréme précédent, les distances r,; sont développables en séries suivant
les puissances croissantes de { — ¢, qui convergent tant que ¢ vérifie 'inégalité (7).
Nous dirons que le mouvement est régulier dans un intervalle donné si les coor-
données des corps sont des fonctions holomorphes du temps dans cet intervalle.
REMARQUE. — Si nous supposons que la somme des masses admet une limile
supérieure w, non plus pendant un temps infini, mais pendant un espace de temps

au moins égal 3 T autour de ¢, il est clair que I'on prendra pour t la valeur la plus

— 22+ 20V h(he' + w)
. :

petite entre T et

2. — Comparaison du résultat précédent avec celui de M. Sundman. — Nous
avons utilisé dans ce qui précéde une partie de la démonstration qu’a donnée dans
son Mémoire des Acta Mathematica (tome 36) M. Sundman relativement & la méme
question pour le probléme ordinaire des trois corps. Pour comparer son résultat au
ndtre, plagons-nous dans le cas des masses fixes. Nous I;rendrons pour w la somme
des masses M, et nous remplacerons p par la constante des forces vives.

L’équation des forces vives est :

T—U=h.

m;m;
re;

) . . ' mm; T \ ) \
Lorsque ¢ tend vers {,, lJ:ZJ - L tend vers U, = }_‘ et, d’aprés
'inégalité (3), on a

n;m;

. I
V<X

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVIL. . 2
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R, . \ W
ou, en vertu de l'inégalité immeédiate mm; < —:
X 2

. M
—
Vo< 287
On a donc :
Y /n(v‘.’)z =20 4 ->/z<_M_2 4oah
~ T ihh ’

ou, en désignaut par m la plus petite masse :
\ ey M
Ina(l@) < T + 2h,
don :

171,

i

10 7IO _L\l.' e 211 .
y,;l, l”f l< vhmi . m

M* i ah
r 1hm). m

Dans le cas de trois corps, on a méme :

M:®
Zm,;mj < 5

on pourra donc prendre

et I'on peut prendre

M 2h
f=\/— + —.
21Mh m

M. Sundman a pris, en ramenant ses notations aux ndtres :

avec

\/' I YRy
o= + .
' 3 BIIDN am m,m,

Si nous adoptons cette méme valeur de p, posons

f(z) = M=* + )Xot — 4.
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La valeur que nous avons prise pour = est la racine positive de f(1) = o, etTona

)\ \\2
f( ): LM —8i)>o0

2.0 [l‘gb
en vertu de
h AiM |h
M—sxpﬂ:MQ_Slmw“I |><O,

21m mm,m,

puisque 8M > 21 m.

La valeur que nous obtenons pour = est donc supérieure & celle qu'a adoptée
M. Sundman si nous prenons pour ¢ la méme valeur que lui. Il en est a fortiori
L
armk | m

de méme si nous prenons pour ¢ la valeur plus petite \/

3

3. — Remarque. — Si [x,({), y.({), z;()] est une solution des équations du
mouvement, ’

[a;(t) + al + b, yi(t) + et 4 d, zi(t) +et + f1,

ou a, b, ¢, d, e, f sont des constantes quelconques, en sera une autre, et toutes ces
solutions auront un rayon de convergence égal. Or, passer d’une solution i l'autre
revient & ne pas toucher aux distances mutuelles des corps et i ajouter A toutes les
vitesses le vecteur conslant de projections a, ¢, e. On pourra donc, avant de faire le

~
a

calcul de =, augmenter loutes les vitesses d’un méme vecteur. est < o, donc

~/
o

va en diminuant constamment lorsque o augmente de 0 & + co.
Si I'on veut obtenir la plus grande valeur possible pour =, on choisira ce vecteur
conslant pour que 5 soit le plus petit possible.

4. — Application astronomique. — Appliquons ce qui précéde au systéme solaire.
Nous pouvons, d’aprés la remarque précédente, négliger la vitesse d’entrainement
du systéme et ne tenir compte que des vitesses relatives des planétes par rapport au
Soleil.

Prenons comme unités de longueur, de temps et de masse respectivement la dis-
tance de la Terre au Soleil, le jour solaire moyen et la masse du Soleil, pour coeffi-
cient d’attraction f=3 X 107",

D’aprés la troisiéme loi de Képler, on a

T

= k* = c' (avec les notations habituelles).
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On en déduit que la vilesse de la planéte esl

2% 27

V=maXxX — =

T I8 \/a ’

La valeur maxima de V sera donc fournie par la planéte la plus rapprochée du
Soleil, soit Mercure. Les éléments de Mercure sont :

o == 0,3, T = 90,
d’ott :
. 0,3
V—=— X 27=o0,021.
90

Prenons donc : ¢ = 0,03. puis u. =2, 142 =0,3 d’'olt » = 0,02. La valeur de
< qui, en donnant & f une valeur quelconque, esl égale &

—a2r's 4+ 22 \/"‘(7*91' + fu)
fo ’

donne ici :

4 —12 X 107" 40,04,
soit une valeur moindre ¢u’une heure.
Nous voyons la le peu de valeur pratique de la valeur de = obtenue précédem-
ment : cet exemple ne fait que confirmer les conclusions obtenues par M. Belorizky
dans sa Thése.

5. — Comparaison avec le probléme a masses fixes. — Dans le cas des masses
fixes, si l'on suppose que les distances r; aient toutes une limite inférieure posi-
tive fixe pour toutes les valeurs de ¢, y compris l'infini, I'intégrale des forces vives
permet de déterminer une valeur de ¢ valable quel que soit l'instant ¢, choisi, de
sorte que la valeur de = obtenue précédemment sera constante, quel que soit £,. On
en déduit que les coordonnées des points seront des fonctions holomorphes de ¢ &
I'intériear d’une bande du plan des ¢ dont les bords sont paralléles a laxe réel el
symétriques par 1apport a cet axe. On sait que L'on peut développer alors les coor-
données suivant les puissances croissantes de

It

27

P—e

20 élant la largeur de la bande.
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Dans le cas des masses variables, la seule condition que les r;; aient une limite
inférieure positive et non nulle pour toutes les valeurs de ¢ ne suffit pas en général
pour affirmer que les composantes des vitesses aient une limite supérieure fixe, de
sorle que nous ne sommes pas certains que I’ensemble des valeurs de « pour toutes
les valeurs de (¢ ait une limite inférieure positive et non nulle. Nous pourrons seule-
ment affirmer qu’a chaque valeur finie de ¢ nous pourrons faire correspondre une
valeur positive pour t, de sorte qu’on pourra développer les coordonnées en séries
de polyndmes.

- 6. — La valeur de t trouvée précédemment entraine encore une différence entre
le probléme & masses fixes el le probléme & masses variables.

On démontre en effet que la constance de t entraine dans le probléme ordinaire
des n corps cette conclusion que le mouvement ne peut cesser d’étre régulier & un
inslant [, que si la plus petite des distances r;; tend vers zéro quand ¢ lend vers ¢,.

Nous allons démontrer, dans le probléme 4 masses variables, que le mouvement
ne peut cesser d’élre régulier & un instant t, que si la plus pelite des distances r, a
zéro pour limite inférieure quand t tend vers ¢, . ,

En effet, s’il n’en était pas ainsi, toutes les distances r; seraient limitées
inférieurement par une méme quantité positive, et en supposant qu'aucune masse
ne croisse indéfiniment lorsque ¢ tend vers {,, on en déduit que les dérivées secon-
des des coordonnées seraient limitées supérieurement en valeur absolue par une

N L dox; dx;
quantité fixe, Les quantités telles que o <ﬁ~
. dt dt t=1t

seraient donc finies,

duc . .
donc les —— seraienl finies pour { =1,.

dt
D’aprés le théoréme fondamental, le mouvement serait donc régulier
pour t =1¢(,. C.Q.F.D.
7. — Ce qui précéde s'applique au cas ou les masses sont des fonctions quel-

conques du temps. Dans certains cas, on peut arriver aux mémes conclusions que
dans le probléme ordinaire des n corps. '

Considérons, par exemple, le cas des masses m; = p,;4({), la fonction b(t) étant
croissante dans un intervalle (Z,,?,) comprenant ¢,. Nous démontrerons au chapi-
tre VI que si 'on pose '

I ) 5 Wl
2T, = Xup?, gU‘:fZ ity
r,
l] -
la combinaison des forces vives fournit I'égalité

ar, _,4u, _

dt " dt

o,
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qui, intégrée entre les instants ¢, el ¢ donne

3
T,—U, = _/ VU, dl+ h,
[0

T, — U, <h.

Le fait pour tous les r; d’avoir une borne inférieure positive entraine, comme
dans le probléme & masses fixes, une limitation des vitesses, et le raisonnement de
Sundman (loc. cit., page 119) montre que le mouvement ne peut cesser d’étre régu-
lier & un instant ¢, que si la plus petite distance tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers i, .

Le méme raisonnement sera encore valable si I’'on a une inégalité de la forme
T—U<h ou T—U<S(),
J(0) étant une fonction finie pour toute valeur finie de {.
sy (s r . .
I1 en sera encore de méme si le produit ¢ <A = l_l;’ r la plus pelite des distan-

ces r',.j> reste inférieur & une quantité fixe a lorsque ¢ tend vers {,. Cela résulte

de l'inégalité

—aak+ 20Va +
—> .

w

v




CHAPITRE 11

Approximations successives. — Généralisation d'un théoréme
de Poincaré. — Applications.

8. — Nous indiquons sans démonstration dans ce chapitre quelques formes de la
méthode des approximations successives, généralisons, d’autre part, un théoréme de
Poincaré et donnons des applications au probléme des n corps & masses variables.

L4

9. — Forme A de la méthode des approximations successives. — Considérons
le systéme d’équations du premier ordre

) d—';;’:ji(x,yl,e,__(x)) (l=1t,2,....,n; k=1.2,...,p),

les fonctions ¢,(x) tendant vers zéro lorsque x tend vers zéro.
Considérons en méme temps le systéme adjoint

dy, :
(9) %_fi(w)xuo)’

toutes les fonctions =, ayant ét¢ remplacées par o, et soit Y; = 4;(x) une solution
de ce systéme.
Nous ferons les hypothéses suivantes :

1° Il existe des nombres positifs a, b, et M tels que pour o<<x < a et
|y, — ¥,(x)| < b, on ait les inégalités :

(10) i@y 20 — S, 4y, 0)] <M

2° Lorsque x est compris entre o et a et y,, ¥, entre L, — b, et Y, 4+ 6,, il
existe des nombres A, tels qu’on ail les inégalités :

(11> U}(fﬂ’y;vsk)—.ﬂ(%3’,,3;;)|<ZA1M‘-}'1|-
{
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Posons :
W =w@ -+ [ b )~ g0 dr,

yg’) =,(x) + f ‘[fi(m, yi’), g — [, b, o)]dr,

yf") ==, (x) + / [fi(w’ y(ln—x), —Sile, L, O)}dl:,

Les séries
2@) = 4@ + (1 = 1)+ (=) e (=)

uniformément convergentes pour les valeurs de x comprises dans Vintervalle
. . b .
{(— h, + h), h étant le plus petit des nombres a et T/i’ représentent une solution

du systéme (8) lelle que

!“‘_’Ltl <'¥'(e‘w— s

\
avec A= }_‘ Ay,

l

et cette solution, telle que les différences y, — 4, tendent vers zéro quand x tend
vers zéro, est unique,

Les fonctions ¢, étant continues, les conditions de I'énoncé sont vérifices si
les fonctions f, admettent des dérivées partielles bornées et, en particulier, conti-

nues lorsque x varie entre — a et + a et les y, entre ¥, — b, et 4, +b,.

10. — Forme B de la méthode des approximations successives. — Considérons
le systéme du second ordre :

4y, .
(12) daZ,; =/(%, y @) @ l=1,2,..,n7k=1,2,...,p),

les fonctions :,(x) prenanl les valeurs ¢ pour la valeur z, de w.
Nous envisagerons en méme temps le systéme obtenu en remplagant les fonclions
¢, par leur valeur initiale <

"’; .
d*Y,
dx®

(13) =[x, Y, )
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Soit Y, = {,(x) la solution de (13) prenant pour x =z, la valeur y;, les
dérivées prenant les valeurs y:°. _

Cherchons la solution de (12) correspondant aux mémes conditions initiales.

Nous ferons les hypothéses suivantes :

1° 11 existe des nombres positifs a, b,, M, tels que pour z compris entre x, —a
x, + a, etles v, entre 4, — b, et }, + b,, les fonctions f,(x,y,, ¢,) soient con-
tinues et que les valeurs absolues de ces fonctions soient limitées par le nombre M :

(14) [.fi(w’yl’sk)[<M'

.

2* Il existe également des nombres positifs A, tels que, « étant compris entre
x,—aetx, + aety ety entre J,(x) — b, et y,(x) + b, on ait les inégalités :

n

(15) i@, ¥ e — fi@, ¥ 20l < X A yi— vl -

=

Posons successivement :
Sy " b Tz ey — oz b )]d
Y = () + £ [/t(x‘ Vs —Ji@. by, 51.-)] L,
Lo Zo :

yﬁ”z'MxH—[ dw_['[ﬁ(w,yﬁ”,sk)—ﬁ(.r,-;l,s‘;)]dw,

. eI
<
E
:(:—
=
8
p——g
+
sz\k
$
&
o
s
&
=~
—~
8
NQA
&
]
o
tal
T
—~
8
;C—
o
>0
_—
IS
S

Les séries
9, (%) = () + (yﬁ‘)—'%-) + (yga)_ygn) ..+ (ygn) _y(in—l)) + ..,
uniformément convergentes pour les valeurs de x comprises dans Pintervalle
(x,, &, + h), h étant le plus petit des nombres a et \/ﬁ, représentent une solu-
M
tion du systéme (12) telle que

MT vie— — VA (e—
<R[ e

' ' M S\ (i — o — VA (z—
IT’z_LP1I <—\/-- [e Vit J"‘—e VA T”];
A

Fac. des Sc., 3° série, t. XXVII. 3
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O
avec A= Z A,
!

) . dy.

et cette solution, telle que les différences y, — v, EIL— V., tendent vers zéro
' o

quand z tend vers zéro, est unique.

Remarque. — Nous avons supposé les conditions (14) et (15) réalisées lorsque
les y, el y', sont compris entre },(x) — b, et ¢,(x) + b,. Le raisonnement est
encore valable si elles sont vérifiées lorsque les y, et ¥, sont compris entre
() — M(x — x,)* el P, (x) + M(x — x,).

11. — Forme C de la méthode des approximations successives. — Considérons
le systéme de second ordre :

=

. d*y, .
<lb) E%_:fi(x!yl’sk@g)) (l,l:l,Q,...,Il;k:I,‘) ---,P),

les fonctions ¢,(x) tendant vers zéro lorsque a croit indéfiniment. Considérons en
méme temps le systéme obtenu en remplacant les ¢, par o :

4y, X .
(17) dx® =/fi(=,Y,,0).
Soit Y, = J;(x) une solution de ce systéme.

Nous ferons les deux hypothéses suivantes :

1° I1 existe des nombres positifs x,, 6,, A, = tels que pour x> x, et y, com-
pris entre ,(x) — b, et Y, (x) 4 b,, on ait les inégalités :

A
xz +2

(18) lfi(w’yﬂek(x)) —fi('”"‘!"lro)|<

2° Pour & >, et y, et y', compris entre ,(x) — b, et b,(x) + b, ona les
inégalités :
\ '
Z Bl |yl—yll
’ =1
(19) [,y e) —filw, vy, e | < ——5—»

x

les B, étant également des nombres positifs fixes.
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Posons :
O=v@+ [ de [ )~ b o) de,

v =)+ f [0, 0 = S, o,

W =v@+ [ [T e, 0) — i b, o) de,

.......................................................

Les séries :

w@ = Y@ + (" =) + (07 =)+ P =)+

uniformément convergentes pour les valeurs de x supérieures & h, h étant le plus

i . 1\
grand des nombres ———————, représentent une solution du systéme (16)

lba(x + 1)]*

telle que
B
A ”
vl < ),
B
A ez
r, ) ! "X
l‘n}i -Jz|< B(,x + I)Z‘OH% 4 ’
avec B 22 B,,
!
- epe dy, , :
et cette solution, telle que les différences y, — 1., i V', tendent vers zéro
%
quand x croit indéfiniment, est unique.
. RevarQue. — La démonstration montre qu’il suffit, pour pouvoir appliquer
la  méthode des approximations successives, que les hypothéses failes aient

A

lieu seulement lorsque les et y', sont compris entre V() — ——
q Y Y, P b(x) D

A

et z}z,(.%‘) + m‘m—a.
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CAs PARTICULIER. — Supposons que les f; ne dépendent pas de x directement et
soient linéaires par rapport aux fonctions ¢,, de sorte que nous pourrons poser :

Si@, v e) = Fr) + Y e (@) GEy).
-

Les conditions (18) et (19) seront alors vérifiées si I'on a dans le domaine indi-
qué des inégalités de la forme :

oF, o oG
ay, b 7y,
Y, 4y,

) Ck
|5,€Gf~”' <wa_bu.:

les B, el C! étant des constantes.

Applications.

12. — Considérons le mouvement de n corps de masses variables m, défini par
les équations

&’z ‘ €, —x,
TE :fz My =y
i i
J#i

et soient m; les valeurs des m; & l'instant ¢,.

Nous considérerons en méme temps le mouvement de n corps dont les masses
gardent les valeurs constantes m. et s’attirant suivant la loi de Newton avec le
méme coefficient d’attraction, les conditions initiales étant les mémes dans les deux
mouvements, dont les équations sont :

dzxi_ N\ oxj i
S PVL S A

i

Proposons-nous de comparer les deux mouvements pendant un certain intervalle
de temps a partir de ¢ .

Nous supposerons qu’il existe un intervalle de lemps (¢, ¢, + @) pendant lequel
on a pour tous les indices i, j :

lXj_—xi" ‘Yj_Yi" le—Ztl>\°>0'

z; des

Jir

Soit alors s' un nombre positif inférieur & —. Si 'on donne aux x;, y
' 2
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valeurs comprises respectivement entre X,({) —¢' et X, () + ¢, Y,(t) —¢ et
Y.+, Z(t)—¢ et Z(H)+ ¢, on aura

]xj_wi!’ lyj_yi , lei—z| > —2/>0,

donc
r:,>3(p —ag')%.
On aura alors :

m; S q
fZ”l -3(5_—2”22_‘171]..
E-N]

J#i "y i

Les masses étant supposées des fonctions continues du temps, leur somme a
pendant I'intervalle de temps considéré une limite supérieure . On aura donc :

fZ mj . 3 =
r

j#i i

S
3(p—2¢)

<

Dans la forme B de la méthode des approximations successives, nous ferons donc

M S

Il nous faut maintenant calculer les nombres A,. Posons

X X;
Ulzfz ’n}-]’#{.

J#i i
On a:
U, NI rfj —3(x; — )’
=S ’
X, r
¢l &
d’ou
"U‘/fu o _ 4/

r V3 —ag)

On verra, en faisant de méme le calcul des dérivées de tous les U, par rap-
port & toutes les variables x,y,z, que l'on peut prendre tous les A, égaux

a -—_—['fy——, de sorte que 'on aura
3V3(: — a¢'y

4 fo. _ 4fnyp.
3V3(:—2¢)  V3(z—ag)
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22
Les b, étant tous égaux a ', les quantités N peuvent étre prises égales
A

. {3
a (g — 2¢).
To
Sil'on désigne alors par < le plus petit des nombres a el (o — 29') \/%—, la
e

méthode des approximations successives montre que pendant Uintervalle de temps

(¢, t, + 1), on ales inégalités :
i fu. \/g(c — gy
— X, 1. —Y,], |5,—1Z - ‘ ‘
=X =V < g

Vag—t)  —vVaa—u)
e + e —2

y

ou
] 7 ] oo | Vau—n  —vig—t
Iwi_xil’ Iyi_yi|’ Izi—éi|<im“‘-" e +e —2
4/1\/3
el
dz,  dX,| |dy, dY,| |dz, dZ]| _ I Vau—1) = Vae—i)
T T e T @ | 2V n(s—a29) - .
2 X 3

e dt

i

¢/ m'a été jusqu’ici défini que comme étant inférieur & —.
On voit immeédiatement que la valeur qu’il faut lui attribuer pour rendre la

3 !
quantité (o — 29')\ /f—P la plus grande possible est —‘g—.
-
En prenant pour p' cette valeur, on peut dire que, = désignant le plus petit des

nombres a et ‘—; \/}—P, si t varie dans Vintervalle ({, {, + 7), ona:
%

Vad—t)  —Vag—t
e + e —al,

o]
v

lxi—Xz’[’ |yi'_Yi(~ |zi—Zil< -
6nv/3
Vau—t) —VAe—1y
|U _'e ],

dz, dZ, T 3pr_
T d | =\ Sne
3

dx, dX |dyi dy,
dt |” | dt dt |’

dt
- 27 1
ol —
ag’ V3
dz, dZ,
., |—~——=| une
dt dt

Nous pouvons indiquer pour les quantités |.15/— X i,
limite supérieure indépendante de {, en remarquant que pendant 'intervalle de
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temps ({,, {, + ©) les quantités entre crochets du second membre prennent leur plus
grande valeur pour { — {, =7, de sorte que l'on a :

. — 9 0 V/A: — \/‘A-. ) \/:\_— -—\/X' \
o — X, lr— VI, e —zl<i=2E te —a)< e te —z)»

hny/3 4ny/3

dx, dX,| |dy, aY,| |dz, d7, 1 / f'_y—<e Vas e— e
ar  dl AT @ T TV i —2s) :
2 X3
RemarQues. — I. Nous avons supposé que, pendant un certain intervalle de

temps & partir de ¢,, on avait :

|xj_xi[’ )Y'_Y

J i

) IZj_Zil>?>o'

Cela aura certainement lieu si ces inégalités sont vérifiées a I'instant initial. Dans
I’hypothése contraire, il suffirait d’'une rotation des axes de coordonnées pour se
ramener au cas précédent.

[I. Dans le cas ot tous. les points se meuvent dans le plan des xy, on trouve les
inégalités :

lwi_xil’ lyi"" Yil ’ ]3 —7Z

i 1]

< P\/_ [e\f‘\“_m—I—6—\/'\“—%‘— 2]< e _ <evA"+e*V" —z),

gny/2 gny/a
8 |
ou A = [fnf et v est le plus petit des nombres a et —-
he'y/» 3f ®
13. — Application a I'Astronomie. — La masse de la Terre va en s’accroissant

par suite de la chute des météorites.

Considérons le systéme Soleil-Terre, et soient x, y, o les coordonnées de la
Terre par rapport & des axes de directions fixes issus du centre du Soleil, le plan
des xy étant paralléle au plan de I'écliptique, 6 I'angle de ST avec Sx.

En prenant les mémes unités qu’au paragraphe 4 et en supposant qu’a I'instant
initial la droite ST est la premiére bissectrice des axes, on a :

\/

2
Ly =Y —H‘ )7 -

En considérant le mouvement de la Terre comme circulaire et uniforme,

0 = axt.
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,e o ae N = » 8 ! < s
L'instant initial ¢, correspond & 6 = 45°, d'on ¢, = g s Vinstant {, + a cor-

respond & 6 = 6o°,
1
t,+a= T

d’ou

et U'on aura pendant tout 'intervalle de temps (é , L)
@, Y>>~
,‘y< ~.

En définitive, nous appliquons nos formules avec

! 1 1 1 . 3 . 1]
—_— e 1 —= — L = — n=-=2 = = N —_= = —
° 8’ 21‘5 ; 2) . ®w L1, X 10 y T a 2[‘,
on a alors

VA =1a9.107%,
d’ou

) 29.1072 _ 29.10%
le —X|, {y—YKEL-:(e w8 ~2)

6\/2

— 4§

10

<30

Donc, pendant un mois, pris moitié avant, moitié aprés I'instant initial, jo — X],
—4% —4

10
3o

[

. s 10 -
, valeur voisine de — =4 X 107",
25

ly — Y| restent inférieurs a

1

44. — La question précédente peut étre Lraitée & un autre point de vue. Nous
avons vu au chapitre I qu'en désignant par 14} une limite inférieure des r?,,
par ¢ une limite supérieure des composantes des vitesses & I'instant initial, par
une limite supérieure de la somme des masses, le mouvement & masses variables,
et par conséquent aussi le mouvement & masses fixes, restaient réguliers pendant un
intervalle de temps au moins égal &

— 23z + 2% \/R(‘A_c" + w®)
v ’
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et que pendant cet intervalle de temps, on avait :

dx ax’ N
b <
On a donc :
dx  dX N N
@ @ | T
d’ou
e X< 2t
i i 2A
d’oni

2
wT

* 2 )
R S AL URN W

et de méme pour les autres coordonnées.

Les distances de deux points correspondants restent donc inférieures & ———>

. : : e BTV
la vitesse relative des deux points restant inférieure & —— -
2%

45. — Cherchons s’il est possible que les |x, — X,|, |y, — Y|, |z, — Z,|, soient
limitées supérieurement pour toutes les valeurs de £. On a :

(%%:m—W&%=w=i[%Xw&‘XDm’

puisque z'’ = X'/".
[(®)t =0 — (X )t=co| sera finiesi &', — X', est un infiniment petit d’ordre supé-

rieur a un :

|w:—X:’<% (x>1).

., m<d5 ax’
c X =T,
omime wi ; 4 a0 di

0
. . . e 1 L. . . ldx'. dX'.
a'; — X'; sera un infiniment petit d’ordre supérieur 4 un si :

i

i T estun in-

finiment petit d’ordre supérieur 4 2, donc si l'on a :

B o X, —X,
""<:’xl' jT

i

X; — X;

) i

,nj 4
L
i

m

B
: LR

pour tous les indices i et j.

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVIL. 4
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Supposons que toutes les masses soient limitées supérieurement par un nombre
w. Les conditions précédentes seront alors vérifiées sil'on a :

ou

8

ryel R, >Dt .

Si donc l'on considére des conditions initiales telles que tous les r;; et tous les
R, soient des infiniment grands d’ordre supérieur a un pour les trés grandes valeurs
du temps, les |z; — X,|, ... seront limitées supérieurement pendant tout le mouve-
ment, & condition que les masses variables soient elles-mémes limitées pour [ = co.

Ce cas ne peut se présenter dans le cas de trois corps.

16. — Considérons maintenant le cas ol les masses sont de la forme p; + ¢,(?),

les ¢,(t) tendant vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. Les équations du mouve-
ment seront :

d'xc, 0 X
W_‘/ Z(:j‘j+;,i>_T’ cee e
E ij

Nous rapprocherons de ces équations les suivanles, représentant le mouvement
de n points de masses fixes ., :

~

eX, N N ),
R
% y

et nous ticherons d’obtenir une solution du premier systéme & partir d'une solution
(X,, Y,, Z) du second par la méthode des approximations successives sous la
forme C.

Nous pourrons appliquer cette méthode si les deux condilions suivantes sont
remplies :

1° Pour ¢ assez grand et x;, y;, z;, compris respectivement entre X; — b et
X, +6,Y,—betY, +0b,Z —betZ + b, ona pourtous les indices i et j

R wj——l'i
cj B)
r.
ij

e <

avec o > 0.
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2° Dans les mémes conditions, on a
|dérivées des seconds membres des équations par rapport & x,,v,, z,| << Yo

11 suffit méme que ces conditions soient vérifiées pour

. - A
lxi_—'xil’ |yi_YiIa IZL'_Z,-I<F-

Examinons d’abord la seconde condition. Posons

hij = &j — ;, Vi =Yi—Yi» Vij = Zj— Zj,
Xj— X ),
J i \ij
3 = 5 = u(Ay, wij, vij),
r.. 2 2 2\ 2
iy S
( ij + }“ij + 'U)
Yi—Yi
e = U( ........ ,),
r..
)
Z; z
J i —
T T e =w(........ )
N T

Le second membre d’une équation est de la forme
\ N
S 2‘ (W + &) u(hij, pijy vij) -
J#i

P ; du , -
La dérivée par rapport & x; sera f(w; + ¢;) 5 et I'on a, en désignant par M,
i

le maximum de w; + ¢; & partir d’'un certain moment :

u u
S+ ) | <M | =] -
J J J
‘ ! D)\ij ’))‘ij
Or
s
u= 13’,
r..
U
d’ot
Idr;;
. 3 r —2L 2
du R R b)‘ij I SAU
N7 i — T Tn
d hij 1] i 7 i I’u
On a donc :
u 4
ddij re’
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d’ou

)

“]j
rekd
r.

u
flu; + EJ)T

G A

<4f

i

On ‘trouvera des inégalités analogues pour les dérivées par rapport aux autres
variables, avec cette différence que I'on aura plusieurs termes lorsqu’'on prendra les
dérivées par rapport & x,, y,, 2;.
On voit ainsi que les secondes conditions de I'énoncé sont vérifiées si les r,; sont
o« 4+ 2

5

des infiniment grands d’ordre au moins égal &

w43

ri>Kt P

Passons alors aux premiéres conditions. On a :

wi—wi| el el
EJJ—‘a_'—L-< =~ T i
Iij Iij Kelx 3

Les premiéres conditions seront donc vérifiées si l'on a :

a
ol <=7+
173

Nous sommes amenés alors a faire les deux hypothéses suivantes :

o 4 2

1™ hypothése : Les ¢, sont des infiniment petits d’ordre au moins égal & 3

i

pour les trés grandes valeurs du temps.

2 hypothése : Le mouvement a masses fixes d’oti nous partons est tel que toutes

les distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre au moins.

Si tous les R,; sont d’ordre au moins, il en est de méme de tous les X,,

o+ 2
3
Y,, Z,, sauf peut-étre de quelques-uns. On pourra donc écrire :

/ ——”‘1’2 +3
X, =.4,¢ REEEREE s
e
Y, = Rt o : (. 8,6 >0),
o412 +at

\ 2,

les termes non écrits étant d’ordre inférieur.

I
o
+
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Comme nous sommes amenés & considérer des x;, y,, z; ne différant des X,,
Y;, Z; que par des termes infiniment petits d’ordre au moins égal & «, ces termes
n’influeront pas sur l'ordre de grandeur des r;;. Donc, tousles r, seront également

au moins.

des infiniment grands d’ordre - _g 2

En nous bornant au cas de trois corps, nous n’avons & envisager que les mouve-
ments hyperboliques, dans lesquels les distances mutuelles sont des infiniment
grands d’ordre un, et nous sommes conduits & cette conclusion que, si I'on appelle
mouvements asymptotes deux mouvements dans lesquels les différences entre les
coordonnées et les différences entre leurs dérivées tendent vers zéro respectivement,

\

loute solution du probléme & masses fixes w, dans laquelle les distances muluelles

\

sont des infiniment grands d'ordre un, fournit une solution du probléme & masses

variables ., + ¢,(t) asymptote, les <. élant pour les trés grandes valeurs de ¢ des

. . . L. 2
infiniment petits d’ordre supérieur a 3

I1y a évidemment réciprocité.

17. — Généralisation. — On démontrerait par une méthode analogue le
théoréme suivant :

Si lon considére deux syslémes pour lesquels les masses différent d'infiniment
petits d'ordre supérieur a —g— el sont limitées supérieurement, tout mouvement de l'un
des systémes pour lequel les distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre
supérieur a % Journit par approximations successives un mouvement asymptole de

Uautre, et réciproguement.

18. — Généralisation d'un théoréme de Poincaré. — Soit ’équation

d
(20) —dif—zf(w, t, (b)),

dont le second membre dépend d’une fonction p.(f). Nous supposerons qu’on a
()] << b pour oL tT.

Considérons en méme temps 1'équation

- dX
(a1) = =S ),

obtenue en remplacant dans f la fonction w(f) par une constante v.
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Nous supposons la fonction f développable en série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de X et v sous les conditions

oLtT, X|<a, v < b.

|8] étant inférieur & a, considérons la solution de cette équation qui prend la

valeur § pour {=o0. On sait, d’aprés un théoréme de Poincaré('), que I'on peut la
mettre sous la forme

X= Y A,)vF.

i,j=o0
Posons

A1) '8,

8
I
e

i, o

et cherchons a4 déterminer 8 comme fonction de ¢,

{ de fagon que cette série soit
solution de I'équation (20).
On a
dx \ dA; O /. o odw . _— d(ﬁ)
—_ = — gt b} AT — L JA W T — ) = f(x, t, u).
dt = Ta " T4 (l CASLT IR dt J »)
i,j=o i,j=o
Mais
W\ dA;' i o
Y g =S .
i, j=o
Donc
11.8 V. ipji— dy‘ ' i—1 )
s JA, B +W Z i\ 'Y =o.
i.j=o i j=o

Cette équation donne

B=13 ),
y étant la conslante d’intégration.
On a donc :

(o]

\ it
X = >_‘ Aijy‘ (7).

i j=o

() Méthodes nouvelles, tome I.
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oo

Or, la série E A;(Dv'% est uniformément convergenle pour |v] b et
Lj=o :

0 ¢t T. Prenons donc pour y une valeur telle que |4 (¢, y)| prenne pour ¢ =o0

une valeur inférieure & |§|. Pendant un certain intervalle de temps (o, T,) on aura

donc encore |g(¢, y)| << 8. En désignant par t la plus petite des deux valeurs T el

T,, on voit que pendant U'intervalle de temps (o, 7) la série

1)

w= N Agu'd'(t,y)

i,j=o0

représentera une solution de I'équation (20).

En résumé, nous avons développé la solution de (20) en une série ordonnée par
rapport & w.

Comme 4(¢, y) est a son tour développable suivant les puissances de y, on
pourra, en portant ce développement dans l'expression de x, avoir un développe-
ment de x en série double ordonnée par rapport 4 p et y a la fois.

Le raisonnement précédent est valable pour un nombre quelconque d’équations
et un nombre quelconque de fonctions telles que w(?).

Le théoréme de Poincaré est donc étendu au cas ou les paramétres sont rempla-
cés par des fonctions de la variable indépendante.

49. — Application. — On sait que, dans le probléme des n corps & masses
fixes, si n — 1 masses sont suffisamment petites, on peut développer les solutions
suivant les puissances de ces masses. Il en sera donc encore de méme dans le cas ot
ces masses, supposées variables, sont assez petites.




CHAPITRE I1I

Généralités sur le probléme des n corps a masses variables.
Cas ol les masses sont des fonctions monotones du temps.

20. — Les équations du mouvement sont, en désignant par U la fonction de
, . xaym;m;
forces égale a E'—’ :
r..

J

d*x, U &y, MU d’z, U

On en tire les combinaisons :

d'x, d’y, o d'z
Zmi—a?—— Emi dlg == ZlniW:O.

Y () étant une fonction quelconque, la premiére peut s’écrire :

I 3\ dﬂ;L'i -
PoR e

ou

d 1midac,.> O 4 /m) dx;
) -Saly)a=

~ Pour m, = (x,t 4+ B,)¥, on a une intégrale premiére :

\ dux,
Z (2t + 8 ——Jt—‘ — Ea,xi = consl.

On a des équations analogues pour les y et les z.
Les masses m, = (a;¢ + 8,)%{f) admettent comme cas particulier les masses
m,= v, L({) o les u, sont des constantes, et, dans ce cas, on a les intégrales :

i i

31 w, X

2 L:a‘t—}—b’,.‘.‘
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21. — La combinaison des aires donne

\ d’x, d
N\ i Yi\
Zrn: (y; dla L dtz)_o

Si on I’écrit sous la forme

IO d*x; d*,vi> o
T 2 (”W“ )T

ou

d vy m; dx, dyl> ( ,)( dzx, (ly,)_
) J (yiTlt"_‘ Z‘dt o a )T

on voit que I'on a encore une intégrale premiére pour m, = w4 (¢).

22. — La combinaison des forces vives donne :

N dacl d*x; O o U da;
2 > Tl dr > N,

= x, dl’

ou, en posant

2'1‘:Emis<d;">

i

et en remarquant que U est fonction de ¢ par I'intermédiaire, non seulement des

coordonnées, mais aussi des masses :

y dml <d:zci>“"_~ ., y U dm;
2ol —sz a ) = ~—m; dt’
i
d dml R §
2 (T—U) = [s( ) —ag

Il semble difficile de trouver des cas ou cette équalion fournisse une intégrale
premiére comme dans le probléme des n corps A masses fixes, mais nous verrons
i
VAL + Bt +C
ver une équation qui généralise 1'intégrale ordinaire des forces vives, quoique ne

au chapitre VI que dans le cas des masses m, = on peut trou-

’

s'obtenant pas immédiatement a partir de la combinaison des forces vives.

La combinaison des forces vives, quoique non intégrable, peut nous fournir
cependant quelques résultats qualitatifs, en particutier dans les cas ot I'on suppose
toutes les masses croissantes ou toules les masses décroissantes.

I’. des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 5
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A. — Si les masses sont toutes croissantes, on a :
U dm;
(1 —U>—2 Y
\m dt

i

Supposons que l'on puisse assigner pour tous les r; une limite inférieure posi-
tive pour toutes les valeurs de {. Nous supposerons en méme temps que les masses
et leurs érivées soient toutes limitées supérieurement par un nombre fini. Les

sonl alors limitées supérieuremenl. Dans ces conditions, le second membre de

am;

I'inégalité précédente étant limité inférieurement, on a :

d

ol (T—0)>

Ou en déduit, en intégrant,

T—U> ht+h.

Il est facile de voir que, nos hypothéses étant réalisées pendant un temps infini,

d . — -
E(T — U) ne peut pas rester négatif sans avoir zéro pour limite supérieure. En

effet, si a—t('l — U) avait un nombre X négatif comme borne supérieure, on aurait

pendant tout le mouvement

d . N
E(T—L) L <o,

T—ULal+ 0.

Lorsque ¢ tend vers + oo, T — U tendrait vers — oo, donc U tendrait vers
Iinfini, ce qui est contradictoire avec les hypothéses faites.
Supposons alors que I'on prenne pour h exactement la borne inférieure des va-

d
1 de —(T — U).
eurs de dt( )

On peut ordonner le discussion suivanl le signe de £. Quatre cas sont possibles :
. d . .
1 Cas. — h>o: Zi—t(l — U) est toujours > o.

L’inégalité
: U<T—ht—1

montre que T croit indéfiniment lorsque ¢ tend vers I'co. Les masses étant limi-
tées supérieurement, on en déduit que la plus grande vitesse, V, croit indéfiniment.
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d . .
2 Cas. — h=o: d_t(r — U) est toujours > o.

On a alors
U<<T—4H,

d’ou
T>#H,.

Si h' > o, cette inégalité fournit une limite inférieure pour V.

d . d . . .
3 Cas. — h<o et dt(T — U) toujours < o: ﬂ(’l — U) a zéro pour borne
[t
supérieure.
La combinaison des forces vives montre que pour certains indices { au moins,
ona: ‘
oU

2
v —2
t am

< 0;

i

on en déduit que la plus peiite vitesse, v, a une limite supérieure fixe.
Cette propriété est une conséquence aussi de I'inégalité

d ;
7 T—U <o

qui donne
T—U LW,

d’ou
TLUA+W.

d

4 .— h
Cas < oet T

(T — U) tantét > o, tantdt < o.

11 y a alors une infinité d'intervalles de temps pendant lesquels, %(T -—U) étant

. oU ' -
< o, certains v} — 2 e sont < o, et pour ces valeurs du temps v a une limite

dm,;

supérieure fixe : donc v ne peut croitre indéfiniment.

B. — Supposons mainienant que les masses soient toutes décroissantes, de sorte
que la combinaison des forces vives donne :

U dmy
dm; dt g

d .
2-6—”—(']——U)<—22

i
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Si, comme précédemment, les r,; sont bornés inférieuremeat pendant tout le

mouvement et si les valeurs absolues des

sont bornées supérieurement, les m,

ayant comme limites supérieures leurs valeurs initiales, le second membre de I'iné-
galité précédente est borné en valeur absolue et 'on peut écrire :

d

On en déduit par intégration

T—Uhl+h.

On peut voir que h ne peunt pas étre négatif. En effet, U esl une fonction bornée
d’aprés nos hypothéses et, d’antre part, Iinégalité précédente, que Fon peut écrire

U>T—ht—h,

montre que U devrait tendre vers l'infini lorsque { croit indéfiniment, ce qui est en
contradiction avec les hypothéses.
Trois cas peuvent donc se présenter :

{" Cas. — h>o0 el %(T — U) toujours > o.

La combinaison des forces vives montre que pour certains indices { au moins,
on a

on en déduit pour v lexistence d’une limite supérieure finie.
‘On a, d’autre part :

0 << = (T—1),

dt
d’ot .
’ ' T—UZ> M+,
o 4o , . . N , . ;
Si E‘(l — U) n’a pas zéro pour borne inférieure, % est == o, et 'on voit que V
croit indéfiniment;

Si E(T — U) a zéro pour borne inférieure, » = o, ect I'inégalité

T—U>W

fournit, si ¥ > o, une limite inférieure pour V, et ne donne rien si ¥ < o.
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d o - A y A
2:Cas. — h >o et —12([ — U) tantét > o, tantdt < o.
(

Dans certains intervalles de temps et pour certains indices { on a l'inégalité

.,

i ami ~%Y

v ne peut donc pas croilre indéfiniment.

| d \ o
On a également dans les intervalles ot El—t(T — U) est < o et pour certains in-

dices i :
. U

v —2
g am;

>o0

Si au moins une distance r;, qui n'est pas nécessairement toujours la méme,

oU
’ L . ’ ¢ ’
esl bornée supérieurement et si aucune masse ne tend vers zéro, 2 I est bornée
N m.
1

inférieurement, et 'on a une limite inférieure de V dans ces intervalles.

, J .
3 Cas. — h=o: W(T — U) est loujours < o et I'on trouve des valeurs de ¢

. d .
aussi grandes que I'on veut pour lesquelles W(T — U) est aussi voisin de zéro que

I'on veut.
On a encore pour certains indices ¢ :

on en tire la méme conclusion qu’au second cas.
L’inégalité
T<<U+ A

montre que, si une masse ne tend pas vers zéro, la vitesse correspondante est limi-
tée supérieurement.
Si ' est << o, l'inégalité
U>ST—h>—"n

montre gqne nous sommes dans le cas ot deux masses au moins ne tendent pas vers
zéro, et la plus pelite des distances r;; est alors limitée supérieurement. En rappro-
chant ce fait de notre hypothése, on voit que la plus petite des distances mutuelles
des corps est comprise entre deux quantités finies et non nulles.
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Remarquons encore que les coordonnées sont développables suivant les puissan-
ces de
T
—
1—e 3¢

’

3

T

1 +e 3

2a étant la largeur de la bande paralléle & 'axe réel des ¢ a lintérieur de laquelle
les coordonnées sont des fonctions holomorphes de ¢.

Enfin, les vitesses étant limitées supérieurement si aucune masse ne tend vers
zéro, on a '

dx,- dyl dl,;
7k "&Tl |~
d’ou
lei—ail, fr—xil, Ja—zi]<st.

Les coordonnées, donc les distances mutuelles si elles deviennent infiniment
grandes, seront infiniment grandes d’ordre un au plus.

23. — Faisons dans les équations du mouvement :

d*x;

__fsw m: XLj — X;
e T J 3 y e
di =~ i

J#

le changement de variables défini par les relations

dz . X; Yi Z;
— = (1), —_— == —=(1).
dt P % i G ®

Les équations deviennent

4%
d=*

-
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équations du probléme des n corps de masses m,f. Plus généralement, les masses
m, se raménent aux masses (af + b)m, en prenant

c=al+ b, ¢ = ———!-——,,—
' (at + b)*

Il n’est intéressant d’ailleurs de faire un tel changement de variables qu’autant
que (at + b)m, exprimé en fonction de t n’est pas de méme forme que m,(). Par
exemple, on n’obtient.rien de nouveau si 'on applique ce changement de variables
aux masses (et 4 B (D).

Le probléme se raméne au probléeme des n corps ¢ masses fixes si les masses sont

By
al+ 6 .
Si les masses varient en restant dans des rapports constants, on pourra dans cer-

, les v, élant des constantes.

v

de la forme m, =

tains cas particuliers se ramener & des problémes i masses fixes. Nous traiterons
cette question dans la seconde partie.

24. — Application de la variation des constantes. — Considérons une fonc-
tion ¢ (f) quelconque et faisons le changement de variables défini par les égalités

d= — X; Y Z; 1
—_— Y, —_——— = —— = —,
dt ‘ & LD Gi L

t 2

ce qui revient & prendre ¢ = *, ¢ = TP—
Les équations transformées deviennent, en posant m, = u, ¥ :
s N E—k
°L =] 4 -
==/ ML L FO s,

E Ty

avec
1 & /1
FOh=———(—1}.
0 P dtg<.4,)

, . , . m " eas
Ces équations représentent le mouvement de n points de masses —I’— s’attirant

suivant lal loi de Newlon et, de plus, attirés ou repoussés par l’origine. proportion-
nellement-a la distance et & la masse, le coefficient d’attraction étant généralement
variable.

Posons

p~—— d_:f1 o d'l‘,; . d:@
L_y‘ldTy ql-;J‘ldT’ 3 '.d'r
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puis
it FON e e e
H‘—;Z " - 9 L}Ll ‘Té+'lu +Zl)y
i i
U.“J.'
Ho=—y Y%
i.j v

Les équations du mouvement sont alors

dz;  H,
d'L‘ - ‘\Pi
dpi . DH' DH’ :J-’i DI{ " d:J.LB
d‘L‘ - nz_i DEL ;‘2 .\p,j ’ (y‘L_ dl / )
Intégrons le systéme
dz;  H,
d'r - L\p,, ’ b
dpi . L\H‘ !‘L'i k\Hi
dr ~ ) oap
a’E;
qu’on peut écrire L =F(@)%, ....
dr
On en tire :
- Y ai_‘
f = (it + b) 4, po=w| Lt n -5,
q,' c: ]
(22) = (el +di) ¥, (Iizlii[jb—;(cit+di) +.—£— ;
Y ' ,4:
G=(eal+ )L, rp = ?(l‘it-%-fi)-*“—,;— )
a;, b, ... f; ¢lant les constantes d’intégration.

Utilisant la méthode de la variation des constantes, portons ces valeurs dans le sys-

téme complet, ces constantes étant alors considérées comme des fonctions de <. 1l

vient

\ Ak a; dt

{

S dp; dp; da;
ot (\alj d"

d= ap;
ap; db; MH, o 0H,  H,
b, d= 0% L uEap g
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[ 3% da; N 0&; db; .

SV dz b dr

( ap; da; | dp; db,  OH,
Y, dr 06 d= 0%

et les équations analogues.
On en déduit les équations

da; _ . Si—Si
dT—f‘J «U'j-_-a—""

J#i vy

4 .
db; &— %
(E‘:—ﬂ'.’#Zw ——,

J#i Y

ou, en revenant a la variable ¢ :

(23) j#i 1Sl —a)t+ (b, —b)]"}’
) i R . — b,
(%:—ﬂZm @)t &b
j#i S a) 4 (b,— b)) |

En définitive, les coordonnées sont données par les expressions (22), les quantités

a, ... f; étant solutions de (23).

Si 'on prend en particulier ) = 1, la signification de la méthode précédente est

immédiate.

1

25. — Supposons que les produits m,t” (p entier positif) soient des fonctions
~holomorphes de ¢ pour ¢ infini. Prenons pour nouvelle variable indépendante

T . . .
T = —. Les équations (23) deviennent alors

t!’

3 9

g_iﬂ:fvrﬂg.’.ni (@, —a)+ (b, —5)T"
ar 7" T :
)P iz {S[a,—a) + (b, —b) T
by @) £ )T
p dT T .
J#i zs[(aj_a;)‘(’“(bj—bi\) er ;

Nl

“3
2

En vertu de I'hypothése, les seconds membres sont holomorphes pour T =o si
Pon part de conditions initiales telles que I'on n’ait pour aucun couple de points M,,

M,/ les égalités

a, = a,, C, = ¢y, Cp == €,

Fae. des Sec., 3¢ série, t. XXVII
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On peut alors développer les solutions de ce systéme en séries ordonnées suivant
les puissances de T :

a; = aio) + ai') T a T

bi=b""+ 60T+ oW
les coefficients de T, T*, ... T" dans le développement des a, étant nuls. On en
déduit :

p+1 p+2 _ptn
wi:‘ait+[)i= (a@—{—a‘”l P +a
i i

o bil) b(-n)
(6 +—+ ..+ ,
tF ['—'
(1) (2) (n)
© @, % i i
T =a, t—+~b7_ +—+ + t+—+ ..., etc,
t? lF t? '

séries procédant suivant les puissances négatives de ( , auxquelles s’ajoute un bi-
ndéme du 1°* degré.

On en déduit que les distances de deux corps quelconques sont des infiniment
grands d’ordre un.

Tous les points tendent a avoir des mouvements rectilignes et uniformes, sauf,
peut-étre, I'un d’entre eux pouvant tendre vers un point fixe, sa vitesse tendant vers

zéro.
A . . . sor ., mp —

La méme conclusion subsiste si les quantités T’ et m,T"~* sont holomorphes
pour T=o0. m;T?~" sera d’ailleurs holomorphe si —l—‘ I'est. Supposons donc que
Ton ait :

,{:%+M1+51+”.+MU+“¢
on en tire

N

PA PA
m; — °+ l+—f‘~—n/i’—:"+

2
t? L’ ¢’

La conclusion de tout & ’heure subsiste donc si les masses sont développables

1
suivant les puissances négatives de t’, les développements ne conlenant pas de
terme constant.



KECHERCHES SUR LE PROBLEME NI DES GORPS A MASSES VARIABLES. A3

GENERALISATION. — La propriété précédente peut étre étendue au cas ou les pro-
duits m, %, « étant un nombre positif quelconque, ont des limites w, quand ¢ croit
indéfiniment.

Nous utiliserons pour cela la méthode des approximations successives sous la
forme A.

. . I
Reprenons les équations (23) et faisons-y le changement de variable T — A Ces

équations deviennent :

) 8

 da, SN m (a,—a) + (b;—b)T"
\___ T Z__J J i f] i

’

ar ~—  x ._T. . L
= s w—m e —nt |

)

wie

I

ab S ZTL (4 —a)+(b;—b)T"
dT a T | ..
-y ( -
i Es{(aj—a,.)+(bj_bl_\T :
Nous pouvons poser
m;
T = M + sl(t) — Miy
et soit p un nombre entier positif; posons
I
—— p + g
a€
Considérons les deux systémes
da; mpre O a; — a;) + (bj — b)) TP+
- =—fp+T Y W (@ —a) + (b — b)

j#i 3 S ,:(aj —a) + (bj— b)) TIH-E]2 %%
WS et
S+ )Jé M; s S [(a:'—- a;) + (bz —b) T”+5]2 g%

e

et

iz ;S[(Aj—Ai)Jr(Bj—Bi) ""’1 5

dB; Aj—A)+(B;— B)T?
N PR CT I EYCES )
s a—so @ —pyr |

PRI

PRI
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Dans le second systéme, les seconds memnbres sont (sauf pour des valeurs initiales
exceptionnelles) des fonctions holomorphes de T, des A, B, ... pour T =o.
On a donc :

A=A R AYT AT

i

B=B + BT + . 4+ BT,

el si 'on pose
et

R’ = S(X; —X;)?,
i

lous les R, seront des infiniment grands d’ordre un pour les trés grandes valeurs
de &.
Nous continuerous a désigner par r; la quantité S(x, — x,)*, ot &, =a,t+b,, ..
On pourra passer d'une solution du second systéme a une solution du premier
systéme par la méthode des approximations successives si les seconds membres du
premier systéme vérifient les conditions suivantes :
ldérivées des seconds membres par rapport aux a et b limitées supérieurement,

|dérivées des seconds membres par rapport a ¢| limitées supérieurement,

|dérivées des seconds membres par rapport aux ¢;| limitées supérieurement.

Ces conditions fournissent successivement des inégalités de la forme

T T2l
rall -y et prol " -4,
rij "y
qui se réduisent a
TP
(p+ ) <A,
"ij
d’ou
B
"ij >_3—:
t?
puis
e o o\ My 16 — by
(+ 9T ¥ Mo + T N M, + (p+9T Y —i—”——— <A,
Ji FEX J#i v
et

) M, (b5 — by
EMjuij*‘(PﬂL‘)z_—,.{—", <A,

J#Ei g v
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qui seront vérifiées si I'on a

. M. |b. — b,
Mj]uij!<A, (I)+3)'J_I;;3—I<Ay
qui donnent
ri>Bn;
et enfin
(p+ )T u,| <A el (p+ <) |a;| <A,
qui se réduisent &
(p+2) ‘uijl <A,
d’on
—17 <A ou r; > B,
r.
avec
uy = G

Les conditions r; > B et a fortiori r;> 34 sont vérifiées par tous les R,
, /5
puisque leur terme principal est de la forme A¢.

On en déduit que si I'on augmente ou diminue tous les A, B, ..... de quantités
suffisamment pelites, les r; seront encore des infiniment grands du premier ordre
et vérifieront également ces conditions. Donc on peut appliquer la méthode des
approximations successives et I'on arrive a cette conclusion :

Si les produils mt*, « élant un nombre positif quelconque, lendent vers des limi-
les finies quand U croit indéfiniment, loules les distances mutuelles sont des infiniment
grands du premier ordre, sauf pour des conditions initiales exceptionnelles.

ReMARQUE. — Le raisonnement précédent est valable quel que soit le nombre p
choisi. On peut en particulier prendre pour p l’entier le plus voisin de < ou p=o,
o

ce qui revient a prendre A; — constante, B; — constante.
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26. — Application a I'’Astronomie. — On admet (') que la masse des étoiles
décroit selon la loi
M .
= W

. ., . . . k) I
a étant un coefficient positif (*). M est donc un infiniment petit d’ordre —. Le
P ( P 5

raisonnement précédent s’applique donc dans ce cas, en faisant p = 2.

(*) EppineToN. Monthty Nolices, 84, p. 308 (1924). Voir également JEaxs. Monthly Notices,
85, p. 2, 1924.
(®) a =5. 107!* (masse du Soleil)™* (année)™" .




CHAPITRE 1V

Application de la méthode de la variation des constantes.

27. — Considérons n points matériels de masses m,(f), s’attirant suivant la
loi de Newton. Soient x,, y,, z, leurs coordonnées par rapport i des axes fixes,
P:» q;, r; les projections sur les mémes axes de leur quantité de mouvement.

Les équations du mouvement peuvent s’écrire :

de;  oH
T ‘Tﬁi-’ .....
(24)
dp; pi dm; o JH
dt m; dt — D:L‘i o
ot I'on a posé

H=T— (.

Supposons que I'on ait intégré les équations :

dx;  H

d_t = 0, y e
(a5) P

dt —_— Dwi, .....

ou I'on a remplacé les m,({) par des constantes que nous représentons par m,. Ces
équations (25) représentent donc le mouvement de n points & masses fixes.
Nous aurons des relations de la forme

x; =fonct. (t, ¢, c,. ..... c.,m

6n’ PRI

Prenons ces expressions comme solution de (24) en Y remplacant les m, par les
m,(1) et en y considérant les ¢ comme des fonctions de ¢.
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Les ¢ sont donnés par les équations

6n n
\acl dck 2 dax; dm,
—_— 0, .....
& e, dt om, dt ’
k=1 k=1
6n n
Ap dck ap; dmk
Z 3 + Z =Xi, .....
de, ym, dt
\ k=1 k=1
. dm,
avec X,.:& —, ..
m. dt

Ip.
Multiplions les équations de la premiére ligne respeclivement pa i

da, dy. . o
et celles de la seconde ligne par — — Y S

de,’ 2¢e,’ de
membre & membre en introduisant les crochets de Lagrange

i

, Ppuis ajoutons-les
i

[u, v] = \“s<ﬂl&_ﬁ3&>

~ "\ W v du
i
et les quantités
dm;
N Da:t dy; . Dzi\ " dt < Na; dy; Dz,-)
= R A S (LAY
R, 2.1( + e, + de, / 24 m; p de, td dc, + dc,
i i
On obtient les équations
6n d n d
c, m
(26) E [ex ¢ (ltll + 2 [mk’ ¢/ dlk + R, =o.
k=1 k=1

. . de, \ .
Ces 6n équations aux 6n inconnues —ZIT", dont le déterminant, égal au pro-

. Tyo Py Yoo Qs 20 Iy Bys Pys o v
duit des deux déterminants fonctionnels D, p 1 %y P )
D, oo y Con)
— sy — Y Ty — 2, o = Lgy v ,
et DEP“ z 4 Yoo Ty e P 2 ), donc au carré du pre-
DUC., Coy oot e e , C

. . de .
mier, est diftérent de zéro, fournisent les £ donc les ¢, en fonction du temps.
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28. — Crochets de Lagrange. — Nous allons étudier les crochets [«, 8], ou «
et B représentent deux des éléments ¢, m,, c,. La fonction H dépend des m,, non
seulement directement, mais encore par l'intermédiaire des x,, y,, z;, P> ¢;» T+

oH ., . 3
Nous désignerons par -57,!— la dérivée totale de H par rapport & m,, et par Y
k om,

la dérivée prise en ne faisant pas varier x;, ..... , r;, de sorte que

) sH JH Jdux; JH dp;
JH 2 +ZS< &X; pl>'

dm,  3m, de; dm,  dp; Im,

On a

NI AL AR 4 Jx; dp

,(ﬁ — St 24— L Z3
=Y s (2 E -3 R),

i
d d Ip. dxz. ) 2 h 2
Dls) = V(L& 5 Vp Vxoop, X YV,
Y; 320l 08 | dx 0Bt BM da 28 dad

Y o/ dp, | H Dz, J OH 3p,  H dux;
=5 255 3 3w e) 28 (T Yt e )

3

Si « et § représentent des éléments autres qu'un m, on a, comme dans la

théorie classique
d d /3H ) /H
" ﬁ[“’?]—n(sﬂﬁa(”ﬂ)—“'

Si 8 représente un m, on a

d d /H sH 0 /0H
siteomd =5 (S =%y~ o (55)

da \dm;  3m, am, \ da
. o 7/ 8H
T da\3¥m, /)’

Si « et B représentent m, et m;, ona

d

d )H 3H JH aH
—m,, m]= ( —_— )—- —
N dm,\dm, &m, dm, \dm, &m,

0 <8H> 2 /3H
T am, \am,/) dm, <8m,>'

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVIL 7
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Comme

LE pitg+r -y mi m;
2 ; m; l'i]-

on a

§H p,(-&—q,‘-{-r,c mj>_ v, ' M
= (B N ) = — (4 X 1),

ik ik
jzk izk '

d’ou les formules :

d

— [«, m] = (.._:_*_fZ_"l_f)
aH Tk 2 r/’
J#k
3 b V? m" m]
M ml = o (T +/ 2 —) Ty ( ; )
j#l
29. — Supposons que nous ayons résolu le systtme (25) au moyen
de la méthode de Jacobi. Nous aurons donc obtenu une intégrale compléte
S(ax;, ¥ir Zis %5. .y 2y, My, 1) de I'équation
28

~7 + H(t: Xiy yiy Z'-,

t

S 28 as>_
vai, ‘\yi’ Bzi -

puis nous aurons posé

S S
2 =0, — = p;, etc.
(27) =6 S = P el
les B, étant de nouvelles constantes arbitraires.
On peut, au moyen des équations (27), exprimer les x, y,z,p,q,r, au
moyen de ¢, des m, des « et des B, ou, au contraire, les « et § en fonction de ¢,
des m et des x, vy, z, p, ¢, r, et Jacobi a démontré les relations

‘\Pi . DIB,‘ awi . Dak
- ’ -5 — ’
@ da, AT
a
(\0(,‘ — 3]), da; _ b.Bk
dax; 28,7 da, ap;”?

et les équations analogues.

Nous allons, en utilisant la méthode de la variation des constantes, calculer
d d
j‘_ et p" .
dt dt
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Si F est une fonction de ¢, des m, des x, y, z, p, q, r, posons

n
sF  0F F dm,
st T M \m “dt

=1

On aura, en vertu des équations (a) :

da, 3, l:.ak dap /OH  p, dml>:|
at T +Z dx, 2p, pl(hm m, dt

Col=1

n dml
da, H e, oH bpl> dt doy day Dak)
= S i} —* 4k
3t (bm, 58, T 3p, 38, +Z ( Posp, Ty, Y,
=1
dm,
3 H . dt da da da
_ Su W 0% 0% ‘_."_)
=% s, AT, <p‘ g, T,
l=1
et de méme
dm[

aﬁk Dpk 7 ‘pk
(Pz \P +q17(; ’Dl‘l>

_oﬂk
R

dg
k k
a o

., il nous suffit de dériver con-

Nous avons donc des équations toutes résolues par rapport aux
Sa, 3B, da, B,
8t 3t op ap,’
venablement les équations (27).

Nous aurons ainsi

Pour calculer

3n
3 /23S ”S 3o
b T\ e =
®) 31 (m) + X 20w, ol
k=1
38, s 8a;
c =7 —/ 37
(©) 3 3t (ak>+2\a\ak Bt
J—l
3n . .
@ 2 )S Dak_go pour i==1,
k_laa:ibak op, 1 pour =1,
3n
(e) 20 8 e
op, _. dada; dp,’
j=1

et les équations analogues.
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14 . . . 3 \
Les équations (b) et (d) nous fourniront respectivement les 22k ot les —

8t ap,
. . . . ) d
puis les équations (c) et (e) sont résolues par rapport aux oft" et \—g"—
. Dy
ReMarQue. — En écrivant comme nous I'avons fait le second membre de (¢),

28 :
nous supposons que —— représente la dérivée exprimée, comme elle se présente
Ja
k

directement, en fonction des «;, y;, z;, «, m, et £.

30. — Application. — Proposons-nous de déterminer les masses en fonction

du temps de fagon que la trajectoire de chaque point M, soit située sur une surface
3, dounée a I'avance, d’équation ‘

Fi(x,y,2)=o0.

Les ¢ et les m seront alors solutions des équations

gi(xi, Yis z;) =o,

6n

de, |\ dm \
Z[ck'cl]—df__*—z‘[mk'cl] dtk+Rt:°’
k=1 k=1 S

les x;, y,, z,, étant supposés remplacés en fonction de ¢, des ¢ et des m par la
méthode précédente.

Ces équations nous fournissent les ¢ et les m en fonction de ¢ et de 6n cons-
tantes arbitraires «,, @,, ..., «,. Sil'on porte ces valeurs dans les expressions de
X, ¥;» Zi» Pi» §;» I';» on obtiendra des fonctions qui, vérifiant (25) et (26), vérifie-
ront (24), donc seront solutions du probléme des n corps & masses variables.

On voit donc la possibilité, en général, de déterminer les masses en fonction du
temps de telle sorte que chaque point se meuve sur une surface donnée & l'avance.

De plus, ces masses dépendent de 6n constantes arbitraires; on pourra donc
imposer encore des conditions se traduisant par 6n relations.

Par exemple, si I'on veut que le corps M, passe par le point (x7, i, z7) situé
sur ¥,, nous serons amené a écrire deux relations de la forme

= fi(t, o, 0, ... .. ) %6n),
[y, =g, o, 0, ..... , %6n)
[la relation z{ = h,(t, o, «,, ..., ,,) étant conséquence des deux premiéres], et &

éliminer ¢ entre ces deux relations, ce qui nous fournira une relation entre les «.
Donc la condition que la trajectoire d'un corps M, doive passer par un point
donné de 3, se traduit par une relation.
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Si I'on se donne de plus le vecteur-vitesse en ce point, on devra éliminer ¢ entre

les quatre relations

ce qui donnera trois relations entre les o.

On pourra donc disposer des constantes « ou, ce qui revient au méme, on pourra
choisir les conditions initiales du mouvement de telle sorte que les trajectoires de
chacun des points passent respectivement par six points de la surface correspon-
dante, ou bien par deux points, le vecteur-vitesse en chacun de ces points étant
donné, ou bien encore par un point ott 'on se donne le vecteur-vitesse et trois autres

points.
31. — Mouvement relatif. — Supposons que l'on ait n 4 1 corps S el
P,P,, ..., P,, demasses m,, m, ..., m,, S représentantle Soleil, P une planéte.

Soient x;, y;, z;, les coordonnées de la planéte P, par rapport & des axes de
directions fixes passant par S.
Posons

Mk =m,+ m,,

re e £ Mi
H:';_Z(wi'*-yi'{'zi)f—f}:—r:’
i i -
Ri=/ Y m, <_A_I___ mixj+}:}?'j+ziz;)’
ij

J#i

A,; étant la distance P,P;, r; la distance SP;.

On démontre, comme en masses fixes, que les équations du mouvement relatif
des planétes par rapport au Soleil sont

dz; _ 2H—R)
P77 ——3-'17—:;—_’ ......
de, _ 3(H—R)

——dt —_ _—D—{pi—, ......

On sait intégrer le systéme

" dx; . H
dt = m, ..... y
dx; JH

dt Y
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ol 'on a immobilisé les masses, puisqu’elles représentent le mouvement de P, par
rapport & S, S et P, étant & masses fixes et seuls en présence. On obtient ainsi

%wi =x; (LM, e, €0 oou Ci)s e
i =i(t,Mi, €\, Cias oo Ci)s o v
ou, en négligeant 'indice i :
x; = x;(t, M, c,, c,, JCY,
xi=uwxi(t,M,c,,c,. ..., ¢), ......

Prenant ces expressions comme solutions du systéme donné, on est conduit aux
équations

6

Ebw de, e dM DR_O
de, dt T M dt T ' T T
k=1
6
dx' de, + dx' dM 2R
dc, dt M dt T Tt
k=1
ou, en introduisant encore les crochets de Lagrange
d d aM
c
(28) Z[czr ck]—(#_*' [CI’M]-EI— = N>
k=1 :
avec
__ R x IR Dy JR 2z OR
W=z dc, |y d¢, | iz d, ¢,
32. — Crochets de Lagrange. — « et B étant deux éléments pris parmi ¢, M,
€, €y ..., C;, ONA
dr dx d dx'
[ Bl =8 (-~ — 5
de 0 08 Qda
d’ou
d A de dx' dx o' d e dx' dx dx!
—[«, 8] = —S ————‘—\——S<———T— 5
a Y\ B 8 ) s N\ dx da A
2 M ' dH d S()H dx' H xx
- bxs<bx' 8 T T>—a§ Yo’ dw | ax o/
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Si « et 8 sont tous deux différents de M, on a

2 B__a_<aH> 2 bH)_
v =5 )T

Si B représente M, on a, avec la notation du paragraphe (28) :

d Ml = Y /H  3H N (bH)
wleM= T aw) T\
0 <8H>
T 3 \3M
ou
d d /1
E[“’ M]—fn(‘,:)-
33. — Si l'on prend comme constantes d’intégration ¢ les éléments oscula-

teurs a, e, ¢, G, 6, ¢ de lorbite de M :

a, demi grand axe,

e, excentricité,

¢, longitude moyenne de I'époque,
©, longitude du périhélie,

w=0 —0,

6, longitude du nceud,

@, inclinaison du plan de l'orbite,

x —=e— 0,
on démontre qu’en substituant & la variable x la variable x, définie par I'équation

dx, dx dn
a @ tar
les équations (28) deviennent

a6 do do da de dM 2R
0] — L w) —— ki atell okt __ ¢
[¢,, 6] dl +[¢;5 0] dl +le, 6] dt +<[cl’ a]> dl +c;. €] 57 +<[01,M]> a ve,

pour ¢, autre que a, les équations relatives & x, et a respectivement étant

dM R

(e a) G + @ M) T2 = I

et

de dw do
(la, )G+ ([as o) G+ Qo 6D TE + (@, ) G + ([, )L 1 (0, L (5
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., YR
La dérivée <
da

faisant pas varier n dans u.

Le calcul des crochets [c,, ¢,] est classique. Rappelons les résultats :

[w,‘a]#o,

) et les crochets ([¢,, a)]), ([¢;, M]), ([a, M]) se calculent en ne

[6,w]=0o, [O,a]:éna\/l—e’cos"a, [m,a]:lna\/l—e’,' ; la, e] =0,
2
[e, q;]:—na’\/l —e*sing, [0, e]=— 22 % cos v, [w, €] :_ﬂ__e_’ [¢, e]=0o0, [a, x]=—
\/l—e’ \/1 —é
[0, 9] =0, (6, x] =o, [w, x] =0, [¢,x]==0, [e, x]=0
Les crochets ([c,, M]) ont été.en partie calculés par M. Mineur (*).
On obtient : S
na’ s o na " .
([e, M])__m— 1—eé*cos g, ([w’MD_nM 1—eé’, ([, M]) =0,
, nae sin u na’sinu na'(1 + e cos u)
M) = ——, My=——F—, M) = ———————.
(la. M) 2M (e, M]) M(1 — e cos u) (= M) 2M(1 —e cos u)
On en déduit les équations qui définissent les variations des éléments, puis en
prenant © a la place de w et ¢, = x, + @ &-la place de x,, on arrive aux équa-
tions définitives :
da 2 R a 1 +ecosu dM
dt ~ nady, M i—ecosu dt’
do I R
dt na*\/1 — ¢ sing 29’
tgi 7 "
do 2 MR Vi—e R Vi—esinu dM
dt " pay/i—e Qe nate de Me(1 —ecosu) dt’
de Vi—e R \/—-—,l—\/1~e' R (r—eé*)cosu dM
T T nde o V'S na‘e de, M(—ecosu) dl’
o F
dg ' R % (bR N m>
a na’\/l——e"sinqa o0 na’\/l—e’ No; de, )’
tgi — , — .
de 2 /R 2 R ,1——\/1—e’DR (l—e‘cosu-—\/l——e’)smu dM
Lo (MY e WL i o
di na < Da> na*\/1 — et ¢ na‘e de Me(1 —e cos u) dt

(") La mécanique des masses variables. Le probléme des deux corps. A. E. N. 8., 1933.
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. , df d: o .
On voit que les valeurs de sin ¢ - et d_f sont les mémes en masses variables

qu’en masses fixes; cela peut s’interpréter en disant que, si I'on considére le pdle
boréal de I'orbite sur la sphére de rayon un ayant son centre au Soleil, son vecteur-
vitesse est le méme en masses variables qu’en masses fixes.

35. — Cas de deux corps. — Dans le cas d'une seule planéte en présence du
Soleil, on a R =0, d’ou les équations :

i da a 1 +ecosu dM

Tt T T M1 —ecosu di’
do
T
do Vi—esinu dM
''dt ~ Me(1—ecosu) dl’
de (1 —eé)cosu dM
dt =~ M(t—ecosu) dt’
dy
T

de, (l—e"“cosu—\/l——e“)sinud;\i

Lodt T Me(1 —ecosu) di

L’élimination de cos u entre la premiére et la quatriéme de ces relations donne

da dM ede
@ wa
a M 1—e

d’ou I'intégrale :
aM(1 —¢é*) =c¢*.

Le paraméltre de lorbite osculalrice varie donc en raison inverse de M (*).

(*) D’aprés une remarque de M. Chazy, cette propriété se voit aussi immeédiatement sur

I'intégrale des aires : on sait, en effet, que la constante des aires est égale a \/fMa(x —e%.
Elle est également conséquence de I’équation

L£+LdM_ 2 DR+DR
Pdi T M odl T e \0G T e

qui fournit le paraméire P dans le cas de n corps.

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 8
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36. — Applications. — I. Supposons que les masses des deux corps varient de
telle sorte que leur somme reste constante. L'un des deux corps décrit par rapport

a l'autre une conique képlérienne. On connait donc les rapports ———-, ... en
r

fonction du temps.
Les équations

dtl‘ :vf.n12 : :

r

fournissent alors, au moyen de deux quadratures chacune, x,,y,, z,, cest-a-dire

déterminent par siz quadratures le mouvement d’entrainement du systéme.

II. Supposons maintenant que la somme des masses aille constamment en
croissant.

En donnant & cos u ses deux valeurs extrémes — 1 et 41, on obtient les iné-
galités

1—e I +ecosu 1+ e
’
1+ e 1—ecoslu 1—e

1 cosu 1

1+ e I—ecosu I—e
d’oti, les accents désignant des dérivées :

M’l+e/a'< M 1—e
Mi—e ~a Mi1+e’

_M.( e)<e M
M 1+ <ﬁ('_3)'

Les derniéres inégalités donnent, en intégrant :

C - °
M——l<e 1 M

C=M,( +e), C=M(—e).

Si M reste pendant tout le mouvement inférieur & M (1 + ¢,), on a une limite
inférieure utile de e.

Si M ne croit pas indéfiniment avec £, on a une limite supérieure utile de e.
On a ensuite, en se servant de ces inégalités :

WA M d M M
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d’ou, par intégration et en introduisant deux nouvelles constantes k et k' :

aM
o k'M
EME <a<'m‘_—c,,

(E, base des logarithmes népériens).

On obtient ainsi des limites pour les valeurs de a.
En particulier, si M croit indéfiniment, a reste inférieur &

2 ¢ 9

k' 1 +e,
=aq, —*,

III. Si la somme des masses va constamment en décroissant, on démontre de

méme les inégalités
I— %‘ < e < % —I,

- E'M
kKME <a<m.

Notons, en particulier, que, si M tend vers zéro, a tend aussi vers zéro quand ¢

augmente indéfiniment.

RemarQuE. — Les conclusions précédentes ne sont valables qu’autant que 1’or-
bite osculatrice reste elliptique et ne devient pas hyperbolique A un certain

moment.




CHAPITRE V

Le probléme des n corps traité a partir de l'égalité
de M. Levi-Civita.

37. — Généralités. — Si nous supposons que le mouvement d’une masse
variable est donné par I'égalité

d —> —
—(mv) =T,
2 ™)
les équations du probléme des n corps & masses variables seront

d (m dmi> U
dt 1 dt _— bwl 9 e e e e . .

Elles admettent les intégrales premiéres :

E m<yﬁ —_— z..ﬁ> — Cte
. i i di i di s e

La combinaison des forces vives donne
dx, d*x; dm; dx; \* YU dux;
’ZmﬁiﬁﬁF+“iTFSC%)*Qgsigﬁr

i

ou

2 2 - 1 . v
%Emﬁ(%) +E—qﬂ"—s<dx-‘>=2ﬂ_2z WU dm,.

dt "\ dt dt = om, di
d \" dm, de,\* U
Qm““m=“%m“%m§+%@}

relation tout A fait analogue & celle obtenue au chapitre IlI.
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Les crochets qui sont au second membre sont essentiellement positifs. Donc, si

dm; o . . ‘
les w7 sont tous de méme signe et gardent un signe constant pendant tout le

mouvement, on aura uue inégalité de la forme

d

2712—([‘—[}) : 0,

<
selon que ce signe sera — ou +, d’ou

T—U>h.

<

-38. — Cas d'équivalence entre les deux lois. — Effectuons sur les équations
du mouvement

m d’:l,‘; + dm,. (1-171' . U
Lar at dt " T

un changement de variables de la forme

dr . x; Yo %
— = f(1), —_ =L = .
dt SO & i & # ()
Soient
_ 4 r__ de
S=r Y=
Ona:
dxi dE-l - !
@ T @ ST
Iz, 4

2 dE-z ! LN = ] ]
F =g et Me )+ ES Y Y.
L’équation relative & x; devient donc

d‘&i : ' 2 ! d:i 1,1 = d i d&
A R S e A O e

ou

Yy Mm;
Uu=X==

1
Pij

(Pij = \/(&j — 5+ (n;— )"+ (¢ — ), constante d’attraction égale A l’unité).
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. . d — —
Le probléme traité a pactir de 1’égalité E(mv) = F sera donc équivalent au

\ r . do 2= . -
probléeme traité & partir de m T F, si les deux conditions suivantes sont réa-

lisées :

dm,
dt

m(f's +2f*") + —+fs =0,

: 't 3 dmi '
[mrs +re) + 20 g = o,

\
A

i

On voit tout d’abord que le quotient mi d doit étre indépendant de l'in-

dice i, ce qui entraine que les masses soient de la forme w;}(), les yu, étant des

constantes.
On doit avoir, d’autre part

fY9+2‘/‘2?! ——fl?l_}_fﬁap'l
I - ! ’

¢ 4
d’ou }
2:?7 :‘?”
—_— T’
4 P
",‘I
e ___
=T
I
[« J—v
! at + b

Si 'on fait alors m; = w;{(t), la fonction f sera donnée par

V(' —2af*e) + V' f=o0,

d’ou
df dy
dx _ 2a _di
7— T at+ b Y
d’ou

hwﬂgﬂ}
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Nous commencerons donc par déterminer « en fonction de ¢ par 'équation

dr _ c(ar + by

dt P
ou
T dt
7 — C—,
(az +b) ¢
d’out
1 dt
—_— = — d.
a(ar + b) ! +
Les équations du mouvement deviennent alors
g v U
Mg = s R ,
dr Sie® 2§,
avec
U= Y B

Pij

—_—

, . . . dv
Ce sont les mémes que I'on obtiendrait avec la loi m — =
masses p; ¥, ou

—
F

appliqué
T ppliquée aux
b
| F—
j': ?s ’
ou :
L3
w v
c(at + b)
En particulier, prenons
a=o, b=1, c—=1
On a
=1, 5, =Ly e
puis ,
1
f= T
d’ou
d= 1
, ar — L

et

63
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39. — Cas d'équivalence avec le probléme a4 masses fixes. — Le changement de

variables précédent montre que I'on se raméne au probléme des n corps A masses
fixes si l'on a

et si, de plus

On en déduit facilement que m; doit étre de la forme

. Yy
' \/t +a '
et I'on est amené a faire le changement de variables défini par les égalités

3
| == =t

40. — Limite inférieure des rayons de convergence des séries. — Si I'on prend
pour variables les coordonnées x;, y,, 2;, et les composantes p;, ¢;, r; de la quantité
de mouvement des points du systéme, les équations du mouvement sont :

fodx;  p,
5 qd
(29) ~ ,
( %:I1li2n1jﬂ—?,—£i, ......
J#i "

Nous supposefons les masses fonctions holomorphes du temps, nous désignerons
par u une limite supérieure de leur somme, par v une limite inférieure positive de
chacune d’elles pendant toul le mouvement, par ' une limite supérieure de la plus
grande des masses : w < u. .

Nous supposerons qu’a l'instant #,, on ait -
(30) ry 2> 14h>o, (G, j=1,2, ..... , n).

Nous nous proposons d’avoir une limite inférieure des rayons de convergence

des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de ¢t — ¢ , en lesquelles on

0

peut développerles x, ..., p, ....
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Nous chercherons donc d’abord des limites supérieures des valeurs que prennent

LR

les modules des seconds membres des équations (29) pour les valeurs des «, ..
p, ..., 1, vérifiant les inégalités '

e, —xf], v =yl a2 <,
(31) Ape— . g — gt = <Xy,
{ It - lo!<77

T, A, et x, étant des quanlités positives & déterminer de fagon que les développe-
ments des seconds membres de.(29) suivant les puissances de { — { , x, — x, ..

L)

p: — p;, ..., soient convergents tant que les conditions (31) sont vérifiées.

Les 2o sont développables, en vertu des hypothéses, pour toutes les valeurs de
m;

t, suivant les puissances de { — ¢, et p; — p;.

Cherchons & déterminer 7, et = de fagon que les seconds membres des équalions

dp, N\ XL — &,
2P m; Z m, ——
dt ooy
Ji

soient développables comme on a dit.

’e . I - A
Remarquons qu’ils le seront tant que les quotients — le seront eux-mémes.
ij
Les quantités p;, q;, r; ayant des valeurs finies pour ¢ =1{,, leurs modules ont

une limite supérieure que nous désignerons par ov :
P gl I <ev.
Les inégalités |p; — p!| << n,v donnent
o < Ipi| + 7y,
o
o _tl

m. v

i

d’ou, en intégranl a partir de ¢, dans un intervalle inférieur a < :

T

IJ:L - .’IJ?I < [‘IIZ_I’ + )"01 T<(:Q + )\’0)1 .
D’autre part, on a ‘

rr=00+P@i—al, yi—yl, z—2, x,—.u )

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII.
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P étant un polyndme dont le module esl certainement inférieur a
o N ofr DA )
I:!l‘”.(r + W)+ ra(c W),
tant que

Ixi—mﬂy 1_\',"‘*}",-)!, |zz_22l<(2’;+}"n)7'

’ . I ’
On en déduit que r_ est développable tant que

u

|, — i), ... <(z+ N7,

si l'on a
. r
(I’J —+— I u) T < ‘——)—:' .
6+ 4y/3
Nous poserons
(32) (o 4+ W )e = i,
' 14

On voil alors que I'on a

by 8 0
wj,_wi AR < 711.].,
et par suite
1 x; — @, \ < 1
’Ii‘s/' L l[(;’a + )\!0) "::

tant que 'on a

le, —af], ... < (+ )T,

ou, a fortiori, d’aprés (30) et (32), sil'on a

(31" |, — x|, ... <.
Nous prendrons donc : Ny = k.
- . d,
Dans ces conditions, les expressions des d’t)l’ .... onl toutes leurs modules
3 . 1 w '
inférieurs a4 S

4



RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES 71 CORPS A MASSES VARIABLES. 6'7

Nous avons entre 4, el t une premiére relation :

(? + }\'0)7 >/ Ay

d’oti
. h—g7
W, > -
Les inégalilés
| dp, - wu
t (l'l ’ ' ’575
donnent par intégration
t
W
0 D
— . [ T.
]pl p: J ’ < ﬁ;.
Nous pourrons donc prendre
!
5 wu
/\’0‘/ } : 3T
Ak
d'ou
U.U.’T
~1 [
W2 =
o = [‘sz
L’équation
r
pp't  h—iex
ANy T

a une seule racine positive ©, que nous adopterons pour valeur de 7.
On a

—antvy + 27\\/7\v()\v§’ 4+ up)

!
ww
L)

T =

En définitive, nous prenons :

,/ >\D = A,
W 'z
v
)\’o‘l —— ) t" s
4
e LT Y] VivGOove® + pw)

w
o
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Les seconds membres de (29) ont alors des modules au plus égaux &

' i
P . 3%
Iin effet, on a
0 pu's
Ip:_—pily < [lxg )
1
d’ot
Ipd <lp +E2D
L
Pl _|pi] | pu's wp's
‘m,.|< T ST e

Donc, une limite inférieure des rayons de convergence cherchée sera la plus
petite des quantités

et uliid

_ I 432
> i wu't ’ wp ’

¢t 4)Fy 4

c’est-a-dire =, valeur commune de ces trois quantilés.
Nous avons donc obtenu le théoréme suivant :

TutoriME. — Si les masses sont des fonctions holomorphes du lemnps dans l'inler-
valle (— oo, +o0), si u' est une limite supérieure pour chacune d'elles, y. une limite
supérieure de leur somme, v une limite inférieure pour chacune d’elles, supposée diffé-
rente de zéro; si, de plus, pour t =1¢,, les x,,y,, z;, p,, q,» I; sont finis el vérifient
les inégalités

M > 140 >0 et L gl (R <ev.
les équations données admelient un systéme de solutions développables en séries pro-
cédant suivant les puissances de t — 1, el prenant & Uinstant t, les valeurs iniliales
données. Une limite inférieure des rayons de convergence de ces séries est la quantilé
—akive + ak Vv (Ove® + pp)

ot '

T =

On déduit de 1A que le mouvement ne peut cesser d’élre régulier & un instant (,
que si la plus pelite des distances r,; a zéro pour limite inférieure lorsque  lend
vers {,, a moins que la plus petite des masses n’ail zéro pour limite inférieure dans

les mémes condilions.
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41. — Comparaison avec un probléme a masses fixes. — Supposoms que les
masses soient de la forme m, = u, + (1), les ¢,({) tendant vers zéro lorsque ¢ croit

indéfiniment. Proposons-nous de comparer les mouvements obtenus avec les masses

variables m, el les masses fixes u, pour les trés grandes valeurs de ¢.

Les équations pour ces deux mouvements sont

dd"t R pi dxl J— Pi
dt— m, " dt w0
(33) d U e () dpP 2U
| S i , ar, Y, R '
\"J‘—Fx_l—./i("'ﬂuvnnvmk): dt - DX,- '—-fi(kl’\l’zl’kj'k)’

Considérons une solution du second systéme vérifiant les conditions suivantes :

1° Les |(m; — u)P], ..., sont des infiniment petits d’ordre au moins égal a

« > 1, les u, étant, de plus, supposés tous différents de zéro.

2° Pour «, el x; compris entre X\, — b, et X, + b,, etc., on a:

A

(35) |fiCey e 2z my) — fi(X,, Y, Z, )| < I

EC,I.”L", - x1|

—7w—(')-

(36) |f1(a’;7 Yis 2 M) — fi(x, ¥, 2, my)| < L

Posons alors

¢
P = pi+/ [/i(X0 Yo 2oy m)—fi(X,s Y, Z, wp]dt,

t
W =Pt [ m) =S e w]d

t
p(i")z P. + f [j'i($([n—l)r R 'nk) _'fi(xl’ Tt X'Lk)]d[’

Dans ces condilions, on a-

| AR A
g P'|<! o z'

="

(*) Pour ne pas surcharger, nous n'écrivons que les termes relatifs aux .
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On a
O
p’ b, p—P, m,

—_— + p(l) W —m, .
m; i e m,u.

RS

Désignons par v, une limite inférieure de m, el u. On aura

pY P

m, W,

1 Dt

<[ R

w, al*

D’aprés les hypothéses, on a

R B
m; bad e’
B, étant une quantité finie, d’ou
B,dt B;
(1) t
xi — X, = :
l<|f . 1(1-—1)[“‘

Nous pounrrons répéler de proche en proche le raisonnement. et nous verrons que

I

toules les quantités lpﬁ")— Pil sont inférieures A i+ loules les quanlités
2

x(l-”) — X| inférieures a —B’____
i aA—1
a(x = 1)l

Nous avons donc, en parliculier

l P‘<

t’" ale— 1)

¢
@ _p = / [fie™, om) — LN, my)|dt,

d'ou

=\

S
p? —pl| < / —_— I

_ f‘ B;Cdl
. =~ w  2(a— 1) *

B; C

w(z— 1) (2z— 1)*""
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On en déduil

(3) ()] -~
X — X, !\

tp—pl? . B,C.
Ll P Y —
o v; v, 2la{z— 1) (22— 1)1

Supposons démontrée U'inégalité

1 ‘l%[CH*‘}
Tt (a— 0 a(a— )" (- @r—2) L [0 — 1) x—(n—2)] e

B —afiz) <

On aura alors

¢
.V C, f.’L'("_‘) — xpr—)
—r 7 l

3

<|/. e dt

- 1 | ¢ OB G
v ,,/o.: (n— 1) az— )" (2o — 1) ... [(n— 1)z —(n—2)[ ">

i i

pW—pi"—Y

i

ou

Bicu<l
viTr (- )la(e— )" (2a—1)Ba—a) ... [nx—(n— 1)}

p$n)___p5n——1) < - ",7'7

" x— (1=—1)

d’out

o — an—x)l < X
vi

¢ I B~C“_l
™ __ pr—0Y gy | — i =u,.
,/.:(P" b; )dt yimrale(e—1) (22— 1) Ba—2a)... [nz—(n—1)] Y u,,

Ces formules sont donc générales.
Les séries

3O =X + (@ —=X) + (@ —a) + ... + @ =)+
b =P, + (p" —P) + (P — p) + oo + (PP =P+ L

dont tous les termes sont des fonctions continues de £, sont donc uniformément

convergentes pour ¢ assez grand et sont des fonctions continues de ¢.
Cela prouve que les fonctions xin). pf") ont pour limites ¢, (f) et ¢,(¢) lorsque
n tend vers l'infini.

Si dans les relations :
(l.E(") p{ll' dp(ll)

L=l t —

dt m, ¢ di

i

= fi(@" 0 my),
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on fait tendre n vers l'infini, il vient & la limite

D— AL /t it A R ‘v ., '
dt m, e i Ji(x,, m,
On démontre facilement les deux inégalités
" C
\ Bv; vile — )+t
\ o =X < e T =],
) o .
| S
A B.v, wily — ()% 1
[V, —P, ()] < — + ___"_ R
| »t »l N

Y

Nous veanons de trouver une solution du systéme (37) asymplole & une solution
de (38) vérifiant certaines conditions. Nous remarquerons qu’il suffit que ces condi-
. . Y , " c
tions soient vérifiées lorsqu’on remplace les b, par des quantités de la forme l_“i—’

Nous allons voir qu'un tel systéme est unique.

Soit, en effet, une solution (P, ¥,) telle que |P, — X | et |¥'; — P,| tendent vers
zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. Posons

¥, =P 4+ 0.

On a
= S, my
et
= % m,
d’ott
ds, .. :
T'[":f,.(‘l‘,, m,) — f:(\}, ).
On a donc
()= [ m— S8 Lty
d’ot

. .
W) = Pid) '+f (@, my) — fil\y. wpldl.
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o N
(bi(t):Xi-i—/ (;ﬁ—%)dl.

Les différences ®, — X;, tendant vers zéro lorsque ¢ tend vers 'infini, sont infé-

On a, d’autre part

rieures & b, A partir d’un certain instant. On a donc

. A
|fi (@, my) — f,(X,, )| < FEEE

On en déduit de proche en proche que les différences P, — xfn)‘ et ¥, — pgn) ten-
dent vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. ‘

Donc ¥, — 9, et ¥, — 4, tendent vers zéro aussi, et la solution trouvée précé-
derament est unique. C. Q. F. D.

Reprenons les hypothéses faites. La condition (36) peut s’écrire :

ZC,]w’l—m
' ‘\ft l
IZ(%-‘%) (E)nl <=
{

et sera vérifiée st 'on a

pour x, et x, compris entre X, — t_—

La condition (35) peut s’écrire
i «‘f
IZ(wl_Xl)( > +2(mk < |<lu~a7

et sera vérifiée également si 'on a encore

e |_ b
(m —_w ) 1 < I
k vk A1
om, 1
a partir d'un cerlain moment, c’est-a-dire
Xy — &L L .
mh“y-k)f—-——’ . l'<-ng pour =4k
[
et
N L. — AI) X
(m— P‘k)fz < pour =k,
jk [}
Jk

Face, des Sc., 3* série, t. XXVII, 10
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O fi C
3 oy ¢
Considérons la condition Ji —£
da t
k
Ny . > . 3\ xXr. — X.
Soit d’abord k == i et fi:fLmJ It
l‘,'j
J#E
Posons
A, =X — %, by =Yi— Yo Vi = %, — Zi,
X, —x N
} [ — 1] — hY
m — = W(hijy e Vig)s «ovee -
0%+ uy +i)°
On a
N\ .
S :f}_‘ m;u(eg;, s i)
J#EL
N R
oS = fm QU iys Pigy Vi)
L= fm —
dac, My
Si M, désigne une limite supérieure de m,, on a
oM M du(hy, - -.)
<My | ————|"
dc, X,
A
cu(A; . ) 4
et comme —(—"”——— <=
) Qhik rik
o 4f M,
2, rik
3
rl-k > Likt .

Nous sommes donc amenés & supposer que l'on a :

Méme résultat pour k =i, et si nous remplagons les x par les y ou les z.

Nous devons donc vérifier simultanément les conditions

2
r; > L;t*
&L, — X A
J i
(my—w) —+—=—1, - < Y
r
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2
Sil'on a R, >L;t°, on aura :
X, B,
—_— ]
idt' S X </ “< 5
J#i n&z l
d’ou
1 1
P, =PI <€ <*?——_1>’
toﬂ t-’}
l, étant une certaine valeur de {. Les |P,], ..., seront donc limitées supérieure-
ment pour tcutes les valeurs de ¢.
- b P
Les conditions  |(m, - u,) P,| << Tf— seront donc vérifiées si ’'on a
m,
. x; — i, A’ . .
Les conditions (m,‘—pk)T—- Y e <—t--m—I seront alors vérifides si
i
I'on a
1 < C;
ri t
ou

En définitive, toutes nos conditions sont vérifiées si ’on a

2
3

iy — | < ta, r; > Lyt

2
Considérons alors un mouvement & masses w, pour lequel on ait R, >1L,(%.
Si tous les R; sont d’ordre 8 au moins, cest que les X;, Y;, Z; sont aussi au
moins de cet ordre (sauf, peut-étre, quelques-uns).
On aura alors

K X, = X, ¥ + ...

’ 2 ! "
4 Yi=l%it?r7+' <AB>_5" ‘(’71‘(’20)’
( Z,= Gt 4. '

les termes non écrits étant d’ordres inférieurs.
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Or, nous sommes amenés a considérer des x,, y,, z; ne différant des X;, Y;, Z;

que de termes de la forme

i
Ces termes n’influent pas sur l'ordre de grandeur des distances mutuelles des

corps. Donc les r; seront encore des infiniment grands d’ordre § au moius.
Nous arrivons donc & cette conclusion :

Si les masses sont de la forme yu; + ¢,(1), les w; élant des nombres fixes positifs
et les (1) des infiniment pelits d'ordre supérieur & un pour les trés grandes valeurs
du temps, la méthode des approximations successives permet de déduire de toule solu-
tion du probléme & masses fixes w, dans laquelle les distances mutuelles sont des

. . . Ly . 2 . \ "
infiniment grands d’ordre au moins égal a 3 une solution du probléme a masses

variables asymplote, el réciproquement.

Dans le cas de trois corps, les mouvements du probléme & masses fixes auxquels

ce théoréme s'applique sont les mouvements hyperboliques, paraboliques et hyper-

. , 2
boliques-paraboliques, dans lesquels les distances mutuelles sont d’ordre 1 ou 3

par rapport au temps.

42, — Application de la méthode de la variation des constantes. — Les équa-
tions du mouvement peuvent s'écrire, en utilisant toujours les coordonnées et les
composantes des quantités de mouvement des points du systéme, sous la forme
canonique

d$i o )H

-—dT' = b—pi', .....
(37)

dp __ M

YL
ou

. mi
Les équations
dX, OH
—dz— = DP] g e e
(38)
dPp, 0H
—d—t— N g e e e

ol les masses sont immobilisées, représentent les équations du probléme ordinaire
des n corps.
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En désignant par ¢,, ..., c, les constantes d’intégration de ce probléme, la
méthode de la variation des constantes permetira de résoudre le syst¢éme (37) au
moyen du systéme (38) par l'intermédiaire des équations

6n

e, | v dm,
Z (¢ks 61]7 + E (my, ¢ a o

k=1 k=1

Les crochetls ont déja été étudiés au chapitre IV.

On déduit de l1a qu'étant données n surfaces, on peut choisir les masses de fagon
que chacun des n points se meuve sur la surface correspondante, et on peut imposer
encore 6n conditions supplémentaires au mouvement.

43. — Mouvement relatif des planétes par rapport au Soleil. -— Soient n + 1

points S, P, ..., P,, et soient x;, y;, z; les coordonnées de la planéte P, par

n?
rapport & des axes de directions fixes passant par le Soleil S de coordonnées absolues
&o'no’cf

Les équations du mouvement relatif de P; par rapporta S sont

dz, H—R)

-5 = -AERURELEE
da; m; dax; YH—R) m; m;\ d3,
. _ AT
dt m; dt dx; m, m; ) dt

avec
n n
I 1] ] ny n% +'nh
H=— Y @+ +2 fE——-—-ré :
i=1 i=1

I T2, + ¥y, + 22

R,=/f E m; (——A.. — ! 3;‘3” ’)
. . v

j#i

J

(notations du chapitre 1V).
Pour établir rapidement ces équations, il suffit de reprendre les résultats du cha-

pitre IV, paragraphe 31, et de remarquer que dans le cas actuel le Soleil et 1a planéte
dm, d&,
i dt

sont soumis en plus a des forces de composantes respectives —

,
dm,; d§,

t — —&

dt 757, ......
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Nous écrirons ces équations sous la forme

dxr, A(H—R)

= R
(39) : : DN ds

de,  JH—R) m, J(—R) <m" m,,;) dz,

dt d; m; 2, m,  m, ) dt’

et nous ajouterons les équations qui fournissent le mouvement absolu du Soleil :

n
(40) d*z, L m', dz, :fE m,x;
m, dt rp
i=1

dt

Le systéme (39), (40) est d’'ordre 6(n + 1), comme le systéme primitif.
Rapprochons de ce systéme le systéme

dX, dH
dt X/,
dxX’, oH
i X
dz,
\odt

ou les masses sont immobilisées. Ces équalions représentent le mouvement relatif
en masses fixes, le corps central étant animé d’un mouvement rectiligne uniforme.
Appliquons encore la méthode de la variation des constantes. X;, Y;, Z; sont

fonctions de ¢, de la seule masse m,+ m; =M, et de six conslantes c,, c,,
cy Cige

16

Quant aux derniéres équations, elles donnent :

” ' . 5 St 5 N
;u_)\t+)\’ '}o“"AAt+/‘«’ :e_Aat+A:’
AN P A [ —
wo‘—‘)‘! 'Io_)‘a’ ‘-o_)‘z'

On obtient donc les éqnations suivantes, pour déterminer les conslantes d’inté-

gration :

6
Y X dc, 20X dM Y
~ e, dl oM odt T
k=1
6 U . N ' s ' !
NV AN de, AN AN R e, Qm" S
- dc, dl oM dt oX m m, m

\ k=2

(on a omis les indices t).
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On en déduit :

6
I R m . ow o /o ) )
E[C,,ck]%ﬂc,, M]%:—«T-Sm'—“LJF('"“—-'—"—)(zﬁﬂ A YEL2

et, de plus :
/ n
dn m', o M,
A= .
dt m S r?
=1
d)\ dr o
7 i y e

Prenons pour variables ¢ les éléments a, e, x, 6, w, ¢ et posons

dx,  dx ldn
o @ Tltar

Les équations donnant les variations des éléments elliptiques seront :

do ,dw dr da de dM
[Cve]% + (¢, © + [¢ ¢] T + ([c;s a])'gl‘ + (¢, e]Tt + ([e,, M]) a0

: R _mgpde (m_myg e
m o,

pour ¢, autre que a ou x, puis:

d dM R ! d ! ' d
([x,a])T;tiJr([x,M])W=g—%3w'a—f+<%—i>s>\bf
et
dw
(10,00 G + (o) -+ (@, ) S + (06D %0 4 (a, ) St 4 (o, ey 2

) -2 () (D)

\ da m da m, m da
Nous avouns indiqué au chapitre précédent les valeurs des crochets. Calculons les
,

S bc,
Pour cela, désignons par %, 4, o les coordonnées de la planéte rapportées a des

axes passant par le Soleil :

axe des £ : grand axe de Uellipse,

axe des v : paralléle au petit axe,

axe des { : perpendiculaire au plan de l'orbite.
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Indiquons dans un tableau les cosinus des angles que font les axes %, v, {
avec x,y,z:

SN
N

Ul

x o o o
y B 6 g
z v Y’ Y”

Si K représente 9, » ou ¢, on a

S22 say 4w (33 1020 = (¢ 22 g2 3 6y
= na’\/l —e (a' ;;{L + 6 ;_Iz «(’—gl>
Or
oc'-i—Z-:aB'—@oc':y”:COS.;,
{ Sdo ‘3: ="+ "+ =1,
\ ‘oz';l:- =dod" + 88" +yy =0.
Donc
Sa' ;: :na’\/l_:_e_’cos:p.
Sa' ;f =na’\/1 — ¢,
Sx' A =o0
Qo

Si L représente a, e on x, ona

d
Sx’i = S(a% + a"q')(a

o1 )L T T AL
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On obtient -

dx .
Sx'( = naesin u,

ana®sin u

1—ecosu’

da
o
Sx' —
Jde
;x
Sz’ —
AP%
On a enéore
dx . da do! dy
=3 +7] ’ S
K oK dK K
dx . dz +z'~h dy
oL oL )L’

o

W

)

! DIJ

(=74
™

I—ecosu

U
Vi

o

3K TR

)E P

2K

-

+ ¢

AL’

na*(1 + e cos u)

31

Les équations que 1’on obtient sont compliquées. Bornons-nous a les écrire dans

le cas de deux corps :

_ (1—¢€)cosu dM
MG —ecos ) i

?

(1 — €’ cos u) 3sin u dM

Me(1 —ecos u)

dt’

da 2 () a v +ecosua dM
— T e LR e e
dt na{ "\ M 1—ecosu di
de 1—e Vi—e | |
_ T 3 x b — > Cs 5
) dl na’e |\ na‘e )
A6 Vi —e Vi—esinu dM
dt ~ nae |\ Me(v—ecosu) dl’
l le‘:___l—zegsee__ 2 |
vdl na‘e | '\ na ?
le symbole ¢ ¢, i ayant la signification
m' dx m m'
c,zz———Sx’—-—-—i—(—-"-————)S)\
) m de, m, m
On a
m' . m' m' —_—
a}=—-——nae smu+a< ) ————)[(cos u—e)z+\1— e sin u.ﬁ],
m, m
__ m' ana’sinu a <m'0 m'
i S 1—ecosu 1—ecosSu\m, m

g
gog.—:_._’ll_',lae\/,_e,_a(m'o

m, m

na*(t + e cos u) a

I

LAY

m I1—ecosu I—ecos

o ==Xk cos O + A, sin &,

Fae, des Sc., 3¢ série, t. XXVII.

!
(mn
mo

. ,
m'N\g .

~———>[sm u.a—y/
m

) [(l + sin®u—ecos u) o« —

1 —e®sin u.a—(cosu—e),ﬁ],

1 —e*cosu.

B=—2xsin 3+ 1, cos O,

(cosu — e)sinu

\/l—e’

8],

.e],
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représentent les composantes de la vitesse du Soleil suivant la direction du périhélie
et la direction perpendiculaire. '

Dans le cas ot m; = u;"b({), les p; étant des constantes, les parenthéses précé-
dentes se simplifient et les équations se réduisent &

da 1 +ecosu 'V
_= 33—,
dt 1—ecosu Y
de 3(l—e’) cos u V'
.

1—ecosu

| de Vi—esinu Y
/ dt

3 Y
e(t—ecosu)
Code, 3 (1 —é* cos u) sinu '
\ —— — T e
\odt e(1—ecos u)

D

Elles admelttent Uintégrale

Y'a(1 — e*) = const.
ou

1P = const.,
P désignant le paramétre.

Cette intégrale se déduit d’ailleurs immeédiatement dans ce cas particulier de
I'équation

i dP 3 dM
Pa M@

m>[z\/x——e"’ sin u — B(cos u—e)]
o

2 < m, m
nay/i—e \ M
qui donne le paramétre.

On peut la retrouver facilement aussi au moyen des équations cartésiennes. Si,

en effet, o,y sont les coordonnées relatives d’'un corps par rapport a l'autre, on
établit la relation

'>+L'<rdy dm)_o
T a) T\ T ) T
qui donne
, dy dx
W —_— Y — | = .
Kac Y dt> const.,
d’on
L*P = consl.
en verlu de '
dy
@

dx —
~ar ~ Y@ = VNP,




DEUXIEME PARTIE

CAS PARTICULIER : MASSES m; = w;L(0).

CHAPITRE VI

Généralités.

Nous nous proposons dans les chapitres qui suivent d’étudier le cas particulier.
ou les masses varient en restant dans des rapports constants. On pourra donc poser
m; = u.L(1), les yu, étant des constantes.

44. — Les équalions du mouvement sont
dx; —fb(t)E x; — @
dtz b T f"j I‘S’ ) e e e
ji

Si I'on pose

dx, dy, dz
pi:HiW’ qi:p'i77 ry = vi—-

on obtient les équations canoniques

.........................

<[ =
.
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45. — Intégrales premiéres. — Posons

U e L aT / do,\*
o =2 =N s (T

Les équations du mouvement sont alors

dx; .0 2U,
wib() e =+ O35 -
ou
& x, oU
il RS S
([”) W, aF s s e .

On en déduit

d'ou
Y wmi=a,t +b,,
(42) Ny =at+b,
Nmz=at+0,

Ces équations écrites sous la forme

Swx,  Emx, atlt+ b

Vi

Tw  ¥m,  Zy
montrent que le centre de gravité du systéme décrit une droite d'un mouvement

uniforme.
On a également

Z v‘ dgzi 2 dzyi> —o0
i (ya dts i dte TV s e ’
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d’ou les intégrales des aires

D Dt

il Y dt “i T4l =0
dac, dZi

(43) Se(aG—ng)=c

Z ( dy, ‘dwi
i xi? yz’;ﬁ‘) .

[

I

La combinaison des forces vives donne

' de, d*x; oU, dx,
\ | w; 3 i "'{Z Yy i

dr o dr dx, dt’
ou
ar,  dU,
(44) a Yo

Cette équation mise sous la forme

d
—(E'(Ta—'",’Ux) + U"-I/':O, )

montre que T, — 4 U, varie en sens inverse de 4. Si donc ({) est une fonction
toujours décroissante, on aura une relation de la forme

T,—4U, > h;
si ¢ (t) est toujours croissante, on aura

T,— U, < h.

46. — Généralisation de la relation de Lagrange-Jacobi. — La combinaison
des forces vives nous fournit, comme dans le cas des masses fixes, une relation entre
le temps, les distances mutuelles et leurs dérivées. On a en effet

puisque U, est une fonction homogéne de degré — 1 en a;, y;, z;.
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DOHC
ou
) LN ot = a(aT,— 00y
aF = T
avec

2 .2 2 ~2
ri=x;+Yy, i

i

Or, on a les identités
N\ 2 \
Z WE i} — <E Hiwi> = 2 Z oty (2 + 2] — 200,0;) = Z 2 i (22, — ;)" ete..
i i i i Jj i J

On en tire par addition

Z !"iE wir; —8 <Z :“'imi>2= 2 2 witw; S(a; —x)*,
i iJ

i i
d’ou, en vertu des équations (42):

N Y wrt = (a4 b7 + (@l + b + (a + 6+ 3, N w15

L

Posons

.

\" , \' Y i T _ 2

%22‘}%, I\:—LZ—M—, L—}:W’;-
i

i

La relation précédente peut s’écrire

L= K+ —[(a,t+b)+ (a,t+b) + (a,l + b)),
w

v

do &L &K
ou a¢ T de
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. d*L ;
La relation (A) donne o= 2(2T, — 4 U,), d’ou, par dérivation :

+£K &L — dr, ) du, .
de "~ de T 7 dt dt c

et, en vertu de (44):

d*K dU
= (s LU ).
dr 2(' a7 L‘)

C’est la relation cherchée :

_ 1 d’K d /U,

Cette relation fait intervenir le temps, les r; et leurs dérivées jusqu’a l'ordre

trois. Elle généralise la relation de Lagrange-Jacobi.

2 U
Posons L =
Y

(45) peut s’écrire

d 1 d’K 1 dK d /y o Y dv
@ v A 2;?7““‘3{(7)]““%(7)—7-

2
On a donc une inlégrale premiére pour W( v

I

’!J(t) e
VAL + Bt +C
On obtient alors
d’K
(46) (At’+Bt+C)W—(zAt+B)i—I§+2AK:V+h.‘

1 . 1
, signalons ) — ———— el

VAL + Bt +C VBt +C

; ce dernier cas se raméne aux masses fixes.

Comme cas parliculiers de 4 =

|

V= at +
L’équation (45) peut s’écrire

d /'K : .
@)+t =
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Sous cette forme, elle monlre que

T 2y U, varie en sens inverse de . Si

K
ar U

variant toujours dans le méme sens, aura a partir d’un certain instant un signe
constant.

donc ¥ est une fonction toujours décroissante ou toujours croissante,

< . . 'K . :
Supposons par exemple ' toujours < o; si —— — 21U, estégal & un certain

dr
instant & k& >> o, on aura a partir de cet instant
d*K .
W‘ - 2'.!)(_14 > k.

et a forliori

&*K

=k

d’on
I
K> ;t’ + K4 k.

K tendra donc vers I'infini avec ¢, donc la plus grande des distances mutuelles,
R, tendra vers l'infini et le rapport ~ aura une limite inférieure positive et

non nulle.

2

d-
d
pendant tout le mouvement par un maximum et présenlera au plus un minimum,

Dans les mémes conditions,

étant toujours positif, K ne pourra passer

a condition qlie le mouvement ne soit pas limité par un choc.

Si ¢(¢) va toujours en décroissant et tend pour ¢ infini vers une valear +}, non
nulle, on voit facilement que tous les r,; ne peuvent pas tendre a la fois vers zéro
pour ¢ infini.

En effet, 'équation (45) donne par intégration

2 t
%T'f_:z«w,—af YU, dt+ k.

Si tous les r; tendaient vers zéro, U, tendrail vers linfini, et comme

¢ 2
— Af J'U,dl est o0, le second membre, donc

i tendraient vers 'infini, ce

qui est contradictoire avec ce fait que K tendrait vers zéro.
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47. — Cas ou la combinaison des forces vives fournit une intégrale premiére.
— L’application du changement de variables indiqué au Chapitre III, paragraphe 24 :

dr ., x; Y ; 1
—_= v, - == = —_—=—,
di E.,' i G Y

conduit dans le cas actuel aux équations

&,
(47) =Y

J#i

avec

1 dF /1
FU)I_??JE"(?)'

On retrouve facilement sur ces équations la condition pour que la combinaison
des forces vives fournisse une intégrale premiére. Les équations (47) peuvent en

sr e N W

effet s’écrire, en posant U'=f ) Bity
0.
il

ez U

Formons la combinaison des forces vives

LU d»: d)’:

E.u-is e —Zs i +I<(t)Z SE2,

N, [ dEY y

ou, en posant 2T :Z”ib a4 ) Zu( +7i+ )

i
dT' du’ F(t) d va d . , dF
B T d T e dsetE T = %F[F(‘)LJ_LW,’
Ft Lr !
E T L1 Y

Pour F'(t) = o, on a intégrale

v F
2

L'=ce=k.

VACFBL+C
F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII, 12

La relation F'({) = o fournit précisément 4 —
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Nous plagant dans ce cas, cherchons ce que devient avec les variables x, y, z
l'intégrale

'l"—[f’—P—it—) L'=#k.

On a
;T dx, C\° 2T, VdL Y
QT—T‘ZW(LWH ) i ra el
U=
)
L'= L

L’équation précédente devient ainsi

VodL [t Ry
2

T e = — U, = k2,

2

ou, en ayant égard aux relations

1 Vo 2At + B V2 Ry A

Y= —_—, — = T T T T — — .
' \/At’-q-Bt—}—C 2y LA +Bt+C) 2 2 2(AL+ Bt +C)
aAt+B dL A U, k

— _ L— = .
"TAAFEBIAC) AT BIEC) AP BiiG AP FBIFC

Introduisons K & la place de L au moyen des formules

L=K+— (2 + B+ 1),
v

dL dK 1
= 8).
a— ar T et

On obtient, aprés quelques simplificalions

. 2AL+ B dK A K k, o
YT RAELBIEC) dl  a(AFL+BI+C) . AP+BI+GC e

(48) T,—

On peut obtenir également cette formule en combinant les relations (44) et (46).
On en déduit en effet

. K IK VIV L, AT, dU,
[(Al + B+ C) ~(21\t+B)—&T+2AKJT_LLl+hT— e
d 2At+ B dK A . . - h I ‘]

) - 2 K4+T,—oU—o 1 |—,.
dt[ AACT BT O @ TsArTBirO T Tt T AarsBirc | ¢

L’intégration de cette équation donne I'équation (48).
(48) se réduit pour A = B = o & l'intégrale des forces vives.
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48. — Mouvement relatif. — Gardant le changement de variables du numéro
précédent, soient n + 1 corps M,, M,, .... M,, et soient P, P,, ..., P, les points
de coordonnées %, v,, {, le temps étant <. L’étude des mouvements des
M;(i=1, 2, ..., n) par rapport-A M, se raméne & celle des mouvements des P, par
rapport & P,.

Posons

P

. ;
P T 300 ‘i:"ji'—'ﬂﬂ) Zi—Ci_‘C-

X, =

ogAv

On a alors les équations

X X;
dz® +j(y'o+y”l)_3:
T N

%

XX +Y,Y. +Z,Z. F(t . s e
avec Ri:Z(f“j<l . X,+ ,3l+ J>+ ;)(X,‘+Yi+Li),
i Yij he]

ij i?

2, = P,P,.

J 0"y

o

Ce sont les mémes équalions que dans le probléme ordinaire des n corps, mais

Ft 7 2 2 2
Do vy vm).

On pourra donc développer la théorie de Lagrange et 1'on arrivera en prenant

les fonctions R, contiennent en plus

les éléments elliptiques des mouvements des P, par rapport & P,, aux mémes équa-
tions. (Voir Tisserand, tome I, page 169, équations (k)).

, JR 2R A \
Les développements de TR e seront les mémes, et 4 ceux de
R dw (]
IR\ JdR MR . .
_—, —, , il faudra ajouter respectivement :
da /7 de " e,
D des dp;
Ft)e: (= F(8)ps—= F()p—=.
0 (3£, 0pE, o
Comme g =ua(1 —ecos u),
d’ou
(Dp) do a(e — cos u) dg ae sin u
—=r1-—ecosu, U e —— =,
da de I—ecosu de I—ecosu

on ajoulera respectivement

F()a(1 — e cos u)?, F(t)a’(e — cos u), F(t)a*e sin u.
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49. — Cas ou le probléme a masses variables se raméne & un probléme a

masses fixes. — Reprenons les équations du mouvement
oy AN
— :jrl,z W - Y e ,
dl ' ’ ri
#i

el effectuons le changement de variables défini par

dr x; Yi Z;
— =c (!, = = — = (1).
dt ‘() & 1 o G()

11 vient

"

&s 2¢6' +¢'s d3; G . i 5 —&i
—‘—'4‘ :.7:f ] EP‘, 193 ’

T e i r- L s et
J#i

On peut simplifier ces équations en choisissant convenablement les fonctions

peto.
1° Prenons ¢ = o, dott 6 =l + 6,
o i Y
"+de=o0, dou;=—F=-——0r , 6, y constantes).
el 2ps ¢ Rl T (a, 8. ¢ )
i?_ I nous permet de prendre == — - , et les équations du mou-
dt ¢ a(at + B)
vement deviennent
g Y NV, 5%
d=* —/ 2"t Z‘W o5 1T
R j
On est donc ramené au probléme des n corps de masses v, %— (v; = const.).
k , .
Pour v =kt = e on a le probléme des n corps & masses fixes.
' o

2° Prenons p'¢* =14, 2pd +o's=0,
] et
’oU 0= — ! 6= —,
d’ou : = 7
donc X

On obtient alors les équations

d'S; §—5& 1 <_‘_> .
W_pr‘J-T— ,‘!'3 di ’l_/ LR ’
fk

3
vij



RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES 1l CORPS A MASSES VARIABLES. 3
qui représentent le mouvement de n points de masses fixes u, s’attirant suivant la

loi de Newton, et, de plus, attirés ou repoussés par l'origine proportionnellement &

la masse et & la distance, le coefficient d’attraction ou de répulsion étant en général
1

variable avec le temps, étant constant pour ¢ = —u8-—
VAE +Bt+ G

3° Prenons " =o, dou ¢=ual+ p.

Le coefficient de I, devient nul, les équations représentent le mouvement de

n points de masses ., T‘#; s’attirant suivant la loi de Newton, avec une résis-
[}

tance du milieu proportionnelle & la masse et 4 la vitesse.

Cherchons si I'on peut avoir a la fois

|

=y et —_— = cte

a

o

La seconde de ces relations donne

I

(x4 B 4~ (al £ B)

t’,:

’

puis la premiére donne

3 :\(P'GSZ Y(lt_*_‘g)“ rad
o
[cw+p+2]

On peut donc dire qu’en choisissant convenablement la représentation du temps,

on doit avoir ¢

t
) = T o et nous prendrons

p=—
! 4+ at

Les équations deviennent alors

” - -
4’5, —"fZ'* & —& a dg

- — pj = — e .
d- oy 03

Nous sommes ramenés & un probléme & masses fixes.
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4> Plus généralement, nous serons ramenés & un probléme 4 masses fixes si I'on
peut choisir ¢ et ¢ de fagon que

«, B, -(' étant des constantes. (Le cas § =y =0 a été traité dans le 1°, le cas 6 =o
a été traité dans le 3°.)

Les trois équations précédentes vont nous fournir les fonctions ¥, ¢, ¢, et nous
serons dans ce cas ramenés au mouvement de n points de masses fixes s’attirant
suivant la loi de Newton et, de plus, attirés ou repoussés par l'origine proportion-
nellement & la masse et & la distance et soumis & une résistance (positive ou néga-
tive) ayant méme direction que la vitesse et proportionnelle & cette vitesse en méme
temps qu’'a la masse.

Posons co=u;
. 55" su' + us'
on devra avoir — =4 et ———— =,
u u
. GZG”
avec J./ —all 6 =1

L’élimination de u entre les deux premiéres équations donne

3
2

" p r_n 2‘{ ~ "
ss" 4+ 34'c ———_\/cc
4
i

Supposant 8 == o0 et posant L —A, ona
6

olw

ga" + 3¢'¢" = QA\/G ¢

Svdt

Si I'on pose s =¢’ ", v est solution de

3

v 4 6vv 4 40P = 2A (V' + ve)z.
En posant v' = w et en prenant v pour variable indépendante, on a I’équation
d e
w%+6vw+403:2\(w+v') .

Posons encore w=v(X*—1).
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X est solution de

dv A*—ndXx o
X(X*—AX +1)
qui ‘donne
v=-=c¢ A
TOOX —AX 1
Or
dv  dv dX . X*—1 dX
dt — dX dt T (X*—AX +1)* dt’
et, d’autre part,
dv : X*(X*—1)
= — Xz_ —— S S A
7k A i s Oy y gy
La comparaison de ces deux valeurs donne
dX Y
=N
d’ot
N=—

On en déduit

f dx
—J XX Aax+

G =28

95

La forme de I'intégrale dépend de la réalité des racines du trindme X*— AX + 1.

Premier cas. — A" — 4>o0. X, et X, étant les racines de ce trindbme, on
obtient
X
R /AT —
" (\_‘\:> ) )
c
X,

d’ont
NS VR X,
¢ =ve=cd(X—X) MTHA—x)NTT,
X P Xe
o = —c*"X" [— —AT::LX’— (X —_ X‘) X — X (X . 1\2) Xy —X,
X . X,
— 2 (X —X Xi— X, C e X X,
s Y (X=X,

2

4
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Ou a donc
X _ aX, + X, 2 X, + X,
X % o ms s : Xe—Xy oy -y X — X,
"P:EGG -—_-—-.—C [—m(x—xl) (.\——X’)
X X, +aX, 1Xs + X,
2 N X, —Xy oy X, — X,
s et cox |

v . s " e -
¢ n’étant déterminé qu'a un facteur prés, nous pourrons, sans diminuer la

généralité, prendre

21X, + X, X, +13X,
Xy — Xq X =X

X—X X—X
b—=X [——2 X (/=
i "(x—x,> Y'(X—X} ’

puis, comme on le calcule facilement :

Xl
o= X et — X=X T
TTTXP—AX 41 ’ o= N
X(X—x) "
On a alors

Y —_ d 206 4+ ¢
!Aale_xgz\/Ae__[h 0; :CE, ..)‘_G_:I_—‘i_: \(',
pG F'T 06

et les équations du mouvement deviennent

R VA Yy — Ae—= —

e 2] o3 s T
j#i

Deuxiéme cas. — A*> — 4 — o. Soit d’abord A = + 2.
On a alors

f dX 1

; XX —r ,,\—lex—,
A
On en lire
1
, cc" X,
G —= Vg = e

et
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puis
X 3
__“ nu___a e 3 - X—a
q_-‘{s—cc—@—cc X—le
Nous prendrons
3
A X e(—x
J—X-—l 9
puis
_~< X )2 G_X—lex_,
PEAXTT ) X

N s” aces’ + 6
:3:], 3 = ¢?, — - ac¢C.
14 c ‘J [} P.G
Les équations du mouvement deviennent alors
g E—&  _ di
d’_f P“J'_—r—;__26d —C g ... .
: jei Y i
Pour A = — 2, des calculs analogues nous aménent a prendre
3
. X e X+
Yy — 2
X 41
puis
1
X N X+1 e—x_""-
= | ——— = —— .
e X+1/° X
Les équations du mouvement deviennent
&z, % d=,
.t = =i =i 2%
= —ny.j———ra +a2ac———c, ...
dx “~ 5 dx
A =2 et A = — 2 nous aménent donc 4 I’étude du méme mouvement.

F. des Sc., 3° série, t. XXVII. 13
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Troisiéme cas. — A* — 4, << 0. -On a

— ——L—arctg[z—@—i)]
.o VX —AX 4+ Vi-w Vi—as 2

X )
d’ou
A 2 A
o cc' - —F‘ — arc tg ‘: \/4 — ( - T)]
VX —AX + 1 ’
A A
s — arc tg - X——
' =" A —e Vi—a [v’{.—A“< ’)]
(X* —AX +1)?
On a alors

-
I
R
qﬂ
I
>
|
E\
|
>
g
S
&
1
=
[l
=
~/~
Sl
|
» l »
~—~
L

e
b
N
|
<.
- o
| | =
>
-
2
2
[
i
IS
B
P
"
—~
P
|
-:l';,
N
[

XE
o= — ,
X*—AX +1
A { 2 (‘( A)
- - arc lg X — —
VX —AX+1  Vice LViewx : ]
[ — — e .
X
Ou a alors
) " r 7
Y T . 2645 o5
: s — s 2 =, : Y :L\(,
g ¢'a G

d*z N 5 — 5 dz; .
-—i:JZ w2 Ac d.l — "5
T

Cherchons comment se comporte }(¢) pour les trés grandes valeurs de ¢ dans
tous les cas envisagés ci-dessus.
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Pour A*— 4 >o0, X étantuninfiniment petit du premier ordreen ¢, nous aurons

X :f+ v X+ ..... ,
d’ ot
2 Xy + X, X, +2X,
X. X —X Yi=% /X, | X,—X =%
b= X (D2gp e M S g s s DTS QR
7 &<¥. X* X+ ) *\ X, X + )
2X, + X,
X; —X - .
) SOV W SR
— : Do VN4
“’<x> S WA

Y est donc un infiniment petit du premier ordre au moins, et du second ordre
au moins pour X, + X, =o.
-3 8
e T =(X—X'4X— . )e Y.

Pour A = + 2, V= _X
! X +1

3

Si ¢t tend vers linfini, ¥ tend vers zéro, et la partie principale de { est Xe™ :
donc ¢ est un infiniment petit du premier ordre.

Enfin, pour A* — 4 <o, ona

dont la partie principale est Xe Y " est encore un infiniment

petit du premier ordre.

En définitive, dans tous les cas précédents, \(t) est pour les trés grandes valeurs
de t, un infiniment pelit du premier ordre au moins. Donc, d’aprés un résullal
antérieur, les mouvements de tous les points lendent en général a étre rectilignes et
aniformes.




CHAPITRE V11

Cas ou les distances mutuelles gardent des rapports éonstants.

50. — Trajectoires particuliéres. — Nous allons montrer qu’il est facile
d’obtenir des trajectoires rectilignes avec choc qui généralisent celles indiquées par
M. Chazy (Bulletin astronomique, 35, 1918, page 324).

Le mouvement étant rapporté au centre de gravilté, cherchons si les équations
(41) admettent une solution de la forme

= Cia(0), yi = Cis(t), = Cl5(0).

On devra avoir

L Cc.—C
o — T 1' i i
le (l) ——'f ;r;.' 2‘ \J‘i D,j .....
b
avec Dj = (C; — C)* + (C; — G + (C; — CI)*.

Supposons donc que les constantes C,, G, C" vérifient le systéme algébrique

cA_ci C—G C"
£ et =g Setgy =g S =

D
J#i J#E J#i

) étant une constante, la méme pour toutes les valeurs de i, et déterminons la

fonction ¢ par la relation

-€

A
I
-~

—-~

On doit d’ailleurs supposer » 3= o, car le systéme précédent peut s’écrire

avec
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et si A était nul, on aurait

-d’ou l'on tirerait

‘ou

ce qui est impossible.

Il n’y aura choc, au centre de gravité, que si ¢ s’annule. Selon la forme de la

fonction ¢, on pourra donc avoir :

ou choc au bout d’'un temps fini,

-ou mouvement asymptotique de tous les corps vers 'origine,

ou mouvement de tous les corps vers I'infini,

-ou oscillations pour chacun & distance finie.

I1 sera facile d’obtenir & I'aide des équations aux variations des mouvements

infiniment voisins des précédents.

Posons

Xi=Cig(D),
Y, = Cis(0),
Zi = C:’?(t),

P;=C; }Li?’(f),
QL' - Cl’ P‘i:f"(t)’
R, = Clw;¢'(0),

-qui vérifient le sysléme canonique

dx; ¢H
at — p,’
dy, H
dt g’
dz; H
at — or,’

dp,  H
dt Dz’
n

dy, OH RN S B S O MWL

—_ —_ i i i fa g
dt oy, H a 2‘ i f’a/\—l 1'”,J §
dr, oM o v
e~ Dz’

-et cherchons une solution de ce systéme de la forme

=X+ %, p="P +x,
Y=Y, + qi:Qi+}{iy
:i:Zl+:l’ "':Ri+;:t’

i
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les Z, 4, {, =, 1, p étant supposés assez petits pour que ’on puisse négliger leurs.
carrés dans un certain intervalle de temps.

On voit facilement que ces fonctions sont solutions des équations aux variations

. n

ff;t - % % = % B oz, + B + Culy),
' ij

%i‘ - f (ff—/t = % D (AoiZe + Bign, + Caly),
kTI

ﬁd%_:%’ %:% M (U, + Blien, + ClLy),
k=1

les coefficients Jo, $, € étant des constantes vérifiant les égalités

c;l);k - L'Ll)ki) g&ilr = xﬂ');fi; @ik - Cl)kiy
b= B, R = B, Cit = B,
(k= Cu. v = Chi, e = Chi.

B4. — Cas ou les distances mutuelles restent dans des rapports constants. —
Nous venons de trouver des mouvements dans lesquels les distances mutuelles.
restaient dans des rapports constants.

Nous allons nous proposer d’étudier dans sa généralité le cas ou les distances
mutuelles restent dans des rapports constants. Nous suivrons pour cela, en la géné-
ralisant, I'exposition qu'a donnée M. Meyer dans sa Thése en ce qui concerne la
méme question relativement au probléme des n corps & masses fixes.

Nous supposerons le centre de gravité immobile, et nous le prendrons pour
origine d’un triédre fixe T. La configuration du systéme & un instant ¢ se déduit
de sa configuration 4 un instant ¢, par une homothétie et une rotation aulour de:
l'origine O. Il existe donc un triédre mobile T’ par rapport auquel chaque point
du systéme décrit une droite passant par O; nous supposerons qu'al'instant initial
T' coincide avec T. A linstant initial, M, a pour coordonnées par rapport & T ou T"
x,, ¥, z;- A linstant ¢ il a pour coordonnées par rapport a T'

N v s
S =, iy = rYi» G = A2

Soient p, q, r les composantes sur T' de la rotation de T' a I'instant ¢. Les.
composantes de la vitesse de M, sur les axes T' sont :
S Vo= — Mryi—q 2) + ¥,
Vy, = -—Apz,—rx)+ 1y,
( Vi =—%@qz,—py)+ Az,
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Celles de l'accélération de M, sont

dV,
p= — Vi qVa, ‘
Jz ’\Yt+q |+ dt

. av,,
in:—PVz,-+"Vz,-+—d‘f',
Vo= — Ve pVy, + -
7= —4Va; TPV ar

De plus, M; est soumis de la part des autres points & des attractions dont les
.composantes sur T' sont

X —i LT
i i \As H',/ ’,;,fi *
jEi
Y.zin.. Yi— VY
i *As 7 r?j H

Pt §

7 — "P Zi—%
i T Ns ot 3, ’
A rij

£i

le coefficient d’attraction f étant supposé égal a l'unité.
Les équations du mouvement de M sont donc X, = J;;, etc., c’est-a-dire

N = )] v pg — P ]+ [N pr + (029)"] Ew e B
J¢t "y

gyl EUTPG+ 0P TR =R ] a D g — () 1= Ny, S
J#i

B0 pr — 09+ D2 g + (0p)'] + 2l — 2 g0 = = Ny, S
i
i£
Cas ot les masses sont alignées. — Supposons d’abord que tous les points restent
alignés (n 2> 2} sur unme droite que nous prendrons pour axe Of. On a alors
¥;=2; = o. Nous pourrons de plus choisir O+ de maniére que ¢ soit = o; il
suffira, pour cela, de prendre & chaque instant O+ perpendiculaire au plan 0%(),
0Q étant la rotation instantanée de T'.

Les équations (49) se réduiront alors a

N . x; —x;
W hr® = E gy =t
J 'a

J;ﬁl

(50)
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Les deux derniéres donnent :

soit r = o0 (0% fixe, mouvement rectiligue),
soit p=o0, A'r = =c' (0% tourne autour de Oz, mouvement plan).

Dans tous les cas, les n premiéres équations (50) deviennent

2 ! .
N e L, — X,
L i het} 3 s
A N ry
VER

ey 1 ~ X, — X, . A . \ Y
les n quantités — 2 w; ——— doivent &lre égales & une méme constante — k*,.
@ riy
) j#i
et I'on a

Ces deux équations fournissent i et r. ri*==u montre que chaque point.
décrit sa trajectoire selon la loi des aires.

Les conditions de possibilité sont données par les équations

€T, — X,
X, = N Do 4 e =o.
ri

j#i

On a la relation E v X; =o.
Restent donc n — 1 relations pour déterminer n — 1 paramétres de forme : les.

diftérences x; — x;, «, étant arbitraire et & étant donné.
Dans le cas n = 2, on trouve (r étant la distance M, M, a l'instant £) :

m,r o myr . m -+ m,
x‘:—‘——-—, .L',———j—‘—‘, /i :—-———;——'.
m, -+ m, m + m, r

Dans le cas n =3, on montre qu'a chaque disposition relalive des trois points.

il correspond une solution,
n!

Plus généralement, n points peuvent avoir — dispositions relatives. A cha-
2

cune de ces dispositions il correspond une solution.
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Cas ou les masses sont dans un plan. — Supposons maintenant que les masses
restent toujours dans un méme plan (n > 3), que nous prendrons pour plan {=o0.
Le systéme (49) se réduit 4 :

0 —y
x;[}‘?\”_;"(«qg'*'ﬂ)]+yi[ pqg— (r)'] ?Z‘ - "ljwl’
i
5 o J—
®1) [(pg + (X0 ]+ y. W =2+ )] = ‘J‘E” L
ré
#i

[ Wpr— ) 1+ y[Kqr + (Wp) =0

On a donc, les rapports % n'étant pas lous égaux entre eux (les points sont

i

supposés non alignés) :
Npr—(2q) =¥Nqr+ (p) =o.
L’élimination de r donne Mp(Wp) +xq(Wq) =o,
d’ou 2(p* + ¢*) = const. = «.

Les deux premiers groupes d’équations montrent que I'on a

d N ~2/ 2 2, 7 ' 4 ~2 ' E
W=+ =K==, =R+ =K<, ipg= K% ry =KX
A

On en déduit I’équation

2 2 2 ’ "b

M@ —p) =K —K)=,
qui, rapprochée de M\'pq = K"%, donne

s VKK 4
P=—5K=-K+5),

e Yok
¢ =5 K —K+9),

avec 8=V(K—K')"+ 4K".
. s Y
On a donc P+q¢ =8
I

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 14
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Comme on a aussi * R
ona:
ou bien p=q=o,
ou bien %) = const. =,
" ¢
d’ou A= —.
P V)

. . v - C
1° Etudions le cas ou » = -
'Y

On a alors p’:—c—-(K—K’—i— B),

2!

= (K —
q—g)\A(K K+§)’

d’ou »*p = const., \'q = const. .
Les relations Wpr—(Wq) =3qr+ 3p) =o
donnent alors . W¥pr=>»Nqr=o,

d’ot les deux conclusions possibles :
p=¢q=o (déja trouvée), ou r=o.
Supposons r = o. Le rapport % est constant. Donc la rotation a une direc-

tion fixe dans le plan 0. Prenons cette direction pour axe des %, de sorte que

qg=o0, dou
X .__ ¢(K—N)
On a alors
XWZKizfﬂ

Cette relation nous fournit

4+ K
7\:\/*‘112+251+“+_—C.
¢




ou

Y est de la forme
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I

VAF +Bl+ G

Les conditions de possibilité sont dans ce cas

/ N wj__'_a;i
| Ka=Xn o0
Y

rij
! JAi
) \' Y Y
( K'y,= Z R
J#i

Si K et K' sont 3= 0, on en déduit
-
Ep‘iwi:LHiyizo'

K et K' ne peuvent d'ailleurs étre nuls. En effet, pour K = o, on aurait

.ch——wl.
0= Ep'imi Zl“'j'_;;—s
ri;
i ji

— )
ZEWP‘:’(%,.T%)ZO’

. . v
LI

relation qui ne peut étre satisfaite.

forme

107

. . c . .
En résumé, le cas k:T ne peut donner une solution que si } est de la

I

VA +BL+C°

2° Etudions le cas ot p = ¢ = 0. Les équations (49) deviennent

R N . y T, — 2,
TN — 1)~y Oty = = N, BT
i r
J#i

S~ 20\ 33 ~2 2 ";’ Yi—Y:
2 (Wr) 4+ y; AN — 3% )I‘TZMjT’
J#i
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d’otl 'on tire

021 (o 4ty = £ W, BL

An‘ U 3 ’
rj
J#i
puis
Y Al a2 2
(W) X wi(wi + yi) = o,
d’'ou
(Wr) =o,
ANr=u.
et
'
N W V] Al Xr. —
A — = Z‘y.j " L Z‘[J.
nE; r Y
j#i J#Ei
w_i:i_ %:i;z Y~V
7\6 i X ’l./ )\2 y; J I‘,'j‘
J;t/ EX
B TP \ B Tl £ . , .
Les quantités — Z ——’ et — Z’*‘i L = ~ doivent étre égales & une
'J i i
J¢t J#i
méme quantité — k*, et lon a
\ WEr = W,
Ay 2
2 }\":—/t‘e’d —{-—%
IN A

Chaque point décrit encore sa trajectoire suivant la loi des aires.
Les conditions de possibilité sont données par les équations

- Y xX, — X; N
X, = Zu'i]’T——kai:O’
J#E

1-——>j +/tY!:O.

-.4‘1 -
VEX

En tenant compte des relations
E P-ixi == 2 E‘-iYi = Z E’-i(ini —_ yixi) =0,

il reste an — 3 relations pour déterminer an — 3 paramétres de forme du systéme
(k étant donné).
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On a les relations
(o — l',,-)(Yi — Y_,-) — (¥ — }’j) (X, — X.,-) = 0.

~qui s’écrivent

Eh(i,j,lf)l: r ]:o (/f:p—ietj),‘

13 13 E
Fik Tik
.avec
£ v; I
(¢, j. k)= z oy

Ly Y

(i, j, k) représente le double de I'aire du triangle M;M;M,.

Les relations obtenues ne renferment donc que les masses et les distances
mutuelles.

On peut remarquer aussi que les équations de condition («) expriment que la
fonction

. e EoQ . ;_ ko ‘ }
\:Z——;%—-{— QMZ!LL“'L«"”’]-:L‘%—_;I\ M=2u)

11

‘satisfait aux conditions de premier ordre : ses dérivées premiéres sont toutes nulles,
-comme il arrive dans la recherche des maxima et minima.

Dans le cas de trois corps, les trois distances sont des variables indépendantes,
-et, en annulant les trois dérivées de V par rapport aux r,;, on obtient

les trois points forment un triangle équilatéral.

RemarQue. — Dans le cas des masses fixes (4 =c*), on peut avoir I'équilibre

relatif (A =c", r =c"). Dans le cas des masses variables, on ne pourrait avoir
-que Péquilibre absolu (A == c*, r = 0); cela résulte des relations

kl ’?J \U-'!

WNr=nuwu A T — —— —
[t )\z /\& *

‘mais alors on aurait k¥ = o, ce qui est impossible.

Cas out les masses sont dans lUespace. — Supposons enfin que les masses ne
-soient pas dans un plan (n > 4).
Les équations (49g) montrent que x*pg, X¢r, x*rp sont de la forme ¥ donc

P, ¢, r restent proportionnels a des nombres fixes pendant tout le mouvement : la
rotation a une direction fixe que nous pouvons prendre pour axe Oz(p = ¢ == o).
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Les équations (49) deviennent alors

R N N . N\ €X. — X
( (N =) — y, (W) = —#— 24 oy
A 'ij
J#i
N ~ s A ql \ Y, —Y:
(52) 200 4y 0N =y = 2N LT
A lij
J#i
N : z.—2z;
Zi)\/\": " ZP'J—iL
A 4 ri
J#E

Les premiéres équations donnent

Wr) (@ +y)=o,

A'r = const.

D’autre part,

. 7
»r=K-=.
A
Donc,
ou bien r=o,
ou bien r=K i ,
A
d’ou
¥r=Kn:
on a alors
N N 4
X = const., A= —,
D
d’ou, en vertu des équations (52) :
s cK
/\/\” — $l .

On en déduit que Y est de la forme —————.
\/AL’ + Bt + C
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‘On a les conditions de possibilité

J#£i

Mot K —K) y=o,

JAi

Zw—l 321 —K,z;,=o,
o

j#i

-d'ou l'on tire

E Wi Ly = Z Wiy = Z iZ; =0,

sauf que K =K, ou K, =o, cest-a-dire sauf que 23" =0 ou A\ — \/*—o.

Mais 22" ne peut étre nul, sans quoi on aurait

z—z,
o= Ny B

J#£i

1)\ — X3*r* ne peut pas non plus étre nul, car on aurait

— _ Yi— [YL
0= Z W ,.LJ Z P'J l.'s. *

J#EL J#i

. c
Donc on ne peut avoir A =

0
i

que dans un cas particulier des masses.

Pour r =o0, on a
. T — x,
wi/\)\” —_— iz j R A
-d’ou
N=-—K*.

Chaque point M décrit une droite, et I'on a les conditions de possibilité

r(p) Z!'ij—_+K!w—EP'l%y‘- yy,] Z'_ +K.Zl——0
ry

. ri
J#E e J#i
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En tenant compte des six relations

Mo (r,Z,—zY)=o0, ..... ,
-~
on a 3n — 6 relations qui déterminent 3n — 6 paramétres de forme (K étant

donné).
On peut former les relations

Yo oz 1 z, X1 ' Loy 1
i oz v|[X—=X)+z;, oz (Y, —=Y)+|x ¥y 1|(Z—Z)=o,
y h Z h ! ZIL wlz ! &L h y h !

ou

Mmoo b)| 35 =55 | =0 Gtiin,
ik

“3
Fik
ou remarquer que les équations de condition (8) expriment que la fonction
' 2
i K* 2
fr —_— —_— [THRT I A
V Z rlj + 2N[ }J ey ¥
satisfait aux conditions du premier ordre.

Dans le cas de quatre points, tous les r; sont égaux : les points forment un-

tétraédre régulier.




CHAPITRE VIII

Le probléme des trois corps traité par la méthode de Lagrange ().

Utilisant dans ce chapitre une méthode analogue & celle de Lagrange pour trailer
le probléme des trois corps, nous montrons que l'ordre du systéme dont dépend la
recherche des distances mutuelles est en général égal & neuf, mais s’abaisse d’une
unité dans le cas des masses m; = u,¥(¢) (@, == const.) et devient égal & sept pour

1
YO = .
VAL + Bt + C
B52. — Gas général. — Soient P, P', P" les trois corps. Posons :

PP =, PP =r, PP = pr";

soient m, m', m" les produits de leurs masses par le coefficient d’attraction,
M=m+4m4+m".

Soient encore

&, y, z lescoordonnées de P" par rapport & P’ pris pour origine,
x!, yl, z! — P —_ PII — R
', v, 2" . P . P . ‘ ,

ces coordonnées étant comptées parallélement a des axes fixes rectangulaires.

Posons avec Lagrange :

(a) ’,_L’i‘ - PE =dq, E - e =4q, s P q,
puis
ol

(b) _p:x!m”+yy +le", _p!:;CYI‘L,_*_yﬂy_}_Z”z’ _p”“': wx!+yyl+zzl’

() Pour le détail des démonstrations, voir Tisserand, t. I, chap. VIII,

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XXVII, 15
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et enfin :
. dx\* dy \* dz )’ n [ dx'\? dy' \* dz' \*
© "—<‘a¢'>+<ﬁ>+(7t Lo _<Tt>+(7>+<—07>’
ll”: . (dal,” >2 ( dy” 2+ dz" >?
=\@) T\ > ( dt )’
On démontre, comme en masses fixes, les relations

1 dr?

2 dt*

LBt M .
S o T tme —py —ut =

M ! ", n
+—,,—+m(pq—pq)—u' =o,

(53)

1 d'r”

+M +m'(pg—p'¢)—u”=o
2 df r' Pe— P9 -

dr dr' dr" d&'r & &

ui fournissent u, ', u" en fonctionde r, r', r'. —, —, — —. T "'
q dt’ At dt dF > dr o dr

puis la relation

(54) (V' + Ve +uV)(P'p" +p'p +pp) —(WE +VE +0"Y")

I dp' dp" dp dp | dp dp'\*
+—( Twrar T a Y ) =%

qui est du second ordre par rapport aux rayons vecteurs.

On a posé
W +u”— ,  u"t+w—u” , Wt u®—
V= V=, V=
2 2
(o dx"” y , dz" ( ' dy L dz' >
"_( ar Y di ) o ar dl
S, dx + dz ) < J" dy 1z dz"
= (‘” o TVt g Y dt )
dx’ y' dz' \ v dy dz
“(xW“Ly rT < Y +z dt>’
et enfin
. . , " 'dp” dp dp”>2 " dp’ )2 (dp' dpﬂ 2
AZ«—P(P'FP)-F?P(P—&[-"'P dt>+p<dt +p (W +p —CIT+—CIT>'
4¥ =
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On a, d’autre part

du*  2M dr —}-m( . ap’ , dp'
7=t =g ),

et, en vertu de (53) :

dw vt Mdr o o dM dm e
s ar rFatrata PO rm g (Pe—re).

La comparaison de ces deux expressions el des expressions analogues conduit
aux formules ‘

1 d&r* M dr
2 df * r*odt

\.I—.

d“ B d (] ", " / " d[)" !(lp d"l 1 0 —
717+'"L717(pq_p'”_\q77 ,q—dT—q«nJr—Jt—(pq p'q)=o,

Les équations (55) fournissent pour o trois valeurs; en les portant successive-
ment dans (54), on obtient trois équations du troisiéme ordre par rapport a
r,r,r. ‘

La recherche des distances mutuelles dans le probléme des trois corps dépend donc
en général d’un systéme d’ordre neuf.

Pour déterminer x, y, z, ', ¥, 2/, «", ", =", partons des relations (b), (c), et

r2:$l+yl+z!’ . r72:4r72+yll+z!!’ rﬂi;xlli+ylli+zlli.
Posons
x =rsin § cos o, Yy =rsin 0 sin o, z=rcosb, ete. .
On a
sin 6’ sin 6" cos (3’ — ") + cos 6’ cos 6":—-—f)-7,
' rr'’
p!
Y o ., " —
sin " sin6 cos(¢" — ¢)+cos6"cosb6 — — el
pv

sin9 sin6' cos(y — 4') + cos6 cosb’ = —
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et
(—%)-{— re (i—??}z—kl sin® 0 < 0(1)!; >: u’,
<Lfl'—;—>2+ r (i?—\f—t— rsint e’ Q%/\f: u”®,
Ces six relations, dont trois sont du premier ordre, nous fourniront 6, §', 6",

53. — Cas particulier. — Envisageons le cas particulier ot les masses restent
dans des rapports constants, et posons :

u, u', u' étant des constantes.

Les équations du mouvement relatif sont

L @ x x x
_dZ;“+(P<"r—11-'+I’-")4‘7:s“—{“!‘<‘,",3’+77?+7ﬁ‘>:0’ ----- ;

et admettent les inlégrales des aires

[( dz zdy>+ 1 (v' dz’ Z,dy'>+ v/, d z,,dy" .
p Y dt dl w \" dt dl ! K}' di dl > =

Ly, dx . dz> n —

IJ‘ ( W (l[ ......................................... _— 9
i dy dr

e Y =c,
o <£L di Y di > b ‘

On a, d’autre part
S du
a’j‘_
' w”> do

t X
+2{J~\PS<7;+F+7,,T

dx dx
dt ar

28 =—20+u+u)

rt
On en déduit, avec les notations précédentes, par addition membre & membre de
ces relations aprés divisions pav p., u/, p' :
(l u“.! u12 lLIIR N\ (l 1 [ 1
T\t =ttt T
dit \ w " w dt \wr = u'r p'r

Ls<w+w'+w"\/dm+clm' d:c")
TeS\FrE T )\ A )
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ou,envertude x+x' +x"=y+y +y =z+2+2"=o0:

d/uw o u” by, 4 1 1 1 >
gf( " +7+Tu> =20k + )Y o + e + )

" L’addition membre & membre des équations (53) donne, d’autre part

u ooy v At 1 " 1 & , . < I I I )
Ly e e LY e L. ) (LTI LI
w + w 1 w” — ap df’ au' dff + ap” de + e+ el wr + w'r' + w'r’

b

Le rapprochement de ces deux équations fournit

A oo , y d < 1 1 1 >
—_— — - _ ) — . ' W) —
2 d? ( " + 11.' + u."> (407 v dt wr + \u.'r' + p"’l‘"

(53)

y

. 1 I I
+(yt+:¢'+:l-")'ff( —+ ——+ = n) =o.
IJ.I y.l‘ l.l.l‘

On établit comme en masses fixes les deux équations

] d\c ] [N | [N/ ™)
(55 o Trepa+up'd +u'p"g) =o
et

r‘ . dl" rJi " d,ﬁ rm ve dr"z 9 I dpz
=) =) r =)t (=)

2 1 dp”) 2 1 a’p”“‘) ot .
. mo v { t b? e
T <p T ) T <p TR )T Ty f T

«(56)

La recherche de r, r', r" est ramenée a I'intégration des équations (53'), (55') et
(56) : (53') et (55') sont du troisiéme ordre, (56) est du second ordre.

Donc, dans le cas particulier étudié, la détermination des distances mutuelles ne
dépend que d’un systéme du huitiéme ordre. '

Si l'on suppose (1) = —'———ﬁ___, on pourra remplacer I'équation (53')
VAL + Bl +C
par I'équation (46) établie au chapitre VI :

d’K

(At + Bt 4+ C) —
dt

dK _
—(zAz+B)—dT+nAK=zU,\/At'+Bt+c+h,
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et

1o

K Bt 4 pur
- }L+}Ll+y‘ﬂ

L’ordre du systéme est alors abaissé d’une unité, et réduil au septiéme ordre,.

comme dans le cas des masses fixes.

Dans le cas particulier envisagé dans ce paragraphe, le calcul des coordonnées.

s’achéverait comme en masses fixes.




CHAPITRE IX

Probléme des deux corps.

54. — Forme canonique des équations. — En désignant par O et M les deux
points, O étant pris pour origine des coordonnées, les équations du mouvement
relatif de M par rapport & O soat :

d&x

X
= (=
dtz A(t) rs’—
dty y

o — ()
dt: .(),,3

Désignons par r et v les coordonnées polaires, par f le double de la vitesse
.aréolaire de M, et soit

__dr
Todt
Posons
Yt s re
v=20 U=—U+L 42
r 2 ar
On a
— dr U’
YT T Y
dv _f
dt =
_ou
dv U
at — f
D’autre part, on a =+,
d’ot
d'r xcosv 4 ysinv dv \*
r— = — | —
dr b r tr (dl > )
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Or
d”r_d;
A dt
Donc
ds v L doN S
" *T+’<W>——T+7’
de fJJr o U’
dt ) P ar

Enfin, la combinaison

d dx dyN\
o (y ar 9”7{) -

montre que 'on a

. U
a2

dt v

Nous pourrons donc écrire les équations sous la forme canonique

{ dl‘ . DU'
dt oo ’
\ do U
dt of
5 /
(57) do U
dt i’
LS U’
Lo Tdt Qv

Les équations (57) s’écriront

dr AU —U)

_ elc. .
dt d¢
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Intégrons le systéme

- dr U"
ar do ’
dv U
dar N
58
(58) ) do . U
T
af 2T
T v

L’équation de Jacobi correspondante est

dS N I <DS>’+ 1 (DS\’__O
2t 2 \ 2r s\ /)T

Cette équation ne contenant explicitement ni ¢, ni v, posons

2

8
S=av—-—1+58,(r),

« et 8 étant deux constantes.
Il viendra alors

" 28, \* o
—r4 ()t =o
On en déduit facilement

. —_— B — o
biz\/(s’r’——z’—zarctgy‘ -
X

)

=

g —
S:av———'—t—}—\/(s’r’—z’—aarctg
2

121

En désignant par v et 3 deux nouvelles constantes arbitraires, I'intégrale géné-

rale de (58) est donnée par

~
wn

o~/
R
-2

[
.

~ e
wm ™
o7

(o]

[
w N

I
™

~/
<

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII. - 16
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Développons ces équations. Il vient aprés simplifications :

/ VEr—y

v—arctg———— = v

‘8

b

— B+

r

]

— s
=2z
bl

a=f.
On en tire
N e A IR
| r= ——.62 ,
(Bt 45
vV — e + arc tg.é_((.__j__.o_)_,
(59) x

B 5L+ 2)
Vot + B (8L + 3) ’
f: o. ‘

o

Nous allons maintenant intégrer le systéme (57) par la méthode de la variation
des constantes. Nous prendrons les formules (59) en définissant «, 8, y, 3 par les
équations

/ dax . U
[odt T oy
ds U
dt a3
dy . U
dt dn
ds . U
dt — 27
ou
da o
da 7’
g B°(BL+9)
i S
[2* + B (Bl +08)]
(60) < dy af
o =Y .
[of 4 67 (BL +3)]*
ds o BLEL+) —o
T

[a" + (6L + 3]
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« étant constant, nous devrons résoudre la seconde et la quatriéme équations en
§ et 3, puis une quadrature nous fournira v.

56. — Interprétation des formules (59). — Les formules (59) représentent le
mouvement d'un point libre.

Or I’équation polaire d’une droite est
rcos(v—10)=p

(v, angle polaire, 0, angle avec I'axe polaire de la direction perpendiculaire ala
droite, p, distance de l’origine & la droite).
Les formules (59) donnent

580 +3)

tg(v—ry)= "
d’ou
I _ g+
sinf(v—y) BB +3)?
d’ou
[ Bt+38y o 1
T osinf(v—vy) B coss(v—v)
On a donc’

I'cos (v — ) :—Z—.

v représente donc I'angle 0, % est la distance p de l'origine & la droite.

La droite esl parcourue avec une vitesse dont le carré est

—_ _—= ==K,
l\l[l —rl" ! +l'

7 '1">2 A ST
o est évidemment lié 4 origine price pour le temps.

57. — Remarques. — Mettons de c6té le cas ou l'on aurait « =o. Dans ce
cas, en effet, on aurait y = ¢ et v = (**: le mouvement se ferait sur une droite
passant par l'origine.

La premiére équation (59) montre que I'on ne peul avoir pour aucune valeur
finie du temps B = o. Donc § garde un signe constant pendant tout le monvemeni.

d-

L’équation (6o) relative & y montre alors que _dT( a un signe constant, donc

que v varie toujours dans le méme sens.
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58. — Cas particulier : 4(¢) = . — Prenons comme variables

VAZ + B+ C
d=ux, 1=y,
d’ou g:\/ff" + ‘f‘g =rl,
et v défini par
d~ e
dt — 7

Les équations du mouvement deviennent

£: A,

61) T

I A=B"—4A0Q).
d*v, T, A. ( GAC)
d72+?—lgq_0’

Soit 6 I'angle polaire dans le plan (5, +). La combinaison des forces vives et la
combinaison des aires donnent des intégrales que I'on peut écrire

da\*  L/doeN* 1 A,

(m>+ﬂﬁﬁ‘?“§9—“
’,.,_d")__
(_[l C.

L’élimination de 6 donne

=t he s —¢

d9>2"—— 8 y v
<df -

On en tire

dr =

1 .
\/§§‘+héz+f‘“ce

Le probléme est donc ramené aux quadratures, l'intégration se faisant en général
par les fonctions elliptiques.
Bornons-nous au cas particulier simple ot A = o.
Les équations (61) se réduisent alors &
d’z 3 d, i
=TT aE

h y

et représentent les équations du probléme des deux corps a masses fixes.



RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES N CORPS A MASSES VARIABLES. 12D

Supposons par exemple que le mouvement du point (2, ) soit elliptique. On

-aura alors
e=a(1t—ecosu),
6 G u
tg — = tg —,
. gg 1—e gg

. [
u—esin = —(t—r,),

°

a?

.a et e étant des constantes qui remplacent A et c¢.

Si I'on remarque quel'on a

x
- = =

Y r
- =
7 ¢

de sorte que les angles polaires dans les deux plans (x, y) et (&, ) sont les mémes,

en vertu de
dr e I A
= m (A>o0),
2A
.d’ou 'on tire
. I
T = — s
{4 —
A( + 2A>

B B
Aa®\ ¢ _ t PR
4 °+2A +2A

\

Eliminons ¢. On a
I 3 X
B :Aa—Aa*(u—esmu),
t4 —
- 2A
.avec
I
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Donc

VA

3

\a—Aa*(u— esinu)

r=a(1—ecosu)

La forme de la trajectoire est donnée par les deux relations

/ a(v—ecosu)
r s 3 - ?
\/\|,7.—a"'(u—esin u)J
0 In+e u
lg—: e [g-—.
2 1—e ° 2

qui fournissent r et 0 en fonction d'un paramétre u.
La forme de la courbe se déduit d’ailleurs d’une fagon immédiale du fait que la.
courbe (p, 0) est une conique et que

- B
;~_\/A;(/+;X>.

On ne peut évidemment envisager que les valeurs de (> —

. B . .
Lorsque ¢ varie entre — T el 4 oo, 71 varie enlre — oo el zéro.

a) Si le point (&, 4) décrit une ellipse, il la décrit donc une infinité de fois et
s’arréte en un point de cette ellipse (s,, 9,) correspondant & = =o0. Lorsque < lend

o
v

vers — oo, tend vers o, r tend vers o.

La trajectoire du point (x, y) s’enroule-autour de l'origine ¢t a une asymplote:
paralléle & la droite 6 =19,.

b) Sile point (%, ) a une trajectoire hyperbolique, il vient de I'infini et parcourt
une portion seulement d’une des branches de I'hyperbole, s’arrétant au point (s, 0,)..
do "
h est >o, T tend vers —\/h pour T = — o0}
dt
donc r tend vers une valeur finie.

lend également vers —\/;z,

al-o

On en déduit que le point (x, y) décrit une courbe ayant une asymptote paral-
1¢le & la droite 6 = 9, et tend vers un point a distance finie sur la droite menée par
l'origine parallélement & I'asymptote utile.

¢) Résultat analogue au précédent dans le cas du mouvement parabolique du

]

point (Z, 7). tend vers o pour t= — oo; donc le point (r,y) tend vers.

I'origine avec une tangente confondue avec I'axe de la parabole.
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On a représenté en pointillés sur les figures suivantes la trajectoire du point
«(%, m) et en traits pleins celle du point (x, y).

Les fleches indiquent le sens du parcours des courbes.

59. — Application. — Supposons que les masses des deux corps soient de
la forme

m.z(“.t'*'.(’,)"l’(t)' m,‘:(a,[-f—{ﬁ,)"l-(l),
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avec

1

Yy = .
[(2, 4 a)t + (&, + $)] VAL + Bt + C

On a trois intégrales telles que

dz ds
(a0 +8) =t + (1,0 + f)T“’; N —

que I'on peut écrire

(£, —x,)

, ds d
[(&ll + 1s)t + “3’ + ‘8:)] T‘ﬂ[’ - (a: + ai) &£, = (zat + ‘61) dt + %, ('Tsh '1:1) + ch"'

ou

(et d) S i, = f),

I

f(t) étant une fonction connue de ¢, puisque m, +m, = ——————.
VAL + Bt +C

L’équation précédente donne

1) dt
x’:(d+d)f(cj;(_;).d)‘~"

et de méme pour y, et z,.
Le mouvement relatif d’un corps par rapport & Uaulre et le mouvement d'entraine-
ment du systéme sont donc ramenés l'un et 'autre aux quadratures.




CHAPITRE X

Probléme des trois corps.

60. — Equations du mouvement rapporté a des axes particuliers. — Il nous
sera ulile d’avoir les équations des monvements des corps rapportés i des axes
particuliers.

Considérons les corps M,, M,, M, ..., M,, de coordonnées absolues (%,, 7,, %),

(E-n’ Th-‘ :1)’ . | (En’ 7‘n‘ cn)‘

Soient
G, le centre de gravitéde M, et M,
G, — G, e M,
G =G —_ G et M,

et soient X, X,, ..., X, =X, etc., leurs coordonnées.

Soient :

x,, ¥,» 2, les coordonnées de M, par rapport & M,

T,y Y 2, — M, — G,,
'Z.n ’ -yn ’ zn - Nlu - Gn~i
Posons
m+m +...4+m =y, my+m ...+ m,=v, =M.

On a les relations

- Y n
wn =X + Vi—s '
Vll
XL
= —_— . n n—A1
Tn—s T X 'nn + Yu—e 4
Vo / 1
R " L
= — X ___ no__ n—1 . 2 '
i, =X—m, : m,_, cem =y,
III. yII,—I /2 ll
. v X X
- —
2, =X—m, 2 —m 22 qp2__p
0 » n—1 2 [N
\ VM vIl—l IE 4

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 17



130 M. MENDES.

qui sont de la forme

=X+4a,x, f+a,r,+... +a
=X+aq,x +a,c,+...4+a,x

T ——
. ST 4
- °

avec
[ m; ..
\ @ =—=" pour i< j.
i
) a;=o pour i > j,
vi—l
\ a;; =
\ Vi
On a les relations
n n n
\\ . \ o Vi
E m;a; = o, 2‘ m;a;a, =o pour j==k, Z‘ m;ay; = ——m;.
'
i=o i=o i==0 !
On en déduit
n n
N . N Vi .
2‘, mi=v, X+ Z‘ —— m;x7,
. . vi
=0 =1

el les formules analogues.
Ces relations sont valables, quelle que soit la forme des masses. Placons-nous
maintenant dans le cas particulier des masses

c= (), (1; == const.).

T

dx di, dx,

Les a, sont alors des constantes, et 'on a entre les dérivées ——. , —
¢ dt  dt  dl

relations de méme forme. On en déduit

n

n
w2 72 Viey 3
m; 3" =y, X" 4+ —— m;x,
V.
. 1

i=o i=1
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d’ou

d’on N

AT Ny [ 41Y~>2 ANT] N\ o |:<a’a:i <dy,;>2 ,/,zzi>2—
L= _-’—‘M"[<W>+<W +<_Jz—/_+;4 i i ,U>+ o)t ¥|-

_ \
L= Z .,
k=o
64. — Supposant loujours m; = u;L (), les équations du mouvement rapporté
A des axes fixes penvent s’écrire
d*x; X 20,
Yi—— — J)—"T— 9y « ..
et dlz T ) L\l?'- 4
ou
d < oT, , oy,
— — v =0, .....
dt \dxi, 7w, ’ ’

U, et 2T, ayant la méme signification qu’au chapitre VI.
Faisons un changement de variables défini par

- \' \
:.I:= El)l‘_im“ Ttk:Z(’f"yt’ :k:‘}_‘-dkizi’
i .

i i

les b, ¢, d étant des constantes.

:/ R 1 ’
T]‘___2‘/),”..1'[. ..... s
i

On en tire

d’ont
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Les équations du mouvement peuvent donc s’écrire

1 Ll Al \U.
<> ki \W>_‘"‘L/\_/‘h/.vi':_T——A:0,....

k

ou

Supposant le déterminant des b,; différent de o, ainsi que ceux des c,; et des
d,;, on en tire les équations

d /2T, oL,
= V= =o,
t 23, AR
et les analogues.
62. — Appliquons au cas de n 4 1 corps M, M,, .... M, de masses respec-
tives u;b({), et posons
Y= v, =ttt

On a, d’apres le paragraphe 6o :

n
2T, =, (N Y 2% 4 Y2 (Y 20,

(=

U, ne dépend que des différences x; —x., ..., donc ne dépendra pas de X

)
3 ¢ » Al s r .
aprés le changement de variables. On a donc : ~—c = 0. dou I'équation de
[
Lagrange relative a X :

—;{i—(vux,) == 0,

N =c".

On obtient ainsi les équativns du centre de gravité.
On a, d’autre part
ll vl*l

N .
—_— = 1 Li, elc. .
L\J}/ v
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On a donc les équations

On a

-avec
! 2 .2 2 2
A()A_—‘L’i—{_yi +Zd’

. . " *
A(;a: b('j‘z +'_lw4> ’
v

1

On a ainsi un systtme de 3n équations différentielles du second ordre, qui

admet les intégrales premiéres

n

63. — Probléeme des trois corps. — Envisageons le cas de trois corps.

Les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme canonique avec
neul degrés de liberté; il résulle des recherches de Poincaré (*) que I'on peut ramener
le systéme & quatre degrés de liberté. C’est cette réduction que nous allons effectuer
en suivant Tisserand (*), méthode qui généralise celle indiquée dans le chapitre
précedent pour le cas de deux corps.

Soient trois corps S, M, M', de masses L({), ud(l) el w'$({),

G le centre de gravité de S et M, SM =r, GM =r,
X, Y, Z, X, Y, Z' les projections de r et r' sur trois axes fixes.

(*) Les méthodes nouvelles, t. 1, p. 33.
(*) Mécanique celeste, t. 1V, chap. X\ VL.



134 M. MENDES.
Posons

r
" , (r+uwu
S SL NG ol vl

1+ w e

X L, SN,
v == 'y Yy =
\ dl N y N
(62)
avec
/ ’.‘3 — X?- + "‘l +Z‘_” ).J‘.’: Xli + \‘7‘2 + ZY!’
| R =SM=r. R = SV, A= MM,
/oar 2
R® = " 4 2 (XX + VY + 22) + ld >
(63) 14w I+
2 ) r 2
AT = NN VY 22—
] ‘ l+!1,( + + )+<'+‘u>7
" u! ww
U = 4 & o0
1 R + RI + A b

(/ est pris égal & l'unité).
Quand on aura intégré le systéme (62), les coordonnées 2, ..., 2, ... de M et
M' rapporlés & des axes paralléles aux axes fixes et se coupant en S, seront

= =NX,.....
V5
2 =YX : X,......
+ -

Les équations (62) admettent les intégrales des aires :

/ dZ dY dz' Ay’
7_—___:__— o' v_____r‘l____ :C,
\”(x dl /d1>+'<\ a7 dz) :

dX o dZ N\ d\' . dZ'\
2 NV ey (2 — —NXN—)=C
VKZ dt A dt ,)+ l( dl dl /J ®’
CdY L dXN LAY AN
"<HT“7{>T" (\7*‘ o) =

Changeons d’axes de coordonnées ct prenons Oz, Oy, Oz, Ox élant dans le plan
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\OY. Soient N la longitude du nceud ascendant du plan xy par rapport a XY,
J T'angle de ces deux plans. Nous aurons

X=xcos N—ycosJsin N+ zsinlJsinN,
(a) Y =uwsin N+ ycosJcos N —zsinlJcos N,
7 = ysinJ + z cosJ ,

et de méme pour \', Y, Z".
Si I'on détermine J et N par les relalions

: VG4 !
sinJ = -, cos J Sy
VG + G+ C VG + G G
: C C,
sin N = 1"”*, COSN:—i__-‘__—,
VG +C VGt Cp
et si l'on pose : C=\C+C*4C",
-on trouve que les intégrales des aires deviennent :
<3c dy rl:c) o, dy" cde'y C
"\ Y +"<“7"y7ﬁ>“ ’
z dy ./, dZ Cdy'\
(64) v<} T 7>+Y (y dt TIT>*O'
‘ (7 dx dz> - ,( , dx' ,dz’)_
v ~~W—x—m‘“ -+ v ZW—"E—'{” —= 0.
(62) et (63) donnent
[ d*x , U, , L QU
v = , v =1 =
dr Y ae N

r :1’7);‘4—.(\’!4—3:, rvz:wv»:_*_yrvz_*_zve’ R———-‘/',

R:= "+ 22 (e Lyy f 2o wr N
= e ~»+(,+”),
(63’) A? 12 ? (’II+V I_{_ r +< r *
A* = " — £ zz
1+ Yy ) l—i—y.)’
U = e

les constantes arbitraires C,, C}, C;, étant remplacées par C, J, N.



136 M. MENDES.

Le nouveau plan fixe des xy est le plan invariable du syst¢éme composé des
deux points M et M' de masses v et v' et de coordonnées x, y, z et x', ¥, 2.

Nous appellerons plan de l'orbite de M & I’époque ¢ le plan qui passe par 'ori--
gine, la position et la vitesse de M an méme instant, et de méme pour M'. Soient

i et i lesangles formés a I’époque ¢ par les plans des deux orbites avec le plan

- des xy;

" h et A' leslongitudes de leurs nceuds ascendants sur le plan des xy, comptées a.
partir de Ox;

S et f' les doubles des vitesses aréolaires des rayons r et r'.

Les équations (64) pourront s’écrire

’\ ufcosi+ v [ cosi'=0C,
N R T
8 w/fsin isin h 4 '/ sin i’ sin A’ = o,

wfsinicos h + p'f"sin i’ cos i =o.
On en conclut  h' = h + 180", wfsini=u'/"sin /.

C’est la généralisation du résultat de Jacobi :
Les deux orbites coupent le plan invariable suivant la méme droile.

Soit I I'inclinaison mutuelle des deux orbites, on aura les formules

C2 — V‘I‘/"J o VH./"Q

IT=i4+7, cos | = e 7T ,
\ Jf! 1 Vo ol
(65) cosi:ﬁ__'éf_c.(.).s._’ cos i,:L/—+z;_f’C’0_"
Sini:"v_C—Si“]: sini’:lcjisinl.

Soient v et v' les distances angulaires de M et M’ aux nceuds ascendants de-
leurs orbites sur le plan invariable, V I'angle MOM' des deux rayons vecteurs r et

r', on aura
(66) xx' +yy + 2z =rrcosV.
Le triangle sphérique MM'J donne
(67) cos V= — cos v cos v' — sin v sin v' cos I.

En ayant égard A (63), (65), (66) et (67), on voit que U, dépend de r,r', v, vy,
/et ', les quantités i, I/, h el ' ne figurent plus dans U,.
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Posons alors

[ _dr , o, ar
e T A
So=v/, Si=v/,
,2 2 2 12
H:—-LU,+—‘M’—+—'G4'——,+ ‘/"o -—f‘, .
\ ! 2v 2y 2v1r av'r”
On obtient les équations
dr dv de, . daf,
°H~ )H ~ 2H~  H
de, . or o
(68) ' ‘
A dy A,
T0H T 0H T BT an
" Yy o w

Intégrons d’abord le systéme obtenu en remplacant H par

2 2 2 12
K P2y B0 1 Ji
- ! 2 7]
2v 2v 2v! 2v1
ﬂ‘~: ............. = — Y, dt
K oK
de, '

Utilisant la méthode de Jacobi, nous chercherons une intégrale compléte de
I'équation

28 + 1 <DS >21 1 /S 2+ I <DS>2+ 1 (3 )2
° B _ =o0.
at av \or /) T oy Kbr’ 2vr® \ dv 2v' P\ 20

Posons

et

'y 1 (DSSI 2+ ol
x —_— =0,
2 2y ' 2Vlr72

F. des Sc., 3¢ série, t. XXVII. 18
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On en tire
| s D,
r
s,=f \/_(zv’m:f'ﬂ+ %) g
r
On a donc

S = ot (a +1)t+f\/ (2””“”*)(1 +/\/’—(2” D g

Soient &, et B, deux nouvelles constantes arbitraires. Nous poserons

\/— (2 Vqﬂz"z + O(:) ' \/— (2"'1;' 8 + 1:‘:)
[ ’ ‘51 1 4

r r

4
v

&, :C'e

‘/.’ \
. x,dr K , aldi’

B, _v—/ , fhi=v */ e
’ 1\/—(2\/1/ + ) , r'\/—(gvul —}—a"’)

— f vrdr oy /- vor'de!'
‘\ VT S V= (vl o)

En effectuant les intégrations, on trouve

L Vvt [V —(varta
o= r ’ & P y
Si==, Si=,
(69) < — (ava, r* 4 %) — (av 2, r” 4+ 2%
I@,:v—arclg\/ (ave, -, {ﬁ::v'—arclg\/ ( 2 J,
0!’ q‘

— (2va,* + , —(avar® 4 2

§$:t+\/ ( 2 +‘)’ i(je:[+\/ ( s + 2,
OC_Z ae

Pour avoir les solutions du systéme (68), nous prendrons ces expressions en y
considérant les constantes arbitraires comme des variables qui seront définies par
les équations

da, da, g, d

a0, ~ o0, T U, o,

brin —3—: aai L\al
_de, _de Ay dg

YU, — U, 2T, U

0B, 2B da, dor,
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En ayant égard aux relations (69) et en tenant compte de la relation

xx' + yy' 4+ 22" = — rr'(cos v cos v’ 4 sin v sin v' cos I),

cos | =

C—fi—fr _ C—a—a

2], 22,7,

’
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on voit que U,, qui est une fonction de r, r' et de xx' + yy' + zz', sera une fonc-
q o q Yy

tion connue de ¢ et des huit nouvelles variables «, , 8

Pys oo

Posons

’
o I 2
2 12
k‘_ s k_____‘_’ n___<_ ’>’

< ]';

et prenons comme nouvelles variables

L=k _ v , L':V’km\/—
20,

!
2 ¥

= n({—8,), U =n(—8),
G=11, G':“;)
g___lei’ g':ﬁ;’

et comme nouvelle fonction i la place de U, :

IR
o2’
IR
9"’
R

Y 7

IR

TG

V:’k‘ vlﬂku
=1 —_—
g{ i Ul + 2L! + 2L!,
On obtient les équations
dL R dL’
dt — 3 dr
dG 2R dG'
dt — dg’ Tdt
(70)
dl. R dl
i~ L dt
dg _ 2% 4
dt — G’ Coodt
Si 'on pose
VR vk
T al”’
on a

R=4TU, + 1,.

a,, b,.
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U, et U, ne dépendent plus maintenant que des huit variables L, G, [, g,
L', G', ', g', mais ne contiennent pas le temps explicitemenl. On a donc la relation
simple

du,  dU,

W, —L _2_07
i/ + dt

mais qui n’est pas intégrable.

Quand on aura intégré le systéme (70), on connaitra R, A, r=R, v,v et I en
fonction de [ et de huit constantes arbitraires, ou plutét de neuf, en comptant C.
On connaitra donc en particulier les distances mutuelles des trois corps; pour
achever la solution du probléme, il faut obtenir A, i et i'.

On a la généralisation d’une formule de Radau :

dh U QR

PR ol

en intégrant, on introduira une nouvelle constante arbitraire.

On aura ensuite

/ 3 G
sini:—c—sin I, sin i’:—(—:— sin 1,
cou:G+G,COS[, COsi,:G'-i-Gcosl

G C ’
h = h + 180°,

. [ @ =r(cosvcosh—sinvsin hcos i),

y = r(cos v sin h + sin v cos h cos 1),

z =vrsinvsini,
' = — r'(cos v’ cos h — sin v’ sin k cos '),
y' = —r'(cos v' sin h + sin v’ cos h cos i'),

I

r'sin v’ sin i’

Douc x, y, z, o', y', 2 se trouvent exprimés en fonction de ¢ et de dix cons-
tantes arbitraires.
Les formules () introduisent deux nouvelles arbitraires J et N; de sorte qu'on
1!

aura X, Y, Z, X', Y, Z et, par suite, £, ,¢, &, 4, en fonction de ( et de
douze constantes arbitraires.




CHAPITRE XI

Quelques résultats concernant les chocs de deux
ou plusieurs corps.

Supposant toujours les masses de la forme m; = p;{({), nous nous proposons
d’étudier le mouvement au voisinage d’un instant ¢, ol le mouvement cesse d’étre
régulier.

A. — Cas des masses croissantes.

64. — Nous avons déjd démontré au chapitre I, paragraphe 7. que, si la fonc-

tion () est croissante dans un intervalle comprenant {,, le mouvement ne peut

~ cesser d’étre régulier A cet instant que si la plus petite des distances mutuelles tend
vers zéro lorsque ¢ tend vers ¢,.

On peut, de ‘plus, en généralisant un raisonnement de M. Chazy, montrer que,
dans le cas de trois corps, c’est toujours la méme distance qui tend vers zéro.

Soient, en effet, M,, M,, M, les trois corps.

Désignons par r,, r,, r, =r les lrois distances M, M,, M,M,, M, M, .

Soient x, y, z les coordonnées de M, par rapport & des axes paralléles aux axes
fixes, issus de M,; 2, v, { celles de M, par rapport & des axes issus du centre de
gravité de M, et M,.

Si I'on pose

y R R , ve= ; g = Pat by , = Tt il )
ot oty (it 4 12,) it

les équations du mouvement sont

d*x m, + m v A ' o 1

I —t a0 =—mx —+—‘> { mg(—,——— Y e
T E : ( s ) TR TR
d’z / h v I 1

~9 = —Mi{ =+ — Py Vlm(—.-——— e
(72) dl "\I“’ + I'ﬁ_f>+ v NG 5

avec M =m, +m, +m, = (v, + v, + p)4 (.
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Nous devons montrer qu’il est impossible que dans un temps arbitrairement
court, M, soit voisin de M, et M,, puis s’écarte & distance finie de M, et M, qui
restent voisins, puis revienne au voisinage de M, et M,.

En désignant par d le maximum de la distance ¢ de M, au centre de gravité de
. I d . . , d
M, et M, dans le mouvement considéré, ¢ varieraitde — A d, puisde d & —.
2

2L

“
W’ e ey
dérivées secondes sont bornées. Donc, ou bien Z, 4, 7 sont bornés et le point

Les expressions trouvées précédemment pour montrent que ces

. d C o .
(8,7, {) ne peul parcourir une longueur — dans un temps infiniment petit;
2

ou bien %, 4', U ne sont pas bornés, mais varient infiniment peu, et le point
(&, 4, {) a un mouvement sensiblement rectiligne et uniforme, et non un mouve-
ment d’aller et retour. C. Q. F. D.

65. — Choc de deux corps. — Supposant toujours 4 (!) croissante et le cas de

trois corps, soit r la distance qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers ¢, r, et r, ne
tendant pas vers zéro.

La combinaison des forces vives donne

dr \* d&\z .
gs<w>+/fs<d”<2;g+2h,

. S ] — "ne
d’ou, en remplacant x” + y* + 2z par ' + __—(yz 2y) :

ry

o
gr”®+ gi(_yz_';_zl')_g + IcS<%>2< _‘}(ﬂl""a + _T%:'_l_‘. + m,rm,) + ah.
On en déduit que chacune des quantités

e, (v2' —2y), (e — w2, ey —ya')",

est inférieure & 1'expression

2hr

- m,rm) + o,
: g

ar (nzgmsr + m,mr

gv ", r

donc tend vers o lorsque ¢ tend vers ¢,.
Le probléme admet les intégrales des aires

dz dy , N
—_— e (n '—,” e \/1', ......
-"(y a z(1z>+/(“t'- W)=
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a) Supposons d’abord que les constantes des aires ne soient pas toutes les trois
nulles, de sorte que nous pourrons prendre pour plan des xy le plan du maximum
des aires; les deux premiéres constantes des aires seront alors nulles, et la troisiéme,
A", sera différente de zéro.

Si nous nous plagons 4 l'instant du choc, ces initégrales s’écriront :

P

Dans les deux premiéres équations, le déterminant %+’ — + &' n’est pas nul;
p 2 03

o

donc { et ¢’ sont nuls a I'instant ¢,.

Donc, 4 I'instant du choc, le troisiéme corps et, par conséquent, les trois corps
sont situés dans le plan du maximum des aires et la trajectoire du troisiéme corps est
tangente au plan du maximum des aires.

b) Supposons maintenant que les trois constantes des aires soient nulles.
Si Pon désigne par Ak, Xk, Xk les constantes des aires dans le mouvement
autour du centre de gravité, on a

A » W
— T emem— TN —— T !]/{ .

< ~7 ~w
K}

Donc, les trois constantes des aires autour du centre de gravité seront aussi
nulles.

Or, on démontre, comme dans le cas des masses fixes ('), que si les lrois constantes
des aires dans le mouvement autour du centre de gravité sont nalles, le mouvement

est plan.
Si I'on prend alors le plan du mouvement comme plan des xy, & 'instant du
choc des deux masses m, et m,, l'intégrale des aires se réduit a

Donc, la tangente a la trajectoire du troisiéme corps passe au centre de gravité des
deux premiers, donc au point ot a lieu le choc.

B. — Gas des masses décroissantes.

66. — Supposons maintenant ¢(¢) décroissante dans un intervalle de temps
entourant I'instant ¢, et supposons que, lorsque ¢ tend vers ¢,, la plus petite des
distances r; tend vers zéro.

(*) Voir, par exemple, Cuazy (Bulletin astronomique, 1918, p. 335, en note).
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La relation (45) donne

d /&K
— — 93U
m(m- 2L0>“
d’ou
K
E2>Tu;+m
En vertu de I'hypothése, si L ne tend pas vers zéro pour (=/,, le second

membre de cette inégalité croit indéfiniment, donc est positif pendant un certain
. Py dK .
intervalle ({,, £,). On en déduit que I allant constamment en croissant dans

cet intervalle, finit par avoir un signe constant, donc que K, variant toujours dans
le méme sens, a une limite lorsque ¢ tend vers {,.

Si cette limite est nulle, tous les r; tendent vers zéro et tous les corps se cho-
quent a l'instant .

Si cetle limite est positive, bornons-nous au cas de trois corps. On peut voir que
c’est toujours la méme distance qui tend vers zéro. Car s’il n’en était pas ainsi, il y
aurait échange & un instant {'; A cet instant deux distances seraient égales et infé-
rieures & un nombre arbitrairement petit <. La troisiéme distance serail inférieure
ou égale & 2¢, et on aurait

K<4gww+%%+mm.
[ U

Donc K n’aurait pas une limite positive.
C’est donc toujours la méme distance qui tend vers zéro.
C. Q. F. D.

En observant que celte distance est supérieure ou égale & la différence des deux
autres, on déduit de ce que K a une limite, que les deux autres distances tendent
vers une méme limite positive.

En résumé, lorsque U est une fonction décroissanle de t, nous voyons que, st la
plus pelile des trois dislances des corps tend vers zéro lorsque ! tend vers t,, ou bien
les trois corps se choquent & Uinstant t,, ou bien deux des corps se choquent, leurs
dislances au troisiéme tendanl vers une méme limile posilive.

Dans ce dernier cas, on peut méme montrer que la distance qui tend vers zéro
va continuellement en décroissant lorsque ¢ tend vers ¢, .

M, et M, étant encore les deux corps qui se choquent, on a avec les notations
précédentes

(limr),_, =o,



L=2
g
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tandis qu’il existe une constante b telle que r, et r, restent b lorsque ! resle

dans un certain intervalle (¢, — <, t).
En vertu des relations

=S —va), P =Sz 4 ),

les équations (72) donnent

&

d*Z M
de

de | T

d’z
de |’

Intégrons & partir d’un certain instant compris dans U'intervalle (¢, — =, 1))

: SRR ‘o d: dvq di
On déduit des inégalités précédentes que —= i X

vers des limites finies et déterminées lorsque ¢ tend vers ¢,.
Orona

 dirt . d’x dx \*
PR +S(T> ‘

et la combinaison des forces vives donne

d | ‘/d.z:>2 dk 'Zg dU
— —— IS —_— — 24 L=
a |\ @)+ S(dt) AT
d’oul
dx \? dz\*
S| — S —= LU .
g <dl>+ls<dt>>2gL‘+2h
On a donc
& e :

2 dE\?
_ - L T17 _ Q »
T >28x ar + 7 I:zub‘+ 2h ch(—d[ > ],
"ou, en vertu des équations (71) :

dr 2(m, 4+ m,)

2L,
dt* r
avec
. e v A 1 1 . .. am
"+ )+ myr <— + —> +m, (— - 7> (@E+yn+z20) E
,l ,2 rZ Ii

L tend vers une limite finie et déterminée lorsque ¢ tend vers ¢, .

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVH.

. , —, donc %, v, 7 tendent
dedr A
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2 2

Done, a partir d'un cerlain moment, g sera positif.
ar®

o V2 donc en croissant constamment, donc garde un signe constant a partir

d’un certain moment; ce signe ne peut étre que le signe moins puisque r tend vers o.
Donc r va constamment en décroissant lorsque t tend vers t,.

67. — Choc des n corps('). — Nous nous proposons d’élablir dans ce paragra-
phe une propriété relative au choc de n corps de masses w., L () décroissantes.

Nous envisagerons des valeurs positives de { et supposerons que le choc a lieu
pour [ = o0, desorte que, si nous appelons ¢, la valeur initiale de ¢, nous suppose-
rons que { va en décroissant de { a o. Nous supposerons que les 3n fonc-
tions x,(f), y,(f), z,(t) définies par des conditions initiales rendant tous les r, ==o,
holomorphes lorsque ¢ décroit de {, & o, cessent de I'étre pour {==o0, toutes
les distances r,; tendant vers zéro lorsque { tend vers zéro. De plus, nous nous
bornerons au cas ou J'(f) est supérieur & zéro, ce qui revient a 1’étude d’un choc
de masses décroissanies. Nous supposerons enfin que pour o< f-<¢{,, ¢ reste

compris entre deux quantités finies el non nulles ¢, et g :

do <P <.

La relation

donne

2 ¢
Ep—l—:—_zv’JU ——[;/'b‘Uial—{-h,
dt- K i 1 ' T

d’'ou, 4 cause de V' >0 :

fﬁil VU, -+ I,
de :
d’ou
s d*L
(%) T ad, U, + I

(*) Gf. Cuazy (Bulletin Aslronomique, 35, 1918, p. 330).
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tend aussi vers -+ oo, donc

&L
U, tendant vers I'so lorsque ¢ lend vers o, I

dL Lo . ) o :
T va en décroissant comme ¢ et garde un signe constant 3 partir d'une certaine

valeur de { suffisamment voisine de zéro.

Si nous supposons que nous étudions le mouvement par rapport au centre de
gravité, le choc a lien & Dorigine, et par suite.L tend vers zéro quand ¢ tend
vers zéro.

L étant > o et lendant vers o, ne peut finir par croitre; donc, & partir d'un

. dL .
certain moment, v est o et tend vers une limite.

L VR
Nous en déduisons que le rapport 7 tend vers une limite quand t tend vers zéro.

Cette conclusion serait valable aussi si ' étail <Zo, en ajoutant cette condition

-
dt
ce qui arriverait par exemple si tous les r,; allaient constamment en diminuant.

que soit constamment positif pendant tout l'intervalle de temps considéré,

On aurait, en effet

t R ot t dU ot t dU
VU dt = vt — J ot — [ — *d
Svva=pug — [y Gra= o —y, [T,

¥, désignant une valeur de ¢ intermédiairc entre ¥(f,) et 4({), la formule de la

d
moyenne élant applicable & cause de I'hypothése faite sur le signe de —% .

On en déduit

t .
/ln- q/ Ui dt = ("P - .Pm) Ln - ('Abto - y'.!/m) (U‘)tn .

d’L

di? = 2"]“ Ul +4 "imei + 4("}’[0 - .A,Jﬁi) (U‘)l + h.

Yy, désignant la valeur de ¢ pour ¢ = o, on peut écrire :

L -
(dT =2 H’o + (vlbo - 'P) + 2('%" - "!’o)] b; + 4(";’, - "I’m) (Ui)[ +h,

d’on

d'L :
T > 2 2 — WU+ G, — 9,0 (1), + A

Y, étant == 0, on peut prendre {, assez voisin de zéro pour que Yo —1, soit
°
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A

!
inférieur a Z‘— par exemple, de sorte que 2(L, — L 3 est <T°’ et le coefficient de
. ] ! / "Y’o
U, est supérieura 2{ 4, — =) =1 .
\ 2 )

On a alors

L } B : B
_’F > ,;OL;' + Z‘(d."t - ’;'m) (bl)t +h> 'rJoLi + [ll - '.’Jo(bi)[ ] ’

inégalité de méme forme que («) et qui conduit & la méme conclusion.
Revenons au cas ot ¢’ est >o0. La combinaison des forces vives peut s’écrire

3
'1‘,:vy,[;,_/ L', dl + cv,
t

et comme
d*L t :
— =210, «—l;/ LU dt 4 ¢*,
de ' t, '
on a
dtL ; ~t
— —2T, = — 2/ VU dl+ ¢ = — 2/ VU dl+ 2h,,
(ﬂ t, T ', i 1
d’ou
(8) %];->2T, + 2h,.

Transformons 2T,. On a, d’aprés I'identité de Lagrange

roa

SaiSu? = (Swxy)* + S(y,2i— Y5

ou, d’aprés 'équation Swx, =rr; :

’ \2
e v oq Wi —3Y
SJ],’“ =4 S (.Yz — ¢ 1) ,
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En multipliant chacun des quatre termes du second membre par L = Xu,r? el
en appliquant 4 nouveau & chacun des quatre produits obtenus lidentité de

Lagrange, on obtient
Z X }J 5“,()'; .— iY LZLL,(V1~7 ._z,v ] I:(Vl-l——~3’)——(\’ 3 — ]v,)‘-"—l

D’aprés I'équation

et les trois intégrales des aires

1 4
Z‘u(vz — YY) =

on déduit la nouvelle expression

e

T+L +ci 4+ Q8

aT, =
! L
Q* désignant une somme de 3n(n — 1) carrés.
En substituant dans (8), on a

2

T+£‘f+¢:+0:+Q2

L"> i + ah,.
L e4cdte Q
oS stare O,

A Tt

Supposons que, lorsque ¢ tend vers zéro, L' soit > o & partir de (o <<! <{,).

i

Multiplions les deux membres de I’inégalité précédente par —— et intégrons entre
L
[ et t(o<Tl<1); il vient

L 2 C? 2 ¢ L’ —_
S N i it QS dt + 4h\/L + c*.

2\/L \/L t, LE

Le premier membie de celte inégalité est positif, le premier terme du second
membre est négatif et tend vers — oo quand ¢ tend vers zéro, & moins que I'on

,os
nait ¢, =c,=rc, =o.
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L Q2L : C ST
De plus,/ Q — di est negative. Donc cette inégalité n’est possible que si
ty

L2
' ‘AL!
c,=¢c,=—c,—o0 et que si/ ~——dl a une limite quand { tend vers zéro, et
4 L® -
1z !
par suite si —= en a une aussi. Soit ! la limite de —~; [ esl > o. Nous pou-
L L*
vons donc poser
LI
- — l—i— €,
LZ

¢ tendant vers zéro avec t, d’ou, puisque L tend vers zéro en méme temps :

Lf — (14 )¢,
+ tendant aussi vers zéro avec {.

Donc, le choc des n corps en un méme point ne peut avoir lieu que si les lrois

. L . ..
constantes des aires sont nulles et si — lend vers une limite, t = o étant l'instant

e
du choc.




TROISIEME PARTIE

APPLICATIONS

CHAPITRE XII

Evolution de l'orbite d'une particule dans le champ
d'une Céphéide.

68. — Considérons une masse centrale dont la masse M(f) soit telle que sa
dérivée logarithmique soit une fonction périodique du temps. Cherchons I'évolution
de l'orbite d'une particule placée dans le champ de cette masse, en nous attachant
spécialement aux variations du grand axe et de l'excentricité.

En désignant par © linstant d’un passage au périhélie et en introduisant la
variable — nt = x, les équations qui fournissent les variations de a, e, x sont

d;loga_ 1 +ecosu dlogM
dt ~ 1—ecosu dt ’
dlog (1 —e") 2€ cos U dlogM
dt T 1—ecosu dt
dx_[(l—e’cosu)sinu nta+ecosu dlog M
dt e(1 —e cos u) 1—ecosu dt

Nous nous occuperons seulement des variations séculaires de ces éléments.

On a les développements suivants :

/ o
g 1+ecosu 207(t — =
AL LS © PP LGk

1 —ecosl ' P

i=1

(=]
2e cos U 2in(t—1)
SELLLE R P L Gk}
1—ecost P
i=1
oo
(1 —é*cos u)sin u N . 2iw(t—=)
= 2.&7‘ sin —————— |
e(t —ecos ) P
l=1
(o)
2 4 ecosu SN 2in(t—r1
n——-——~:zn+>_“oicos———(———)—

I I —ecos u P ’
=1

\ ) =
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P désignant la période de la planéte & I'instant considéré, avec

[ w = 4, e),
2 dJ,(ie) 2e dJ (ie)
ie de i de

- + _j Jl(ie)v

8, = 6nl (ie),
ou les symboles J; représentent les fonctions de Fourier-Bessel d’ordre i.

On aura, d’autre part

1 dM . \1( o a2ixl . 2i1‘:l>
M dl —!La+ Py uw; COS T 4+ =; sin T’ .

69. — Cas particulier. — Tout d’abord, si I'on suppose I'excentricité petite,

les équations relatives 4 a et e donnent approximativement

[ dloga 1 dM
\ d M a’
dlog (1 — ¢ .
. dt 7
d’ou aM = ¢, e =c"

70. — Cas général. — Dans le cas général, on a

(o] o0
dloga S 20n(l — 1) O 20wl . aiwt
I :—}Lo—lxozaicos——-})——‘L(}LiCOS T +7ri51n—,r~—>
=1 i=1
[~ ] [~]
T\ 2in(l—1) . ai'wt
—.—}.J ZiiCOS p < T 4 S1N '1 >’
i=1 i'=1
(o] o0 o0 .
dlog (1 —e 2in(l — 1) 2in(t—=) / 2w ai'nt
g(dt ):y,o_:m,;cos——r%;—ﬂ+_,\_: Eaicos ——r-(p—z(\‘u,-rcos——l——+m sm—,l—ﬂ—>,
i =1 i=1 i'=1
(73)
o {7 a2 im(l Y/ 2% 2i'wl
dz ~ Co2im(l—1) N\ . o2iw(l—= =
7[ =, 2 visin —~p——— + L ‘\_‘ -(,L-sm——l)——-— (\y\ir cos —I— + 7y smT>
i=1 i=1 i'=1
. \" 2iml 12i >+ > co 2im{l —=)
— ), - C -' ' Q ————————
21,1+ 2".‘.J Ww; COS T + 7 si T ”, S P
=1 i=1
g in(l— Il 2i'nt
+Z >_, ﬂf"—T)O“COS “'l + 7y sin Tn >

=1 ‘=1
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Deux cas se présentent :

1° P3=T (') : Cela revient & supposer que M varie lentement, et, en se bornant
aux termes séculaires, on pourra écrire

dlog a
—_——u,
dt o

dlog (1 —é*) Y
dt o

)

— o, (b=t . .
a=qE "#=H (E, base des logarithmes népériens),

M serait de la forme M,E““~" On aurait dons aM = a,M,, résultat indiqué par
M. Mineur. :

2° P=T : Si I'on remplace les seconds membres par leurs moyennes, on aura

o0
dlog a I | 2i7T .. 2wt
_d.l_:-y.n—;Ezi w; COS T + 7; sin T ,

i=1

oo
dlog (1 —e*) AN 2ixT . 20wt
—_— = — Y ; COS ——— + =; sin

\ dl 5 T\ 1 l T )
\ i=1
d’ou
«© .
a O\ 2wt . 2imT
log;-:— ‘O+T>_‘,1i<yicos T + =; sin T ) (t--1),
¢ i=
o0
1 —e* I\ 2ixT . 2lmT
log~l_—c::;2‘ai<wcos]—‘+msm T )([—Io).

i=1

Dans ces formules, on doit remplacer a, e,  par leurs valeurs initiales. Si ’on

I

. . T .
considére que t peul varier entre — — et + —, les moyennes des coefficients
2

s P '
(*) On suppose, plus généralement, T incommensurable.

Fac. des Sc., 3° série, t. XX VII. 20



194 M. MENDES.

de ¢t —¢, dans les seconds membres se réduisent & — ., et o, et l'on a, comme
danslecas P=ET :

71. — Approximations successives. — Pour préciser, nous allons résoudre le
systéme (73) par approximations successives, en nous bornant aux premiers termes

des développements des seconds membres et en négligeant les termes périodiques.
Nous prendrons donc les équations

dloga cos 27:([—7)( cos 27:t+ " 27:t>
dt - o o, P'I T T:«S T ) ’
dl —eé (L — = =t vl
(74) —Og-fl—ll—e—) = a, COS 2—(?——l <y.‘ cos Q—T— + =, sin E{—) ,
dx . oan(t—r) an(l—r) awl . axt
7[-: ‘l"Sln—-——P—'——b‘tCOS'—P—— (J.iCOS,—l,'+1T‘Sln—,I‘— —~211.0nl.
Posons :
a=a,+y, e—=e,+ 2, #=x,+ 09,

Y, 2,9 étant supposés de petites quantités, et supposons les unités choisies de
fagon que f= 4=", de sorle que

y n=—

P = aEM_E ————2:\/)1 .

On aura

an(l—=)  em(l—r) /=
(a,+)°

" = a)
ou, en remplagant \/M par sa valeur initiale i’

an(l —7) Qﬁ(l—‘:)(ln;
[

T, + 1)*

D’autre part,

log a = log a, + l,
a,-
2¢ 2

I

log (1 —e*) =log (1 —e}) —

- =
1 €,
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d’oul les équations
1 dy n 27r(t—'r)< 21rt+ . awt
— — =y, + 2, COS ——— c0s —— + =, sin
a, dt T p \MT T TR T
2e, dz an(l—r) < anl + . 27:[)
{——— = a, C0Ss ——— €0S —— + =, sin ——
e Al AN R A
21([—1) . an(t—r1) axl . 2wt
= —,lcos —p |\ cos,—r + =, sin T )~ ap, nl.
Premiére approximation. — Nous prenons
a=a, e=ce, T=r1,, P=T, n=n
On a alors, en négligeant les termes périodiques
1 dy T 27T alm 27T
—— — =, + — cOs - L sin <
a, -l o 2 T 2 T’
d’ou
o o
. a, &, 27{":0 ‘1171" 27T
y=—a, (Hu + , COS S Sin — t—1t,)
De méme :
2e, dz o 27T wm, T
. - — = 1t cos 0 + 17 sin ° ,
1—e; di 2 T 2 T
d’ou
l_—ez (a':f“'l 27T, 1:7:‘ : T,
2= — cos sin t—1
2e, 2 T 2 T ( J
Enfin
dP . ‘{2 27T 3°
AT T T s + =, cos T ) W, COS + =, sin + 2u.n, |,
o NO .
I 1 27T, 27T
p=-] sin — + =, cos (t—1t)— thy COS — + =, sin >+p.ollo r—1),
d’ou

° N
. . 27WT 27T, 1 i
T—1, = :n <1"'. sin T * — 7z, cos 7';‘17 >(l——io) n I:H-o‘+‘ ;n <P‘¢ cos 27T, + =, sin 2—1:"170
0
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Deuxiéme approximalion. — Nous prendrons dans les seconds membres, a la
place de a, e, =, les valeurs obtenues dans la premiére approximation :

0 o
o, W 27T T, . 27T .
( Yy, = —uq, <,¢0—+— ‘2‘ L cos T 2+ ‘? L sin T °>(t—to): —Aa, (L —t,),
2 o o 2
. I—e o, 27T T, . 2TT, I—e
z, = - °< 1 cos ¢ 4+ ——~sin )(t t)=—B =~ (t—1),
2e 2 T 2 2e

0

o
2axwT,
\ .
T, T, = <y.15m T T cos >(l—t)

K 4—[m+~%$<yAm52;“—%mshl2;“)](F—JD==CU——Q»+DU“—¢L

[I O
avec
x=4l(),
—e2/dl
; = eo"u (d_e> 7, (e,)
5(1) - 6ll0Jl<eﬂ)’
puis

e, /dJ
@, _AJ (e,) + 4z, < li > = 4J, (e)—zB <-—C-E’-> (t—1t) =a; —a(t—1),

1— (e, +2) dJ(e +z)
2 e, +z,

Y. = + 2 J(e +Z)

/dJ, —e; —e [ d), 1 /dJ, o .
o e+ ew)]“‘*l [ (@) e (@) Jew=r—ri-0,

3 n ,
n :n,:nn—-z—a—"y‘ =n, +?nDA(t—t"): n,+ n,(t—1),

0

o=on 16+ () |
%, = na[a(en)+‘a de o

—e dJ ~0 ~1
4= 6n,J,(e,) + 6 ljn;J,(eD)wB " n°< de‘)g] t—1t)y=72 +35,(t—1t,),

ae,
an(l—1) ax(l—r1) (l_iﬁ>
P - T 2 a,)’
an(l—1) an(l— ) 3=(l — 1) Vi an(t—7)
cos———P————_cos T + T a, sin T
’ an(t—r=,) = . an(t—r,) . .
344 cos ————l——" + o sin —T—[2L 4+ 2D+ 1) —3AU—7)] (L =1,
t(l—= w(l — 3n(t— Yy, an(l—r=
si11_2LLlI,__) — sin QT(T ) _ T(T ©) ‘—au—cos (T )
= sin E(—lli"l——j—cos ET—“————[QC—{—2D(t+1)—5&(l-—1)](t——t\

T T T
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e
S
~

d’ou
cos anl = sin 27:[) cos 27(l—=) 1 / 27T, 0 L anT,
(P‘. T T T 5 =7 \Hu cos T =, sin T )
T . 2n(l—r1) ani
+,—r. sin T [2C+ 2D+ L)—3AU—r1,)] (u. oS —— +7r sin T >(t—to),

‘ ") o
— + 7, smT

a5 (l ——T>]

x, 27T, . 2TT,
— — | ., cos T + m, sin T

T ,_T t . t
git(f[, ) {QC-{—[;DIO——SAUO—T“)]({L’COS%-‘—W’ sin 3%)::1,
awl EA ax(l —r1) I . 2T, anT,
(y.‘cos T + = smT)sm =5 —m~ sm—T—+7r,cosT>
/
= aw(l—r+,)

— = COS ———~
) 1

d 0 kil + =, sin 21:[) sin
dt Yl(f"l cos T 4 T 5

o To)
T T

Sz-c(t—’):l __( cos 2T . 2%T,
__2 7 T +7r‘sm'T>

™ an(l
— ¥ = cos

;d[s/ cos“rt-+—- sin ﬂ)
dt 1\[“‘4 T *y [z

+~07:',n axn(l, —
30 — si
L7

T T

On en tire

1 d’y
- a, (dl‘>o~a’
[ 28"2<dz>:—(ucos
1—e; \ dt /, o
2e, [(d’z
_T—ez<dl’>o_1’

>0
27T 5, 27T
T, COS ,,”)— ‘“(\ulcos
2\ l

[2C+ 2D(t+lo)—3‘&(lfro)]<p, cos 2nl + 7, sin g,rit)(t—to),

T
an(l— 1) E /:< . amT, anT
— = ——| —u, sin —= 4=, cos -
', 2 et T 1 T )

2/ \ 3
[:AC~+—Z;Dto—.5A(to—ro)](y.l cosﬂ%i-{—n, sin > t"):«{,

%)

[2C+4Dt, —3A(L, — )] (y.‘ cos 277;[}"——{—7:‘ sin T °—) =3.

Ty
* + =, sin ) auw,n it =,

27T 27T
[ : [ ’ !
1 + =, sin T>_2y'o(no+nllo)_c .
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On en déduit

/ ‘ ,
[ y=y,=—Aa(l—1)—a,—(— L,
2
1—e |- 3 a
- 7 = — < B [—t _— l—[ *
s o =128 BU—D+ Ta— 1),
G, \8
0 = Pg:G(l_’O) +-;(t—10) ,
e;n’,—q—n0
] G 2
T—r,=T, T, == —— (= — (===l — 1)+ =)
. 0 2 T n“+”1(l—[n) nn( u)+ “; ( o/ '(l /0) T /(t /u,l
Troisiéme approximation. — Nous prenons dans les seconds membres y,, z,, 7,
comme valeurs de y, z, =, puis
dJ [ d)
= 4J =4 + 4z, | — 2 !
5= 10,00 = 4,00+ 42, () +as(GE ) |
1 —e (dl 1 —e; Vv —er () dJ
=A4J (e) — 2B Sl =) (-1 | B 2 L) - — t—1)
)= am T (S =1+ [»2(%). (G ) Je=u
=al —aj(t—1)+ = (—L),
an(t—1) (=) [ 3 y |5<y>2 )
CcOS P ———COD( T IVVI—;(]O_{—? "a‘—a :|\,
ou, en développant jusqu’aux lermes en ({ —1{,)* :
(L —= n(l — any . am(l— 3= .oaw(l—=,)”
COSET(—P—~—) = coszr-ET—T“)——(t-—to) [—,}Lv sin L,r—l?)-ﬁ-,]—?[\(t—ru) sin —%]
2y (Ll — v z(l—=,) 37 . am(l— t— m(l— -
| 27y Sinz-:(T ro)_g:r;zv cos> (T O)MT?A\J[Slnzw(T T")+27I(T TO)COSQ (T i}
+ =) -
3 T(t—= S5n(l—r,) . 2=(l—= »(t—1,) 2m(l—~
_;1%1([—10) sin——yr(T “)——-.V v (T D sm2—r( T J _2_1('[‘2 *) cos 2 ('l‘ ’
d’on, en négligeant les lermes périodiques :
anl  2m(l—<) 1 2%, axl[ 2wy . 2n(l—=) 3= L 9,_7:([——:0)
CcOoS T cos —p =3 Ccos T —(l—1)) cos - T sin T A =) sin T
| ”"S ................................................................................
+ ({ —t,)" cos —l—)
\
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d [ axt an(l—1)7]) ant, . ar(t ) [ 2wy
« Nl — oY ° iy CA(L —
2r | €03~ cos — _]So cos — L A( )]
axl 2n(l— 1))
dr [COSTC P i ,
[ amy' m(l,— = 27y’ an(l, — 3= _aw(t,—<,) (¢, — (l,—7,)"
ant, 2:;,\‘ sin 2 (1‘1, ")——ZT: cos (‘,’r T°)~—TAv|:51[12T( ‘,’l = +27(“,"], T")cos?ﬂ’r )J
T (=7 [ml—=) . am(l,—=) | 9 ®(—x)  am(l,—=)
T Loan(l— 1, e xa(l,—7,) . m(l,— 7, '_1': o — To ‘ =, — T,
\_Q—TI(IO_TO sin —F A Lﬁ T sin T -+ ) e CO:x T ]
L= Axl, 2wt 27cv 3z [ b=t 27:10> amT, |
—Tcos< T ./; NG A(t,— )]—T sin <_T - — sin T ]_Jl),
. oawl an(t—r1) 1 aml| 2wy . 2n(l—=x,) 3= i 27:([—1:0)]
!ln—T—(OST—— 5 l)Slﬂ——T— —,T‘—S]ll——T—-+—T—A(t To) IHT
+ (t—1¢)" sin ———g
d [ . ﬂﬂt 27:([——-'::) anl, . 2x({,—=<,)[ 2%y 3=
o ek I LI 0 0 e v —
i Lsm T :I sin o sin T l: T + T A(t, o):l,

K sin—gitcos 2——-———1:(t_f)
LT e

l \ amy | am(l,— T, an’y? cos 21:([?[‘— ro)_ 3—?—:Avl:>in ax(l,—,) + an(l,— )COS 27:([ 0)]
2=,

T ST T T T

T ) 3=n axn(f, —1,) l5n(t —T,) ax(l,—,) =, —-r) ax(l, —-T)
\—ﬁa(l—ro)cm—T——L\ T sin T +2 T 0s :IS
b= . ([;‘Eto 27T, 21tv 27T, 4rt, 21:70 o
= sin (=) [T T ”]—_AL e (- -
On aura alors
1/ dy
—a <dt) A
1 d’y)__ o amwl, . 27:[,,) . axn(d, D[ 2y 3w
a, (dt’ = —o, (p., cos — + =, sin T smT[ T +TA(to_To)] .
a—i< cos —nte + oz, sin 2220 ) — A! '
2\ T T T )_ ’

1 d“y)_ o . ) .. an(l,—1,) axni, . 2wt N\[2anv 3=
ao<dt“ = a (S, + B=r,) + 2« sm—T—(yL, cos—T—+ T, MDT) [T-i-—,l—‘-A(lo—-:o)]

P 27T . 27WT
+ o? (IL‘ cosT“+7:, sin — ") =A".
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—Bm A—u,,

On en déduit
- A A’
‘ Y= —-(lo L\(l_t‘l) +_'(l_[o)a+_6_(l* ,0)3 ’
2 ;

(z:_

72. — Application aux Céphéides. — Devant la complication des résultats et la
difficulté d’application, nous allons chercher des résullats d’ordre statistique.

A A" .
A tﬂ-
9 6

Tout d’abord, nous pourrons, sans diminuer la généralité, donner & ¢t une valeur
particuliére : nous choisirons zéro.

A, A’, A", deviennent alors des fonctions de =, que nous remplacerons par

. T
leurs valeurs moyennes lorsque <, varie entre — — et +—. Nous pose-

0

2 TITD
T
traits indiquant que P'on a pris des valeurs moyennes :

rons A — el nous ferons varier % entre — = et +=. On trouve ainsi, les

bR

o [Bogu,  3p, v r—e/dN oo .
&y Py 6 - 9 4 :I— -/le‘, <d_c>011(|u‘1+“1)'

; 3 (0)2u." 3
30 0,0_2 1 02 2 Y o
l:[l Aip'l)t ' [l 1:4+_7’x 4/47r1+—|)‘u+ - (11) 1 T )

14 4 16
1 — el dJ) R o 3
Y 1 0 2 DR 2 2 2 2
——«71 3 — ) —uou?+ W) to2unl +—alun
I‘ {’1\|+ < e‘) \(le/ol 8&01'1 8 (Al 1) vo1 16 1 1 1
17 Rl
/ o 3 / o
- A, W foraull” ALY e
+6_/l 1V 1+6/| 1 1
Si 'on néglige ensuite les puissances de e supérieures a la seconde, on obtient
s
1wl 4+ 3x Jul 4+ =)
eo——s—‘—’ Se,uu, — %
\ — 2 3 2 2
5w u, /1303 \ Jugw, 127 TR L XTI SR I T
A" —e*| — u. 7 _— 27:2‘\ (4 L — e BT +-—‘+ — +
A eo[rr Uy Ty 9 ( ) + 1//— + ° > [ e . 0 8
~ 2 s
15 L= w4 =
/ 2 het] 1
o T, T T
8“0!L1+2‘JU ’l‘ll l|+kl !le



RECHERCHES SUR LE PROBLEME DES N CORPS A MASSES VARIABLES. 161

Au point de vue pratique, ce que l'on connait, ce ne sont pas les valeurs

de u,, »,, »,, mais c’esl la courbe de lumiére de la Céphéide. Portons en abcisses
le temps, en ordonnées la magnitude, et supposons que la courbe obtenue, qui a

pour période T, puisse étre représentée avec une approximation suffisante par une

équation de la forme

- awl . oaml
(75) m =m, + m, cos 5 + m, sin .
E désignant I’éclat de I'éloile, on a
aM
—— = KE (K =1c"),
dt )
et, d’aulre part
m= —2,5logE,
d’oti
m 5 log — M
= — 2,0 T 7
° K dl
dM ., —0hm , —o0,im, —o,him, cos ii—o,’xmg sin-ﬂ- . s e
—— = Ke = Ke e T T (e, base des logarithmes népériens),

dl
d’ou I’égalité approchée :

1 M Ke '™
Modt M

amwl . 2=l
1 —o0,4m, cos T — o0 4m, sin ol B

La comparaison de cette formule avec

1 dM + . cos axt . axt
M dr et P €08 o sin =,
donne
L]
&:—o,bm‘, —Hiz—o,am,.
Yo o

De plus, la courbe de lumiére est rapportée a une origine du temps différente de

Finstant que nous considérons, de sorte que m, et m, sont de la forme

aml . aml
S m, = m$ cos T"—m‘,_f sin TO’
amt
SR o
( m, = m, + myj cos T",
\
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si m; et m, sout les valeurs de m, et m, lorsqu'on prend comme origine du temps
I'instant considéré.

Nous remplacerons encore tous les termes dépendant de m,, m, par leur valeur

. T
moyenne lorsque { varie entre — — el 4 —.
2

.

On obtient ainsi, en désignant par ;\_:, A=’, 7\_:'7 les nouvelles valeurs moyen-
nes de A, A, A" :

>l

iy
\J'o’

~
f

o0, 1h g — 0,08) [(m3)* 4- (mD)*],

I

A" = pi(2,17 —0.43¢€) [(m])* 4 (m)°].

Nous arrivons donc en définitive &

L= (U= 1) — w007 ¢ — 0,08 [(m)* + (I} (L — 1) — L (3,17 — 0,63 €3) [(m)* + (mL)*) (L — 1,

— — ui(0,076; — o;ol;) [(m)* + (m)*) (t —t,)* — %"— (2,17 -~ 0,43 e [(my* + (m)* | (L—t,)°.

ces équations n’étant valables que pour des valeurs de { — {, suffisamment petites.

Nous avons indiqué 14 une méthode. Quand on cherche a représenter effective-
ment la courbe de lumiére d'une Céphéide, on s’apercoit que la formule (75) est
insuffisante en général. Il y aurait donc lieu, en vue des applications, d’introduire
les termes suivants dans l'expression de la magnitude et de pousser en conséquence
plus loin les développements des seconds membres des équations (74).




CHAPITRE XIII

Mouvement d'une planete ou d'une cométe dans un milieu
résistant.

73. — Equations qui définissent les éléments osculateurs. — Considérons une
planéte de masse variable ‘'m attirée par le Soleil; soit M la somme des masses de
ces deux corps. Supposons le Soleil fixe et la planéte soumise & une résistance de
milien mF opposée & la vitesse.

Soit & chaque instant une orbite osculatrice qui serait décrite par la planéte dont
aurait immobilisé la masse & cet instant et qui ne serait pas soumise a la résistance
du milieu.

En désignant par v 'anomalie vraie, les résultats qui précédent et ceux indiqués
par Tisserand (Traité de Mécanique céleste, t. 1V, chap. XIII) permettent d’écrire
rapidement les équations qui fournissent les variations des éléments elliptiques de
la planéte. On obtient ainsi :

/ da - 2 ¥ \/m a 1 +ecosu dM
de a1 — ¢ i M i1—ecosu di’
de zF\/l — € cOS U e (1 —é&)cosu dM
dt na Vitetoecoso Mi—ecosu) di’

ed(;)' . 2F\/|~—eg sin v \/l—e”" sinu dM

dt na Vite+aecoso Ma—ecosa) di’
dx, aF(1r —é) sinv <' e (1t —e' cos u)sinu dM
At paev/y + ¢ + 2¢ cos v i + e cos v) Me(t —ecosa) dt -~

V étant la vitesse de la planéte,  sa distance au Soleil, nous supposerons que
la résistance est de la forme

2p

Fe=lh—="%,n?a® !
r?

(v +ecos u)f

“q

(1t —ecos u)-

ke, p et ¢ étant des constantes.
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Les équations précédentes deviennent, en introduisant I'anomalie excentrique &
la place de 'anomalie vraie :

1

da _ “aMp—ga;—p—q (1 4+ e cos u)pf; _a 1tecosu dM
di pra+3 M 1—ecosu dt’
(r —ecosu) :
1
1 P=3 °
_fdi:_z([_e,)Mp—ga;~pfq (1 + ecos u) _ cosu— (ll—e)cos u dM
Pt M1 —ecosu
dt ( e cos ) 5 M ( ) dt
1— su
1
pP—3 N
ed—O;—a\/la—e"Mp_éa%_p_q (t +ecosu) * in 1 — Vi—esinu  dM
dt (1 — e cos u)p‘,-q—rg M(1 —ecosu)
: 1
dx p—3 z—v—a¢ (1 4 e cos u)p,v; (1 —e*cos u)sin u dM
e— =M ‘*a&° 1 — e' cos u) sin u —_
di (—ecosay ( S A T eos 0 d
a=akf
74. — Inégalités séculaires. — Pratiquement, la variation de M est trés lente;

dM
nous pouvons donc supposer —ll_t constant pendant un temps trés long. Pour avoir
a

les termes séculaires qui, seuls, nous imporlent, nous pouvons prendre les valeurs

moyennes des seconds membres pendant une révolution. On obtiendrait les mémes

résultats en supposant que M varie avec une période différente de celle de la révolu-
tion de la planéte.

Les traits indiquant des valeurs moyennes, on a :

1 +ecosu cos u sin sin u cos u
—_— 1, == = prmd
I —ecosl 1—ecosu 1 —ecos u I—ecosu ’
1 1
P—E P—*;
(1 + e cos u) . (1 4+ e cos u) .
—  —sinu=-———"——sinucosu=—o.

=

Py P
(v — e cos &) (1t —ecos u)

Quel que soit p, on a donc

do dx,

a o a

@ = const., *, = const. .

La direction du périhélie reste fixe, ainsi que la longitude moyenne de I'époque zéro.
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La relation

1 da 1AM “,,_% 2—p—a (1 + ecos u)erE
adt "M ¢

p+q
(r —ecosu) "

montre que le produit aM va conlinuellement en décroissant. )
Sidonc M va en croissanl, ce qui serail le cas de la Terre par suite de la chute
des météorites, a décroit : la Terre se rapprocherait du Soleil.
Une intégration par parties donne

i (1 4+ e cos u)p_E
— Cos wudu
(1 —e cos u)pfq *
e - (1 + e cos u)p—§
= — sin® u p—— [(ep—1)(1—ecos u)+ (2p+29—1) (1 +e cos u) du,
R (r—ecosu) ®

d’ott I'inégalité

1

(1 + e cos u)p_;

1cosu>o pour p>é et ¢g>o.

p+q
(1 —ecosu) e

Dans ces conditions,

1

de -3 i-p- e a
—ElT:—x(l—e’)Mp 2gr " (1 + ¢ cos u) cos u

P-=-q -
(1 —ecosu) e

est négatif, et 'excentricité va continuellement en décroissant.
Si, au contraire, on a

1
p<_2—' Q<0,

I’excentricité va continuellement en croissant.

Mais I'hypothése ¢ <Co, qui correspond & uue résistance qui augmenterait avec
la distance au Soleil, ne semble pas se présenter dans la réalité.
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Cas particuliers.
75. — Dans le cas simple

—_— ] —_—

p==> g=o0,

on a
t da 1 dM K
adr WM ar T T -
de
dt

On en déduit, en prenant 'origine de temps a I'instant considéré
e — const. .

aM = aoMoE_w,
Si la résistance, indépendante de la distance=au Soleil, est proportionnelle & la

vitesse, le produit du demi-grand axe par la masse va en décroissant comme une

exponentielle, l'excenlricilé reste constante.
St 1a masse varie suivant une loi exponentielile, il en sera de méme du grand axe.

76. — Envisageons encore le cas d’une résistance indépendante de la distance

au Soleil et proportionnelle au cube de la vitesse (les calculs sont plus simples que

dans le cas du carré) :
3
p=—,

2

"
R
1 +ecosu) * 20 —\Vi1—¢
(—+———-—)_;C051l:———\/——.
e Vi—¢

E_ [;—3\/!—6’

P+
( 1 + e cos u>
- b
-— € Cos 2 L1
= N Vi—e (1—ecosu)p 2
Les variations séculaires de a et ¢ sont données par les deux équations
‘xda+ 1 dM Ml;—S\/r——e2
—_—— 2N
ad M dt a i '
M

e de
—_— == — 2 A,
a

\/1 —eg(l—\/_l_——-?") dt

77. — Si la résistance est proportionnelle  la vitesse et inversement proportion-

nelle 4 la distance au Soleil :
1
q=1,
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on trouve de méme les équations
da a dM 2—\/l—e’
wEN T T
e de %

\/l—e’(l—\/lhe’) de T W

78. — Quoique n’ayant probablement pas d’application pratique, signalons le
cas ou
1
Prq=-.
On a alors
Pz
d -3 :
d—j_—_—z(x —e’)Mp "‘Mos—u)— cos u,

I—ecosu

équation & variables séparées, donc qui se raméne aux quadratures.
On a ensuite

P+t
1 da 1 dM p—; (1 +ecosu) *
dax T T M s

qui donne le produit aM par une quadrature.

Appliquons au cas d’une résistance proportionnelle A la fois au cube de la vitesse
et & la distance au Soleil :

3 :
P= g=1.
Ona:
— :
(1 4 e cos u) cosu:—e-, (1 + e cos u) ___[+e_’
1—ecosu 2 1—ecosu P
d’ott
2 de
zz‘l_ez)'d—t—f-lxl-:o,
qui donne
¢ — _NE" K = const M d.
== KTL::E-’ < — const., " —/ l>,
puis
1 da t dM SKE=* — 4
aa TN = M

2(KE ¥ 1y’
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qui donne

K, =3« JKE ™™ —
a — N[‘E 2 . (K4:COHS[., :J“:/M—Wﬁ;—dt>
79. — Cas d'une excentricité négligeable. — Si 'on suppose l'excentricité
négligeable, on a
de
— —=o0, e — conslt.
dt
et
da p—% 2_p—q a dM
—_— = —aM 2 2 —_————
i S Ml
équation qui, écrite sous la forme
pra—3 da " a T aM - \lp—_’;
dt Moa T
nous amene a poser
aM=C.
C est alors donné par 1'équation
S KA
dt
On trouve
1 e+ —1 '
c=[K—s(p+g—2) oo |
d'ou

2

a=—|K—a(p+ -i>fw""'—'dz_”p+”)_'
= M <p q 2 A | .

. ) \ 1 o At
Remarquons que ce calcul écarte 'hypothése p + ¢ = . On voil directement

dans ce cas que l'on a

a | D

’

-

M:/n"_ifu.

avec
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