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SUITES DE POINTS EN CORRESPONDANCE TRILINEAIRE

Par E. A. WEISS, 4 Bonn.

4. Le systéme complet d'invariants de trois suites de points du plan. — Le
systéme complet d’invariants de deux suites de points(’)

(1) (am,) (,%); (um,) (,7)

a été donné par M. A. Teicaman~(®). M. Teicamany montre que ce systéme com-
prend, outre les formes (1) elles-mémes, les formes

1 ! 1 !
(2) (v,2) = ~ (xm,m’) (")), (v,x) = ~(zm,m’) (u,p",)
qui, égalées a zéro, donnent les supports des deux suites et la forme

©) (v,v,u)

correspondant au point commun de ces deux droites. Le systéme contient les
formes linéaires

%) (v,m,) (4,7), (v,m,) (,7)

donnant les paramétres des points d’intersection d’une suite de points avec le sup-
port de l'autre et la forme

(8) : (v,m,) (,1,) (m,v,)
qui, égalée a zéro, représente la condition didentité de ces deux paramétres ou la
condition de perspectivité des deux suites de points.

(*) Cette notion et les formules suivantes sont expliquées dans mon Mémoire Sur les
systémes linéaires de suites de points en géoméirie plane projective, L’Enseignement Mathé-
matique, 29, 1930, S. 59-71.

(*) A. TEICHMANN, Beitrdge zur (nvariantentheorie rationaler Punktreihen in der Ebene,
Thése, Bonn, 1929.
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Le systéme comprend enfin les formes

(6) (em, m) (w,7) (1,7),
(7 (um,) () (m,u)

se rapportant a la courbe de deuxiéme classe déterminée par les deux suites.
L’expression (6) donne une représentation paramétrique, (7) I'équation tangentielle
de cette courbe. Le déterminant de la courbe est le carré de I'invariant (5).

L’intérét que la théorie invariantive des suites de points présente au point de vue
de la géomélrie projective pourrait suggérer I'étude d’un systéme de trois et méme
d’un plus grand nombre de suites. Mais un systéme de ce genre devient vite assez
compliqué. '

Or, ce systéme devient -au contraire extrémement simple au moment ot l'on
suppose que les trois variables binaires n’appartiennent plus & un seul champ binaire.

Supposons donc diftérents les champs binaires de trois suites de points.
Soient Z, v, { les variables et w,, ws, n, les symboles appartenant a ces champs.
11 s’agit alors de trouver le systéme complet des formes '

(8) (u])lfl,) (Hai-) - (u’l mm + uz 'nr/:: + us ’nm) (P’ui ’::e - {Laﬁ éi) ) (u”l‘a) (:J'g‘rl) ? (llm,{) (E"‘. :) .

Commencant comme en haut on obtient successivement les formes
. 1 ,
@) @) =2 @M’ ('), @), O@); © 00, @000, (@00), ©.50),

correspondant aux supports des Lrois suites, leurs points d’intersection, et & l'inva-
" riant qui s’annule, si les trois droites passent par un point.
Les trois formes

(10) ‘ (emymy) (s ) (443)5 -« -

appartiennent aux homographies découpées sur deux suites par les droites du
faisceau .
Les six formes binaires

(11) wpmy) (1:5), - - -

déterminent les paramétres des points découpés sur une des suites par les supports
des autres.
Enfin la forme trilinéaire

(12) (mamgmy) (1a3) (em) (£

donne, égalée & zéro, la correspondance trilinéaire que les droiles du plan établis-
sent entre les points des trois suites.

Les formes (8)-(12) représentent un systéme complet d'invariants des trois suiles
de points (8).
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2. Suites de points du plan en correspondance trilinéaire. — Le systéme com-
plet des invariants d'une forme trilinéaire

(13) » &= (2B (Y

est bien connu. C. Le Paice(*) a commencé la recherche de ces invariants et leur a
donné une interprétation géométrique. Le caractére complet du systéme a été
prouvé indépendamment par plusieurs auteurs (*). Ce systéme comprend les trois

formes quadratiques

(14) R.=-(HENEHED, K &,

donnant les sic paramétres noyaux de la correspondance trilinéaire § = o, leur
discriminant commun

I .
(15) . 9 — _8_ (‘8 ,3') (Y 'f') (!5”.6'”) (YIIYMI) (1 Q”) ((l”l",)
et le covariant trilinéaire
n I ! ! 1z U
- (16) 8 =8 (r7) (@) ('3 (8") (+"0)-

Supposons ® == o0, la correspondance trilinéaire sera réguliére, c'est-a-dire &
noyaux différents sur chaque suite de points. On recoit, dans ce cas, les triples de la
correspondance © = o en remplagant dans chaque triple de la correspondance & = o
le ‘point situé sur une (quelconque) des trois suites par le point harmonique par
rapport aux points noyaux de cette suite. Passons les cas de dégénérescence.

Prenant maintenant (12) & 1a place de &, il est clair que les invariants de cette
forme seront susceptibles d’une représentation en fonction d’invariants des trois
suites de points. Le calcul donne

() F = (mumgmy) (1.5) (we) (1, 9),

(18) R, = (1¢.) . (0,4.), Ry, K.,

(19) D= — ),

(20) o= % L(Vage) (v:9.) (v;¢.) — (Vugq;) (Vaqa) (0,q5)],

(*) Voir sur ses travaux L. BErzoLar1, Algebraische Transformationen und Korrespondenzen,
Math. Enzyklopadie, III, C. 11, Leipzig, 1934, p. 1813.

(*) H. LeppER, Uber die invarianten Bildungen von Formen mit digre dienien Schichten von
Variablen, theése, Giessen, 1908, § 14. — E. Scawartz, Uber bindre trilineare Formen, Math.
Zeitschr. 12, 1922, p. 18-35. — W. SappLER, Triple Binary Forms; the complete system for a
single (1, 1, 1) - form with its geometrical interpretation. Proc. Cambridge Phil. Soc. 22,
1923-1925, p. 688-693.
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9o, qs, q, 6tant des abréviations pour
{a1) Qo = M, (1.5), qs :Am?(f’-ﬁ"l)v gy = m., (1,5) .

Le tableau contient des résultats classiques de la théorie des correspondances
trilinéaires : les droites du plan coupent trois suiles de points (8) en oo triples d'une
correspondance trilinéaire @ =o. Cetle correspondance est irréguliére (& points
noyaux confondus) ou réguliére (d points noyaux différents) suivant que les supports
des trois suiles passent par un point (D = o) ou non (D 3= 0). Les points noyaux
{®. = o, etc.) sont sur chaque suite les points découpés par les supports des autres.
Les iriples &, v, { de la correspondance © = o représentent enfin des triangles en
méme temps inscrils et perspectives du triangle fondamental des droiles supports.

Il sera nécessaire, pour la suite, de trouver pour les formes £,, D et 8 des
expressions un peu difféventes. Posons

(22) Vo = gof's, V3 = 4, v, =g.9%,

g«» §'« étant deux points quelconques de la droite v,, etc. Cette substitution donne
pour R,

y ! ' '
(23) R =7(0:940) - (9:9192), e, ;.

L’invariant — 49 devient le carré du déterminant
(nl:)! F(vat0y) = (929'e> 93985 9:9%) = (9.9:9'3) (9'+9:9'x) — (9:9:9") (9'-939"s)
et © se change en

" (25) Q= i ((9.9'«9:) (989':9:) (9:9'+9+) — (999%) (ysy’sq;) (9:9+9)] -

3. Suites de points de ’espace en correspondance trilinéaire. — Nous nous pro-
posons d’étudier de la méme facon le systéme de trois suites de points de 'espace
ordinaire. Soient donc

(26) (um,)(w,8) = (u,m,, + ... +u,m, ) (3 — 1,80, (Umy) (wym), (um)(u.f)

trois suites de points de 1'espace. Les plans passant par un point p coupent les trois
suites en oo® triples de points d’une correspondance trilinéaire

(27) F = (pmamymy) (1:5) (pem) (1) == 0.

Chaque point p de Vespace donnant lieu & une telle correspondance, I'équa-
tion (27) représente co® correspondances trilinéaires.



SUITES DE POINTS EN CORRESPONDANCE TRILINEAIRE. Iﬂg

Les trois droites v,, vy, v,, supports des suites de points considérées, détermi-
nent une demi-quadrique D. Chaque génératrice de D ayant un point commun
-avec V4, Vg, v, détermine un triple de points &, 4, {. Chacun de ces triples appar-
4ient & chaque correspondance trilinéaire § = o (27). Le plan joignant la généra-
trice au point p découpe en effet le triple correspondant 4 la génératrice. Il s’ensuit
-que les correspondances trilinéaires du systéme oo (27) sont, parmi le systéme oo’ -de
toutes les correspondances lrilinéaires caractérisées par le fait (équivalent & quatre
-conditions linéaires) de contenir les oo' triples découpés par les génératrices de la
-demi-quadrigue D .

Soit p un point fixe. Le contenu géométrique de I’équation (27) peut &tre énoncé
-d’'une autre maniére : en regardant de p comme point central les trois suites de
points, les trois points %, #, { d’un triple de la correspondance § = o semblent
-étre trois points d’une droite. En autres termes : en projetant de p les suites de
points sur un plan arbitraire, la correspondance trilinéaire § = o donne, dans ce
plan, une correspondance trilinéaire du genre considéré au numéro précédent.

Cette remarque rend inutile chaque calcul pour trouver les invariants de la
forme . Ces invariants se déduisent au contraire immédiatement au moyen du
principe de transfert de A. Crescu des invariants (17)-(20) de la forme trili-
néaire (17).

Les paramétres noyaux de la correspondance sont donc les zéros des formes
-quadratiques

«(28) K. = (Pg:9'sq+) - (P91 9';q.), Rs, K.

Ce sont les paramélres des poinls que les transversales vassant par p et coupant
-deusx; des trois suiles délerminent sur ces deur suites.

_Le discriminant commun des formes R., 8, 8, devient, d’aprés (24), le carré
-de l'invariant

(29) (P9=959"s) (P9'=9:9") — (P9-9:9") (PG <9:9's),
-quadratique en p et qui, égalé & zéro, représente la quadrique Q soutien de la
-demi-quadrique D.. Donc Q est le lieu des points b pour lesquels @ = o devient

-une correspondance & noyaux confondus.
Le principe de transfert déduit enfin de (25) le covariant trilinéaire

] ’ ’ r r r !A
(30) Q= 5 (P9.9'<9) (Pg:9's4:) (Pg:9'.9.) — (Pg=g'q.) (PFs9's4) (PG g'1qs)],

-trois points &, «, { formant un triple de la correspondance & = o, s'ils sont proje-
Aés de p dans un triangle perspectif au triangle, projection des droites supports.
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" 4. La surface de Weddle dégénérée © — o. — Considérons I'équation & = o-
et supposons fixes les points Z, v, { non alignés et variable le point p. £ =0 repré-
sentera une surface cubique §°, la surface lieu des points qui projettent en deux
triangles perspeclifs les points %, 4, I et les droites v,, vy, v,. Or, les droites
Vo, Vs, v, passant respectivement par 2, v, {, les projections des droites v,, v, v,
sont les tangentes menées de ces points & une conique bien déterminée. Imaginons--
nous maintenant les droites v,, vs, v, comme droites joignant les points £, 1, { &
trois points infiniment voisins. Le lieu S* pourra étre considéré comme lieu de tous
les points p projetant, en six points d’une conique, les points 2, x, { et leurs
points voisins. La surface $° est donc une partie d'une surface de WeppLE dégéné-
rée, ensemble du plan e = £+ et de la surface S°(").

Etudions de plus prés cette surface cubique. Il est bien connu, que la surface de
WebpbLE contient vingt-cing droites dont quinze sont les droites joignant deux & deux
les points doubles de la surface et dix sont les droites singuliéres des paires de plans.
passant par les six points. Des quinze droites de la premiére espéce, six nous restent
sur la surface §° : les droites v., vs, v, elless mémes et les cotés du triangle £, 4, ¢.
Des dix droites de la deuxiéme espéce, trois nous restent. Ce sont les droi-
tes v, v's, v',; V', étant définie comme droite d’intersection des plans Zvg et
Ev,, etc. Les quatre droites passant respectivement par %, v, { n’étant pas copla-
naires, les points %, v, £ sont des points doubles de la surface.

La surface contient, outre les neuf droites déja nommeées, trois autres droi--
tes v, vi, v} dont v, par exemple est située dans le plan v,v',. Nous allons mon-
trer que ces droites sont dans un plan et passent en méme temps par un point, qui,
en raison de cette propriété, est un point d’EckArpT.

En effet, les droites v., vg, v,; V', V'3, V', sont trois génératrices de chaque-
espéce d’'une quadrique Q. Cette quadrique coupe le plan e dans une conique G
passant par £, 4, {. Soit p, le point d’intersection de la tangente de C au point §
et de la droite v(. Les points p;, p, étant définis de la méme maniére, les-
points p., ps:, p, sont sur une droite, soit ¢.

Soit 2 un point arbitraire de la surface $°. Les plans joignant = & v., v, v, cou-
pent le plan e en trois droites. Si x se déplace sur la surface, les trois. droites for-
mant des triangles perspectifs au triangle fixe %, 7. { décrivent trois faisceaux liés
par une correspondance trilinéaire ¥ .

Considérons la tangente de la conique C au point . Les droites des fais--
ceaux 7 et { formant avec elle des triples de la correspondance trilinéaire T décri-
vent deux faisceaux homologiques. Chaque paire des deux faisceaux donne lieu

(') Cette dégénération de la surface de WEDDLE a déja été considérée par F. MorLEY,
1. R. ConnEr, Plane sections of a Weddle surface. Am. Journ. of. Math, 34, 1909, p. 263-270,.
voir p. 270.
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A un point de la surface, situé dans le plan v,v',, C'est-a-dire & un point de la
droite v',. Or,latangenteen & etles droites (coincidentes) joignant v et I & p, for-
ment un triangle (dégénéré) perspectif au triangle 2, v, {. Le point p, (point
-d’intersection des plans p.v., p.ve, p.ty) est donc un point de v;. De méme v; et
v! passent respectivement par p, el p,.

Maintenant les tangentes menées en Z, 4, { & la conique C forment un triangle
de la correspondance trilinéaire ¥, le centre de perspectivité étant le point hessien
des points £, v, { (pble par rapport a la conique C de la droite g). Le point de la
surface S° correspondant au triple des tangentes esl le point d’intersection des
plans v.v',, vyv's, 0,0, c'est-a-dire le péle p du plan e par rapport & la quadri-
‘que Q. La définition de ce point étant symétrique en Z, 7, { le point p est com-
mun aux droites v, v3, v}. Ainsices droites sont les droites joignant p & p,, ps, p,.
Elles sont donc dans un plan. C. q. f. d. En résumé : - '

L'équation & = o, pour %, v, { fixes et p variable, représenle une surface S* de
droisiéme ordre a lrois points doubles =, +, { et a douze droiles. Trois droiles joignen!
deux a deux les points doubles de la surface. Les droites v,, v,, v,; V', v's, V', dont
deux passent respectivement par chaque point double sont deux triples de généralri-
ces de chaque espéce d’une quadrique Q. Les droiles vy, vi, v! sont dans un plan el
_passenl par le point p, péle par rapport & Q du plan e =z, v, ;. Ce point est donc
un point d’'Eckardt de la surface.

5. Suites de points de I'espace R, en correspondance trilinéaire. — Passons &
Vétude du systéme de trois suites de points de I'espace R,

' (3') (umu) ((“'«E) - (ul ’nm + R + uﬁmas) (P’u{ E-I - :"'m!E-'|) ’ (umg) (P‘f}lrl) ) (um-_:) (:"’\.C) .

Les espaces R, passant par une droite pp' découpent de ces suites les oo® triples
de la correspondance trilinéaire ‘

(32) & = (pp'mamsm,) (1.3) (r37) (% 8) = 0.

b1

Chaque triple donne lieu & un plan joignant ses points. Ce plan étant dans un
espace R, avec pp' rencontre pp'. Réciproquement, un plan coupant pp' est
-avec pp’ dans un espace R,. Il est donc permis de dire que la correspondance trili-
néaire (32) est découpée par les-plans rencontrant en méme temps les trois suites de
:points et la droite pp'.

La correspondance trilinéaire (32) ne caractérise pas univoquement la droite pp'.
D’aprés un théoréme connu de C. Secre (') chaque plan de I'espace R, coupant qua-

(*) C. SEGRE, Alcune considerazioni elementari sull’ incidenza di rette e piani nello spazio o
-quattro dimensioni. Rend. Circ. Palermo, 2, 1888, p. 45-52.
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tre droites fixes, coupe une cinquiéme, formant avec les quatre premiéres un quin--
tuple de droites associées. La droite gg' associée & pp' par rapport aux droites sup--
ports v., v, v. des trois suites de points détermine donc la méme correspondance-
trilinéaire que pp'.

‘Deux droites différentes déterminant en général deux correspondances différen-
tes, 'équation (32) comprend oo® correspondances trilinéaires. Parmi 1’ensem-
ble o’ de toutes les correspondances trilinéaires elles sont caractérisées par le fait.
de contenir le triple découpé par la transversale commune des supports v, v., v,.

Les points noyaux de la correspondance (32) sont les points

(33) K. = (pp'9:9's9.) (PP'9.9".9.) = o, #.=o0, ®, =o,

ou les transversales communes de pp’ et de deux des suites de points coupent ces-
suites. Nommons 8', v*; ', o*; ', §° les trois paires de points corre'spondant A ces
transversales. La droite gq' déterminant la méme correspondance trilinéaire que pp"
doit nécessairement conduire aux mémes points noyaux. Elle est donc la transver-
sale commune des droites £, y'; v*, «'; «*, 8'. Cette remarque suggére une cons--
truction trés simple de la cinquiéme droite associée ¢q'. .

Les cinq droites associées et leurs dix tranversales 3 & 3 formenl avec leurs
quinze points d’intersection une configuration (15, 15,) que I'on peut projeter dans.
un plan (*). La configuration plane résultante (fig. 1) peut étre construite au moyen
d’une seule construction quadratique.

Une droite pp' déterminant une correspondance trilinéaire & noyaux confondus
doit se trouver dans un plan coupant en méme temps v,, v, v;. Les droites jouis--
sant de cette propriété engendrent un complexe quadratique dont I'équation résulte:
de (29) au moyen du principe de transfert de CLEBscH

(34) (pp'9.9:9') (PP'9'29+9') — (PP'9.9:9"y) (PP'9'-9:9's) = 0.

Le méme complexe est, d’aprés une remarque faite par M. R. Werrzexsick (%), le-
lieu de toutes les droites pp" identiques par rapport aux dvoites fixes v,, vy, v. &
leur cinquiéme associée qq'.

Enfin le complexe cubique

(3% = [(pp'g.g'q:) (PP'9:9':4;) (PP 9:9',qx)

I
2

— (PP'99'«9.) (PP'929'+4.) (PP' 9.9'"-92)] = 0

(*) Voir sur cette configuration H. F. BakER, Principles of Geomelry, vol. 1V, Cambridge-
1925, chap. V et E. BErTINI, A. DuscHEK, Einfiihrung in die projeklive Geometrie mehrdimen-
sionaler Rdume, Vienne, 1924, p. 193-197.

(*) R. WEITZENBOCK, Zur projektiven Geomelrie des R,. Sitzber. Wiener Ak. d. Wiss..
121, ITA, 1912, p. 2553-2633.
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est le lien de toutes les droites pp' qui projettent les droites .v,, v;, v, et les
points ¢., ¢g, g, en deux triangles perspectifs.
Résumons les résultats : trois suiles de poinis de R, étant données, chaque

&°

FiG. 1.

droile pp' délermine une correspondance trilinéaire entre ces suites. La droile qq' for-
mant avec pp’ el les supports des trois suites un quintuple de droites assocides, établit
la méme correspondance que pp'. Toules les correspondances délerminées de cette
maniére ont un triple commaun, le triple découpé par la transversale commune des trois
supports. En général la correspondance est & noyaux différents. Elle devient & noyaux

Fac. des Sc., 4°* série, t. II. 20
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confondus, si pp' appartient au complexe quadratique (34) des droites situées dans un
plan qui rencontre en méme temps les supports des trois suites.

6. Suites de points de I'espace R, en correspondance trilinéaire. — Les consi-
dérations précédentes peuvent'étr'e poursuivies dans 'espace R, . Cet espace présente
le cas le plus général puisque trois droites sont toujours situées au moins dans
un R,. En R

fixe E' et les supports des suites de points données déterminent entre ces suites une

5

tous les plans E = pp'p" qui coupent, en méme temps, un plan
correspondance trilinéaire
(36) ¥ = (pp'P" mumym,) (p3) (%) (4:9) = 0.

Cette correspondance est la plus générale. oo® des oo” plans del'espace R, déter-
minent la méme correspondance que E'. Ces plans engendrent la méme variété M;
que les oo plans E joignant les trois points d’un triple. Or, cette variété a été
étudiée a fond par U. Perazzo (‘). Je n’ajouterai que la remarque que cette variélé
est la projeclion d’une variété de Secre, M de R, prise d'un plan qui coupe M; en
trois points et trois points seulement(*).

(*) U. Perazzo, Sopra una forma cubica con g retie doppie dello spazio a cinque dimensioni,
e i corrispondenti complessi cubici di rette nello spazio ordinario, Atti Acc. di Torino 36, 1901,
p- 891-916.

(*) G. Scorza, Le varietd a curve sezioni ellittiche. Annali di Mat. (3) 15, 1908, p. 267.
E. A. Wuiss, Die Mannigfaltigkeit von Perazzo als Projektion der Segreschen Mannigfal-
ligkeit M¢ . Mathemaltica, 14, 1938, p. 39-46.




