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TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES PLANES

CONSERVANT LA DROITE DE I’INFINI ET UN POINT A DISTANCE FINIE

Par M. Bertraxp GAMBIER.

+

4. Introduction. — Le probléme de Mathématigues Elémentaires d’Agrégalion
masculine (1937) se rapporle a la géométrie du triangle; il a été inspiré par-une
question traitée dans la Géomélrie de Rouché et Comberousse (tome 1I, 7° édition,
Gaulhier-Villars, 1goo, p. 616-621); il s'agit d’un triangle ABC; sur la médiatrice
de BC on prend un point A. tel que (BA., BC) = 3, l'angle constant ¢ étant un
angle de droites indéfinies; on construit de méme, par pgrmulations circulaires, mais
avec le méme 3, les points B, C,. On doil montrer que le triangle A,B,C. a méme
centre de gravité G que ABC, que les droites AA., BB,, GC, concourent en un
poinl M. dont on demande de trouver le lieu si = varie (hyperbole équilatére

passant par A, B, C, G et l'orthocentre H de ABC); on doit montrer que
AA. ,BB. ,CC: /A. ,B. ,C. correspondant a E——? au lieu de ;;),
2

I

2 2 2 a 2 2

sont perpendiculaires & B,C,, C}A,. A, B,; ondemande de construire ABC connais-
sant le triangle A.B,.C. et I'angle ¢...; je me borne aux questions utiles pour ce
qui suit : ce sont celles qui, m’ayant ramené a ce principe bien connu que le vin de
Champagne et la géométrie du triangle sont d’excellentes choses, du moins & dose
modérée, m’ont suggéré d’extraire la question du domaine de la géométrie du trian-
gle pour la replacer dans le cadre véritable, & savoir le groupe des transformations
homographiques du plan conservant la droite de 'infini et un point G A distance
finie; ce cadre précis n’est peut-&tre pas évident & priori, mais dés que l'on essaie de
trouver une solution satisfaisante de la construction de ABC & partir de A.B.C, et
©, on se trouve obligé de revenir au groupe des transformations en jeu, si I'on ne
veut pas se borner & une recette, ingénieuse peut-éire, mais sans horizon; et en der-
niére analyse, nous arrivons au groupe des affinités relatives a deux droites rectangu-
laires fixes. J'ai publié d’autre part la solution du probléme (Enseignement Scientifi-
que, Eyrolles, t. 11, p. 272), mais le lecteur n’a pas besoin de s’y reporter pour la
compréhension de ce qui suit. M. lliovici m’a suggéré une représentation symboli-
—

T )
: . . . . T

que iV pour représenler ce que devient un vecteur V aprés rotation de — (et trans-
) 2

lation arbitraire); ce symbole vectoriel se manipule dans certains calculs comme
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une constante numél ique, IS élanl iemplace’ par (— 1); mais ce symbole donne
(LV)A(:W) = VAW et (lV) (EVV) = V V\ [dans ma solution j'ai employé une nota-

tion ("/ A V), ou z est un vecteur umte convenablement orienté, perpendiculaire au
—>

plan du dessin, pour représenter — iV; cette notation m’avait été suggérée par
M. Finikoff, de Moscou; moins maniable que la précédente pour les sommes géomé-
triques, elle est préférable pour les produits vectoriels ou scalaires]. L'emploi du

symbole lV présente quelques autres difficultés que je signalerai.

2. Etude d'une représentation symbolique. — Soient P,, P,, ... P, des points en
nombre arbitraire et i, 1,... , des constantes numériques; O étant un point arbi-

— — . —
traire on peut convenir d’écrire P,, au lieu de OP, pour représenter le point P,;

Uexpression, otz l'on suppose i, + h,+ ... + A, =0,

— — —>
. T WP ARP A 0P
) Y

représente alors le centre des forces paralléles, d’intensité % , ... h, appliquées en

n

—>
P,,... P,; si I'on a choisi deux axes 0%, O« et si I'on remplace chaque P, par la

coordonnée &, de P, on déduit de (x) la coordonnée £ de P; on peut encore du‘e
que les forces i, OP X, OP .o A, OP ont pour resultante ()\ + A+ . + h )OP
Si, au contraire, \, + ), + ... + 1, =o, 'expression ), Pl + )\ + 42, P repre—
sente un vecleur défini d une translation prés : en effet, O choisi, A, OPi + 3, OP, +.

—
+,0P, est un vecteur dont I'origine est O, mais qui reste équipollent & lui-méme
quand O est remplacé par un point O’ différent; en effet

— — — — — —
OP, = 00'+0'P,, £),0P, = 00'S),+ 1,0'P,.

Une expression P + V ot P est le symbole vectoriel définissant le point P, et

- .
V un vecteur, définit le point P', extrémité du vecteur, d’origine P, équipollent 4
—> —> , , —->" > , .

V; réciproquement, le vecteur PP’ sera représenté par P' — P. Ces résultats, bien

connus, devaient étre rappelés pour la clarté de ce qui suit. Nous avons défini plus

—
haut iV; on peut alors, pour le probléme d’agrégation, écrire

/ —

125i9+ztg B;'C,

-

() —B;:c+A+“g?c—A’
- > —>2—>

_A+B . A—B

£y

+itgg
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e e

(Cela entraine immédiatement A + B, +C,=A + B + C; autrement dit les

deux triangles ABC, A,B,C. ont méme centre de gravité).
—

- — ’
On remarquera que, dans toute égalité £i, P, 4 Zu,V, = o0, ou les P, sont des
——
points, les V, des vecteurs, on doit nécessairement avoir i, ==o et si les X,
dépendent de i, la partie réelle et la partie imaginaire de T}, sont nulles sépa-
rément. .

> —
Comme conséquence logique des définitions, l’expression i(iV) ou i’V repré-

sente ce que dev1ent \4 apres deux rotations successives de + — (et translation arbi-
traire), donc z’V = — V en opérant comme si i élait une constante numérique el
remplagant i par (— 1). Une relalion linéaire (X, w; constantes réelles ou imagi-
naires)

3 0P+ 2w V. =0,

peul élre maltipliée par a + ib ot a et b sont des conslanles numériques, en rempla-
gant " par (— 1), mais, a part cela, opérant comme si { élail une constante numé-
rique. Mettons, en effet. en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de cha-
que constance ), ou u,, la relation s'écrit

— — . ”—> "—>
3" NP+ BV, + (8NP, + V) =o0.

Il faut bien se garder de croire que la partze réelle et la pa) lie imaginaire soni nul-
les; ), Z)] sont nulles séparément; ZX'kP + Ey.J ; représente un vecleur,
2)\',:_1;,( + Ep.;-';/: aussi et ce dernier est déduit du précédent par une rotation de
+ g; finalement le premier membre de (3') représente un vecteur nul : en multi-

pliant par @, on a donc encore un vecteur nul ; en multipliant par bi, aussi et en
faisant la somme géométrique de ces deux résultats nuls, on a encore un vec-
teur nul.

Une grosse faule, par exemple, serail d'exprimer que A, B., C, sonl en ligne
droite, en écrivant que le déterminant de la substitution (2) qui fait passer de A, B, C,

a4 A,, B, C; est nul : on trouverait tg’»{a—-— (A, + mB, +nC, = o ot m_ﬁ]l
n _J *l, ot j est une racine cubique imaginaire de 1'unité; la relation, P +JQ

+J R == o0, exprime non pas que P, Q, R sont alignés, mais forment un iriangle
é quilatéral, comme cela résulte de I'interprétation de la relation

- _y

—

p_Q_R_ ¢3 —R)=o.
2 2

—»

Dans le méme ordre d’'idées 2e™”V, ou ¢ el o sont des constantes réelles, est un
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vecteur de compoaanles leelles et perpendlculaues entre elles, (¢ cos w)V

(¢sin w) lV On obtlent ce nouveau vecteur en mnltlphant scalairement V par o,
puis faisant tonrner de « le vecteur ainsi obtenu. De la sorte, quand nous voudrons
représenter nne direction par un vecteur, il sera nécessaire de n’employer que des
représentations ne contenant pas le symbole i. De méme, quand nous voudrons
exprimer que trois points sont alignés.

On voit ainsi que le symbole vectoriel i ne coincide pas avec le symbole de méme
nom employé en analyse pure comme unité imaginaire : nous avons montré les ana-
logies, les différences de ces deux symboles représentés par i. Nous avons montré
les dangers de la représentation veclorielle employée ici; pourtant, nous avons su
profiter des défauts de ce symbole, pour obtenir par voie presque intuitive, que si

Pangle + est égal a + % le triangle A.B.C, est équilaléral; nous retrouverons celte

propriété plus loin, par d’antres considérations.

3. Etude de la transformation . — Jappelle transformation o la transformation
définie plus haut qui fait passer du triangle ABC au triangle A, B? C, ou (ABC),. Du
triangle (ABC). je-peux, de méme, avec une valeur angulaire %, déduire un nouveau
triangle (ABC)., ou A., B., Cgy, et ainsi de suite.. Nous prouverons que ces opérations
sont permulables, qu’elles ne forment pas un groupe [car en général (ABC),, ne peut
se déduire de ABC par une seule opération d’angle convenablemont choisi], mais
que, néanmoins, si l'on introduit la transformation homographique plane ou A, B, C, G
sont respectivement remplacés par A., B, C., G on peul définir un groupe de trans-

1

JSormations homographiques ¢ 2 paraméires formanl un sous-groupe de transforma-
tions homographiques & % paramétres conservant G et la droite de l'infini : méme avec
cette définition étendue, les opérations ¢ ne forment pas un groupe, bien qu’étant
des transformations particuliéres (3 un paramétre) de ce groupe; mais Popération
(& deux paramétres) 4y est I'’élément définissant le groupe.

Ecrivons de nouveau les formules (2)

B+C B—C

—> —C - —>

(2') A, = + +itgo b e T= . , Co=.....
On en déduit

—> —> — > > — > - —> — > -

vB?-}-,E,_B%—C ‘ ,,\_*_”U_ C—B B@——C.._.__‘C—B Ii'((ﬁ(B—}—C
9 - A Ty &7 h ’ 2 - h The T 4
— > — —> ?; —C» —\» —(T —>

- . S e — G, " i

_';.:,_—_E’i_—(‘-‘-%—ilg'pB' — + (1—1gotgld)+—( +lgatgd) +i

2 ) 4 .2

—

A

2

)

B
(g o+ tg'd).



TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES PLANES. 159

La symétrie en o, b prouve que les opérations o) el Lo sonl équivalentes. Il en
résulte que, dans une opération ¢, v, ... s, on peut intervertir a volonté l'ordre des opé-

rations composantes : en eftet
ORI [(‘[’1 FERE ?]l;‘!)?p—‘ ":’p] [?p 1 ":’u] .

L’opéralion ¢ _ = appliquée au triangle (ABC). ., . eul étre remplacée
p Tp—1 Tp pp q F4T2 - Tp—2 p
par 3,9, , appliquée au méme triangle; d’aprés le raisonnement classique, la pos-
sibilité d’échanger deux opérations composantes contigués permet de changer i
volonté l'ordre des opérations.

L’aspect de la formule (5) conduit & étudier les hypothéses particuliéres

a) P lgzilgl=o ou b= D 4w
278 7 3 7
h) lgo4lgd =0 ou V= —u;
) 1—lgolgl=o0 ou b= .
L’hypothése (a) montre que 'on a
. T 7T
(6) o Zae)={Z—ay),
' 2 J \2 )

autrement dit : la composition de deux opérations . — + « donne le méme résultat

[ |

. . T . . a . TR T
que lopération unique — — 2 ¢; il revient au méme de dire que l'opération ¢ équivaut
2

\ , . . kd 7 ko PN
a deux opérations successives | — - — ~ ), (- — L},
4 2 h 2

L’hypothése (b) donne en plagant l'origine en G

i8¢

(7) GA, —o) = GA

oy

Les deux opérations successives 3, — ¢ équivalent donc ¢ une homothétie de pole G

1 —31g'e

el rapport ; cela résoud la question proposée : construire le triangle in-

connu ABG connaissant A, B, C, el l'angle ¢ : on transforme A.B,C;par I'angle(— %)

et le nouveau triangle A¢, —,) B, —.) C(;,— ;) estconverti en ABC par homothétie de
4 A . . .

rapport I—_—W de pole G (il est clair que 'on pourrail commeuncer par effectuer

cette homothétie sur A, B, C., puis transformer par (— g) le triangle obtenu.
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L’hypothése (c¢) donne

E —
— —> —
(8) U I hl LI
wo— 2 sina2g
) —> —> —>

Imaginons donc le triangle A'B'C' tel que GA'= — aGA, GB' == — 2GB,
> —>
GC' == — 2GC, autrement dit tel que A, B, C soient les milieux des cotés B'C', C'A/,

A'B'; on peut écrire

B+C  B—C
. ( ' o
(8’) : A w - + + i ¢ !

et 2 2 h sin 2¢

et par suite, déterminant un angle 3' par tg <’ = nous voyons que l'opé-

2 8in 29

t

ration 3, :;— — 4 appliquée & ABC est lopération ' appliquée @ A'B'C’ (on peut, s

Yon préfére, considérer le triangle x8y formé par les milieux de BC, CA, AB et dire
que Uopération = appliquée & ABC équivaut & deux opérations ¥, - ¥ appliquées
2

successivement au triangle 23y, Vangle { étant calculé par la relation
2 lg o sin 2¢ = 1). Cela montre la parfaite adaptation de notre représentation sym-
bolique & la transformation en jeu : les dernidres propositions démontrées exige-
raient beaucoup de peine par une autre méthode.

Nous pouvons d’ailleurs remplacer les formules (2) par d’antres d’olt le symbole

i a disparu : en effet, en posant
A B A — AN
A = (AB,AQC), B = (BC, BA), C=(CA,

AN A A
de facon que A, B, C soient les angles (au sens de la géométrie élémentaire, quand
les angles ne sont pris qu’en valeur absolue) du triangle ABC quand le iriangle ABC

est de sens positif (circulation de A vers B puis vers C), et ces angles changés de
— —

B—-C
signe, si le sens de ABC est négatif; le vecteur unité porté de C vers B est pat

ol a estlalongueur (positive) ducoté BC; et la hauteur abaissée de A surle coté BC

28 - . :
esl mesurée algébriquement par — en prenant comme sens positif la direction du
a
—
.., H{B-C) it . . s
vecteur unité . S est Iaire algébrique du triangle; cette hauteur est d’ail-
a

leurs la résullante des vecteurs

> > gin G cos B - = gin Bcos G

, ! —_— ‘k
(C—4A) sinA (B ) sin A
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On a donc

2Si > > —> —> ginCcosB > —> sinBcosC

—C)=(C— B—A -
©) a (B—CO=(C—4) sin A +( ) sin A
:—I;schos(,. —>31nCcosB_A.

sin A sin A

On peut donc écrire

—
A, =

-
B+ C a*tr —>sinBcosC —>sinCcosB T)
2 +Z§ "?< sin A sin A ~)

Si on tient compte de @ =2R|sin A |, abc=4R|S| el S = 2R*sin Asin B sin C
(cette derniére formule est vraie en grandeur et signe) on a '

> tgz;»(cotB—}—cotC)X 14+cotCtge > 1+cotBigy

A, = + B+ c,
: 9 2 -2
(o) —B>: 1+cot2C tg o :_tg?(cot(i+cotA)—E+ 1—|—cot2A tg 9 '(‘:”
o 14 cot Bitgo Ty t+cot2A gy F_ tg?(co“:+°°t3)—c’.
- 2

(Jouvre ici une parenthése pour démontrer quelques propositions intéressantes

" demandées ou non demandées dans le probléme d’agrégation).
) . I 1 ° 14 \ - o - Al
Les vecteurs précis (c’est-a-dire non transposés parallélement) A«, BB, Cy, ou

%, B, v sont les milieux de BC, CA, AB forment un systéme équivalent a zéro; les
B e e
vecteurs xA., $B., yC., ont une somme géométrique nulle, d’apres les formules (2);
— > > — —
les vecteurs Az, BB/, Cy', équipollents a 2A,, 8B., yC,, forment un systéme pré-

cis équivalent & zéro, car ils sont concourants et ont une somme nulle ; la résultante
— — — . .o — —
de Ax et Ax' est AA.; donc les trois vecteurs précis AA., BB,, CC., forment un:

systéme équivalent a zéro, donc sont concourants en un point M,; or la droite
AA. M. perce BC, d’aprés les formules (10), au point '

. S I R
(1+cotCtgy)B+ (1 +cotBtgyg)C 1 +cotBigsy 1+cotCigy
(14cotCtgs)+ (1 +cotBtgy) 1 1

14+ cotBigo +3 +cotCtge
Il en résulte que le point M, esl

I — I —> I —>

_ A B
(11) V. LTootAlge +_-+cotBlg? +'+CO‘C‘€’€'C
A/‘_-—-—

I I ]

l+cotz\tg:9+1+cotBtg; + i +cotCtge

Fac. des Sc., 4¢ série, 1. 1. 21
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Il en résulte que, ¢ variant, le point M, décrit une conique; on voit facilement
TC
que les valeurs — A,—B,—C, —, o de ¢ donnent lespoints A, B.C, H (ortho-
2

centre) et G; celte conique est donc une hyperbole équilatére; les valeurs de ¢ qui
annulent le dénominateur, racines de tg* o 4 2 (cot A +cot B +cot C) tg v +3 =0,
fournissenl non plus un point & distance finie, mais une direction asymptotique,
obtenue en égalant le numérateur a zéro.

La seconde formule (4) peul s’écrire

B+C B—C
— —> — —> > —
icot:?(C?—B?):< _: +icoly }—1 =A. —A
/ s
—> . ——
Cela prouve que le vecteur AA.  s'oblient en multipliant scalairement B.C. par

2

. . * i T . ’ .
cot w, puis faisant tourner le vecteur produit de Uangle —; il en résulte que si,
2 .

~ . \ . . - —> -
pour une valeur de 3, le point M. esta l'infini, les vecteurs AA., BB., CC, sonl

— — — —_—

paralléles, les vecteurs B. G- C. A. ,A. B sont porlés par une
P A e

méme droile; le triangle (ABC).  dégénére donc alors en une droite perpendicu-

laire & la direction asymptotique AA. de I'hyperbole signalée, donc paralléle a
, Bo, Ge

—_— - -0

E 2

l'autre direction asymptotique; or I'équation qui exprimerait que A
sont alignés est obtenue en égalant a zéro le déterminant de la substitution linéaire

r . Al . r "~
définie par (10), ol ¢ serait remplacé par ~—¢; onen conclut dounc, en vertu du
2

résultat trouvé plus haut pour M.,

— tg »(cot B +cot C) 1+cot Ctgo 1+cotBitge
14+cot Ctgy — tg o (cot G+ cot A) 14 cot A tg o = a[1+2(cot A +cot B4col C)tg v +31tg°9].
1+cot Btgy 1+cot Atgo — tg g (cot A 4 cot B)

Le facteur de proportionnalité 2 s’obtient en faisant % = o; le calcul direct con-
duit au méme résultat, mais avec quelques longueurs (on peut réduire la premiére
ligne du déterminant & 2, 2, 3, en lui ajoutant les deux autres lignes).

On a de méme

— —> ]—3» —

— > A C—A —» = B— :

A—==]—3—i—+itg? » B. = > +Ltg‘{' 2 ) A—-_B:: > ("”g@:
‘ 2, 2 ' _

oy

Cela prouve que la figure A — .B.AG, esl un parallélogramme.
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Si I’on cherche le point ot B, C, perce BC, on trouve d’aprés (10) le point

. 1 —> 1 —>
e - A tB - LA tC - B
(1+cot Btgo)B, — (14+col Clg ) G, (COt +eo +sin2?>b <CO teo +sm2;;;>

(cotB—cotC)tg s cotB —cot G

Ceci prouve que B.  C: el B,C, percent BC au méme point : or les triangles

2

sont deux & denx homologiques, les centres d’homologie

ABC, (ABC)., (ABC).

étant O, M, , M, (O est le centie du cercle circonscrit & ABC); donc, comme les
trois axes d’homologie sont confondus, les {rois cenfres d'homologie sont alignés el la
droife M_M. passe constamment par 0. On voit aussitdt que cet axe d’homologie

2

commun découpe sur les cOtés respeclifs BC, CA, AB a parliv des points .

— —>

B cot B—C cot C
cot B— cot C

quand (ABC), se réduit a une droite, cette droite est I'axe d’homologie, donc la

. des divisions semblables : il enveloppe donc une parabole :

parabole que nous venons de trouver a sa directrice issue de G.

4. Groupe des transformations (2, ). — Revenons mainlenant au point de vue
adopté ici, & savoir la théorie des groupes. Ecrivons la formule (5) et celles qui en
dérivent par permutations circulaires sous la forme (avec letires francaises h, k au
lieu de lettres grecques 3, V)

i -
:\y,t.k:?\»h—{——]g—?—(i(l—h)+iBj(‘/.,',
N R
(14) _B:.k::—;B»h%—E%é(l—h)JriCZ:\/w,',
—>‘-> > >
\ _C:,,,;:_EHQA—J;—E(.—/z)+,:"‘—‘;51.:.

Cela revienl & avoir posé
(14') h:é(l—{—lg:{)tg"b), /f:—l(lg?+tg-]¢).

La connaissance des éléments angulaires ¢, U (en caractéres grecs) fournit A, k
(en caractéres francais). Inversement, la connaissance de h, & fournit le couple 3,
‘symétriquement; on remarque d’ailleurs que tgo, tgd ne sont réelles que si
k* — 2h 4 1 est positif, de sorte que, au point de vue réel, l'introduction des
quantités £, & permet de définir des transformalions inaccessibles comme composi-
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tion de deux transformations angulaires (réelles)'. On remarque que h = o conduit

a retrouver cetle propriété déja signalée, 4 savoir que l'unique transformalion
angulaire 3 esl Popération résultant d’une double transformation angulaire

GGy
N\ 4 ) \& 2/

Nous allons maintenant prouver que les transformations a deux paramétres
[h k] forment un groupe pour simplifier momentanément les notations, écrivons

A' pour A,L . et A" pour A hyy s ON A

[ — —> >
[—— — ' vy ’ ’
A= e Gy B k..,
2
B+C A B+C C—B
tC A e Bl e BB
2 2 A
®B—-C B—C C—aA
— — C(Sh—])rtu/
2 4

On en conclut aisément
— ’ —

(15) A"=A

> ==y 4 3hh,—h— h, + kk, _B>+C(—3hh,+h+h1-—/c/c,+l.B__C>3(hk‘+hk’)——k—k;
. 2 "

2 2 ) 2 2

(kY (h,, k) = (H,K);

(16) ) L _ 1+ 3hh —h—h 4k, Stk ) — ki —

2 2

Les transformalions (h, k) forment donc un groupe dont les formules (16) indi-
quent la structure; les deux transformations (h, k), (h,, k) sont permutables. Nous
allons maintenant donner une explication géométrique de la transformation (&, k).
On peut évidemment, aun lieu de (14) écrire

— = —>
— — . - - B —

o
B+C C
(1) K= Kb —l(1— ), K= Ayt

2

k.

. 3h—n
La transformation (h, o) est une homothétie de pole G el rapport -~ comme

on le voit en mettant origine en G

GA,, = GA.

1. Mais nous verrons que toute opération réelle [A, k] est composition, dans un ordre
quelconque, d’'une homothétie de pole G et d'une opération angulaire <.
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Du sommet A, , nous abaissons la perpendiculaire sur le co6té BC (ou le coté
paralléle B

A
a ABC; nous pouvons, si nous voulons, prendre le triangle A'B'C’ dont A, ,.

ho ho

, .k .
C,,) et prenons une longueur A, A, égale a 3 BC : pour h = o,

.

est le point o et en posant k = tg¢, on retrouve la transformation ¢ appliquée

By, .o Cpu, e sout les milieux : ce triangle est homothétique de ABC relativement & G

’ ’ —> > —

- B+ C B—C 1 o>

A, = ; d’autre part = — (B'—C"),
N 9 p 9 2 (l . Sh)( )

— . —
et GA' = (1 — 3h) GA,

donc

B¢ ik B—0C
> +C ik f—
A= a +[——43h a

On voit donc que 'on passe de ABC & A’ B’ (' par une homothétie de rapport

. 3h, — 1
1 — 3h : c’est une transformation (4, o) avec —-‘—2-—— =1 -—-3hou h,=1—2h;

*

on passe ensuite de A'B'C’' & (ABC), ,, c’est une opération p appliquée & A'B'C/,
Ik ' 3

—37 ; finalement

ou une opération (h,. k) avec h, = o, k, ==

T
c toy — O —
avec 18y = 1 1—3h

(Ié) (/l,k):(l——Qh,O)(O, l_]f3h>:<o,7£gz>(l—2h,o).

On peuat donc prendre comme opéralions élémentaires du groupe a denx paramétres
(h, k) les homothéties du péle G, dont le symbole est (h', o), et les opéralions ¢ précé-
demment étudiées dont le symbole est (0, tge); les homothélies forment un groupe & un
paramélre, mais non les opérations .

[L'opération (1 — 2h, 0) est une homothétie de rapport (1 — 34).]

Si donc nous voulons retourner d'un triangle donné (ABC), , au triangle inconnu
ABC. on doit opérer sur (ABC), , la transformation (%, k,) inverse de (&, k), (et cette
opération inverse appartient au groupe, comme l'on sait). On détermine donc A,, k,
par les équations déduites de (16) en écrivant H = 1, K = o el cela donne par un
calcul aisé

_ Bh—0)(h+1)—k — bk

= : .
‘ Gh— 1) — 3k . YT Bh—1y =3k

En vertu de la formule (18) cette opération inverse peut se réduire 4 la composi-
tion des opérations élémentaires

(19) <0’ 3h A_ . >[(3h(3—}; Z(f)_——si)ﬂ; - ’ 0:] ’
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La circonstance remarquable a signaler est que les deux opérations u iniervenant
dans les opérations (h, k) et (h,, k,) inverses U'une de U'autre correspondent & des angles
égaux et de signe conlraire [les opérations (h,.k), (h, k) ayant été ramenées chacune
4 une homothétie et une transformation angulaire].

T . 3 * ’ I

Nous avons quelques cas remarquables & signaler; d’abord pour A =3 la
décomposition en deux opérations élémentaires de la nature choisie est impossi-
ble : les formules (14) deviennent

B-—C
— — _
A1 /::G+L IL', .....

On méne par le point G les perpendiculaires aux cotés de ABC et I'on porle sur
elles (dans des sens convenables) des segments proportionnels aux cotés de ABC ; le
triangle A’ B'C’ qui est intervenu dégénére en le point G; le triangle (ABC)i , est
semblable & ABC. o8

Si mainlenant on suppose 3h—1+k \/z nul, il n’existe pas de lransformation du
groupe permettant de revenir de (ABC),, au triangle ABC; si le triangle (ABC),, est
donné ainsi que h, k (liées par la relation 3h — 1 + k \/g =o0) il n'existe aucun
triangle ABC, sauf si le triangle (ABC),, est équilatéral (et de sens convenable) et
alors il existe oo solutions, le poinl A pouvant élre choisi arbitrairement. Remar-

I
(uons d’abord que, si I'on avait en méme temps h = 3+ onau rait k=o: la trans-
formation serajt sans intérét, chaque point A, ,, B, ,, G, , coinciderait en effet
avec G. Nous écartons ce cas. Nous remplacons ABC par le triangle A'B'C’
— —>
[GA’ = (1 — 3h) GA] puis nous appliquons au triangle A'B'C’ I'opération angulaire
k
1 — 3h
nous devons maintenant appliquer au triangle A’.B',C’. [qui est (ABC),,] Vopéra-.

v définie par lgy = = 75 en supposant 3h — 1 =<k \/g et ¢ = =41,

lion (— %); nous nous rappelons la formule (7) qui est ici

>, 1—31g"%

A, —.) = G\’
(5 —2) 4

1 . , . . A
Donc puisque tg* ¢ = 3 le point A'. % . coincide avec G; il en est de méme

de B, —. et C',—.; d'aprés la définition géométrique, cela prouve que, » élant

égal & ¢ —g, le lriangle A, B'.C’. déduit de A'B'C' est équilatéral, avec la relation
_—— — T
précise (A'.B',,A.C.)=¢ 3
— >
Si donc 3h — 14+<k\/3=o0, le triangle (ABC),, esl équilatéral avec (A, B,

S _ .
A,GC) =c¢ 5 si cette double condition n'est pas remplie, le retour du triangle
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(ABCG),, a ABC est un probléme sans solution; si la double condition est remplie,
k1

3

A’ arbitrairement et par rotation de zsé autour de B’;, A" donne C'; connaissant

on remarque que l'angle (B";A’, B',C') est égal & 2¢; on se donne donc le point

A',C’ et G on en déduil B'; on remonte ensuite de A'B'C’ & ABC par ’homothétie
—

GA'
T —
triangle [(ABC)ar](—.) est réduit & un point; comme dans le cas général, ce triangle

-
GA =

Si les formules (19) cessent de s’appliquer, cela lient & ce que le

est bien tranformé de ABC, mais par une homothétie de rapport nul, de sorte que
I’lhomothétie inverse, pour remonter de [(ABC)u](—:) & ABC n’existe pas.
Nous avons ainsi découvert cette propriété remarquable que I'opération angulaire

ks
=, o —

6
triangles équilatéraux sont de sens de rotation opposé; si le triangle ABC est de sens

, lransforme un triangle arbitraire en un triangle équilatéral (ces deux

(=N |

direct, 6 doine un triangle de sens direct; si ABGC est de sens non direct, c’est

T

<—— 6) qui donne un triangle de sens direct; d’aprés ce qui a été expliqué les droites

AA.z, BB.=, CC.: sont concouranles et, puisqu’elles sont perpendiculaires aux-cotés
3 3 3

du triangle équilatéral (ABC)SS, elles sont inclinées les unes sur les autres & 60° ou
120°, de sorte que les paints de concours ainsi trouvés sont I'un ou 'autre des deux
points w, o' d’oti'on voit les cotés du triangle sous un angle égal a 60° ou 120°.
(Si l'on considére I'équation de degré 3 qui a pour racines les affixes imaginaires de
A, B, C, les deux points w, «' sont les racines du hessien.)

Ce qui a été dit sur la permutabilité des opérations (h, k) prouve que si I'une
d’elles est telle que 3h — 1 4 <k \/§ est nulle, I'opération résultante est du méme
type : en effet, plagant cette opération spéciale en téte, on obtient au premier coup
un triangle équilatéral, que toutes les autres opérations transforment toujours en
triangle équilatéral. Et en effet on constate sans peine, en composant (k, k) et (h,, k)
d’aprés les formules (16), I'identité

3H—l—+—aK\/§: (3h—'+5/f\/§)(3h,——1—{—sk,\/§)'

2

Plus généralement si I'on pose

(20) (hy k) (hy k). (hy, k) = (H, K),

on a

(a0 (3H — 14K V/3) = (38h —1+eky/3)(L..)..... (34, — 1+ 2k, /3)
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et en changeanl ¢ en — ¢, on a deux équalions donnant explicitement H, K au
moyen des éléments composants; cela donne I'idée de poser 3h — 1 = A’ \/3 et 'on
a ainsi, au lien de (21),

(21) H +:K = <$> (W +<k)y(W, +<k)... (N, +<k),

égalité dans laquelle, une fois le second membre calculé, on égalera les termes indé-
pendants de < et les coefficients de . Nous allons voir d’ici peu la raison profonde
qui explique la simplicité de cette formule (21').

5. Groupe des transformations homographiques planes conservant un point a
distance finie et la droite de l'infini. Groupe des affinités relatives a deux axes rec-
tangulaires. — Le triangle ABC étant transformé en (ABC),,, il est naturel de con-
sidérer la transformation homographique du plan, telleque A, B, C, G aient respec-
. tivement pour homologues A,,, B,,, C,, G; le milien de BC se transforme en le
milien de B,,C,,, donc le point & I'infini de BC se transforme en le point a U'infini
de B,,C,,, donc la droite de Uinfini se conserve.

Réciproquement, soit une transformation homographique plane conservant la
droite de L'infini; elle conserve, en général, un point i distance finie, que nous
appellerons G; on voit aussitdt quun triangle ayant G pour centre de gravité se
transforme en un triangle ayant encore G pour centre de gravité (parce qu’'un paral-
lélogramme reste un parallélogramme). Or les transformations qui conservent a la
fois la droite de Uinfini et un point fixe G forment manifestement un groupe & quatre
paramélres; le groupe a deux paramétres (h, k) étudié au paragraphe précédent
forme un sous-groupe du précédent : il s’agit de caractériser, par des propriétés géo-
métriques, ce sous-groupe. '

Le groupe a 4 paramétres est caractérisé par les équations de Lransformation
(22) . X=ax+by, Y="0bx+ad'y,

en prenant deux axes Gx, Gy rectangulaires. Parmi les oo* triangles ayant G pour
centre de gravité, cherchons-en un : A (x,, y,), B(z,, y,), C(— «, — x,, =y, — ¥.),
dont le transformé soil avec ABC dans la relation géométrique (h, k), ou h, k seront
des nombres convenables; il suffit manifestement qu’il existe un triangle A'B'C'

—> . —> —— = ——>
homothétique de ABC relativement & G (GA' = —2iGA), tel que A A’, B,B’, C,C’,
soient perpendiculaires aux cdtés B'C', C'A’, A'B’ et proportionnels 4’ ces cotés
—> —> —_— >
(avec orientations convenables); or GA' — GA, = A, A, et comme GA', GB', GC

r e T \ . v \ ——-’v
d’une part, GA,, GB,, GC, sont des systémes équivalents a zéro, le systéme A, A',

—_ ——
B, B, C,C' se compose, quel que soit i, de Lrois vecleurs concourants; si donc
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K‘—T\’, B‘_IS', sont portés par les hauteurs de A’ B'C’ issues de A’ et B', le Lroisiéme
vecteur sera porté par la hauteur issue de C'; de plus I'équivalence & zéro entrainera
que les vecteurs soient proportionnels 4 B'C’, C'A’, A’ B, il y a donc seulement deux
conditions & écrire; en éliminant %, il resle une unigue condition entre les coordon-
nées x,, y,; X,, Y,; Mmais nous devons bien nous garder de croire que toutes les trans-
JSormations & 4 paramélres (22) conliennent des transformations h, k. '

——
Ecrivons en effet que le vectenr A'A, de composantes [(a + W&, + by, b'x, +

—
(a' + W)y,] est perpendiculaire au vecteur CB ix, — x, y, — v,]; on a, en adjoi-
gnant les deux condilions semblables

. ( (a+}\)x|(xg_x3)+by|(xg—_x:l>+b"r’|(yz_y3)+(a’+}‘)ya(ye_y3):o’
(23) cla+Ng, (e, —x)+. . =0,
( (a+rnx,(x,—ax)+..... =o0.

Par addilion on obtient
(b—0)[(y, e, — x,y,) + (yr, — 2, y) + (v, &, — x;y,)] = 0.

La nullité du second facteur exprime que les points A, B, C sont en ligne droite :
nous écartons ce cas; il faut donc annuler le premier facteur; ce qui spécialise les
transformations homographiques; l'interprétation géométrique de la condition
b= est aisée; les droites, issues de G, qui se correspondent & elles-mémes, sont don-
nées par U'équation )

by* +(a —a)xy — b'x* = o;

elles doivent donc étre rectangulaires. En les choisissant comme axes Gx, Gy, on peut
supposer b = b' = o et les équations (22) deviennent

(24) X =uax, - Y=a'y.

Nous écrivons les équations (23), en explicitanl x, = — (x, + x,), y, =
— (¥, + ), b=">"=o0; elles se réduisent i deux, la premiére el la derniére par
exemple : ‘

( (@+W)z, (2, +x,) + (@' + Wy, (3y, +y) = o,

. 3
(25 | (@43 (@ — ) + (@ +0) (' —y) = o.

En éliminant 2, on a

x, (2, +x,) (s —¥) —y,(2y, +y) (x; —x}) =o.

Fac. des Sc., 4° série, t, Il 22
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<

2

|

~ x, ’ :
En posant = = m, = =y, cette relation
x

1 Ve

(m*— 1) (2p+1)— (=1 (em+r1)=o

[

contient évidemment le facteur m — 1. = 0, que nous éliminons (sinon les points

A, B, C seraient encore alignés avec G); il restedonc amp. 4+ m 4+ p. 4+ 23 =0 ou
(25) 2w:)’z+w|ye+w2ya+2x|y4:O'

Sur les oo* triangles ayant G pour centre de gravité, il en exisle donc oo’ tels que
ABC étant 'un, la transformation (24), ot a, @' ont regu des valeurs déterminées,
donue un triangle A, B, C, susceptible de se déduire de ABC par une transformaltion
(h, k); la velation (25) est indépendante de a, @' [et subsiste pour les sommets trans-
formés des primitifs par 'homographie (24)] : ABC étant donné, ainsi que a, a’
I'une ou l'autre éqﬁation (23') fournit %; si au lieu du triangle A'B'C’ on considére
le triangle A" B"C" tel que (EK" = 2k _GT\, les points A’, B', C' sont les milieux des
codtés B"C", C"A", A"B’ et 'on passe de A" B" C" & A, B, C, par une opération angu-
laire ¢; comme 27— 1 — 3h, onvoit que les nombres h, k correspondant & deux
nombres a, a' donnés dépendent non seulement de a, a’, mais aussi du choix par-
ticulier du triangle ABC parmi les oo® triangles pouvant jouer le méme role que
ABC : en effet, si A est choisi arbitrairement une fois pour toutes, x,, y, sont con-
nus et I'équation (25) fournit comme lieu de B 'hyperbole équilatére d’asymptotes

r=—=el y=— y?‘, passant par le point (x = — ax,, y = o0): si 'on fait
2

varier le point B de cette hyperbole (*), le rapport (a 4 %) : (a' + 1) varie, donc aussi
%; mais le choix particulier du triangle ABC ne change pas la transformation
X —=ax, Y=a'y, dont la représentation avec les axes Gx, Gy est plus simple
qwavec l'un des triangles ABC et les nombres h, k; cette derniére représentation
exige que l'on fasse connaitre 5 constantes, 3 pour choisir A, B, C, 2 pour fixer. et
k, tandis que la premiére ne fait intervenir que deux constantes a, b; il n’y a aucune
contradiction parce que, pour chaque choix de a, b on peut se borner & un triaﬁgle
ABC choisi une fois pour toutes(*) (indépendamment des valeurs a, b).

Nous avons ainsi reconnu que toute transformalion |h, I} est une affinité par rap-
port a denx axes rectangulairés Gz, Gy dorientation convenable G issus du centre de

1. Cetle hyperbole contient les symétriques de A relativement a Gz, Gy, puis les deux
points (— az,, 0) et (o, — 2y), puis les deux sommets, autres que A, du triangle équilaté-
ral de centre G et avant A pour sommet. )

2. 1l faut, pour des raisons faciles & apercevoir et analogues a celles qui,ont été exposées

déja pour ¢ = ¢ 7-(;, éviter de choisir un triangle ABG équilaléral de centre G; le calcul de

% est en effet impossible si @ == b et & est indéterminé si a = b.
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gravité G ; nous allons voir que [h, k] variant de fagon & oblenir toules les lransfor- '
mations du groupe & 2 paraméltres étudié précédemment, ces axes Gx, Gy ne changent

pas et sont les paralléles, issues de G, aux asymploles de U'hyperbole (GABCH) rela-

tive au triangle ABC ; autrement dit, tous les triangles définis par I'équation (25) don-

nent les mémes axes de Sleiner, puisque, dans la géométric du triangle, les deux

axes qui viennent d’étre définis onlt regu ce nom.

Essayons en effet de composer deux affinités

S X =uax, Y==ady,
(26) ) . o
| X' = AX+BY, Y =BX+4A'Y,

dont chacune est relative 4 un conple d’axes rectangnlaires; on trouve

(27) X' = Aax + Ba'y, Y =Bar+A'dy.
.
Pour que la transformation résultante soit aussi une affinité relative & un couple
d’axes rectangulaires, on doil avoir

B(a-—a')%:o.

Le second facteur correspond au cas écarté d’'une homothétie (X, Y; x, y); il resle
donc B=o, et ceci prouve que toules les affinités doivent étre relatives aux mémes
directions reclangulaires Gx, Gy; nous avons retrouvé notre groupe i deux para-
métres.

Nous devons retrouver ces résultats directement. D’abord, quand la transforma-
tion, au lieu d’étre définie par deux équations X —ax, Y =a'y est définie au moyen
du triangle ABG et du triangle (ABC),,, comment obtient-on le point P, qui cor-
respond & un point P donnéd On peut représenter le point P par une expression a
coefficienls réels

(28) = I{A4+mB+nC (+m+n=1)

el alors on a, avec les mémes coefficienls

—

- — —
(29) P,=1A,,+mB, +nC,,

comine cela est évident en remarquant que BC est coupée par PA en un poiut p tel

— —
= mB+4 nC , .= > . ‘ -
que p == e et que 'ona mpB + npC = o (il suffit de prendre p comme
origine pour retrouver cette relation); comme les rapporls des segments se conser-
R

vent pour des segments portés par une méme droite, on doit avoir aussi mp,, B,, +
—

np,.C,, = o et ceci suflit a établir la proposition.
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§'il s’agit d’une direction définie par

—_

—f —
(30) V=IA+mB+nC (I+m+4n = o),

on peut écrire
- —> -
V=mB—A)+nC—A)

— .
et dire que le vecteur V (& un Lransport paralléle prés) est la résultante des vecteurs

-

mAB, nAC; or ces deux vecteurs, dans la transformation homographique, si l'on
— ——

suppose I, m, n réels, sont remplacés par mA,,B,, et nA, C,,, de sorte que la direc-

tion (30) a pour transformeée la direction
- — — —
30 Ve =1A,,+mB,,+nC,,

exactement comme quand il s’agit de points a distance finie.
- . . g g > . 1 . A
Drailleurs la droite qui joint A et B 4 V perce BC au point p défini par la méme
formule que plus haut.

Mais il faul bien se garder d’introduire ici des coefficients dépendant de i : cela
—> > — —

tient & ce que le vecteur B — A a pour transformée B,, — A,,, mais que le vecteur-
— - — —

¢(B — A) perpendiculaire & (B — A) n’est pas remplacé par un vecteur perpendicu-
laire 'a ﬁ:k — K:k, Uaffinité ne conservant pas les angles; aux paragraphes précé-
denls, nous ne passions que des sommets du triangle ABC aux sommets du triangle
(ABC),, et I'inconvénient qui vient d'8tre signalé n’existail pas, car nous ne faisions
que des opérations métriques.

Cherchons donc les deux directions qui restent invariables quand on - effec-
tue la transformation homographique (h, k); comme (h, k) équivaut a4 une
homothétie et & une transformation angulaire o, il suffit d'étudier le triangle ABC
el -le triangle (ABC),, en utilisant les formules réelles (10) : il s'agit de trouver
trois nombres I, m., n. de somme nulle, tels que

—> — —>

V '{:‘c’ —» —> —
(32) l?A?+m?B?+n?C?:;‘(lgA—}-m?B%—n;C).
ol g, est un certain facteur de proportionnalité. Cela donne les trois équationé

— L, [tg ¢(cot B +cot C) 4 ¢o] + m.(1 + cot G tg <) _ + n5(1 4+ cot B tg o) =o,
(33) I, (1t +cot G tg 9) — m,[tg o(cot C+cot A) + 0.1+ n, (1 +cot A tg ¢) =o,
l,(1 + cot B tg o) + m,(1+ cot A tg v) — ne[tg 9(cot A+ cot B)+ ] = 0.
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Si on additonne ces trois équations on trouve
(+m.+n;)(2—¢) =o0.

[Si I'on prenait g, = 2, on aurait loisir de prendre I, + m, + n, non nul et en
effet on trouverait I, = m. = n. et cette propriété que le centre de gravité se con-
serve. |

Le somme I, + m. + n. est nulle; nous pouvons, dans chaque équation (33),
ajouter au premier membre le produit ¢. (I. + m, + n.) et cela donne, en n’écri-
vant que la premiére équation ‘

— L, tgg(cotB+cotC)+m.(1+¢.+cotCtgy)+n,(1+¢.+cotBtgy) =o.
Si I'on pose, avec une inconnue auxiliaire o,

gy -

I+P?= tg(-)’

on obtient au lieu de (33) le systéme

— L. tgw(cotB4cotC) +m. (1 +cot Ctgw) +n.(1+cotBtgw) =o,
B3y { Il (1+cotClgw) —m,tgw(cotC+cotA)+n.(1+cotAtgw) =o,
L(1+cotBtgw) +m,(14+cotAtgw) —n.tgw(cotA+cotB)=o.

Si 'on annule le déterminant de ces équations linéaires et homogénes L, m., n.
on trouve justement ce déterminant qui a été obtenu au paragraphe 3 : langle o est
déterminé par U'équation indépendante de <

(35) 1+ 2(cotA+cot B+ cotC)tgw+3tg°w =o.

Il en résulie que les rapports I, : m,: n, sont indépendants de 3 ; nous retrouvons
donc, par voie purement analytique, les deux directions invariantes au cours des
transformations du groupe [k, k]; dans les équations (33') nous pourrons écrire
l, m, n au lieu de [, m;, n, et alors nous voyouns que les points A,, B,, G, sont ali-
gnés; si 'on se sert des deux derniéres équations (33') pour déterminer le rapport
m : n on trouve

.

m n

14+2(cotA+cotB)tgw+1tg'w 1+ 2(cotA4cotC)tgw+tgtem’

ce qui en tenant compte de (35) peut s’écrire

m n
—3tgw(tgw+cotC) — atgw(tg w+ cotB)
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ou encore
m(lg w4 cot B) = n(tg w +cot C).
Si donc on calculait de la méme fagon le rapport I :m en se servant de la pre-
miére el seconde équation (33'), ce qui revient & des permdtations circulaires, on
trouverait le résultat définitif

l(tgw +cot A) = m(lg » +col B) = n(tg » +cot C),

ce qui prouve que nous avons obtenu le point & V'infini

— — —
> A B C
M- == + +
- tg o 4+ cot A lg o +cotB tg w+4cot C

[voir équation (r1) ol I'on remplacerait ¢ par = — w]; » est une racine de 35 et
2

es points A.,, B.,, C, sont alignés. La seconde racine de 35, o', fournit I'autre direc_
tion invariante, perpendiculaire 4 la premiére, paralléle 4 la droite (A .,B.C.).

6. Conclusion. — Nous avons donc démontré ce théoréme, un peu imprévu, que
le groupe (h, k) rencontré naturellement & U'occasion de la tranformation’ angulaire 3
appliquée & un triangle est le groupe des affinités relatives aux deux axes de Steiner
du triangle; le triangle primitif et les oo® nouveaux triangles obtenus par les trans-
formations du groupe ont fous méme centre de gravité et mémes axes de Steiner. Ce
résultat permet de trouver en bloc tous les résultats trouvés en délail par les géome-
tres qui ont étudié la figure, sans songer au groupe des homographies en jeu : mal-
gré I'ingéniosité de ces divers chercheurs, leurs démonstrations sont plutét des cons-

T

talations que des démonsirations. Par exemple, pour ¢ = =+ 0 ils ont bien constaté

que le triangle transformé est équilatéral, mais nous avons démontré en étudiant
la transformation inverse d’'une premiére tranformation et cherchant les Lransforma-
tions exceptionnelles dont la transformation inverse est indéterminée. La considéra-
‘tion des affinités X = ax, Y = a'y montre que a = a' donne une simple transfor-
mation par homothétie (v = o), et que a + a' = o doune une homothétie complétée
par une symétrie relativement & un axe de Steiner; on constate sans peine que le cen-
tre des symédianes de ABC est intérieur au triangle et fournit, par ses projections
sur les médiatrices, les sommets d'un triangle transformé de ABC par un certain
angle <, car les distances du centre des symédianes aux cOtés sont précisément pro-
portionnelles aux cotés mémes; ce triangle transformé particulier est celui qui est
semblable:a ABC (el de sens contraire) : on remarquera que les divers chercheurs

out bien signalé ce triangle spécial, sans remarquer qu’il est semblable au triangle
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ABC. Les hyperboles (ABCGH) relatives & un triangle et & ses co* transformés ont
en commun G et les deux points & Iinfini sur les axes de Steiner : elles forment
bien un systéme oo®; d’autre part, il existe <o® triangles ayant en commun avec ABC
le point .G et les axes de Steiner; chacun d’eux peut remplacer ABC pour définir
une transformalion particuliére de notre groupe : chacune debs oo hyperboles que
nous avons signalées contient oo' triangles de cette espéce; quand on transforme
chacun des oo® triangles en jeu par les affinités X —=ax, Y =a'y, le triangle Lrans’
formé vienl se placer successivement sur chacune des oo? hyperboles en jeu.

Le lecteur peut anssi se demander pourquoi le role des triangles équilétéraux ne
parait pas aussi exceptionnel, en prenanl la forme N = ax Y = a'y, au lieu de la
forme [h, k1. Mais en réfléchissant il verra que, pour un triangle équilatéral, H et
G sont confondus, ’hyperbole (ABCGH) cesse d’étre bien déterminée, puisque 'on
n’en connait plus que quatre points ; il y a une infinité d’axes de Steiner; pour pou-
voir continuer, il faut indiquer les deux axes rectangulaires Gx, Gy quel’on choisit.




