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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE 1’UNIVERSITE DE TOULOUSE,

POUR LES SCIENCES MATHEMATIQUES ET LES SCIENGES PHYSIQUES.

SUR CERTAINES QUESTIONS

DE

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CONFORME

Par R. POTIER

INTRODUCTION

Le présent mémoire est le résultat d’'une étude que nous avions commencée avec
Iintention de traiter le seul probléme des courbes tracées sur une surface dans
I’espace & connexion conforme tridimensionnel.

Au cours du travail, nous avons pensé qu’il y aurait avantage 4 exposer d’abord
les résultats ayant trait & la seule géométrie conforme, afin de les généraliser
ensuite, et de voir comment ils étaient modifiés dans la généralisation.

C’est pourquoi I'étude des propriétés des figures de l'espace & connexion con-
forme n’occupe que notre dernier chapitre. Mais elle est préparée par les chapitres
précédents. Nous avons cru bon de nous laisser aller au chapitre III & une digres-
sion sur certaines propriétés des lignes de courbure des surfaces isothermiques
ayant déja fait 'objet d'une note aux Comptes rendus de 1’Académie des Sciences (IX).

C’est l'application de la méthode de M. Elie Carran qui nous a conduit & tous
les résultats développés dans les pages qui suivent. L’élégance de cette méthode
et son aptitude & résoudre les problémes posés par la géométrie différentielle étant
bien connues, il est presque superflu d’ajouter que son choix pour la résolution des
problémes que nous nous étions posés a grandement facilité notre travail.

Enfin, il nous faut signaler qu’au cours de cetle recherche nous avons été con-
seillé et encouragé i tout instant par M. Carran lui-méme.

FacuLTé pEs ScieNces, 4° série, t. IV, 1



2 R. POTIER.

" Ceux qui ont travaillé sous la direction de notre Maitre savent combien il est
impossible de payer la dette de reconnaissance contractée 4 son égard & V'aide d’une
quelconque formule de remerciements. ‘

C’est pourquoi nous lui demandons simplement ici de croire a la sincérité da
senliment d’affection respectueuse que nous avons pour lui.

C’est en 1892 que M. Tresse publia, sous forme d’une note aux comptes rendus,
le premier travail de géométrie différentielle conforme, lequel avait trait & la déter-
mination des invariants conformes des surfaces.

De nombreux auteurs, notamment Cararso (111 a)(*), G. Tuompsen (V a), M. Vis-
stor et M. Derens (lla), ont fait faire, depuis, des progrés importanis a celte
branche de la géométrie différentielle. '

Nous signalerons surtout I'important mémoire que M. Vessior a publié en 1926
et 1927 dans le Bullelin de la Sociélé Mathémalique, et la partie de 'ouvrage de
M. Derexs « Méthodes et Problémes des géométries euclidienne et conforme » con-
sacrée & I'étude des problémes conformes.

Le mémoire de M. Vessiot contient, outre U'analyse des propriétés différentielles
des courbes et des surfaces au point de vue conforme, une étude des courbes tracées
sur les surfaces.

M. Vessior y détermine la position de la sphére osculatrice d’une telle courbe
par rapport a la surface considérée, ‘

Il montre ensuite que I'invariant d’'ordre 4 attaché & une courbe en un poinl est
en relation simple avec la variation infinitésimale de I'angle de la sphére osculatrice
et de la surface sur laquelle la courbe est tracée.

Nous indiquons dans le texie, sous forme de notes, les numéros des formules
obtenues par M. Vessior qui correspondent & trois de nos formules du chapitre 1.

M. Decexs a introduil, dans l'ouvrage auquel nous faisons allusion-plus baut,
les repéres intrinséques des courbes et des surfaces en géométrie conforme ordi-
naire. Il a indiqué commenl il est possible de relier les invariants d’une courbe
tracée sur une surface et ceux de la surface en question. Mais, ayant d’autres objec-
tifs que nous, il n’a pas poussé jusqu’'au bout ses calculs. C’est pourquoi il n’obtient
pas la formule que nous désignons sous le numéro Il 25 et qui montre la relation
existant entre la courbure conforme d'une courbe et la dérivée schwarzienne de
I'arc conforme de cette courbe par rapport & l'arc que nous appelons . La diffé-
rentielle dt n’est autre que la partie principale de P'angle fait par la sphére tan-

(1) Les chiffres romains et les lettres qﬁi les suivent indiquent les références bibJiogra—
phiques.
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gente principale(*) & la surface en un point de la courbe avec la sphére tangenle
principale & la surface en un point de la courbe infiniment voisin du point précédent.

Dans le chapitre I du présent travail, nous rappelons comment on peut déter-
miner les repéres intrinséques des courbes et des surfaces en géométrie conforme.
L'exposé est présenté de maniére & nous permettre de nous appuyer sur le dévelop-
pement formel des calculs de ce chapitre, afin d’alléger la rédaction de la partie du
chapitre V traitant des mémes questions dans I'espace &4 connexion conforme a
trois dimensions.

Le chapitre II est consacré a I’étude des courbes tracées sur les surfaces en géo-
meétrie conforme ordinaire. Nous montrons rapidement comment le repére de la
courbe peut étre situé par rapport & celui de la surface, puis comment les différents
invariants se relient les uns aux autres.

Nous mettons nos formules sous des formes permettant des interprétations géo-
méltriques ; nous donnons un théoréme relatif & une propriété de I'élément linéaire
conforme de la surface. '

Puis, nous examinons le probléme du contact de denx courbes de deux familles
importantes : asymptotiques conformes et géodésiques conformes.

Le chapitre III contient deux théorémes sur la déformation isométrique con-
forme des surfaces isothermiques, qu’il est facile de déduire de I'étude réalisée au
chapitre II. .

Dans le chapitre IV, nous familiarisons le lecteur avec la notion d’espace a con-
nexion conforme en étudiant la connexion induite sur une surface de 1’espace con-
forme ordinaire, connexion introduite par M. DeLexns dans 'ouvrage déja cité. Nous
poussous les calculs jusqu’au bout et obtenons une formule 1V 1o, analogue a II 25.

Le chapitre V traite des problémes de géométrie différentielle posés dans I'espace
A connexion conforme i trois dimensions. Nous y observons que 1'existence de la tor-
sion de l'espace crée des différences notables avec ce qui existe en géométrie con-
forme ordinaire. Les deux lignes de courbure d’une surface passant par un point ne
sont plus, en général, rectangulaires; il se peut méme qu’elles n’existent pas dans
le domaine réel. Les formules reliant les repéres et les invariants entre eux sont
modifiées (sauf, toutefois, la formule 1I 25, qui subsiste).

(*) La sphére tangente principale 4 une surface £ en un point M est la sphére qui
coupe ¥ selon une courbe ayant en M un point double & fangentes rectangulaires.




CHAPITRE 1

Les repéres intrinséques en géométrie conforme.

En géométrie différentielle classique euclidienne, on a été conduit a attacher
aux courbes et aux surfaces en chacun de leurs points des triédres de référence par-
liculiers : le repére de Frenet, le repére de Darboux. Les variations infinitésimales
des vecteurs de I'un de ces repéres quand le point auquel il est attaché se déplace
infiniment peu sont en relation simple avec les invariants attachés soit a la courbe,
soit a la surface. Les formules de Frenet mettent en évidence, dans le cas de la
courbe, cette relation. )

M. Elie Cartan a montré le parti qu’on pouvait Lirer de cette méthode dans toute
géométrie généralisée. (Voir p. ex : I ¢).

Notre but, dans le présent travail, est d’appliquer cette méthode a plusieurs
questions de la géométrie différentielle conforme (et & connexion conforme).

Les repéres que nous attacherons aux courbes et aux surfaces seront, ici, des
repéres pentasphériques. (Cf. VIII a).

Dans ce premier chapitre, nous monirerons comment nous pouvons attacher aux
courbes et aux surfaces de ’espace conforme ordinaire, en chacun de leurs points,
un repére intriuséque. Nous légitimerons la marche suivie a propos de I'étude des
courbes. Les formules de déplacement infinitésimal du repére nous donneront les
invariants différentiels soit de la courbe, soit de la surface.

1. — Propriétés différentielles des courbes en géométrie conforme;
repére intrinséque.

Soit une courbe I" de I'espace conforme a trois dimensions, différentiable autant
de fois qu’il le faudra par la suite (cinq différentiabilités au plus suffiront). Soit M le
point courant de I".

Attachons & M le repére pentasphérique suivant :

A, : sphére-point analytique représentant le point M;

o
A, : sphére unitaire, orthogonale & " en M;
A) A,, A, : sphéres unitaires, passant par M, orthogonales entre elles et & A ;

A, : sphére-point analytique représentant le point d’intersection de A,, A,,

4

A, autre que M, et telle que (A, A,) =—1/2 (la parenthése indi-
quanl le produit scalaire). ’
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Si M se déplace infiniment peu sur la courbe, le repére (A,, A,, A,, A,, A))
varie, et sa variation infinitésimale s’exprime par des formules telles que :

dA, =pl A, + D, A,,
dA = pl A, +pI A, +pl A +2p, A,
1 dA,=p, A,—pi A, +pl A,
dA, = p3 A, —p} A, +PiA,,
dA, = 1/2 (p] A, +pi A, +p; A)—p; A,
(A,,A,,A,, A, A,) est pas le seul repére & satisfaire aux conditions A). Il est

«clair que tout repére (Ko, AL A,LA,, K,‘) satisfaisant aux conditions A) est lié &
(A,, A, A,, A, A) par le systéme de relations :

[ K, =(A,
K‘—':(ZA0+A‘,
K,:co_s 6A, +sin 6A, + A,
I A, = —sin A, +cos HA, +vA,.
K‘:lliggawy.wv’mﬁ;c fpcos0—vsin A,

-

+

N

L 1
~{wsin g4 v cos 6 A3+—77A,+-;A‘.
g 2¢ &
Réciproquement, tout repére pentasphérique (K;, K,, K,, Ka, _A:) défini a partir
de (A,, A,, A,, A,, A) par des formules telles que I 2 satisfait aux conditions A).

Conformément & la méthode de M. Elie Cartan, nous allons restreindre la famille
-de repéres ainsi attachée & chaque point de la courbe tout en simplifiant le tableau

des pi . Ce seront les conditions de simplification du tableau pi qui s’exprimeront

soit par des relations entre les paramétres 9, 1., v, {, o, soit par des conditions fixant
certains des paramétres.

Mais, pour que ces opérations aient un caractére géométrique il faut — et il
suffit — qu’elles satisfassent a la condition suivante : appliquées a une courbe 1V
déduite de I' par transformation conforme T, elles doivent donner la famille res-
treinte de repéres déduite par la transformation T de celle attachée & I'. Cest ce
qu’on entend exprimer quand on dit que les opérations en question ont un caractéere
intrinséque. : '

Posons :

13 : dA.=p’ A,

avec la convention habituelle concernant I'indice répété, on peut exprimer les p° en
o
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fonction des p';, des paramétres 8, w, v, {, «, el des différentielles de ces para-
meétres.
] ’ . ’
Les p’ sont conservés dans toute transformation conforme — par conséquent,
exprimer une condition en p’, c’est exprimer une condition invariante par une
I3

transformation conforme.

. oy ] sy . . 3
Si une telle condition en p° s’écrit en fonction de p, 6, v, v, {, 2, seulement
* %

(A Uexclusion des différentielles de 9, w,v, {, «), cette condition sera une relation
entreles 6, ., v, I, », imposant & la famille de repéres attachée & 1" une diminution
de généralité. Le choix de la famille réduite des nouveaux repéres aura, de par le
procédé utilisé pour I'effectuer, un caractére intrinséque.

En répétant cette opération, nous réduirons la famille de pentasphéres attachée
a4 I’ & un pentasphére par point de F’, qui sera le repére pentasphérique intrin-
s¢éque de T'. En différentiant I 2, et en tenant compte de 13, T 1, I 2, on obtient :

T2

pi = cos 6p] + sin Op; — up;

pS = — sin 0p? + cos p] — vp,
Nous lierons w et v & 9 en imposant les conditions :

pi=o0 pi=o

don c:
0> . £
u. = COS 61—’;—{—5m (1-11‘;
p. 0
] [l 2 3
. . Py P,
v = — sin 6— 4 cos 6 —-.
o o

Nous voyons également que :

P = cos 0d(p: / pt) + sin 6d(p] / p}) + po(cos 6 p} / py + sin 6p3/ p.)
+ cos 0p2 + sin 9p; — p;(cos Op; / p, — sin O p; /Ps)-

On peut toujours fixer 6 pour que p; = o, car tg 0 peut prendre toutes valeurs,
y campris co.
Il se peul qu’il y ait indétermination ; ce sera le cas quand aura :

(  d(pi/p;) + popi/ps + ps—P.Pi/P, =0,

l 5 0 3 2 bl
d(p3/p)) + popi/Ps + Py — PP/ Py = 03

0 une fois fixé, w et v seronl fixés par I 4.
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Les sphéres A, et A, seront fixées. La famille de repéres attachée 3 M sera défi-
nie par des formules telles que :

[ A=A,
K.:aon-FA,;
16 A—==A,; K3=A3;‘
— of o I
A, = —A +— -

(ceci a partir d’un nouveau repére (A,, A,,A,, A ,A), tel que:
Py = p; = p, = 0).

Les formules I 6 différentiées donnent, en tenant compte de I 1, ou on aura
fait p; =p; = pi=o, ’

de dA, =p’ A, etdel 6:
mz%ﬁ=m-

Nous pouvons déterminer { pour que p; — - p, car, cetle équation équivaut

0
A=+ Bf— .
P, .
Il y a exception si p; est nul, car { = o n’a pas de sens (il n’existe pas de point
-de coordonnées pentasphériques toutes nulles).

I1 ne reste plus que « & fixer; les formules 1 6 deviennent :

KDZAO,
Ki = A, +eA,,
I 7 —A_QZAQ’
A=A,
A‘:%Aoﬁ—iA‘-{-A‘,

en différentiant 1 7, el en comparanl & | 1 ot on fait p = p? = p’ = o el
De==p,, a dA, = ;): A:, el & 17, on obtient :

0

;o:pg~“p;;
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on peut disposer de « pour que pS = o; les formules I 1 deviennent :

dAo :P;Ai;
dA, = piA, + 2D AL
dA, = + prA;;

dA, === p A, — P A,

dA, = é(P‘IA. 4= PoA,)-

Nous poserons : po=kpy; p;=—hp,: D, —ds el nous permuterons les.
indices 1 et 3, ce qui n’offre aucune difficulté. Finalement, nous pourrons écrire :

dA,

de A

d

—;—* = kA, +2A,,

G

18 ‘E.A—’:—_tAo_;_hAs,
de

dA,

G

dA I
_ 4 l.
dG ngAa-—AQH

= — hA,,

k sera la courbure conforme et h la torsion conforme (*)- La torsion conforme est.
nulle pour une courbe tracée sur une sphére, et la réciproque est vraie. Dans le cas.

d’une telle courbe, on a :

dA,
de !

(*) 'C’est M. Delens (II a) qui a introduit des notions de courbure et de torsion conforme,
en méme temps qu’il a élabli les formules de Frencl pour les courbes ct les surfaces de

I’espace conforme.
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Examinons le cas d’exception ot le choix du repére est impossible sur tout un arc

de I": on a alors :
ps=0; p;=p;=p;=0;

donc : dA, = —p:A,;

3

Si I'angle ¢ est donné par
p = f —p;+c”

d(cos gA, +sin 9A,) = (— sin pdo — p] sin 9)A_ 4 (cos 9p} + cos 3dg)A, =0

on a:

donc cos ¢ A, + sin ¢ A, est une sphére fixe et cos(p + ¢)A, + sin (¢ + ¢)A, est fixe :

dong, le cercle intersection de A, et A, est fixe, et, comme M se trouve sur ce

cercle, il s’ensuit que tout I'arc de I" considéré est un arc de cercle.
Exprimons A, en formule de Taylor & partir de ¢ — ¢, nous avons :

dA a’A,

= =A,; ¢ =k
dG Aa‘ d, A+2A
A, dk 4
T T de M RA TRA R AL

=i’iAa+2’fA,iA,;

do
d*A d’k dk
'—_—0-—_——"—; —A {5 ] )
dot P L\°+3ch‘+2] ("Ao+2Aui§iAo+ﬁA“
Z, ,
:g Zf+2/f2+l§A +SZ A, hA, +4kA,;

i
Cpale +1§A +§—+2A trlaA, +3fl;’j

d°A d g d'k

0
dé* da

h
SEi(kAD-{-zA‘)i-Z—A + A, + 2 dkA ki kA, £ A,
G G

Si x,, z,, x,, x,, , sont les coordonnées de A, par rapport au repére pour
G=6,,0na: )

w,=i(c_66°) + ETTD oyt

120

1173: —h-(f—r)‘ dh(iTG_)+
2, 120

i ,
.’L‘iz(q—co)—i—g—(c—co)d—k ..
( k
| m— 1+ te—a)
\ 2

FacuLtt pEs Sciences, 4° série, t. TV. 2
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Des formules précédentes, on déduit, aprés avoir posé le développement de
y=[f(x) et z=g (x)

s=2 y=2 =2y
w() ] wO
x, +h Tk
y=—_!-—i+-—(”‘ -+ )w‘+ ;
6 120
h dh x°
? =t—x,f———
2, ds 120

On voit que A, est la sphére osculatrice d I' en M (s,).

On voit aussi que pour deux courbes ayant le point M (s,) et le repére en M (5,)
en commun aient en M (s,) un contact d’ordre 4, il faut et il suffit que les valeurs
de la torsion en M (s,) pour les deux courbes soient égales; pour que le contact soit
d’ordre 5, il faut et il suffit que les valeurs de la torsion, de la courbure et de la

dérivée de la torsion par rapport & l'arc soient les mémes en M pour les deux
courbes.

2. — Etude différentielle des surfaces : leur repére intrinséque :

En un point M d’une certaine surface ¥ 4 fois différentiable, nous attachons
un repére pentasphérique (A,, A,, A,, A,, A,) satisfaisant aux conditions (B) :
(' A, : sphére-point analytique représentant M;
A, : sphére analytique unitaire tangente & £ en M;
A, : sphére analytique unitaire, passant par M, orthogonale & A_;
(B) A, : sphére analytique unitaire orthogonale & A, et A , passant par M;
A, : sphére-point a'nalytique représentant l'intersection de A,, A,, A,,

! autre que M, et telle que (A, A,) = — é,

On obtient, & partir de (A,, A,, A,, A,; A,), tout repére (A,, A,, A,, A,, A)
satisfaisant aux conditions (B) par les formules :

A, =ZA,;
K‘ =cos 0A, + sin 6A, + pA;
[\;: —'sin 6. A, +cos 6A, +vA;
I 10 7A3=ocAo+A3;
K‘z% $of 4w’ +v7 Ao—{—%:(p. cos 6—v sin 6) A, -I——;—;;(y. sin f 4+ v cos H)A,

A, + A,
2¢ <
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Les formules I 10 entrainent les formules :

[.._.
A, =—A,;
*L
A‘:%{vsme——ucose A +cos 6. A——smO A
I Agz—;-ggsine-}—vcoseg}_\-o%—sin6.K,+cos0.x,;
)
A =— %K +X,;
A‘=;§7."+5L’+v’§Ko—ﬁz‘—lxg—ix;+gx‘.
\ 8 2 2 2

Quand M se déplace sur  infiniment peu, la variation mfimtesxmale du repére
mobile correspond@nte est donnée par le systéme :

dA, = w A, + wi A, + ol A,;
d‘\a = (1);) Ao —+— (,-): A’ ~<}- (J)j As + 2 0); ,\‘
dA’ =w, A, —wi A, + w A, + 20] A,

___ o 3 3 A .
d\, = o, A, — oA, — o} A,;

dA, = 1(;92 A+ o A, + o A)— woA
2

Les o)'g (xet 8=o, 1, 2, 3) figurant dans I 12 sont des formes de Pfaff des para-
metres u et v définissant le point M courant de la surface, et des dxfferentlelles du
et dv de ces paramétres.

La forme particuliére du tableau des "’i vient de ce que (A,, Ay) = C* et du
choix de A,.

Nous allons restreindre successivement la famille de repéres attachée & M, pour
aboutir finalement au repére intrinséque attaché a la surface en M.

-Le déplacement infinitésimal de M défini par du et dv entraine un déplacement

infinitésimal du repére Ax défini par I 1o, donné par des formules T 13 :
dA,, == (v) AD .

En différentiant T 10 et en utilisant I 10, I 11, T 12, 113, on est conduit, en
particulier, aux relations :

( © —COSO(wf—am;)+sihOfw:—awz),

w. = —sin 0((»3 —_ am;) +4 cos G(w: _— oc(uz) ,

8
1
3
2
‘:C(m cos 6 + w, sin 6),

wo = {(— v, sin § 4 »? cos 0).
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w, et o} sont linéairement indépendantes (le contraire signifierait que la surface
%, en M n'admet pas de plan tangent, mais une droite tangente, hypothése que
nous excluons).

On peut donc poser :

de I 14 et I 15, on Lire :

u—;f = [(p, — ) cos® 6 4 (p, + ¢,) sin 6 cos ( + sin® (g, — %))

4-[— g, sin® 6 —(p, —q,) sin 0 cos 6 + p, cos® §]w?;
{wd =g, cos* 0 + (¢, — p,) sin 6.cos § — p, sin® 0] w?
4+ [—sin® 6(x —p,) — (g, + p,) cos 6.sin O -+ (¢, — @) cos“’O]“o—)z.

On peut fixer « pour que la somme des coefficients de o) dans o° el de o°
daus ) soit nulle :

(p,— ) cos, 0+ (p, + q,) cos 0 sin 6 + sin® 6(¢" — «)
—sin® 0(x — p,) —(q, +p,) sin 6.cos O 4 (g, — =) cos® 6 = o.

Cette question se réduit a :

:pl+q‘l'

o
N 2

Fixons 6 pour que le coefficient de »? dans l'expression de o} soit opposé a

celui de », dans o :

g, sin® 6 + (p, — ¢q,) sin 6.cos 6 — p, cos® 6

= ¢, cos" b 4 (g, — p,) sin 0.cos 0 — p, sin® 0,

d’ou : (p, +q)tg" 0+ 2(p,—q) 180 —(p,+4q,) =o0;

équation qui a loujours des racines, dont le produit est égal & — 1, ce qui corres-
L] r K 7 4 y
pond pour 6 & deux valeurs différant de — (4 2 K = éventuellement). Prenons une
2

de ces valeurs. Fixons { pour que la valeur absolue du coefficient de v, dans lex-

pression de o} soit 41

q,—DP,

cos’ 0+ (p, + q,) sin 0.cose+sin26—2—-.

C:pl_qe
2



SUR CERTAINES QUESTIONS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CONFORME. 13

Le coefficient de »? dans ® est alors — 1; nous avons :
[ 2 .

7/ — — ——
3 1 2.
0, =0, aAwg;

T 16

0l = Aot — .

En réalité, ainsi que nous le verrons plus loin, dans le cas de I'espace conforme
-a = o. Il n’en sera pas de méme en général dans le cas ol ¥ sera plongée dans un
-espace & connexion conforme doué de torsion (voir le chapitre V).

Appelons (A,, -1_\‘ , 7\2, }_\3, K‘,) le repére obtenu en portant dans I 1o les valeurs
, 6, {, précédemment trouvées, en remplacant 1 et v par o (par exemple), et en
enlevant les barres sur A,

Nous pouvons maintenant changef le repére selon :

K‘,: A;
K1:A1+1J'Ao’
I 17 _’:A*JFVA"’
A=A
A= a 4 150 AL
4 2 2
En posant : 1 18 dA\, = (.)‘: A
I 18 bis dA, = o A,;

o

t différentiant 16, et en comparant & 1 16, I 18 et T 18 bis, nous obtenons :

(;‘f = wi + ;L(oﬁ —_ vo);.

Comme o, el w; sont linéairement indépendantes, on peut choisir w et v pour
que (:)f = 0. "

Le repére attaché & ¥ en M sera obtenu en portant les valeurs trouvées pour u
et v dans 1 17.

Enlevons les barres sur A. Nous sommes conduits aux formules :

dA, = wo A+ o] A + ol A,;

dA, = oS A, + (0! —@u2) A, + 207 A,;
op A, + (@) — 02) A, +202A,;
dA, = o3 A, — (0} —T02) A, — (Tos — 02) A,;

2?9

S
I

dA\, —= é(m;’ A+ 0): A, 4 o) As)—wg A‘.
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Prenons pour paramétres u et v ceux des lignes », = o et «, = o, posons :

S w, = adu, S w, = 2,0, + B0k,
I 20 S
< wr=bdv; e w, = a,w, + 8,0, ;
et
we= 2w, + Bo;
mg =m (-) “+n “’:

3) Les équations I 19 vont conduire & des conditions de compatibilité (*) expri--
PAa D*Ax
dudv ~ wou’

m, n, «,8,,, B,, d, et, éventuellement, leurs dérivées partielles du 1*" ordre.

mant que lesquelles se traduiront par des relations entre a, b, «, 8,

Del 19 on tire :

Q!
Ay aA, +aA,, Mo _upy, b4,
wu L)
d - A
L —=8bA,—abA,, 2 =gal,+aaA;
v ! ' u
donc :
A, D(La) \ . -
I A, +2a{pbA +bA,] A +a{B8,bA —abA, {,
A, d(bP) db -
£ —_— I/ / :
Tode = Ta A, +BbfaaA +ald, | +31LA2+;,12aA0+aaA3§

on en déduit que :

2 ab @ = o, donc puisque Ziz: “=
puis :
d(aa Mb6
- (\v> < >+b(p_m):0
b
122 ;Z—ab@'—‘o’ 123 m“abl——o

I 21 donne, en tenant compte de I 22 et 1 23 :

N N
a—l———b—-@+ab( —a,)=o0.
D) u

(*) Ces conditions ont été établies et disculées par divers auteurs; cf. Va, Vil e, VIT f.
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Ecrivons :
d
A, maA,—aA;
du !
A
s nbA,+ bA,.
\ v

D’oll nous tirons :

FA Q ' da
aliuler P g Rl W ,
S = Sy (ma)A,+ma { BOA 4 DA, ™ A, —aB,bA,
YA, 2 b)A b{aaA LaA, ! abA ba,aA ;
wou - 3g (MR nb paak,ak S g A, 4 bead,;
d’ou .
b
S T = mab,
I 25 \
oa
( —D?-—_-—nab;
de I 25, de I 22 et de 1 23, on déduit que : b
m=—o; n=_8

-on voit d’autre part que :

2az) | 208)

s T o +228ab—ab(a,48,) =o.

Cette équation peut s’écrire, en lenant compte de I 22 et de I 23 :

du B
1 26 a—b—v—+bm~}—[;a!§ab—ab(a,+p,)_—o.

1 26 est a rapprocher de I 24.
On a également :

!
-bfh:a.aAD-}—aAs-{—zaA‘; 24, =8,bA,—bA, +2bA,;
du L) ¢
A, A,
=aaA,—al,; 3 = —BbA, +bA,;

W

QA I

— = —(2,aA, +o,aA, +2aA)—aal,;
u 2 N ’

QA

4 _' .
av _;(pql)Ad+ﬁszI~ﬁbA3)—{3bAa’

1§5)
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d’ou :

YA, ) da
s = 3 (WO A A1 aBOAF DAY+ S A+ a | —BUA,+ DA, |

N
+ Q%A‘+a.(§‘b;\‘+‘6gb;\2-—‘6bAz)—2ab{3A‘;

YA, d
= —(B,0)A, +8,D { 2aA, +aA, |;
d’onl
ab {a +8,4+1]=0; ou: | a7 a,+ 6, +1=o0;
et

d J
5 (4,@) = =—(2,0) + @b (%, 8 — 8,2) — abB = o.

En tenant compte de I 22 et I 23, on obtient :

I8 aaa:‘—1)%%+2ab(1‘§_p‘u)__abp:o‘
Et :

MA, d

Y =a—v(a2a)Ao +aa} BbA DAY,

A %

d
2 — § | — b S —_—
Wi - u (ﬁzb)Ao'{_nﬁﬂb t xaAo +»(1A‘ ) u An b t zaj‘\o aAa g

b
+ 2VA‘ +baal +2aA, +2aA; | —20abA,.

Par conséquent :

.

d d
—(5,0) — —(8,5) + ab(a,5 — §,2) + abz =o.

En tenant comple de I 22 et I 23, on obtient :

da, 28, .
I 29 av—b S0 + 2ab (2,6 — B,2)+aba = o.

Rappelons ici que les lignes w, = 0 et ) = o sont les lignes de courbure de la
surface . Nous reviendrons sur la notion de ligne de courbure en géométrie con-

forme, & propos des espaces a connexion conforme, dans un chapitre ultérieur.




CHAPITRE 11

Propriétés différentielles des courbes tracées sur une surface
en géométrie conforme.

1. — Soit une surface X et une courbe I' tracée sur X.

En un point M de I' est altaché & I' le repére intrinséque (A,, A, K; AL A)
et & T le repére intrinséque (A,, A,, A,, A,, A,), ainsi que nous 'avons vu dans le

' chapitre précédent. Si o est-l’angle de 1" avec la ligne de courbure de £ normale 4

A, en M, si 4 est I'angle de la sphére osculatrice A, (A I" en M) et de la sphére A,

on peut passer d’un repére a 'antre par les formnles :

|

| A, = (A
. \ K,:cos ?A\.i-*—sin 9~A2+}\Ao;
A, = -—cosf(sin oA —cos o A)—sin A, + A ;
A, = — sin 4(sin wA,—cos gA)+cosHA +vA,.

Notons que le coefficient de A, dans l'expression de A, esi ;

7\2—{-}}.24—‘/2
4¢ '

Les coefficienis ¥, &, w, v seront, dans ce qui suit, déterminés.

Nous nous proposons, en outre, de montrer que la torsion de la courbe I' s’ob-
. o . db  dy . A
tienl grice a la connaissance de 9, 7o d—i— (r étant f\/(m;)’ + (o3), le long de la
do d*0 do

—, - —L el les invarianls de
dz’ d<*" d~

courbe), et qu'on connait la courbure dés que 9,

I sont déterminés.
La variation infinitésimale du repére A, s’oblient par :

M2: daA, :piKg; on sait que ;

I3: pl=o0; pi=0; p{=o0; p; =+ p,; p,=o,

0

el

p; =ds: p]=-—hds; p)=kds.

FacurTk pEs Sciences, 4¢ série, t. IV, ’ 3
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Rappelons que la variation infinitésimale de A, s'obtient par I'ensemble de for-
mules :

I3 o A, = o’ A,

ou le tableau des w? a la forme déterminée au chépitre précédent.

Nous allons exprimer, l'une aprés l'autre, les conditions 11 3, dans I'ordre ou
elles sont écrites, qui est également celui dans lequel elles apparaissent, au cours
du choix du repére intrinséque de I'.

2. — Exprimons ces conditions.
pi=o, R o .
a) . doivent étre exprimées simultanémenl.
p, =0,

Nous avons :
p: = (dAi N \3)’
en vertu de II 1 et Il 3, on obtient :

dA, = —sin gdg A, 4 cos odo A, + dr A, + cos g (0]A, + o A + 204
+ sin '{,(w: A, —oiA + 2w2A).
Donc. : '
dA,.A, = + cos 0 cos® gdg + cos 6 sin* gdg — sin 6(v, cOS ¥ — o, sin p)

— p(w) cos ¢ + o sin 9).

On peut poser :

. o, =cos odrx; o) ='sin odx;
donc :
- , dg
4 g;::———smﬁcosr\;-rcosﬂd—_-.
De méme :

pl= (dK',, Ks) = sin 6 sin® gdg + sin 6 cos® gdy — cos 6 (v, sin 3 — wg €os ¢)

2 - # .
——v(wécos?-{—mo sin 2);

par conséquent :

. . dy
15 v=+c0500052?+sm0F.
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b) p;, =o0, ou:

dX, = —p’ A,; en particulier le terme en A, de dA, aura le méme coefficient
que le terme en A, de — p2A,." '

Ce coefficient est, d’une part :

dy + vy + cos Hw? 4+ sin 0(cos Gw, — SN 9©));

d’autre parl, il est : — upd; d'ou :
1meé dy + vog + €os Hw; 4+ sin 6(cos go) —'sin vw)) = — uwp’.

I1 5 différentiée donne :

. d g - d
Iy rlv:—sinedecos2go+cose;1;fde+si|10d—‘%d:—2cosesin2:pa;fd:.

En tenant compte de II 7, 11 4, 11 5, l’éqnation II 6 devient :

i @ dy .
I 8 sin ef_;_, cos 9 sin nzpi?—-}- (sin [k + cos 6. cos 2’9) (2 cos ¢ + B sin o)
dr dz dz ' '

+ €08 6(a cos 9 — B sin ¢g)—sin 6 [—a, cos® § + (¢, — 8,) sin ¢ cos © 4 8, sin’ ¢]

p,  dob f ( dy . )
L2 — 6 — — 6. cos ;
ds + - / CcOoSs d- sin 9.cos 29 J;

) Py == pi; . ou: dA,=-+p'A,+piA,.
Le terme en A, de dA, est donc :
(FEpL+vp)A, -

a

Le calcul direct, effectué a partir de II 1 différentiée donne, pour le coefficient
du termeen A, de d A, :

dy + po; — o8 6(sin gw; — cos gw)) — sin b ;
donc :
) ) =+ P L+ vp; == dp 4 pw) — cos 6(sin gl — cos gw?) — sin Hw?.

Différentions membre & membre 11 4, nous obtenons :

1o | dp= — cos6cos29d6—sin O?de-i-nsinesin 2c_pdq;+cose‘:f dv.
T T
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114, I15, 1L g et 1l 10 combinées conduisent & :

11 cos()d”"o—}~ sin 6 si dq—{— in 6 + Od:D 8 si
— +32smbsin 2y —- sin 6 cos 29 + cos § — )
P ' ¢ d-:> (x cos $+ 8 sin ¢)
—sin 0o cos g — f§ sin ¢) — cos § (— %, cos* 3 4 (», — B,) sin ¢ cos ¢ + B, sin’ q))
p, d . de A
:(d—i—i—-d—_ 51p07;+cosﬂcos 20 i-g—‘f_-;’
.d) p,=0; cette condition s'écrit :
dA,=p)A,:
Le terme en A, de d A, esl (d7 + ) A,
Le terme en A de p; K, est: p) A; dol:

12 di+{e,=pix

Mais : le terme en A, de d A, est: Lw?A,
Le terme en A, de p; K‘ est : py A,; donc :
Pg €08 g = Ju;

d’otu Von déduit :

d
g%__t, ou: (=223,
II 12 devient donc : .
. e .
II 14 h=—+4acos s+ §sin s,
2. — Calculons p? de deux manidres différentes : II 2 et les conditions II 3
donnent :
P hds
d d-

D’autre part, on peul remarquer que p® n’est autre que (Ks d K,).

Pour connaitre ce produil scalaire. il suffit de connaitre les coefficients des
termes en A, A,, A,, A,, dans le développement de d A

Ces coefficients sont :

terme en A, :  d(—cos 6 sin ¢) 4w, 4 sin 6 v;:

terme en A, : d(cos 6 cos ¢) + po; — sin Ho):

termeen A, : d(— sin 6) — o, €0s 0 sin o — v COS 0 COS §;
lermeen A, : o.
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En tenant compte de ce qui précéde el de Il 1, on obtient :

(;\3 . dgz) == — sin § sin g (d(— cos 6 sin 9) + ww, + sin ew;)
-+ sin 6 cos o (d(cos f cos 3) + po; — sin Bw';) + cos 8 [d(— sin 8) — w, cos b sin ¢

— w; €09 0 cos g].
Toutes réductions failes, on obtient :
(:\s . dK,) = —dbf —sin 2gdx.

Par conséqueunt :

Il 15 o pi=—db —sin 29dr = — hds.

De 11 15 on peut déduire(*) :

) 19
I 16 p;—l—(g;:-—sing?.
de db

il — in 2¢.

17 th 5 +sinag |

3. — L’équation IT 16 nous permet d’écrire 11 8 et Il 11 sous de nouvelles
formes : '

ds\’ { deo . . - }

I[ 8 —_— = 1 4 1 ) ——te e € . 3 @ — ind - (

1 i(dr +5111923)sng 7 2 (o cos’ g — B sin g)s

[/ 2

&g . dy . .
+-cos 0 ; dr; + (2 cos o 4 f sin @) -d—: + @, cos® ¢+ (8, — «,) cos ¢ sin ¢

— B, sin® ¢ 4- sin zq«coszq‘%.

| N

©
1

) . de .
11 19 sin 6 =+ (« cos g + B sin w)d—: + 2,008 o + (B, —«,) cos ¢ sin o

[

T

— B, sin® ¢ +sin 29 cos 2;@2

——coso;

\

J

3 sin2¢ == — a(xcos® ¢ — B sin*¢) ; = o.
tdx A

Q) L’éqliation 11 17 est a rapprocher d’une équation due a M. Vessiot, qui exprime, au
fond la méme réalité géométrique (VII ¢, p. 63). ‘
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Nous pouvons simplifier I'écriture de 11 18 1l 19 en posant :

R . do
" H=— 3(xcos® o — B sin®¢) + 3 sin 30 =
] )d.r

2

K= d:; + (« cos v 4§ sin ?)ﬁj+12005'?+(5,-1,)cos 9 sin 3

— 8, sin” o +sin.av cos ag.

1118 et 1I 19 deviennent(*) :

H 20 ~+ 6" =Hsin (4 Kcos¥H.
H
1 - § == —,
21 tgg K

On peut'également écrire 11 20 et 1l 21 sous la forme :

H=-+¢"sinb;
11 22 . X
K =4 4" cos .

De II 22 on déduit aisément 1’équation :

2 ,

d doy
IT 23 ¥ —cotg'j%—-z(mcos’g—-—.@sin“ ¢) + 3 sin 99’—‘-2 —(xcos 5 + B sin 9)%{'
dr T

de* 1
2 p P s 8 .
—a, CO8" © — (B, — «,) €O 3 sin © + B, sin” » —sin 29.c08 23,

Occupons-nous, maintenant, de la courbure conforme de 1’ en M. -
Nous avons :

I 24 dA, = p°A, +ap.A,.
Le termeen A, du prémier membre de 1I 24 a pour coefficient :

dh +hep+cos go, 4-5i0 gwy.

Le terme en A, du second membre de Il 24 a pour coefficient :

e 4;\s+ :+ya
‘?p4+2po__‘—!‘tt—‘

En égalant ces valeurs, nous obtenons :

e 0

.2 k3 2z
- N . A + 4y
d3 + hwy + €08 9] + sin po, = [p] + ap:,-————y—‘——

4&

(*) Cf, Vessiot, VIl f, p. 61 et suivantes.
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En tenanl compte des valeurs de J, x, u, v, p,, 0y, P, ©;, w,, et en posant :

do = af10) +a/20,.

| ds=p/10)+B/203:
nous-obtenons :

d .
I 25 {},— k(s) = (x sin g — 5 cos ""’)Ff'_ /1 cos* o

. 1 : 2
— (#/2 4+ B/1) sin-o cos ¢ — B/2 sin® ¢ — ;(a cos 2 + B sin o)

. o . 1/de\* 1
— (&, cos® o + (2, + B,) sin ¢ cos ¢ + 3, €os® ¢) +-2— 2{7> + ;cos‘ 2¢.

Dans 11 25, {5 estla dérivée Schwarzienne de s par rapport a =, c’est-a-dire

1 L
Yexpression i _3 (i) .
) G 2\0

3. — Nous allons tirer quelques conclusions géométriques des formules pré-
cédemment oblenues. _

En premier lieu, nous retrouvons un théoréme dii & M. Harmegnies (C. R., 205,
p- 641):

Deux courbes, ¢ et c', tracées sur une surface X, passant par un point M, ayant
en ce point méme sphére osculatrice, ont en M un contact de troisiéme ordre, si
toutefois leur sphére osculatrice commune n’est pas tangente en M & ¥. Dans le
cas contraire, leur contact.est du second ordre au moins (1).

Pour ¢ et ¢, 3 a, en M, la méme valeur 3,, car c et ¢’ sont évidemment tan-
gentes en M, 6 a, aussi, la méme valeur 6, pour les deux courbes; le parameétre v a,
en M, pour ¢ et ¢', la valeur v,.

L’équation II5 donne :

= costcos o, oin, (B2)

Si sin 6, 3= 0 (6 4= K=, donc, la sphére osculatrice est non tangente &4 = en M),
d PR '
on a une valeur et une seule de <d—®> satisfaisant a Il 5. Et en vertu de Il 23,
T
d*¢ . .
le Fy decetc en M est le méme.
[

Dans le cas ot sin 6, =0, ona H = o; donc:

dy 2 : .
<-‘F>u: oy fo cos’ o, - B sin’ o, ¢,

(") Saufsi C et C' sont langentes & une des directions principales de = en M.
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de .
((—i—-> est le méme, pour ¢ et ¢', sauf si ¢ et ¢' sont tangentes en M & une des.
T
0

directions principales de . Il nous suffit donc de démontrer le lemme suivant :
deux courbes ¢ et ¢' de ¥ tangentes en M enire elles, ayant en M méme valeur
de ¢', ont en M un contact de second ordre; si elles ont aussi en M méme ¢ , elles
ont en ce point un contact du troisiéme ordre.

En gardant nos notations du chapitre premier, nous pouvons écrire :

) a du
col g = -~ —;
. Tobdv
IT 26
d= a
du ~ sino’
D’aprés la théorie des changements de variables, I 26 nouns permet d’affirmer-
que :
du . . do
1° — s'exprime en fonction de u,v, v et ——;
dv* » ' dr
dfu . fonction d dy do
2 —— s'exprime en fonction de u, v, 3, ==, ——.
dﬂj p s Yy Yo dT 3 (sz

C’est ce que nous voulions démontrer.

4. — FElément lindaire conforme de %.
1\2 2\2
h(wy) + (wg)”
1\% 2\8 7
(w05)* + (5)
d% n’'est autre que la quantité sin aodx. Le théoréme suivant donne une interpré-

On appelle élément linéaire conforme de T la quantité d3* ==

lation géométrique de dz.

TutorkME. — Soit une courbe (C) tracée sur X, passant par M, soit M le point
courant de (C). Soit S une sphére passant par M et M,, tendant vers la sphére S,
quand M— M, S, étant non réduite & un point et non tangente a ¥ en M,. S fait
avec X : en M l'angle ©3, en M, Fangle ¢3,. Quand M—>M, G — @3, est infiniment

M
petit équivalent a —f d%, Vintégrale étant prise sur (C).
: e,

En effet, (S) coupe ¥ selon une courbe (I'y) passant par M el M,.
La torsion conforme de (I'y) est nulle en chacun de ses points. Done, pour (1'w),.
Iéquation 11 15 s’écrit : : '

do = —sin 2y dr = — d3
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Mais, S étant la sphére osculatrice & (I'y), Iintégrale de d0 prise de M, aMle
long de (I'y) est © —©,.

Donc CS——CS(,:—de. Il reste donc & démontrer que d& est un infini-

. N
(I‘M):o (l ")"0
ment pelit équivalent A dz quand M -> M, .
¢
(C)xﬂ .
. do\ , . .
dz peul se meltre sous la forme ¥ | u, U’Jﬁ) du, b étant une fonction continue

des arguments sur lesquels elle porte. En coordonnées cartésiennes rectangulaires,
la surface ¥ a les équations paramétriques :

S = [(u,v);
=g (u,v);
? z = h(u,v).

Cependant que I'équation de la sphére est :
4y + 2+ a2+ 28y+2vyz=o0
Si o x est tangent & la premiére ligne de courbure, el o y tangent & la seconde,
on a, évidemment: (f'v),=(¢'u),=h'u),=(h'v),==oet: (f'a)’=Eo; (g'v), =+ o.
L'intersection de S-et X a pour équation :
S (@ 0) +¢* (u,0) + 2 (w,v) + 22 f(1,0) + 28¢ (u,v) + 2y h(a,v)=o.
La dérivée v', le long de cette intersection a pour valeur :

v Lt B Y S 99 R,
" of, +8g 1k, + S+ g9, + hh',

=y(z,B,,u).

Quand on a fait t=u, v=v, (point, M), ona:

, x(f"),
vV, — — .
“ 8(9"),

% (% B, v, u) est continue pour u=u,, pourvu que § ne tende pas vers o.

h

Donc l'intégrale :

dé —_—f 'vlb(u, v(a), 7(=, 8, v, 11))du
My U
()

FAcuLTE DEs SciENcEs, 4¢ série, t. V.
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peut s’écrire :

(u, —u,) ~;,(u,, v(u,), 7(x,8,, ug)) avec u, < 1, < u,,

(on’ suppose par exemple : «, < u,).

Quand o, —u,, u,—> u,, et »,8,v > a4 .
d3
8
(I‘n) ' !
. i ", | v , a, () 1)
Le [dPPOIt 0 —u - f(llu’ ) /.(/'o¥ .Bu’ Yo’"uo)) - IJ <u0’ v, — —6_7-0‘ »oor,
1 o i’?'o(g v)o 4

a(f'u), dv ey L e NTI .
DN est le (-(E)u relatif & I'intersection I" de I el de la sphére-limite de S.

- La sphére-limite de S est tangenle & (C) en M. Donc, en M,, 1" est tangente &

dv
C, et ces deux courbes ont méme <H— en M.
. al,

o

Puis ue—(—(-j-z:—“‘——» u,. v (dl'!)\ d M — M. il est clai )
q T —u, yiu,.v, T ) quand u, - u, (M, ), il est clair que :

dz
d: ! ,

(M, .fg);"“_ 'L(ll ) _.7'“_(]._")_"_)
I M)Ma _ u—u, w, A B,(g'v), _
Sz [ 1 (a ,v,—-——“"(f'”%)

N N ~ 3 0 ¢ lBo(glv)n
), (e
u,—u, ,

Nous avons excepté le cas ol B, =o0; ce cas esl celui o (C) esl tangente a la
deuxiéme ligne de courbure de £ en M,. Il suffirail de changer les roles de u et v
(v devenant la variable indépendante) pour que ce cas rentre dans le raisonnement
précédent (o, est alors forcément différent de o).

~ Si o, =§,==o0, la limite de S est tangenfe ax.

On ne peut plus rien conclure dans le cas général.

Mais si S est constamment langenle AXenM: a= p=o, y=Fo, langle de Set
de ¥ au point M,, infiniment voisin de M,, ot S et X se coupent, est un infiniment
petit équivalent 4 'élément linéaire conforme d& pris entre M, et M,. On est ainsi
ramené & la définition méme de 'é1ément linéaire conforme, selon M. E. Cartan.



SUR CERTAINES QUESTIONS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CONFORME. 27

5. — Asymplotiques conformes : géodésiques conformes (*).
Les formules Tl 22 nous permettenl d’écrire :
st = H* + K*.

" a donc la méme valeur pour deux courbes ayanl en un point un contact du
3¢ ordre.

Si deux courbes de X ont en un point méme cercle osculateur, elles ont en ce point
méme valeur de la quantité H, donc méme valeur de + " sin 6.

La considération des mémes formules II 22 nous permet d’affirmer I'existence
de deux familles de courbes remarquables sur ¥ : les asymplotiques conformes et
les géodésiques conformes. '

a) Asymploliques conformes. — Nous donnerons ce nom aux courbes de ¥ dont
la sphére osculatrice est partout tangente & £ (en géométrie ordinaire, les asympto-
tiques d’une surface sont les lignes dont le plan osculateur est partout tangent 4 la
surface). Les formules II 22 montrent que tout le long d’une asymptotique con-
forme, on a : H = o. Réciproquement, toute ligne satisfaisant & H =0 est asymp-
lotique conforme.

Si, grice aux équations II 26, nous remplacons dans H = o les arguments o,

dy . dv  d% .
7, par leurs expressions en TR nous obtenons :
b ' ! £ b ’ (/] ba ' o\3
- ’ i <E> u(vw) +avuvu2 :1 g x B g-&?(uu)
a 2 % 3 b ' , b* b b* r\e
G MR RS SRR
a .

(«, 8, a, b, sonl fonctions de u, v).

II 27 montre que, en général, par un point de ¥, tangentiellement & un élément
- , dv . . ‘
linéaire donné : <E> , il passe une asymptotique conforme de ¥ et une seule.
0

Les asymptotiques conformes ont donc un degré de généralité comparable i celui
des géodésiques (au sens ordinaire) d’une surface.

Remarguons que la sphére osculatrice S a une asymptotique conforme [ en un
point M contient le cercle osculateur de I" en M et est tangent A la surface X en
M. Elle contient donc, selon le théoréme de Meusnier, tous les cercles osculateurs
des. courbes tangentes en M 4 I'. On peut dire que les asymptotiques conformes

(1) Cest M. Delens qui a introduit les notions d’asymptotiques et de géodésiques con—
formes (cf. VI a).



28 R. POTIER.

sont les lignes de X telles que leur « sphére de Meusnier » coincide, en chacun de
leurs points, avec la sphére osculalrice.

b) Géodésiques conformes. — Les géodésiques conformes sonl les courbes dont
la sphére osculatrice au point courant M est normale en M & X. Elles généralisent
les lignes géodésiques au sens ordinaire, dont le plan osculateur en chacun de leurs
points est normal & X.

Il va de soi qu'elles n'ont pas certaines des propriélés des géodésiques ordi-
naires. Notamment, elles ne sont pas extrémales de 'arc =; elles ne sont pas non
plus les extrémales de I'élément linéaire conforme d&, car les lignes de courbure
qui sont de Llelles extrémales ne sont pas, en général, géodésiques conformes.

La considération des formules Il 22 montre que les géodésiques conformes
satisfont & I'équation :

Il 28 K=o.

D’apres 1l 26, on peut transformer II 28 en une équalion différentielle du 3° ordre
dv dv dv
du’ du*’ dut
résultat suivanl :

en u, v, . L’existence de cette équation nous permet d’énoncer le

par un point P d’une courbe (C) de ¥, il passe une ligne géodésique
conforme et une seule ayant avec (C) en P un contact du a° ordre.

Les géodésiques conformes de £ ont donc un degré de généralité comparable &
celui des cercles d’un plan (ou d’une sphere).

6. — Torsion el courbure conformes des courbes tracées sur .

a) Torsion.

Il 17 s’écrit :
de db N
——— = —sinas.
dz d- '

On peut donc énoncer un premier résultat :

Pour deux courbes tangentes entre elles en un point, la quantité
de db . .
p est la méme en ce point.

Tenons, maintenant, compte de 1 22; nous avons :

Gl! — _’—_ H .
sin 6
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donc :

I __ H A dy S Cp— _sinO(dO sin )
29 —{—m ——Zi—:_———51l‘2f’ ou: N = +T ;F 210 .

On peut aussi écrire, simplement :

1 3o h— A:.____’__

Nous pouvons interpréter géométriquement II 29 et 11 3o.

Soil une courbe C de X. Soit, passant par M de C la géodésique conforme I'
ayant avec C en M un contact du 2° ordre. Pour C et I" en M, H est le méme.
La torsion de I' en M est, selon II 29 :

3 | h — T L sin 2z
I o — — —|—'ﬁSlnzf.

selon I1 29, également, la lorsion de C en M sera, en tenanl comple de II 31 :

11 32 . h = \/a sin 6 (hu— ! iﬁ_>

sin 24 d=

IT 32 n’est évidemment valable que pour une ligne G non asymptotique con-
forme (ou n’ayant pas en M de contact d’ordre 2 avec une asymptotique conforme)
et non tangente a une direction principale.

Pour une ligne tangente, par exemple, & la 1™ direction principale de X en M,
la formule II 29 s’écrit simplement :

. —
1l 33 h:\/xs""_‘lﬁ.
272 dx

Quant a Il 30, son interprétation est immédiate :

Deux courbes de X, ayant en M un contact d’ordre 3, ont en M méme

- db
valeur de la quantité h — —.

o3

C’est bien évident, car de telles courbes ont méme valeur de s.en M. Le ré-
sultat précédent présente une certaine analogie avec le théoréme classique sur la
torsion géodésique des conrbes tracées sur une surface.
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b) Courbure. _

Montrons qu’on peut exprimer, pour toutes les courbes osculatrices (ayant un
contact d’ordre 2) & une courbe 1" en un point M, la courbure k en fonction de 6,
de a6
dz’ dz

En effet, on peul écrire, en vertu de Il 22 :

H

]I 3[3 . ———;5’,:-,——.
sin 6

En dérivant deux fois 11 34 membre & membre par rapport & 7, en portant dans
11 25 les résultats obtenus, et en tenant compte de Il 23, on obtient une équation

de la forme :
II 35 : F=at"+ bt +ct' +d

. \ do .\ .
les coefficients a, b, ¢, d dépendant de 6, o, et 7 d’une maniére assez compliquée.

On peut ainsi interpréter I'équation 1I 25 en remarquant que pour deux courbes

de T ayanien M un contact d’ordre 2, la quantité go — ko'* est 1a méme.

7. — Sur certaines directions remarquables d'une surface en un poinl.

Les cercles d'une surface (s'il en existe sur T) sont les lignes ponr lesquelles on

a, A la fois :
H=o0 et K =o.

Ce sont, en un certain sens, les lignes a la fois asymptoliques conformes et géo-
désiques conformes. )

Le probléme de la recherche des cercles sur X par les méthodes de la géométrie
différentielle (que nous ne nous proposons pas d’ailleurs de traiter dans ce para-
graphe) suggére de résoudre un probléme préliminaire : xiste-t-il, passant par le
point M de T des lignes asymptotiques conformes ayant, en M avec une géodésique
conforme un contact d’ordre 3? (Si nous choisissons le nombre 3, c’est que nous
sommes sirs que M étant un point quelconque d’une ‘asymptotique conforme, il
existe déja une géodésique conforme ayant en M avec Pasymptotique conforme
donnée un contact d’ordre 2.)

Soit I" une telle asymptotique conforme el G la géodésique conforme ayant en

M avec I’ un contact d’ordre 3.

-

" satisfaita H = o. donca H:.=o.
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Quant a G, elle satisfait & k =o0; mais, puisque I' a avec G en M un

«

-6

ont, en M, la méme valeur pour les deux courbes, et

) do
-contact d’ordre 3, o, -,
drt dr

G satisfait aussi, mais en M seulement, 3 K = o.

En éliminant ¢" et 3’ entre H =0, H. =0, K = 0, onobtient une condition
en ¢ qui doit étre réalisée pour que G et I" aient un contact du troisiéme ordre.
Réciproquement, si un angle ¢ vérifie cette condition, H =0, H.=0, K = o
sont compatibles pour cette valeur de 3, etil en résulte que 'asymptotique conforme
I' faisant, en M, l'angle ¢ avec la premiére direction principale, a, en M, un

_— e dy .
-contact du troisiéme ordre avec la géodésique conforme dont le LT en M est égal

adceluide I" en M.
Nous allons chercher quelle est la condition en z dont nous venons de parler.
H =o0 s’écrit :
i

If 36 'g'——.g(xcos;cotap—{3sin:ptg@).

H'. = o s’écrit donc :

11 34 ;ﬂ:%;(a/ucos 9 +a/2 sin ¢) cos v cot 3 —(B/1 cos v+ B/2sing) sin ¢ tgq,;
(s oty — 52 ) —con 5 g 5+ 2 [
+§?a<——smfcot+ sin'ga) B cos ¢ gf-i-cos,ﬁg 59.

En combinant I 37, Il 36 et K = o, nous obtenons :

38 +3)(x/1cosg+a/asing) Tt —(B/cos s+ lasing) |
[ < €Os® ; sin*¢ )
+1 ) 3 + & sin 23 :7 Sinf—i coszs
3jacosy |3 Sin' o i i cos” 9 ! c . .

+ a,c0s® ¢-— (@, — B,) sin ¢ cos » — 8, sin* v + 2 sin ¢ cos 3(cos® ¢ — sin*9) = 0.

En posant { = tg o, II 38 s’écrit :

(a1 a/2 B/ t B/at 2 & 1 o +3°‘. l'—t':
9 1+t

{1 +0) I +F I+ C A+f gta+f) o

2B T x,._(u.~ﬁ:)t_ B.t'z 2&!—}"):
g1+t o 1+ 1+ 14t (1 47)

.l’._
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En chassant les dénominateurs, nous obtenons, finalement :

II 39 — 382+ (228 +38[1+98)0
+({$’+3‘8/2+9(z’—— )+l8)t"——(3 (2f2 —8/1)+ 9 (o, — ’))l“
—(214—30:/[—}—9(‘@2—1,)—}—18)1‘4-—-—(21(3—}—51/2—%—912)13—}———301/[[’—!—1’:0.

Les racines de celte équation du dixiéme degré nous donnent les valeurs de tg ¢
~ qui résolvent le probléme que nous nous sommes posé.

Il existe donc en un point M dix directions remarquables au plus telles que
I'asymptotique conforme I' passant par M tangente a l'une de ces directions ait
un contact du troisitme ordre avec une géodésique conforme. '

Remarquons que I'asymptotique conforme [' dont il est question dans lenonce
ci-dessus a une infinité de sphéres osculatrices en M (sphére osculatrice est ici pris
au sens de sphére ayant avec la courbe en M un contact d’ordre 3).

La sphére osculatriced T' en M’ voisin de M, quiesttangenteen M' a X, tend,
quand M’'—> M, vers une sphére S tangente & £ en M, ayantavec I’ en M un
contact du quatri¢me ordre. Nous pouvons donc aussi définir nos d1recL10ns privilé-
giées de la fagon suivante :

La « sphére de Meusnier(*) » d’'une de ces direclions a, avec Pasymplotique con-
forme tangente en M & cette direction, un contact d’ordre /4 ’

Les directions privilégiées que nous venons de définir donnent naissance a un
certain nombre de familles de courbes & un paramétre (dix au plus) définies par la
propriété suivante : chaque courbe, en chacun de ses points est langente & une des
directions relalives a ce point.

C’est parmi les courbes de ces familles qu'il faut chercher les cercles tracés sur X.
Pour savoir si une de ces courbes est un cercle. il suffit de voir si elle est asymplo-

1 . .
tique conforme l:(:;’ =3 (2 coszcoty —Bsin g tg o)i‘ Elle sera, du méme coup,

géodésique conforme. ,

L’expression de la condition ¢'= % %cx cos g cot ¢ — B sin o Ig .,E nous condui-
rait & dériver membre A membre 1I 39, puis, & tenir compte de la valeur de ¢’ ob-
tenue; nous obtiendrions une nouvelle équation algébrique en L. L’élimination de ¢
entre cetie nouvelle équation et II 39 donnerait une relation entre les invariants de
la surface et leurs invariants dérivés, qui devrait étre vérifiée tout le long du cercle.
1l serait possible, en se servant de cette relation, ¢ *étudier le problémes des familles.
de cercles tracées sur une surface, résolu en partie par M. Adad dans sa thése (X).

Avant de terminer ce chapitre, signalons le résultat suivant, qui découle de

Iexistence méme de V'équation 11 39.

1) Cf. paragraphe 3, chapitre II.
( paragrap
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TutortME — Par un point non ombilic d’une surface au moins cinq fois diffé-
rentiable ne peuvent passer plus de dix cercles tracés sur la surface (*).

En effet, si M n’est pas un ombilic, le repére intrinséque de £ en M existe, et
il existe en outre dans un certain voisinage de M. Les invariants différentiels et
leurs dérivés intervenant dans II 39 existent en M. Donc 'équation II 39 peut étre
écrite en M. Elle ne s’y réduit.pas & une identité, car, dans celte hypothése, on
aurait : B = « = «/1 = B/2 = 0; il en résulterait que :

'59(7.‘—{5,)4—18:0,
(98, —a)+18=0.

Ces équations sont manifestement contradictoires.

(') Darboux a démontré (VII Ib) qu'une surface non sphérique ne pouvait contenir plus
de dix familles de cercles & un parameétre. Le théoréme ci-dessus rend ce résultat immé-
diat : en effet, pour qu’il y ait sur ¥ onze familles de cercles 4 un parameétre au moins,
il faut que tous les points de X soient des ombilics, propriété qui n’appartient qu’a la
sphere.

FacuLTi pEs ScIENCES, 4¢ série, t. IV. 5



CHAPITRE Iil

Quelques théorémes sur la déformation -isométrique conforme
des surfaces.

4. — Relations entre les invariants d’une surface et ceux de ses lignes de courbure :

a) Ligne de courbure v—=c (premiére ligne de courbure). Pour cette ligne, II 21
s’ecrit :

o
tgf—=—2— ou Oz—arctgzi.
o

2 ]

D’autre part, on voit que :

4

I o = VI K = (4a" + ()°)".

“Par conséquent, d’aprés II 17, la torsion conforme & de la ligne de courbure a
pour expression :

1

h=(ho'+(2,)) “0-.

-

Mais en écrivant la différentielle de toute fonction f (u, v) sous la forme
df =f/1 vy + f/2 i, ona:

o 2(a/1a0,—aa,,)

()" +ba” ’
d’ou
I 2 h— — M_—_“_“__
(@) + 4e)*

Nous allons déterminer la courbure conforme % en nous servant de I'équation :

I 3 {Ggf—kc’f:—a/l-ia’—aﬁ'—i.

qui n’est autre que I'équation II 25 appliquée & la premiére ligne de courbure.
(Remarquons que III 3 donne une interprétation de I'invariant =,).
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Pour cela dérivons par rapport & =, successivement les deux membres de III T,
I'équation obtenue par une premiére dérivation de III 1, etc...
Nous obtenons :

1

¢ = (4 o« + (a’)’)x;

i

o == (ha’+(2,)") “(Bua/1 +24,1,,) == (4" + @) (baa/1+2,5,);

B~ -

3

c’" = —_—— ! ([] oz’ + (a,)z)—z (8“ 0(/[ + 2 %, “zn)z + % ([‘a,+ (a’)’).—; :

~lw
|

M (40( OL““ + 4 (d“)’ + O(’ aznn + (“211)2) .

Par conséquent, nous avons :
fol. = ——g(lo a* + (oz,)’)—2 bra,+o,a,,) —}—%([; o+ (a,)’)_i([.a @, Fh(e,) a0, + (am)’) :

puisque
o = (4o’ + (“.)');;

on a:

MG k= — G (62 ) (1t + 300,05 (004 (8)) (G 1 0, 2, 20+ (5, )

Ly az‘> ([; o+ (a,)')—a .

ot —

+ (a,,+

b) Ligne de courbure u=¢ (deuxiéme ligne de courbui‘e).
Pour cette ligne, on aurait : :

B

tg 6 —="— 2 — 0=——-arctg2—;
1 1

LA

G" —_ ([lﬁ"}'(,e").) :

et

sc;1—ka?=—(p/n+ Fo1, {s,);

2

ce qui pourrait permettre d’interpréter 8,.

Le calcul donnerait, pour la torsion A, et la courbure % de cette ligne, le
résultat suivant :
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M5 = — 2Bnb =860
(By+48)
2 ’E " (je___ —é
M6 = = S et b s+ (50 ) (et )
1, ., . *% ; ; "
5 (A8 (B0 (48 8+ G088, B+ (5.)).

2. — Cas d'exception : a=2z,=0 (ou [ =28, =o0).

S8i o =4,=0, enun point, on vyit que les formules :

Fcos = u,= 0.

T sin 60 == 22 = 0;

ne permettent pas de définir 0 (otg 6 = 0). Il y a donc en ce point une infinité de
sphéres osculatrices a la ligne de courbure v=C; on tirerait la méme conclusion

pour la ligne de courbure u=C dans le cas ot =8 =o. En donnant & § une
valeur quelconque, on voit que [=o0; donc, si, en tout point d’'une ligne de cour-

bure vt=C (ou «=C) ona a=2z,=o0 (ou =205 =0), celle ligne de courbure
est un cercle. ’

11 est évident, d’aprés le théoréme de Joachimstal qu’il existe une sphére tangente
en tout point de cette ligne & la surface. Cette sphére est représentée par la sphére
analytique A, + A, ou (A, —A) du repére en un point quelconque M delalignede
courbure; car on a : (le long de la premiére ligne de courbure) :

dA == (xo,+ Bol)A, + o A, + w: A,
dA, = (2wt —Bo) A, — oA, + 0r AL

avec w:=o0; donc:
i 5 d(A,+A)=o0.

Remarque : Il est bien connu que si une surface admet une famille de lignes de
courbure circulaires, elle est 'enveloppe d’une famille de sphéres & un paramétre.

3. — Les surfaces isothermiques :

Une surface isothermique est une surface dont I'élément linéaire (au sens de
Vespace euclidien) peut se mettre sous la forme : ds*=A (u, v) (da* 4 dv*), u et v
étant les paramétres des lignes de courbure de la surface.
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Etant donné une surface isothermique ¥, il existe une infinité de surfaces ' qu’on
peut mettre en correspondance ponctuelle biunivoque avec X (au moins localement)
de fagon que cette correspondance conserve les formes o, et oZ. On exprime ce fait
-en disant qu’on peut, au point de vue conforme faire subir une déformation isomé-
trique 4 £, On démontre que, réciproquement, seules les surfaces isothermiques
-sont ainsi déformables. Ces résultats sont dus 4 M. E. Cartan. ‘

Nous allons rappeler rapidement les particularités des invariants des surfaces
isothermiques, et en déduire certaines conséquences relatives aux lignes de courbure
-de ces surfaces(').

La déformation isométrique conforme conserve o) et »?, douc elle conserve les
lignes de courbure (v, =0 et v, =0).

On peut s’arranger pour que cetlte correspondance (entre £ et X’ par exemple)
-conserve & et v. Parconséquent a et b sonlconservés. Donc, en vertu des équations
Il 22 et Il 23 du chapitre I, « et § sont conservés. De méme, en vertu de I 24 et
I 26 «, et B, sont conservés. Si «, et B, étaienl conservés, les surfaces X et ¥’ se-
raient superposables. Nous supposerons qu’il n’en est pas ainsi. Appelons z la
différence des invariants «,, et o, relatifs & ¥ et X' respectivement z==a' — «,;

1

" .en vertu de :

+ B+ 1=0
el 46,4+ 1=0, ona:
I8 E,—6,=—2z (B, et &, étanl invariants de X et X').

L’équation I 28 écrite pour.Z et ¥’ conduit & la conséquence
oz
S-L—! + 2b[32 = 0.

D’autre part, 1 29 écrite pour X, puis X', conduit & :

oz .
— 4+ 2a2Z = 0.
Qu

.donc on a :

18]

I ¢

d

= —a(axadu+Bbdv) = — 20?.

(*) Les résultats que nous exposons ici ont fait I'objet d’'une note aux comptes rendus
-de 'Académie des Sciences (IX). En ce qui concerne la déformation conforme, il existe
notamment un mémoire de M. Demoulin (IVa); les surfaces isothermiques ont été I'objet
-de nombreux travaux.
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dax) _ 2bB)
v u,

y

Par conséquent «; est une différentielle totale, et on voit que

par conséquent, en vertu de I’équation I 21 du chapitre I, on a :

I 10 SPE—

si w, = di, on voit qu'en vertu de g :

I xx z=ze "

4. — Les lignes de courbure des surfaces isothermiques et la déformation isomé-
trigue conforme,

Nous allons démontrer la proposition suivante :

TukoriMmE 1. — Dans la déformation d’une surface X, 'Visothermique, qui counserve:
I'élément linéaire conforme de cette surface, la torsion A des lignes de courbure de
¥ en chacun de leurs points reste constante. De méme, entre la courbure % de la
premiére ligne de courbure de £ en M, et celle de la seconde ligne de courbure en
M, il existe une relation linéaire & coefficients ne dépendant que de la famille des.
déformées de £ et du choix de M (il reviendrait au méme de choisir un homologue:
de M dans la déformation).

En effet, dans I'expression de la torsion conforme des lignes de courbure d’une
surface, donnée par les équations Ill 2 et III 5, n’entrent que les invariants dont la
valeur ne change pas durant la déformation.

D’autre part, si nous considérons les équations I 4 et 1II 6, nous pouvons
remarquer qu’il est possible de tirer : de IIT 4 la valeur de «,, en fonction linéaire:
de la courbure k, de la premiére ligne de courbure, et en fonction (non linéaire) des
invariants de ¥ qui ne changent pas durant la déformation. De méme, de 111 6, on
peut tirer 8, en fonction linéaire de la courbure k, de la deuxiéme ligne de cour-
bure : . ‘

Comme «, et B, sont liés par la relation : «, + 8,4 1 ==0 (voir chapitre I, para-
graphe 3), k, et k, sont bien liées par la relation linéaire annoncée.

CoroOLLAIRE : On peut déduire du théoréme précédent la conséquence suivante :
si une ligne de courbure de ¥ (surface isothermique) est contenue dans une sphére,
elle restera courbe sphérique au cours de la déformation.

La proposition contraire est vraie; une courbe non sphérique ligne de courbure-
de ¥ ne deviendra jamais courbe sphérique au cours de la déformation.

TrEOREME 2. — Si S et ¥, isothermiques, sont déformées I'une de l'autre, la

transformation conforme qui améne le repére en M de S sur le repére en M' de T
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(correspondant) améne les lignes de courbures de S passant par M dans une posi-
tion ou elles ont, en M’, un contact du 4° ordre avec celles de ¥ passant par M'.
Le contact ne peut étre d’ordre supérieur & quatre en un point ot aucun des inva-
riants a, 8, «, =8, n’est nul.

En effet : les valeurs de ¢, de 6, de @, ®, v, k, sont les mémes pour deux
lignes de courbure correspondantes en deux points correspondants, ainsi qu'on le
voit immédiatement sur les formules (les invariants «, et 8, qui changent dans la
-déformation n’interviennent pas dans les formules qui donnent les paramétres per-
mettant de situer les repéres les uns par rapport aux autres, dans le cas des lignes
de courbure).

La superposition des repéres des deux surfaces entrainera donc la superposition
de ceux des lignes de courbure.

Or, deux courbes ayant méme repére en un point commun (M{s,) = M'(s,)) et
méme torsion en ce point ont en ce point un contact du 4° ordre, ainsi qu’il résulte
‘du développement effectué au chapitre T ;

w__wl __‘/Ez ,_wa
—xn y__‘ro v—_—;o’
3 _hg k
Il 1s y=$1+<+ + )ac :
6 120
I
~+24 +ch o

(ou z,, x,, x,, x, sont quatre des coordonnées d’un point courant d’une courbe par
rapport au repére conforme en un point voisin de cette courbe, et ot s est I'arc
-conforme de cette courbe).

5. — Nous avons réservé le cas ot on a = o — %, = 0 (el, de méme, g = 8, = o).

Supposons que ce cas se présente tout le long d’une ligne de courbure. Celte
ligne de courbure est alors un cercle, car, d’aprés nos formules en tout point de cette
ligne, on a { = o (avec les notations utilisées précédemment) et, par conséquent,
le choix du repére intrinséque de cette ligne n’est possible en aucun de ses points
(Ie choix de A, = (A, est impossible). Nous tombons sur le cas d’exception prévu
-au chapitre I, paragraphe 1, qui est le cas du cercle.

ReEMARQUE. — Tout le long d’une ligne de courbure w; =0, circulaire, on a
8, =G, (et donc aussi a, = C).
En effet, en tenant compte de «, = a = o, [ 29 se réduit a :

28,

111 8 Y

=o0.
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Nous allons déduire de ce qui précéde certaines conséquences relatives & la
déformation conforme des surfaces isothermiques possédant une ligne de courbure
circulaire. Soit (2) une telle surface, (¥') une déformée de (), (C) la ligne de cour-
bure circulaire de (£) & laquelle correspond (C') ligne de courbure de ('), égale™
ment circulaire (1 = o, = 0 pour (¥) comme pour ('), en tout point de (C) et ay?
M un point de (C), M’ le point correspondant de (C")).

Le repére attaché & X' en M' peut étre amené sur le repére attaché a £ en M
par une transformation conforme. Cela étant, la variation du repére (A A, A\, A A))

altaché A (£) en un point courant P de (C) est donnée par le systéme :

d\, dA,
—dT—An dZ _11A|A+A:‘+2"\4’
11T 13
dA, A, da, _a
| dz '_‘J""’ dz — v dz a2 v

(ou z est l'arc conforme de (Z) compté le long de (C) A partir de M).
De 11T 13, on déduit :
d*A

I 14 d_,“ =2, A+ A, +2A,.

Si x, x, x, x, x, sont les coordonnées de A, par rapport au repére en M, on-
a, en se bornant aux termes du 2° ordre au plus, les développements de Mac Laurin:

suivants :
[ 2%
—=2z+ ;
\ xo.
. x
I 15 —~2 =0+ ;
wD
2
x 2

©

11 existerait pour A', (coordonnées x', x', x', &', &', par rapporl au repére en
M' superposé avec le repére attaché & = en M) des formules :

1
‘—,—:Z—}-‘.. 5
wﬂ
'
x
1M1 16 2 =o0+...;
wo
x, LA
— = — T
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IIT 15 et III 16 comparées montrent que (C) et (C') ont en M un contact d’or-
dre 2. Or cela suffit pour que (C) et (C') soient superposés.

Par conséquent : le déplacement conforme amenant le repére de (X') en M’ sur
le repére de () en M superpose (C) et (C'), homologues.

6. — Nous allons voir qu’en dehors de M et M’ ce déplacement conforme ne
superpose pas les points de (C) et (C') homologues les uns des autres.

Pour cela, utilisons le systéme III 13 : ‘

Nous avons :

d’_A,l_:z‘A‘__A‘_{_zlA ’
dz !
ou :
I 17 %—}—(n——n,)A‘:o.

La forme de III 17 nous oblige 4 considérer deux cas :

a) 1—2a >0 ou a, < —;
2
b I
) 1—2x, <0 ou “4>'2";
I
a) 1—2a >0 a, < —.
2

On peut alors poser 1 — 2 x, = *; et on sait que la solution de III 17 est de la
forme :

A, = A cos wz + B sin oZ.

Appelons (Jo, L, Jo, Jo, Jo,) le'repére de () en M.
On a, pour Z = o, en comparant 'expression trouvée de A, avec b, :

A=,

Comparons, pour z = o les expressions :

dA
— = —Aowsinwz+Bocoswz
dz
LdA, . . . ’
el —— = A 4+ A +2A, (tirée de 111 13); il vient -

dz

B(O = al '-170 4- '%3 + 2‘-"“”’1;

FacuLTE DES ScIENCES, 4° série, t. IV. 6
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1
B=2 {ad,+,+2.0,!

w

et :

I
A, =0, cos wz4+— }a oy + M, + 2.0, sin oz,
() .

Mais de III 13 on peut extraire :

dA,
dz A

donc :

| . 1 ; ) R
A, = Z‘%’ sin 0'2—(—)-,-4 2, Moy 4+, + 20, { cos vz + K.

La sphére K va étre déterminée par la condition qui s’écrit :
! \
A, = - va, b, + b, +2A, 1 + K.
Ce qui conduit au résultat :

T, [ ,
Il 8 A, = =&, sinwz+— o, Jo, + b, + 2., {1 —cos vz} + fo,;

' b) 1 —aaw <o, a,>£.
2

III 17 conduit & écrire :

A, =AChiz + BShXz
‘avec : NM=oaa, — 1.
On a, en procédant comme & la subdivision a) :

A=A4,; B=—={e b, +4,+240,1.
IS .

Ce qui conduit & :

A, =&, Chiz +)i {a, b, + o, + 20,1 Shxz.
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En prenant la primitive de A, et en posant :

(Ao>:=o == l"‘oo,

on obtient :

g A, :-;‘-ﬂo, Sh 2z 453 b, + b, 3, ] {Chdz—1 ] 4.4,

Des expressions de méme forme que II1 18 et III 19 existent pour A’ avec des
coefficients ) ou o' qui ne peuvent élre égaux @ x ou o, car cela entrainerait
I’égalité des invariants «, et &, et, par conséquent, la superposabilité conforme de
(D) et (). Il résulte de ceci que les points homologues (de méme z) sur le cercle
(C) (confondu avec (C') aprés supefposition des repéres en M' et M) ne sont pas
superposés.

7. — Jusqu’ici, nous nous en sommes tenus a un point de vue strictement local ;
dans ce paragraphe, nous allons, au contraire, faire quelques remarques de nature
globale.

Soit une surface ¥ conlenant un cercle (C) entier, ligne de courbure de X le

o
long de laquelle «, < —. A mesure que croitra z, A, décrira le cercle, et il repas-
2

sera par une position déja franchie quand wz se sera accru de 2 =. La «longueur »
conforme totale du cercle sera

27 27
— ou

© \/ 1 — 24, .
Pour mesurer «, sur (C) il suffit donc de prendre le « tour de taille conforme »
de (3) selon (C).
Si la surface () précédente est isothermique, la période 27 et celle 3;-’: d’une
. (0} (O]

de ses déformées (X') le long du cercle (C') homologue ne seront pas égales, si
bien qu’a la totalité du cercle (C) ne correspondra pas la totalité du cercle (C") (ou
au contraire) a la totalité de (C') ne correspondra pas la totalité de (C).

11 se peut méme que pour (X) le long de (C), on ait «, < -;;, et que pour (X') le
long de (C'), on ait «, > )
2

Dans ce cas, 4 un arc de (C') correspondrait une infinité de fois le cercle (C).




CHAPITRE IV

La connexion induite sur une surface plongée dans l'espace
conforme a trois dimensions.

1. — La notion de connexion conforme.

Dans un mémoire des Annales de la Sociélé polonaise de Mathématiques, M. Elie
Cartan a, pour la premiere fois, introduit la notion de connexion conforme (I d).

Nous allons rappeler succinctement en quoi consiste cette notion.

Soit une variété numérique & trois dimensions, ou les points sont repérés grice
a trois coordonnées : x, y, z. Nous assimilerons le voisinage de chacun des poihts
de cette variété & une portion d’un espace conforme : l’espace conforme tangent.
Dans cet espace conforme tangent existera un repére pentasphérique A,, A,, A,, A,, A,.
Un systéme d’équations

IV 1 dA, = o’ A,

donnera la variation infinitésimale du repére quand on passe d'un point M de la

variété au point M + dM. Les formes mj sont des fonctions linéaires de dx, dy, dz.

On a: o =% _dr+=_d +'rc"zdz.
Les n‘“w etc... sont fonctions de x, ‘y, z.
u.

Les formes ‘”i ne servent qu'a raccorder entre eux dans le voisinage immeédiat
d’un point M, les divers espaces conformes tangents a la connexion conforme.

Pour parler un langage plus précis, les formes wi serviront a développer les
courbes de I'espace & connexion conforme sur 1'espace conforme tangent. Les pro-
priélés des courbes de I'espace a connexion conforme seront, par définition, celles
de leur développement sur I'espace conforme. Il s’ensuit tout naturellement que
le repére pentdsphérique intrinséque d'une courbe s'obtiendra, en _gédmétrie a
connexion conforme selon les mémes régles qu’en géométrie conforme. Les formules
donnant la variation infinitésimale du repére mobile d’une courbe seront alors de la
méme forme que les formules correspondantes en géométrie conforme.
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1

La définition de l'espace a connexion conforme i deux dimensions se fait de
fagon analogue a celle de l'espace & connexion conforme a trois dimensions. Les
-cinq sphéres analytiques du repére sont remplacées par un tétracycle.

2. — Connexion induite sur une surface.

De méme qu’en géométrie ordinaire, on peut considérer une surface comme un
-espace de Riemann a deux dimensions, nous allons considérer, dans ce chapitre;
une surface de 1'espace conforme comme un espace & connexion conforme i deux
'dimensions. ' '

L’espace conforme 4 deux dimensions tangent en un point & la connexion
conforme définie sur la surface sera matérialisé par la sphére A, du repére de la
surface. Le repére tétracyclique sera, bien entendu, Uensemble des quatre cercles :
(A, A), (A A) (A, A), (A,; A)); appelons ces cercles B, B, B, B, : '

Nous aurons loujours : '

(B‘)’: 1, (Bg)s: 1. (Bo)':(’v (B‘)E:‘:O, (Bo B‘): —_

1
5

Nous définirons la loi de raccord des espaces tangents de la fagon suivante : en
un point M+ dM, infiniment voisin du point M, sur la surface, les sphéres A,, A,
du repére sont devenues :

Ai —{»—dA':::A‘ +u)2A“+0)2A3+20);A,‘
et : v ) A2 + dA’:-_Ag + w: A, — 0)2 A3 + 2 wi A‘.

Le cercle B', (A,+ dA,; A)) ne sera autre que le cercle (A;; A+ 0] A+ 20,4,).
Le cercle B',= (A,+ dA,; A,) sera le cercle : (A,; A, + o) A+ 2 0] A,).
Ces deux cercles se couperont en deux points B', et B’,. que nous soumettrons a

1a condition (B',. B') = — :;_

Le point B, aura le méme support géométrique que le point A 4 dA,.
Nous normerons ce point de facon que B’,— B, soit exactement :

2

. 2
oy B, + o} B, 4+ o B,.
Nous aurons donc :

/ B, —B, = B, + B, - w2B;

B, — B, = o;B, +20,B,:
B —B :"’ZBu+2"’2B4;

B' - B — é (('?';’ B‘ -+ (ng B:) —_ ('\2 B‘ .
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Notre loi de connexion sera :

dB, = v B, + w3 B, + 0. B,;
dB, = 0B, +20,B,;
IV 2 dB, = 0B, 4 202B,;

dB‘ = —; (u)f B‘ + W; B,) - “’:O) Bb'

Il va de soi qu'on ne peut pas, en général, intégrer le systéme IV 2 sans quoi
notre connexion serait réduite 4 étre un simple choix de repére mobile tétracyclique
sur une sphére proprement dite. '

Les équations IV 2 vont nous permettre d’étudier les courbes tracées sur la sur-
face £ d’un point de vue différent de celui qui domine le chapitre II.

Nous considérerons les courbes de £ comme courbes d’'un espace & connexion
conforme 4 deux dimensions, et nous leur attacherons un repére intrinséque tétra-
cyclique, et des invariants différentiels nouveaux, qui, bién entendu, dépendront de
la surface sur laquelle la courbe est tracée, en méme temps que de la courbe elle-
méme.

3. — Les courbes, étudiées au point de vue de la connexion.

Pour étudier les courbes au point de vue de la connexion, il nous faut introduire.
un repére tétracyclique intrinséque (B,, B,, B,, B,), tel que sa variation le long de
la courbe soit donnée par des équations de la forme :

dB,

& B

O — B, 448,
v 3 ~

dB, =

ds =B,

dB

Nous savons d’avance qu'un lel repére existe. Mais le calcul que nous allons.
faire, en le déterminant complétement, sera une preuve supplémentaire de son
existence.

" Le repére (B,, B,, B,, B,) se déduira du repére (B,, B,, B,, B,) par un systéme-
de formules linéaires ol entreront : I'angle ¢ de B, avec B, (qui ne sera autre
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-que I'angle de la courbe avec la premiére ligne de courbure), des paramétres ¢, p, v
“Ces formules seront :

B, ={B,;
ﬁ,:cosq,B,—ksin;pB,—&—an;
W4 E:—sinq,Bi+cos;«B_+vBo;
B,= L {w v B+~ fmcosy—vsing! B,

43 2%

I . I
-{—;;-gy.smcp—{—vcos:p; B’-{'—EB..

b ]

Elles peuvent s’inverser selon :

- 1=
B‘):?Bo;

]
B'=%,vsmv—u.cos¢,B+cos\9B—s: 91_3

IV 5
I . T e W =

B,:—Egysm?+vco ¢ B, +sin ¢ B, 4 cos ¢ B,;
B, = {u'++v|B,— B — B +¢B

4 2 2

Comparons les formules 1V 4 dlfferentlees avec les formules IV 5, IV 3 et IV 3 :
Nous obtenons : g ’
a): dﬁo = {dB, + d{B,;
= C((ogBo-{—w‘B + 03B )+d"B ;

= (d{ + {0l + o, ,vsmqa——p.cos?}—-oo{y.sm:p-}-vcosw;)—.
+ {(w; €08 @ + w2 sin ¢) A, + ¢ (w? cos 9 —ofsin g)A,.

Nous déduisons de la comparaison de ce qui précéde avec :

dB, = ds B,
des conséquences suivantes :
d¢ ds ds , ds
—L,-'-{-w?,'——y.—t-; to;::cospT; o);:s_mg—t—-;

-donc, en gardant & ~ la signification que cette lettre a au chapitre II :

ds . 't .
m= et (J.:,—+¢COS¢{>+§SIH ®.

¢
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b) Exprimons dB, de deux maniéres différentes et égalons les coe{'ﬁments de-
B,, B,, B, obtenus :

&+ B, ds = —sin '&((«)0304—20) B,) + cos J(() B, +2(-) B,)

'y

+v(wy B, + 0, B, + v B,) —cos ,.aduB — 510 .adoB +dvB,;

F B ds = (— w? 8in 3+ 0y €S v +voy +dv)-—7,—“ + (v, —cos ody) 3

i

(v sin 5

N

—uw cos ) B, +sineB, +cosyB

. {1 . — R _
+(vo?® —sin sdy Y _(wsin o 4vcoss)B +sin 2B, +cos B
0 ¥ I ( t\ i v (1] 1 1 L]

Nous déduisons de ce qui précéde les équations :

_ 4
' e
: d d*o .
$§d8:—(-) sin .u—{-m cos ../—{—mogg-}— = dr.
Par conséquent, nous pouvons écrire :
. . fds
. FZC=F . ,sin* g+ (B, —«,) sin s cos v +a, cos’ 3

&y

. do
+(xcosy+Bsing) Go+

¢) Répétons pour dB, ce qui a été fait pour dB, :

dﬁ ;_:E.dsﬁ +2dsl_3
== cos ¢(w; B, + 20, B,) +sin o (w B,+20.B,)
+ u(wiB, 4 02B, + w2B,) —sin ¢ dv B, 4 cos ¢dyB, +duB,;

don :  k.dsB,+ ndsﬁ‘ = (cos v, 4 sin :{;(og+p~(-)z+dp)—7—°

+ (g ——smodw) (vsm u——u.cosJ)B +COSJB'—S| ]—3,§

“+ (p o)+ cos ¢ dy) g — %(p_ sin g 4 v cos @) B, + sin zpﬁ, +- cos q;fia %

—{—2(1*5

f
ik +v)B, —

B, —

MI’F
v

‘B,+;§,§.
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Ce qui précéde entraine la conséquence suivante :

Eds: 5 UL

: . d ‘ L uen
(cos ] +sin vo, +uwd +dv.) — (n.cos o —vy sin o)’

oo

drx . d :
— — (. Sin 9 4v oS o) 4 — 1} vt 4v7 ).

]

Par conséquent :

- . d T,
k=, cos’ o + (8,4 =,) sin o cos o + B, sin* o + w(x cosy + B sin ¢)+ 71%*; § v

N

, A N Y i . L e . .
Cette formule, transformée grice a W= 4 xcos ¢ + §sin g et =", de-
vient :
{84 — k(s = —=,c08" ¢ —(8, + %,) sin g cos 3 — B, sin* ¢ — /1 cos’ v — (/24 B/1)sinpcos ¢

11

. . 1 1 .
—B/2sin* g+ (asins —Bcosg)y’ +=(3') ——(2cosy + Bsinv).
f - - 5\ 2 : ¢

Groupons et numérotons les formules que nous venons d’obtenir =

) T ods . 7 . ; - day
IV6: {=—; IV 7 w=—+2c0s 9+ 8 siny; 1V 8: v’:T;
T < . az
. ds . ) . . - . e .‘ ‘Ll@
IV g: +<T> = — B, sin* o + (8, —2,) sin v cos v + x, cos ?—i—(occos?{-{ism;)k—';
T . AT
IV 10: {si.—k(s")* = — 5, cos® 2 —(8,+2,) sin v cos g —8§, sin*o —af1 cos’ o

. ' 1 . '
— («/2+8]1) sin g cos » — 8/2 sin® o 4 (@ sin 5 —Bcos v) o' +— (')’ — — (¢ cOS © 4 8 sin o)*.
0 i K/ 'y i ' . ] ? 0 2 ‘ ‘ 4

4. — Les formules que nous venons d’obtenir résolvent complétement le pro-
bléme de I'étude différentielle des courbes tracées sur ¥, cette surface étant consi-
dérée comme espace & connexion conforme & deux dimensions. Nous allons comparer
les résultats obtenus dans le paragraphe précédent a ceux du chapitre II.

En conservant les notations de ce chapitre, IV g s’écrit :

Fs"=K-—sinagcos209, ou: K= s5"+cosa29sinag.

La formule II 20 s’écrit alors :
IV 11 s,6" = H sin 0 4-cos 0 {¢,5" +cos 25 sin 25},

e, et ¢, sont.égaux & = 1.

Une courbe en un point peut étre telle que ¢, ¢, = — 1; autrement dit, une
courbe « dextrorsum » au sens. de I'espace peut étre « sinistrorsurn () » au’ point de
vue de Ia connexion. - ‘

FAcULTE DEs ScIENcEs, 4° série, t. IV Vi



50 R. POTIER.

Il est facile de vérifier le résullat suivaat :

Des deux ligues de courbure d’une surface isothermique passant par un point de
cette surface, 'une est « dextrorsum » au sens de la connexion, l'autre est « sinis-
{rorsum » au sens de la connexion.

En effet v (Y2 g Cautre = o (Y
n effet : pour lune, on a : ={ —) = — 4, el pour lautre : & —— ) = a;
P \rlx i1 p \\d_) 2oy
. . , ds\*
comme = B, il s'ensuil que :¢'= — 1. (On remarquera que_la valeur de -
R [} 49

est la méme, pour les deux lignes de courbure considérées, au point considéré.)
Nous pouvons comparer 1V 10 et 1l 25.
Le résultat de cetle comparaison est I'équation -

IV 2 vl k(s Leos? 25 = \6.—k(s.).
2

5. — Nous pouvons poser, a propos des cercles généralisés de la connexion
induile le probléme que nous posions au chapitre II relativemenl aux géodésiques
conformes : existe-t-il, passant par un point M -de ¥ un cercle généralisé et une
asymptolique conforme ayant entre eux en M un contact de 3° ordre?

Nous sommes ramenés, comme au chapitre II, au probléme d’algébre suivant :

"

éliminer ¢’ el ¢" entre les équations :

.
H =o:
Hi=o;
K —sin 2¢ cos 23 =o.

On procéderait & celte élimination, comme il est indiqué au paragraphe 7 du

3

chapitre 11. En posant {=1g 9, on obtiendrait I'équation :

IV 13 — 61+ 3Bal+ (2B + 3B/t +98) 0 + ({5' +36/2 + 9(x, — {52)) I
— (B2 —8/0) + 9z, —5)) — (2 + 321t + 9 (8, —2)) ' — (228 + 3a/2 +g2)

— 3ot P+ 2" =o.

La particularité intéressante de IV 13 est qu'a l'inverse de 11 8, elle peut se

réduire & une identité (quand en M

[

B=a=aft =8/ =

o, 8 == el a:’i:—ﬁ>.

(") Les mots « dextrorsum » et « sinistrorsum » ont ici un sens qui n’est pas le sens
habituel; par exemple, quand :, est positif, la courbe traverse son cercle osculateur en
passant de la région '« droite »  la région « gauche » de la sphére (le sens défini sur le
cercle osculateur étant « tangent » & celui défini sur la courbe).
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Dongc, il peut exister : ou un nombre pair inférieur ou égal & 10 de couples cercle
généralisé-asymptotique conforme passant par M ayant la proprielé indiquée, ow
une infinité de tels couples, ce dernier cas n’enlrainapt pas pour M Ia nécessité
d’étre un ombilic.

6. — Remarquons qu’alors.qu’il y a identité entre la notion de géodésique d’'une
surface de l'espace ordinaire et la notion de « droite généralisée » au sens de
la connexion euclidienne induite sur cette surface, les géodésiques conformes ne
coincident pas en général avec les « cercles généralisés » de la connexion conforme
induite sur la surface. Pour que cette coincidence se produise, il faut et il suffit que
sin 2¢ cos 29 = o, c'est-a-dire que le cercle généralisé soit ligne de courbure, on
bien coupe toutes les lignes de courbure sous un angle de 45 degrés.

Relevons également, entre les géométries euclidienne et conforme, les diffé-
rences suivantes : '

a) La déformation isométrique euclidienne conserve la connexion induite, la
déformation isométrique conforme ne conserve pas cette connexion.

En effet, les invariants «, et B,, qui entrent dans la définition des formes ! de
la connexion induite, sont modifiés dans la déformation isométrique conforme
d’'une surface isothermique.

b) La déformation isométrique euclidienne conserve les géodésiques.

La déformation isométrique conforme ne conserve ni les géodésiques confor-
mes, ni les cercles généralisés.

En effet, les équations différentielles de ces denx familles de courbes sont :

d*s Y Y . -
—1—‘,4,—(zcos:+,jsm;)gl—'—+a!cos v+ (8, = 2,) sin ¢ cos ¢
N d= T
— &, sin” g 4-sin 29 cos 23 = o0
et
d*s wain 47 s . a it
T + (2 cos g+ § sin ?)—; + 2, cos’ 3 4 (8, — ) sin g cos vy — B, sin* v = 0.

Dans ces équations, rien n’est modifi¢é par la déformation conforme, sauf la
quantité (8, — «,); si une ligne I satisfait 3 une de ces équations sur une surface
isothermique £, la ligne homologue sur une déformée ' de T ne satisfera plus a
I'équation considérée. Il y a, toutefois, exception pour les lignes de courbure qui
seraient géodésiques conformes (donc cercles généralisés), qui restent géodésiques
conformes dans la déformation (pour ces lignes. la variation de £, — «, n’intervient

pas, car 8, — a, est multiplié par sin ¢ . cos v, qui est alors une quantité égale A o).




CHAPITRE V

Courbes, surfaces, courbes tracées sur une surface en géométrie
a connexion conforme a trois dimensions.

4. — Soit § un espace & connexion conforme a trois dimensions, dans lequel
est tracée une surface X. Nous supposons toujours X cinqg fois différentiable. Nous
nous proposons d’attacher & T un repére intrinséque, en chacun de ses points, en
suivant la méthode de M. Elie Cartan.

Nous procéderons, au fond, exactement comme au chapitre [*.

Au point M de X le repére de L'espace & connexion conforme est A, (¢ =o, 1,
2, 3, 4). On prend toujours un repére tel que A, est un point. analytique représen-

tant M et tel que (A,, A) =0, (AJA)= — é, Ay =1. (A)" =0, (A;,A) =0,
(i, j=1,2,3).

Nous attacherons & ¥ en M la famille de 1epéres (A ,A,, A, A) se dédui-
sant de (\,, A, A, ) par:

Xo::Ao;
| K =cos 0A, +sin A, + A ;
\ Xi:—sin‘fJA,+cosf)A,+vA0:
A, =oA HA
? A :—-('x u‘—'rv’)Ao%——;-:—(pcosemvsinﬁ)A,—%—zL:(y.sin0+vc056)A,
(\

Les équations :

-

dAU_ = wiAfﬂ.
dA, = vl Ab.

<
[ 8

définissent le déplacement mﬁmtes1mal des deux repéres mobl,les

On exprime toujours les o’ en fonction de o, ¢, 0, a, i, v et des d]ﬁ‘erentlelles
de ces paramétres. ’

On' fixe d’aburd « comme au chapitre [, paragraphe 2, de facon que la somme
des coefficients de ! dans o et de »? dans w; soit nulle. Puis on fixe 6 pour que
le coefficient de »2 dans o> soit opposé & celui de w: dans .
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On fixe { pour que le coefficient de «! dans o° soit + 1, pms on fixe X et p. °
pour que ? soit nulle. ‘ :

Toutes ces opéralions sont possibles, car elles se conduisent formellement
comme il a éLé indiqué au chapitre I. »

Nous avons donc attaché a4 ¥ un repére intrinséque, et les formules de son

-déplacement infinitésimal sont :

AN, = 02 A, + 0l At 0 A, ;

dA, = o] A, + (o) —ao)) A +20A,;

AN, = 02 A, — (02 — @) A, + 202A,

AR, = A, — (02— Go?) A, + (02— Tod)A,;

3

V4
l R 0
dA, = — (0] A, + w, o ©F A)— o A,
5 .
Nous verrons qu’en général @ ne s’annule pas.

2. — Equations de structure :

Les équations 1V 4 définissent la connexion conforme de I'espace dans le voisi-
nage infinitésimal de la surface £. Changeons le repére mobile de I'espace & de
fagon que, pour les points de la surface, il coincide avec le repére intrinséque de
celle-ci.

Nous allons écrire les équations de structure de M. Elie Cartan.

Supposons (cela ne restreint pas la généralité des raisonnements) que I'équation
de X soit z=o0. Posons :

3, N ' Y, )f
__ Y JJ sf—25 AN
df_dmdm-{—aydy, s f 0.70—1—‘ 3y.

Les équations de structure de M. Cartan peuvent s’écrire :
vs (2 = [k o] + 28, ok 2]
La notation (w?)" signifie : |
do?(8) — 30 (d). ‘ .
Quant a la signification du crochet de multiplication extérieure, elle est donnée par:
[0 0] = 0k (d) w} (3) — v} (3) w} (d).

Pour des renseignements délaillés sur les régles du calcul différentiel extérieur,

nous renvoyons le lecteur aux ouvrages cla551ques qui développent cette question
{Ia;1b).
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Les quantités R? , constituent une partie des composantes R? .. (i, j = 1, 2, 3)

@ ij
du tenseur de courbure et de torsion de 'espace & connexion conforme.
Posons, comme au chapitre I :

o 1 2 0 1 2

W, == Xy + i’i Wy, W, = My + No,,
o ___ 1 [ 2 o N o

©, = zlmo + .51(00, M, = 1’(.)0 + ‘Bgmu'

Et portons ces valenis dans V 5.
Nous obtenons :

(o =[] + 2 B, o3
Ce qui donne :
Y6 (\(o:))’ = (:— l@ +‘ 2 B:) |g) [m:‘ mzj
De méme :

. . . N )
v (02 = (2 -+ 2R3 ) [} o]
el :

0= ((-)";)' = [m? (oi] - [m:) (.)Z] + 2 R:)m [(.):) u):;] + [(.):’ - a (.)z (.)i — (i(.);] y
dott :
VS8 . 1]+;’$,—‘r~l—fl’+2ﬁfn=0,
on a:
(0}) = (03) —a(w)) — [daw)] = [w; 5] + 2R}, [0 0]
. Si da_:?l/l(-):+(;/2(~):,

il vient :

Vg n+4%—ax—2R),,—2aR ,+a/14+2R] ,=o.

112

De méme, 1'équation en (w})" donnerait :

. - -1 - 3 —
V 10 m—z—a4+20aR,,—2R} 6 —a/2—2R],,=o0.
’\' dx=a/10,+2/20],
Si )
{ de=8/10,+8/20;,
7 v 1 o 1 27
(o) = [0y 0] + [w2ey) 4+ 2R] |, [0, @]

donne :

+ 248“?)-.2 = (‘(5|_12+2R?ﬁ |2);

YV 1 — /23450 + 2zR]

0 12



SUR CERTAINES QUESTIONS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CONFORME.

-on a:

(03) = [0 wo] + [0, o) 4 [0 0] + aR; |, [0} 0];
«d’oti ’ '
Vi () = [etel = (= (5, a)— a6, + x) + 2R ] ofel].

3 1
On a également :

0 12

(03 = 0 = [ 03] + [0} 02] + 3R3 , [whel].

On en déduil que :

V 13 . a=R?

042"
D’autre part :
(m‘:)' = [mf (ug] + [(uf(z):f + 21’\:' " [(0:’ (;)gl .
o 1 T2
d'z: =a,, 0, + Xy Oy

(1!51 - 531,1 ('); + {54:2 (";?
-on déduil :

Vv 14 _11.24' f34,1+°‘4(*f5+2R3u>+ﬁ.(d“{‘?R:u)
= (o, —B,@) +am+n+4 2R ..
Et :

(02 == [0305] + [03 6] + 3RS, [k o).

Ce qui conduit, aprés avoir posé :

___ 1 2,
( (ldt: =0y, 0 oy, 0]

U df, = Bu0ptBra0l;
-4 ’équation :

V ]5 - 1212 + l62:i + a'("“‘B + QB:) l!) + p!(a —t‘ sz !’-)
=o,8—B,2 +dan4+m+ aR? ..

Quand U'espace est normal('), les relations numérotées de V 6 a V 15 s’écrivent :

(‘”;)l :“?'lw;"’z?’ {3'11_"1/2: -‘@:—2=+2Rgu’ .
(o)z)' = a[('):) "‘)‘(2‘]Y ‘ I(sli + 112 + [‘1‘8 == l@l + 12 + 2“;’ l!;
V16 a‘+f$,+—l:o.' a=o;:
”:’_.6’ - {‘141'_'11;2:2(11{3_pla)+,l+2[{31!;
\ V "I';__‘Z’ ‘62”—-12,2:2(12?-——[3,1)+I)‘1+2Rgm.
(*) Dans le cas tridimensionnel, cela veut dire que seules les composantes %iir Bysis
RS ;j» sont non nulles. ) )

55
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En se bornant au cas ou & est normal, on obtient, pour la courbure de ¥ consi-
dérée comme espace & connexion conforme a deux dimensions, le tenseur E‘: .. dont
les composants sont immédiatement donnés par les équations de structure précé--
demment écrites :

Rno __ SJRO 0 .

RD”-—-O, 2“112_2R-112——|($’
V iy _ . _

2 o 0

le"“g'l 2“2:3—2R-212+'1’

En particulier, si § est I’espace conforme, on a :

R’ = o, RO, =—".

o 12 1ag

Re, =

2 12

=1
~
|

11e

o —
~

3. — Lignes de courbure : On sait que I'on peut prendre pour définition d’une-
ligne de courbure d’une surface de I'espace conforme ordinaire la propriété sui-
vante : en chaque point d’une telle ligne, il existe une certaine sphére, tangente a la
surface, dont le cercle caractéristique se réduise & un point (le point considéré).

Nous étendrons cette définition au cas de l'espace & connexion conforme. La
sphére considérée sera une sphére S = A, + 2 A .

Nous aurons :

dS —= A, + (l:xAD + 2dA, = ((ug +dax + 1(03)A°
+ (20} — (@) — o)) A, + (20 — (my — dwy))A,.

Le cercle caractéristique est défini par les sphéres S et dS. Pour que ce cercle-
se réduise A un point, il faut et il suffit que les sphéres S et dS se coupent selon
un angle nul (soient tangentes).

Pour cela, on écrit :

(dS, A = T (S (dS);

" Or (dS, A) =o, (S)’ = 1; il faut donc que (dS)’ = o.
Ce qui implique que :

V8 ou

1wy — Aw, + o, == 0, (x+ 1)o: —ao), = o;
1 - - . (y . N p—
. = o0; ( av,+ (2 e, = 0.

2
o

1 - 2
AWy — w, + Ay

Donc : _ .

¥ —1-Fa=o, ou ~ Vg =11 — a.
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Si |a| <1, le choix d'un x est possible de deux maniéres, ce qui définit, en un
point de la surface, deux directions. Les lignes constamment tangentes & ces direc-
tions sont les lignes de courbure de ¥. On voit que, par un point, il peut passer
deux lignes de courbure tangentes ou non entre elles, ou bien aucune ligne de
courbure. On peut méme imaginer une surface ayant uniquement des lignes de
courbure doubles (si |a] = 1 parlout).

Nous avons vu qué a =R} . a dépend des propriétés de l'espace au point que
I’'on considére, mais aussi du repére choisi en ce point, qui dépend lui-méme de 3.
Soit un point P : il peut exister deux surfaces passant par P, tangentes entre elles
en ce point, l'une telle que par P passent deux lignes de courbure, et I'autre telle
que par P il ne passe pas de ligne de courbure. ’

Calculons les angles ¢ attachés aux lignes de courbure passant par P (angles
¢ faits par ces courbes avec la direction o] = o).

Nous avons :
2 a
g v = —
! ®, 1+ 2
D’ou :
— - 2
a a -
s —_, | — ot = — 1 -{—[—_—a’,
gy gy
ou :
N
- I 2 - 218
al 145 = ; a= I~ =sin 29
3 tg o 1T+1g ¢

L’angle que font entre elles les lignes de courbure passant par un point n’est z
2

M- i ‘ o . o
que si @ =o (cet angle est — — arc sin a).
2

Nous voyons que I’angle des lignes de courbure d'une surface £ en un point est
lié & la torsion de I'espace (et au repére intrinséque de I).

4. — Courbes tracées sur les surfaccs en géomélrie a connexion conforme.

La définition du repére intrinséque attaché i une courbe 1", dans I'espace a con-
nexion conforme, ne présenie aucune espéce de difficulté, puisque les propriétés
d’une telle courbe sont définies par I'intermédiaire de son développement sur I'es-
pace conforme tangent. Les formules dA, — p‘i Kg définissant le déplacement infi-
nitésimal de ce repére sont toujours de la forme 1 8.

Rappelons, pour mémoire, le systeme Il 1 permettant de passer du repére de la

FacuLté pEs ScIENCES, 4° série,” t. TV 8
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surface £ au repere de la courbe [ tracée sur X, et le systéme Il 3 exprimant la
forme particuliére du tableau des p :

Koz I\
A, =conp N, Fsin g A\ A
il : K: —cosh(sin g A, —cos 2 A,) —sin 0A, + A :

= —sinf(singA, —cos gA) +cosHA, +vA;

e + :J': + V2

coefticient de A, dans I'expression de K‘ : G
o

s pPi=o0:pl=0; pi=0; py="F p,; Py=0; py=1rds: p;=— hds;

Pl =hkds.

Nous allons procéder comme au chapitre Ill : nous exprimerons successivement
les conditions 1I 3, en tenanl compte de II 1, du systéme déduit de 1I 1 en diffé-
rentiant membre & membre ses équations, et de IV 4. La présence du terme de
torsion : @ dans les équations 1V 4 modifiera évidemment nos résultats.

a) [p; =o. Cette double condition s’exprime exactement comme au
pi=o. ~ paragraphe 2 du chapitre II. Elle conduit & :
' . de .
\”l@ u. = — sin  cos 2 ¢ + cos 6,
' dr
- . dy
b5 v:+cosﬁcos:;cp+smed—
\ T

(en posanl, comme d’habitude : «, = d< cos 3: v, = d= sin ¢).

by p?=o. Celle condition entraine, comme au chapitre I :

16 dv + vm(; -+ cos 0"’.2 + sin 0(C05 ?"’; — sin “5(-\2) = - :J.]l:. .

Il 6 transformée donne une équation qui correspond a Il 8 :

. . di . de (e 48 o
V 20 sin Q—l——’;—'z CcOs 0 sin 2 "aa——+\smb-l—+cosf)cos 2% ) (rcos o+ B8iny)
a=" -~ \ - v

T T

+ c0os 0(m cos 5 + 1 sing) —sin 0 ) —z, 005" ¢ 4 (o, — 5,) sin 2 cos ¢ + 8, sin’ 3 {

. P dy |/ de . \
—— 2 ! O~ - g 0 S R
== )= T &COS) ; sin 6 cos 2 },

a-
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c) p,=TFp,. On obtienl ’équation suivante, réplique de II 11.
: &’z . . do . ‘ dz .
Var coshH—= + 2sinfsina ,—l— +{sin 0 cosaz 4 cosl—= }(xcosz +8sin )
T ‘dT ' d~ ' '
—sin f(m cos = + n sin @) — €05 (— 2, o>’ » + (7, — 8,)) sin 3 cos © 4§, sin® »)
/ps dh dy p. '
= (=2 +—])Gin0-—" 4+ cosOcos ) L=,
dt dr) ( dx ' )_ “dx
d) p;=o. Cette condition entraine toujours :
I 12 d2 + {0’ = pLh,
qui jointe & =% donne:
) r"
Il 14 r=— 42083+ §sin .
G

Le calcul de p; effectué de deux maniéres va faire apparaitre la différence essen-
tielle entre le cas de I'espace a connexion conforme doué de torsion el celui de I'es-
pace conforme.

En effet, on a :

P g%
" d= d=
D’autre part :
pl=(A,.d\).

Calculons les coefficients des lermes en A, A, A\, A

. de dA, :
terme en A, d (— cos 6 sin o) + woy + sin 0(0) — dw,);
terme en \, d(cos 0 cos z) + o) —sin 0 (0, — dw));
terme en A, d (— sin ) — cos 8 sin g (v, — @w}) — €05 6 cos ¢ (w) — dw),
termeen A, : o.
On obtient :
A\ .dA,) = —sin 0 sin o [d(— cos 6 sin o) 4+ uww! + sin O(0! — dw?)]
3 2 ] ] v o 0 n)

+sin 0 cos ¢ [d(cos 0 cos g) + pw;—sin H{o) — awo,)]

+ c0s 6 [d(— sin §) — cos 6 sin ¢ (0, — @ @)) —cos § cos z (02 —dw,)].
En transformant cette expression, on obtient finalement :

(:'_\:‘(IK__) = —db—(sin 2y —a)d=,
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formule qui conduit aux deux équations :

] py o db -
Y 24— =a—sinaz.
23 =t a— sin 27
: G 10
YV 23 / d :

ldr —_—_.(F-}-(sin :z'.;va)-

En vertu de V 22, V 20 el V 21 peuvenl s’écrire :

2
0

V 24 sinéb

\

s
v

X do .
7o + (2 cos 3 + B sin g) gi— + 2, cos* 5 + (B, — 2,) sin 3 cos
. . _ o _ody
— B, sin* ¢ +cos 2¢(sin2g—a) { —cos b ; (3 sin 2 ’."a——-ﬂ)i—‘ — [cos 23 (% cos »
a~

+ B sin g) 4+ m cos g 4 n sin ;;]1:0.

N ( o . d'.’; .
Vad cosb 3 71—?—%—(1 cos % + 8 sin 9) T—&—as cos® o + (B, —x,) sin 2 cos ¢
T T '

— 6, sin* g +cos 2y (sin 20 —a) f + sin 6

(3 sin 2;—6)—(&

- —[cos 2z (% cosop
| - —[cos a3 (x cos

+ 8 sin ¢) + m cos 3 + n sin )] ; =+l
Les quantités H et K du chapitre 11 deviennent :

-\ du
H= +(3 .sin:p——a)a—_‘———{cosg?(x cos 3 + B sin g) 4 m cos 3 4 nsin ¢];

T0 / (f’..'a . d .
Va6 *’K:-‘j—;+(xcos?+[ﬂsm ?)%+a,cos’;+(@,-——a.)sm?cos:{,
T 1T
—@lsin’c‘a—kcosn?(sin 2y —a).

Rien n’est changé en ce qui concerne la courbure conforme. Celle-ci est toujours
donnée par la formule 1I 25 :

. . deo . .
Vol —k(6t)' = (asin z — B cos 'la)—d—;———a/l cos*o— (a/2+B8/1)sinzcosy
- . ) I . @ .
I 25 { —B[2sin® ¢ ——(xc0os v + B sin 2)"—[2, co>" 3 + (2,4 5,) sin 2 cos 3 + B2 cos’ |
5 .

(AN L e
- =" ~cos® 2z,
I\ . TQ\([T) p ) 23

2
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Connexion induile : L'étude des courbes de ¥ au point de vue de la connexion
induite sur ¥ conduirait exactement aux formules du chapitre IV.

Tirons quelques conclusions géomélriques de la formule V 23.
Pour toutes les lignes tangentes en un point aux lignes de courbure de ¥ (au

sens du paragraphe 3 du présent chapitre) la torsion est donnée par :

h—=—, A étant une fonction de 6.

Nous avions bien une formule analogue dans le cas de I'espace conforme, ce qui
-est une justification supplémentaire de notre extension de la notion de lignes de
courbure. ‘

Remarquons en outre que c’est la lorsion de l'espace qui intervient (par sa

3
013

composante R} ) dans la formule donnant la lorsion conforme d’une courbe de =

-en un point.
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