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REDUGTION AUX FONCTIONS EULERIENNES

QUELQUES TYPES IVINTEGRALES DEFINIES

Par M. Henri ROURE.

(Observatoire de Marseille.)

Lorsque les intégrales définies peuvent étre ramenées aux fonctions eu-
lériennes, leur calcul est relativement facile. '

Nous nous proposons de montrer dans ce qui suit comment une telle
réduction peut étre opérée pour quelq‘ues types d’intégrales simples et d’in-
tégrales multiples. Nous obtiendrons ainsi quelques formules intéressantes
pour les applications.

Réduction des intégrales.

I:/we_"“ ' f(x, a)dx.

Nous supposerons, dans ce qui suit, que les fonctions qui figurent sous le
signe intégral sont développables en série uniformément convergente par
la formule de Maclaurin, de plus, a est un paramétre. Nous aurons donc le
développement par rapport a x :

[z, @)= f(0, a)-l—%f’((), a+..... +-f§,<"'(o, D+ ..... :

En prenant pour variable auxiliaire :

y = mzx,

nous pourrons écrire 'intégrale sous la forme :

n=oco

— f(")(o, (1) *° 1 [ —
I‘“EW | eTydy,
n=0
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et ceci nous donne de suite la formule :

[, a
[= Y s I(p+n),

formule dans laquelle" n est entier, p étant quelconque.

Si p = 0 et m = 1, nous obtiendrons la formule intéressante :

1:/ e f(x, a)dx = [0, @)+ f{(0, )+ ... + " (O, a)+. ...
Réduction des intégrales.

1= [Te (-2 f(x, ayde.

Le développement de f(x, a) étant effectué, I'intégrale I prend la forme :
m=e0 () 0 )
1:}_‘f L2091y de

Nous raménerons les limites a étre 0 et 1 par la substitution :
x=a+(8 —2)t.
Les facteurs x et 1 — x deviendront :

-0 et 155 ()= Dl

Nous les développerons suivant la formule du bindme généralisée et
I’intégrale I pourra étre écrite sous la forme :.

p+n-— v=g—1

fm +n—1—u —1—" ot g0, U
f (O a)/ V Y oG, T A= T T e T A

,_‘—'v

en conservant aux coefficients binomiaux leur signification.
Nous voyons donc que la valeur de 'intégrale I est donnée par la for-
mule :

u=p4-R—1 =1

) O », +n—1 -0 (=1, wt ; .
Zf( @ Z Z R (RO G—"TB+1,v+1).

n=so
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Réduction des’ intégrales.

szwfw“./we-—?(x,y,.“,z)F(x,y,”.’z)dx’dy"'_,dz’

dans laquelle on a :

o(x,y, ..., 2)=ax+by+ ... +ecz,

F étant une formule algébrique de ces mémes variables :
. m n . p
FA(:c, Yy o or 2) = E Am’m__'yp:v y...x,

avec

m—}-n.+...+p£:M.

Les variables sont séparées et nous raménerons ’intégrale I 4 la forme
classique par la substitution :

ar =u, by =, AU CZ = W;
de sorte que I peut étre écrite sous la forme : .

[—= Z Amn,.op /w e—tumdu " e=vwp dw
. am+xbn+x'“cp+x.o . o :

La valeur de I’intégrale I sera donc donnée par la formule :

[— Am,n,;..,p l‘(m+l) ]_‘(p+1)
o E am+i bt eptr am+r Cotr
Intégrales.

@ b c :
7 I:ff....ff(x,y,...,z)x”"“(l—x)"“...z""(l—;“‘dx,...,dz,

-dans lesquelles la fonction f est développable en série de puissances unifor-
mément convergente sous la forme :

n=o0

fx,y, ...,2)= E Hzg,n},....ka;igj...zk,

n=0o
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avec :

i+j+...+k=n.

Nous raménerons les limites a étre 0 et 1 par la substitution :

x = au, y = bv, ey Z == Cw,

qui permet d’écrire I'intégrale I sous la forme :

R==00
. k U ip - . s 3
I= Z Hgn; .,..kalﬂ e € +rf P —au) ' du ... / w1 — cw) T dw.
n=o ° ’ e
Les facteurs (1 — au), ..... , (1 — cw) peuvent s’écrire sous la forme :

-0l *‘T%(‘—’”)]‘

et leurs puissances seront développées par la formule du bindme. Nous
transporterons ces développements dans la formule (I) et nous remarque-
rons que. sous chaque signe intégral, chacun des termes est le produit d’un
facteur numérique par une fonction eulérienne de premiére espéce. Nous
obtiendrons ainsi la formule trés générale :

=¥ Hﬁf‘},._.,k[a‘*”(l—a)""B(i+p, D+...
—1 ‘ * q—1—2
C 1)2 (g—w) o+ A—a)™ “B(i+p,1+4).. ]

. l:cH_r(l—c)s—l Bk +r, )+ ...

L 6=D - (S—-V) o
1.2. Ch

) TUBMkAr, 1+ )+ .. —|

On obtiendrait des formules intéressantes si F, au lieu d’étre dévelop-
pable en série, était une forme algébrique des variables x, y, ..., z.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce sujet car on pourrait
multiplier les types d’intégrales réductibles. Ce que nous avons dit suffit
pour montrer que des considérations et des calculs trés élémentaires per-
mettent d’effectuer complétement les calculs de toutes ces intégrales.




