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SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE FONCTIONS

(Suite)

>Par M. Hexzt ROURE

(Observatoire de Marseille).

CHAPITRE PREMIER

-

4. — Dans un Mémoire antérieur (Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, 1942), nous avons démontré I'existence de fonctions & un nombre quelconque
de séries de variables, chaque série comprenant un nombre quelconque de variables,
fonctions qui se reproduisent lorsque les variables de chaque série sont soumises
aux substitutions d’un groupe linéaire qui transforme en elle-mé&me une certaine
forme quadratique & indéterminées conjuguées.

Nous avons fait la démonstration dans le cas de deux séries de variables, chacune
d’elles comprenant deux variables. Les formes quadratiques transformées en elles-
mémes étaient :

F =aUU,+bVV, — cWW,,
F'=adUU,+0 V'V —cWW,,

les nombres a, b, c, a', b', ¢’ étant réels et positifs.

Dans ses travaux sur les fonctions hyperfuchsiennes, Emile Picard a étudié la
réduction des formes-ternaires générales & indéterminées conjuguées indéfinies et il
les a ramenées 4 la forme réduite :

un, +vv, — ww, .

Les formes F et F' peuvent étre ramenées A cette forme par la substitution :
U =\/aU, VO =\/bV, W = \/cW,

et nous adopterons cette derniére forme réduite qui nous permettra d’utiliser les
résultats obtenus par Emile Picard dans son Mémoire sur les fonctions hyperfuch-
siennes (Acta Mathematica, tome V). Nous nous dispenserons donc de faire 1'étude
, des groupes et de la réduction des formes en renvoyant pour cette étude au
mémoire cité. ’
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2 — Résumons seulement les recherches d’Emile Picard.

Il considére la forme indéfinie & indéterminées conjuguées :
= axx,+a'yy, +a"zz, + byz, + b,y,z+ b'zx, + bl z,x + b"xy, + by,
d;a déterminant un et la forme réduite :
| F = au, + vv, — ww,,
u, v, w, élant liés & x,y, 2z par les relations :

u=oax +By +vyz,
v=dx+py+y'z,
w=d"r+y+yz.

Il cherche ensuite la transformation linéaire la plus générale transformant en
elle-méme cette forme réduite et pour cela il pose :

U=Au +Bv +Cw,
V=A'u4+Bv+Cw,
W = A'u+ Bv + C'w,

les A, B, C, A, B, C, A", BY, C", étant liés par les deux systémeé complétement
équivalents de relations : )

‘AA, +BB, —CC, =1, A,A'+B,B —C,C' =o,
A'A’+B'B,—C'C, = 1, AA"+B,B"—C,C' =0,
A'A"+ B'B! — C'C! = —1; A'A"+B,B"—C/C'=o0;
AA, +A'Al—A'A" =1, AB, +A'B, —A'B! =o,
BB, +B'B,—B"B! =1, AC, +A'C,—A"C!'=o0,
CC, +C'C —C'C' = —1; BC, +B'C, —B'C! =o0.

Pour étudier ensuite les conditions de réduction de la forme donnée, il envisage,
avec Hermite, la forme définie :

¢ =UU,+VV +WW,
qu’il écrit comme suit :

d = — (an, + vv, — ww,) (A"AL + B'B] — C"C!)
— a(A"u+ B"v + C'w) (Aju, + By, + Clw,) .
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Il pose ensuite :
A’ B’

E=— 'ri:'a)

-et considére les paramétres £ et v, comme les coordonnées d'un point. Comme la
forme &. peut alors étre écrite de la maniére suivante :

¢ =V- (uun+vvo-—wwo) (§§u+757m—}>+ 2("5‘*‘”": +w) (u,&°+v.m+w°),
-on voit qu’elle ne peut étre définie que si les paramétres £ et » satisfont i la
-condition : '

(l) EE‘O_{__.‘,‘ T‘-“<l',

L'ensemble des points 2 et v satisfaisant a I'inégalité (1) formera ce qu’Emile

U o

Picard appelle le domaine S et 'ensemble des points satisfaisant a I'équation :

=
4 R ST, =1,

formera ce qu’il appelle la limite ou la surface du domaine S.
Les conditions de réduction de la forme @ seront exprimées par un certain

nombre d’inégalités compatibles entre % et v, inégalités définissant un domaine D
<qui correspondra 4 la forme réduite :

F = uu, +vv, —ww,.

Emile Picard ne considére que les parties du domaine D intérieures 3 S. Il
-démontre alors le théoréme fondamental suivant :
., « Le domaine D ne peut avoir plus d’un point commun avec la surface de S ».

11 démontre ensuite que ce point est 2 =o0, n = —1.
3. — Les considérations suivantes aménent Emile Picard & la définition des

:substitutions qu’il faut employer pour réduire la forme ® lorsque le point £ et n -
sort du domaine D : en réduisant ® on obtient certaines réduites adjacentes 4 F
et auxquelles correspondent des domaines D', D”,.... On continue i effectuer la
réduction continuelle de & jusqu’a ce qu'on ne trouve plus de nouvelles réduites.
‘On désigne par 3 le domaine formé par I'ensemble des domaines D, D', D’,....
Lorsque le point & et v sort du domaine 3 on retombe sur une réduite déja obte-
nue et & laquelle correspondra un nouveau domaine D,. Si f est cette réduite, en
faisant passer le point du domaine D dans le domaine D, on est conduit 4 une
substitution S & coefficients entiers transformant f en elle-méme. A une telle
:substitution correspond une substitution linéaire faite sur.u, v, w, soit ;- ’

(u, v, w, Au+ Bv+Cw, A'u+ B+ Cw, A"u+ B"v 4+ C'w),
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et cette substilution transforme en elle-méme la forme /. Si on effectue sur «, y, z,
la substitution (S) qui correspond & S, la forme & devient :

(r—%2, —q71,)f+ 2 Norme [(Au+ Bv 4 Cw) z
+(A'u+B'v+ Cw) 7+ (A"u + B"v + C'w)] .

En divisant par le nombre positif :
Norme (CZ 4 C'r,+C"),
ce qui ne modifie pas les conditions de réduction, et en posant :

 AE+ A 4A _ BI4Bq 4B

® R v (i o

cette forme peut s’écrire :
(1 —E&& — /) f+ 2 Norme (u&' 4 vy +w).

P

On passe donc du domaine D au domaine D, en effectuant sur & et » la subs-
titution (2). '

4. — En continuant d’effectuer la réduction continuelle de la forme & on,
obtiendra un groupe discontinu G d’'une infinité de substitutions telles que (2). Le
domaine & est un domaine fondamental du groupe, c’est-a-dire qu’a tout point (&, »)
a l'intérieur de S correspond bar une substitution du groupe, au moins un point
(au plus un nombre limité de points) & l'intérieur de 5. De plus 3 a un nombre
limité de points communs avec la surface de S et il en a au moins un.

Si nous supposons que la forme qui a été réduite soit :
F = axx, + a'yy, + a"zz, + byz, + by, z + b'xcz, + b, @,z + b'xy, + bix,y,

Emile Picard a démontré que les seules réduites pour lesquelles le domaine corres-
pondant D peut avoir un point commun avec la surface de S sont celles pour les-
quelles on a :

a=o, " =o,
ce qui donne la forme :

F =a'yy,+a"zz,+ byz,+ b,y,2 + b'xz,+ b,z z.

I1 démontre ensuite que si 'on pose :

z I
)

u= ) U= ’
1+ T+
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~

au groupe G relatif & £ et v correspond un groupe relatif & u et v et que les subs-
titutions de ce dernier groupe peuvent étre obtenues par la composition des trois
substitutions fondamentales :

aa'b’
u, v, U, v —— ,
0

b’ Y)\ b'
u,v,u—+—“—__—, v+i:zz+—?(pl)o—va’) ,

Vi Vi oo

Ibl I\\l bl
<u,v,u+‘:/—_, v+34.u+—;(u'bo—V’a’)>‘
3 3 0

Vs

-avec :

N
5 = a'a" — bb,, a=ib),

et ’expression :

aa'd ~

étant purement imaginaire. .

Revenant au groupe G sur % et v, nous nous rappelons qu’a tout point & I'inté-
rieur de S correspondent par une substitution du groupe un nombre limité de
points & I'intérieur de 8 et au moins un. §'il y en a plus d’un, on pourra diviser ce
domaine en plusieurs autres tels que dans chacun d’eux il y aura un point et un seul
corréspondant par une substitution du groupe & un point quelconque de S, et un
tel domaine sera dorénavant appelé domaine fondamental R. Le domaine fonda-
‘mental R a un ou un-nombre limité de points communs avec la surface de S et il
y a trois substitutions distinctes du groupe laissant invariable ce point A .

Emile Picard cherche ensuite quels sont les points (€, v) de S que laisse inva-
riable une substitution du groupe et il trouve que dans certains cas particuliers il y
a une infinité de points (£, v) qui restent invariables par la substitution (A, B, C)
et qui satisfont & une équation du premier degré entre £ et ». En revenant au
domaine fondamental R, ces points £ et » ne pourront étre que des sommets ou
des arétes de ce domaine et, en particulier, d'un sommet A situé sur la surface
de S pourront partir des arétes dont tous les points resteront invariables pour une
‘méme substitution.




CHAPITRE 11

5. — Nous pouvons aborder maintenant I'étude des fonctions dont nous avons.
démontré 'existence. Rappelons que, pour simplifier, nous avons considéré seule-
meut deux séries de variables, chaque série ayant seulement deux variables. Nous

aurons donc & étudier les propriétés des fonctions des variables x, y, z, t, les

variables (x, y), d'une part, (z, t), d’autre part, étant soumises séparément aux
substitutions des groupes :

: Az+By+C A'x+By+C

G ,X:. ’ ==

( ) . <may -Allx_*_B”y_{,_C” A'x+B”y+ C'>‘
) _ Dz+Et+F _ Dz4+Et4+F

(G) <z,t,Z—m' *m)

et nous pouvons supposer que :

A A" A -|D D" D'

B B B'|=1, E E E|=1.
c ¢ ¢l lr o

Dans un mémoire précédent (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
année 1942), nous avons montré qu’il existe des fonctions des variables x, y, z, ¢
qui s reproduisent quand on effectue, sur les variables (x, y) d’une part et sur les
variables (z, t) d’autre part, une substitution du groupe (G) et une du groupe (G').
R(z, v, z,t) étant une fonction rationnelle & deux séries de variables (x,y) et (z, f),
qui reste holomorphe & I'intérieur et sur la surface des domaines S et §' corres-
pondants respectivement aux groupes (G) et (G'), nous avons considéré la série :

1

1
(Cw‘l’ Cry+cl>sm (B‘Z+F'1+F')Sm b

NG YRX,Y,Z,T)

étendue A toutes les substitutions des deux groupes, m étant un entier supérieur
A 2, et nous avons montré qu’elle était convergente.

Nous allons montrer ici que la série (3) ne sera pas iﬂentiquement nulle quelle
que soit la fonction rationnelle R, au moins & partir d'une valeur suffisamment

" grande de I'entier m.
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Considérons dans le domaine S le point x =y =0, et dans le domaine 8' le
point z = t = o. Supposons d’abord que toute substitution des groupes (G) et (G),
autre que la substitution unité, donne comme transformé de o un point différent.
On pourra trouver dans S et dans 8' des domaines s et s’ autour de o et suffisam-
ment petits pour qu’a tout point de ces domaines ne corresponde, par les substitu-
tions des groupes (G) et (G'), que des points (x',y') et (', ') pour lesquels on aura :

(4) T'x, + Y'Y = XL, + Y, s
) 22+ > 2z + .

Dans ces conditions, si :

o At Ay A , _ Bx4By+4+B
= Cxt+Cy+C" Y = Cx+Cyt+C’
g Dz D+ D g E2t B4 E
T Pz Pt F ~ FziFt+F
on aura : »
() .  Mod(Cx+Cy+C">1, Mod (Fz 4+ ¥4+ F")>1,

comme conséquence des deux relations :

1
Mod* (Cx 4 C'y +C")
1
Mod* (Fz + F't + F")

(6) 1— ', — Yy, = (1—xx, —¥y,)s

(1— zz,— ),

0 0.

) 1— 2z, — U, =

(

~1

rapprochées des inégalités (4) et (5). _
Revenons maintenant 4 la série (3) que nous pouvons écrire sous la forme :

I

I
R ’ ’ ) t R '7 ,’ ,, t,
‘ (w y z )+E (w y z ) (Cx_l_c!y_i_cll):im (FZ+F’£+ F!I)am ’

la sommation s’étendant i toutes les substitutions des groupes (G) et (G') sauf la
substitution unité. Sous cette forme nous voyons que, si m est suffisamment grand,
cetle expression différera peu de R(x, y, z, {) et on pourra faire en sorte qu’elle ne
soit pas nulle.

Dans le cas ou il y aurait, dans le groupe (G), N substitutions transformant le
point £ = y = o en lui-méme et, dans le groupe (G'), N’ substitutions transformant
le point z = ¢ = o en lui-méme, on écrira la série en prenant d’abord les termes qui
correspondent aux N+ N’ substitutions précédentes. Cette somme pourra s’écrire :

1 I

R 7, ! ! t’
2 (m y z ) (Cx+c'y+cﬂ)3'" (Fz "*— F'[+I(‘").‘illl .

Fac. des Sc., VI, 1943. 14
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D’aprés les inégalités (6) et (), pour x = y=—=o0, z==¢==0, Ona:
Mod C* =1, Mod F* =1,

et cette somme se réduit a :

I

I
R(O, 0, 0, O)ZEE;’TW

Comme m et R(o, o0, 0, 0) sont arbitraires, cette somme ne sera pas nulle.

Nous avons désigné par P(x, v, z. {) la fonction des quatre variables x, y, 2z, ¢
dont P'existence se trouve établie complétement. Comme la série qui la définit est
uniformément convergente, c’est une fonction analytique holomorphe de z, vy, z, ¢
pour tous les points des domaines S et S'. Nous rappelons que les domaines S et
§' sont les domaines (D) et (D') du mémoire précédent qui correspondent aux
valeurs de a, b,1,a’, b', l' :

6. — Nous allons montrer maintenant que si m est suffisamment grand on peut
trouver deux fonctions P qui ne soient pas dans un rapport constant.

En effet, soient deux fonctions P, et P, relatives aux mémes groupes (G)
et (G') et au méme entier m, et aux fonctions rationnelles R, et R,. Formons
I'expression :

P (x,y, 2, P (', ¥y, 2, 1) =P (2, ¥, 2, ) P (=, ¥, 2, 1),

(z,y) et (z, t) étant des points arbitraires.

Plagons-nous dans le cas général examiné au paragraphe précédent et soient,
dans les domaines S et S, les domaines s et s' autour des points (o, o) et (0, o).
Les points (x, y), (', y') étant dans le domaine s et les points (z, ?), (2, t') étant
dans le domaine s', I'expression précédente différera peu de :

R‘(.’D, Y,z t) R,(T’, y’, Z’, t')_R.(m,: y','z', tl)R;(w; Y, 2, t))

si m est suffisamment grand; elle n’est donc pas identiquement nulle si les fonc-
tions R, et R, sont arbitraires comme il est supposé. Donc le quotient :

P(x,y 2,0
P(x,y, 2,1’

ne se réduit pas & un facteur constant.
Ce résultat compléte la démonstration de l'existence d'une fonction qui ne change
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pas q‘uand on fait sur les séries de variables (x, y), (z, t) une substitution des
‘groupes (G) et (G'). Si on pose, en effet :

P(x,y, z,t

la fonction Q satisfera & I'équation :

QX,Y,Z, T)=Q(=z, y,.2, ¥).

7. — La fonction P(x, y, z, t) est une fonction holomorphe de x, y dans le
domaine S défini par I'inégalité : ’

ZT, + Yy, <1,
et de 2z, t dans le domaine S' défini par I'inégalité :
2z, 4+ 1t, <1.

Considérons pour chaque groupe (G) et (G') un domaine fondamental' R (para-
graphe4). Soit A un pointcommun & R et & la surface de S et A’ un point com-
mun & R’ et & la surface de S'. Nous allons rechercher la valeur de la fonction P
aux points A et A'. Nous allons admettre que le point A est le point x = o,
y = —1 et que le point A’ est le point z= o0, t=—1. On peut supposer aussi
que le point A existe seulement pour une des séries de variables.

Soit une substitution du groupe (G) :

_ Ax4Aly+A] y — Biz+Biy+Bi
T Ca+Cy+Cl ‘T Ca+Cy+Cl
et une substitution du groupe (G') :
) _ Diz+Djt+D} p — EZ+Et+E
‘T Fiz+ Fit+ F’ ‘T Fiz+Fit+F'’
posons :
U= o V= !
AN BEARE
= d v'=—'—-
t+1’ o t4r

]

Au groupe (G) relatifd x, y correspondra un groupe (G,) relatifa u et v et au
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groupe (G') relatif & z, ¢ correspondra un groupe (G,) relatif & ' et v'. Nous

poserons :
Xi I
vf'.(ll, l’) _m, Fi(u, L,) _—YT—-{———[_,
! ' n o Zx’ nl} r (A I
f-'(""v)—“Ti_*_[: l"(u’v)_T;-{-x'

Soit maintenant la fonction P définie par la série :

P@,y, 2, 0) = DR, Yo, 2, Ty | oD [D(Z”T

D(x,y) D(z, t)

Or, nous avons :

D(X;,Y)  D(X;Y) D(,v) DX,Y) D(fi, F) D(u.v)
D(x,y) D(,v) D(,y) D(i»F) D@,v) Dy’

nous aurons donc :

D(XHYz) P | I D(.f“ F;‘)

D@,y ¥ D@, o)

Nous aurons de méme :

D(Z,T) _ . 1 DU, F)

Do O FD@,v)’

et nous pourrons écrire :

— My 1 — D(f“ Fz) Ll )) (f ]
P(@,y, 2,8 = v"0™ Y R(X;,Ye, Z0,T)) . F”’" = aw] [p
Posons maintenant :

P(x, v, z, t) =v"v"" P (u, v, &, V).

Nous voyons que, d’aprés sa forme méme, la fonction P, (u, v, u’', v') est analo-
gue A la fonction P(x, y, z, t); elle se reproduira donc multipliée par :

[D(fi» F.) ”"[D(fiv F))
D(u, v). D, v ’

quand on remplacera u, v d’une part, u' v’ d’autre part, respectivement par :

(fl’Ft)r (f:’ F:)'
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D’autre part, comme on a, pour P, (u, v, u', V') :

I I ) 1 I

YRELY:, 20T e R R P 7

-on voit que P,' tend vers zéro quand x et y tendent respectivement vers o et —1
ot que z et ¢ tendent respectivement vers o et —1, puisque la série est conver-
gente et que chacun de ses termes tend vers zéro.
L’étude de cette fonction P, va nous conduire & un théoréme important.
. Nous voyons d’abord qu’elle n’est définie que pour des valeurs de u, v, u', v’ qui
correspondent aux domaines S et S', de sorte que si nous posons :

u =u,+u,, v =v,+w,,

v =u,+iu,, v =, 4,
"._la fonction sera définie dans les domaines :
2 2
u; +u; —av, +1<o,

u?+u—av, +1<o.

Rappelons que parmi les substitutions du groupe (G,) nous en avons signalé
trois qui sont particuliéres, ce sont : ‘

( v » aa'b')
u’ ’ u’ 8 ’

) . . bl l)\ b!

{9) . u,v,u-{-—!‘——-,v—-a—:u-l-——(;.c.b,—-va’ ,
o Vs Ve B
[ AR Y)\I ’

u,v,u—{—ig_-, v-——g——_-u+f-—(yu’b°—v'a’) ,
ORI

A""’*!
-avec :
a = ib,, 8 =ad'a"— bb,,

-dans lesquelles w et p' ont un rapport.imaginaire,. le rapport :
q uoetp pp PP

aa'b’
3

-étant purement imaginaire.

Le groupe (G)) aura trois substitutions analogues aux précédentes, dans lesquel- ‘
les les a, d', b, b' seront remplacés par les quantités analogueé relative & la seconde
Jforme quadratique. Si une quelconque de ces substitutions est désignée par :

(u, v, u+M, b+Nu+P)
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pour le groupe (G,) et par :
(o, v, '+ M, v+ N'u' 4+ P -
pour le groupe (G}), d’aprés ce qui a été dit de la fonction P,, nous aurons :
(10) Pu+M, v+Nu+P, v'+M, v+ Nu'+P)= P,(u, v, u', v).

Si nous donnons & u et u' des valeurs fixes, P, sera une fonction de v et de v,
uniforme et continue pour toutes les valeurs telles que :
u; +u —av, +1<<o,
2 2 !
u 4u; —av, +1<o.

D’aprés I'équation (10), et si nous utilisons la premiére des substitutions 9)s
nous aurons :

(NN} R’
aa'b aab
P,(u,v-— 5 , v'—-ﬁ‘—‘):P‘(u,v,u’, v').
(]
1

Ceci indique que la fonction P, est développable en série ordonnée suivant les
puissances des deux quantités :

amis amid,
T T qd, v
, e LIt} 1 s
si les quantités réelles :
27id arnif,
’ N rr?
aa'b a,a,b;
see . r
sont positives, et de :
amid amis,
«alb’ «,al, b
, e 17474 R

dans le cas contraire. Si donc nous posons :

anid —h anid, — K
b - ™ arbl —
ada «a o,

nous pourrons écrire :
1o n —nhv _—nlhly/
P‘(u,v,u,v)__—zpn+n,(u,u)e e B

les termes indépendants de v etde v’ étant nuls puisque la fonction doit s'annuler
pour y = —1, t=—1, ce qui donne v = oo, V' = oo, et, par suite :

—v -

e =o, e  =o.



+ (10 bis)

' pb' L w, b Vs Vs,
P o fu+— v+t =e
)=
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Les fonctions p gt OO des fonctions holomorphes de u et de u' dont nous
trouverons ‘les proprletes fondamentales en utilisant les deux autres substitu-
tions (9). Nous savons que nous pouvons écrire :

o' a'\ o b!
(u-{-L,v——— o+ —(n va),u+M‘ :

AV I Vi,

) b,
o — 2w 2 [, (b),— @) =P,(a, v, w, v),
Ve, %
o I)\! b! b'
P, u+f'—§_-,v a—u +—(y.'b°———v'a),u+
\ W VO Ve,

u—%%u+*[w> 0=R@wwww

- En identifiant avec le developpement trouvé plus haut, nous obtlendrons les
relatlons )

na'xh n'a'y 2 b nh nhb
1M (" bo— v a')+ - 1

— T4

[ix4 (B4)o — 1,y al4]

Il

na/Mh nlal Ay h! nhb'

A —u— =’ +—5— Wb —v’a’)+ = W1 (by)o — v'10']
P"b' , P-: : . \/8 \/54 w9 1)o 1%¢
Pyl e+ — 0 +—=)=c¢
, ViV,

Ces relations nous montrent que ces fonctions P, sont, pour deux varlables
les analogues des fonctions intermédiaires de la théorie des fonctions elliptiques. En
fait, elles sont les analogues des fonctions 6 & plusieurs variables. Nous avons donc
le théoréme suivant trés important :

3

" Dans le voisinage des valeurs 2 —=o0, y=—1, z2=o0, t= —1, la fonc-
tion P(x, y, z, {) peut se mettre sous la forme :
P(x y, z, t) — vamvnmzpn-i-n' (u, ur)e-—nhv e—nlh'u!,
ol :
o= ve=— = V=
T oy41’ Ty’ Tt Tt

Les fonctions pn+n,(u, u') sont des fonctions holomorphes de u et de u' analo-
gues aux fonctions 6 & deux variables et qui satisfont aux équations (10 bis).

On conclut de 14 également que Ja fonction P(x,y, z, t) tend vers zéro quand
les points (x, y) et (z, ¢) tendent respectivement vers les points = o, y=-—Ir,
Z2==0, L= —1I.

n+n’ (n ’ n’) ’

Pryr (n, n).
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8. — Quelle que soit la fonction rationnelle R, la fonction P(x,y, z, t) peut
s'annuler pour certaines valeurs de (x, y) et de (z, t). Ce sont des points qui res-
tent invariables pour certaines substitutions des groupes (G) et (G') (paragraphe 4).
Ces points sont situés sur les limites des domaines fondamentaux R et R'. Sils
sont en nombre limité, ce sont des sommets; s’il y en a une succession continue, ils
forment des arétes de ces domaines. Soient (x,y) et (z,t) deux tels points,
et (A, B, C) et (D, E, F) les substitutions qui les laissent invariables, I’équation
générale :

Ax+A'y+A" Bx+By+B' Dz+Dt+D' Ez+E(+E
Cz+Cy+C' ' CotCy+C Fz+Fi+F"’ Fz+F’t+F”]

= (Cx+Cy+C")yY"Fz+Ft+F)y"P(x, y, z, 1)
montre que I'on a dans ce cas :
P(x,y,2z,t) = (Cx+Cy+C)" (Fz+Ft+F)"P(x, y, z, t).
Si nous posons : ‘
Cox+Cly+C' =k, Fz+Fi+F =k,
cette derniére équation nous montre. que, si k et k' ne satisfont pas & 1'équation :

kiﬂl klsﬂl —_— I’

on aura :

P(x,y, z,t)=o.

11 pourra donc y avoir certains sommets ou certaines arétes des domaines fonda-
mentaux pour les points desquels la fonction P s’annulera quelle que soit la fonction
rationnelle R qui figure dans la fonction.

En dehors de ces points, qui sont sur les limites des domaines fondamentaux, il
n’y aura dans ces domaines aucun point pour lequel la fonction P s’annulera quelle
que soit la fonction rationnelle R.

" Cela étant, considérons maintenant quatre fonctions P,, P,, P,, P,, relatives aux
mémes groupes (G) et (G') et au méme entier m etsoient R,, R,, R, R,, les qua-
tre fonctions rationnelles qui leur correspondent. Envisageons les quatre équations :

P;(w:%z:t):o’ P,(wyy;l’t)’:(),

(11)
P,(x,y, 2,)=0, P(x,y z,t)=0o0.

Les R étant quelconques, elles n’auront dans les domaines fondamentaux cor--
.respondants d’autres points racines formant une succession continue que les arétes



SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE FONCTIONS. : 113

particuliéres que nous avons signalées plus haut, s’il en existe. Abstraction faite de
ces points, nous allons montrer que le nombre des racines communes & ces quatre
équations daus l'intérieur des domaines fondamentaux est fini.

Il ne peut y avoir de difficulté que pour les points communs aux domaines fon-
damentaux et aux surfaces des domaines S“et S'; car c’est seulement dans le voisi-
nage de ces points qu’il pourrait y avoir dans les domaines fondamentaux un
nombre infini de racines. Or, soient de tels points que nous supposerons &tre les
points x = o, y = —1, z=0, t =-—1. Nous aurons :

—nhv _—n'hlv/

P,(z, 3,2, ) = 0" 0" Ppl  (w, w)e T €T,

—nhy _—=n'h'y!

P (x,y 2,t)= v""v"”‘pr:_’M, (w,u)e” e,

—nhy _—n'h'y!

P,(x,y, 2z, ) =v" v"’”Ep:fM,(u, ue e ,

—nhv _—n'h'/

P,(x,y,z, ) =0v" v""'E pr'_n,(u, w)e e .

Supprimant le facteur commun v*™v™" les équations (11) s’écriront :

[ —he —nn —(r=—1)hv _—(W—1)h'v'
e Bl e,

—hv _—hly! ® —(—1)hv _—(n'—1)h'v
¢ ¢ an+n,(u,u')e ©e =0,

(13)

- ==hv —h (s) —(n—1)hv _—(n'—1)h"'
| e e an'_'_n,(u, u')e e =o,

—hv —h'y (s oy o—(n—=1)hv _—(n'—1)hNV
e e zpn‘_’_n,(u, u')e e =o0

Quand le point (x, y), & I'intérieur du domaine fondamental R, et le point (z, t)
_4 l'intérieur du domaine fondamental R', se rapprochent respectivement des points
x=o0, y=—1, 2=0, t=—1, les quantités v,(v=1v,+iv,) et v, (V' =0 + iv})
sont positives et grandissent indéfiniment. Les équations (12) ont donc en commun
les racines : '
e—-hv=‘°’ e—h'u’ =0,

ce qui donne :

x=o, y=—1; z=o0, = —1.

Fac. des Se., VI, 1943. ‘ 15
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I1 peut arriver que tous les ceefficients :

Py Prya Priw P
aient une ou plusieurs solutions communes en u et u'; v et v' seraient alors arbi-
traires el on aurait une succession de points qui correspondrait & des aréles issues
des points communs, d’une part au domaine fondamental R et i la surface S, et
d’autre part au domaine fondamental R’ et & la surface S'. A l'exception de ces
valeurs, il y aura seulement un nombre fini de racines communes aux équations (12)
pour lesquelles :

e—-hﬂ, e—’l,l)'

seront moindres respectivement que deux quantités ¢ et v aussi petites que I'on
voudra. Les quatre équations (11) ont donc un nombre limité de racines communes
a l'intérieur des domaines fondamentaux. k

9. — Ce nombre de racihes, fini, pour une valeur donnée de m et des grou-
pes (G) et (G) donnés, est indépendant des fonctions rationnelles R qui figurent
dans les fonctions P. On peut envisager, en effet, des fonctions rationnelles R qui
dépendent de certains paramétres, qui, pour des valeurs particulidres de ceux-ci
coincident d’abord avec les fonctions R. Pour uue variation infiniment petite de
ces paramétres, le nombre des racines communes reste le méme; d’ailleurs, si pour
des valeurs spéciales de ces paramétres certaines racines sortent des domaines fon-
damentaux par une certaine face, on est certain que des racines en nombre égal
entreront dans les domaines fondamentaux par la face opposée. Le nombre des raci-
nes est donc constant. '

En prenant le quotient de deux fonctions P, relatives aux mémes groupes (G)
et (G') et au méme nombre m, on obtient une fonction Q qui reste invariable pour
toutes les substitutions des g'roupes (G) et (G"), fonction que nous avons proposé
d’appeler hyperautomorphe. Il résulte immédiatement de ce qui a été dit plus haut
qu’entre cing fonctions Q appartenant aux mémes groupes (G) et (G') et au méme
nombre m, il existe une relation algébrique.

On peut montrer aussi qu’on peut trouver cing fonctions Q, relatives aux mémes
groupes (G) et (G') etau méme nombre m, telles que toute autre fonction Q, rela-
tive aux groupes (G) et (G') et au méme nombre m soit une fonction rationnelle
des cinq premiéres.

Considérons, dans ces conditions, quatre fonctions Q,, Q,, Q,, Q,, et, n,, n,,
n,, n,, étant arbitraires, soient les équations :

Ql(m’ y’z’t):nﬂ Qs(x!y"z! t)-—'—:’l,,
Qs(x!y?:’ t):n’s’ QA(E’ y,z,t):n‘,



-~

SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE FONCTIONS. 115

et soit p le nombre de leurs solutions commpnes & I'intérieur des domaines fonda-
mentaux, solutions que nous désignerons par :

(13) » (xn ya’ z,,'t‘),(x,, ys’zn’ t;)":""(a"ﬂl y!“ zl’-"tl‘)'

Les n; étant arbitraires, on peut supposer que. ces systtmes de points sont &
Pintérieur et non sur les limites des domaines fondamentaux, c’est-a-dire que pour
chacun d’eux la substitution unité est la seule qui le laisse invariable.

En raisonnant comme plus haut, on montre que P, et P, étant deux fonctions P
relatives aux fonctions rationnelles R, et R,, aux groupes (G) et (G') et & un

entier m, le quotient :

\ ’ P ‘ ) ’ ’

aura, si ‘m est pris assez grand et si R, et R, sont quelconques, des valeurs distinc-
tes pour les points de la suite (13). '

On en conclut 'que toute fonction Q est une fonction rationnelle de Q,, Q,, Q,,
Q,. Q,; entre ces cinq fonctions appartenant aux mémes"groupes (G) et (G') et au
- méme entier m, il existe d’ailleurs une relation algébrique :

f(Qn Qg’ Qg’Q,y Q,)=0.

..40. — 11 nous reste 3 montrer maintenant que les fonctions Q peuvent s’obte-
nir par l'inversion des quotients de solutions communes d’un systéme d’équations
"linéaires aux dérivées partielles. »
Reprenons les fonctions Q,, Q,, Q,, Q,, du paragraphe précédent et posons :

&:Q,(w, Y2, 0, " =Q,(x,y,z,t),
g =0Q,(x,y, 2, 0, SN =Q=, 5 2, 1).

Soit u une fonction liée A ces quatre fonctions par la relation algébrique lrouvée

plus haut : /
f(Ql’ Qg{ Qs) Q,’ u) =0

-

et considérons les cingq expressions :
y— PEED
(14) ' D(x,y,z,t)’
u, = xu,, u, =yu,, Cou,=zu,, u, =tu,.

Les u sont des fonctions de x, y, z, { et, en vertu des relations (14), peuvent
étre regardées comme des fonctions de £, 7, &, n'. Avant de continuer, examinons
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de plus prés ces relations (14) et voyons ce qu’elles deviennent quand on effectue sur
les variables une substitution de I'un des groupes (G) ou (G'), séparément ou
simultanément. Prenons d’abord le groupe (G). ’

Dans ce cas, les variables z et ¢ restent inaltérées et I'on a :

DE.v,8%) _ DE. . 8,n) D@,y,2,8)  DE7, 5, v) D,y
D(X,Y,z,t)  D(x,y,2z,t DX,Y,z,t) D(x,y2 ¢t DX, Y)’

Comme :
D(X,Y) I
D(x,y)  (Cx+Cy+C)’

Nous obtenons :

2, (X,Y, 2, ) =(Cx+Cy+Chu,(x,y 2z, 0).

Prenons le groupe (G'). Dans ce cas, les variables x et y restent inaltérées et
I'on voit, comme précédemment que 1'on aura :

u(x,y, 2, T)=Fz+Ft+F)u (x,y z,¢).

En faisant simultanément une substitution du groupe (G) et une du groupe (G'),
nous pourrons écrire : ' '
D(Er'rﬂgl’?l,) . D(&"ﬁ:?»'ﬂ’) D(-’E, Y, Z,t)
D(X,Y,Z2,T) D(x,y,2,1) DX,Y,Z2,T)

_ D(Es'ﬂv&'v"l’) D(x’ )’) D(Z, t)
" D(x,y,z,t) DX,Y) DZ,T)

= (Cx +C'y + C")*(Fz +Ft+F",

ce qui donne :

u, (X,Y,Z,T)=(Cx+Cy+C)(Fz+Ft+F)u(x,y 2, 0).

Etudions maintenant les autres relations. Faisons une substitution du groupe (G).-
Nous voyons que nous aurons :
Ax+A'y +A'
Cx +Cy+C'
= (Ax+A'y+A"u,(x,y, 2, t) = Aug+ A'u, + A'u,.

u.(X-,Y, zZ, )= (Cx+Cy+CHu,(x,y, 2, ¢)

Nous aurons de méme : ]
u,(X,Y, z, t) = Bu, + B'y,+B'y,,
u,(X,Y, z, t) = Cu, + C'u, + C'u,.



SUR UNE NOUVELLE GLASSE DE FONCTIONS. 117

Nous aurons ensuite :
a, (XY, z, )=z, (X,Y, 2,0 =z(Cx+Cy+Cau,(x, y 2,0,

d'od : ‘ | /
u,(X;Y, z,t) = (Cx+Cy+Cu,(x, ¥, 2, 0).

Nous aurons de méme :

u,(X,Y, z, ) = (Cx+Cy+C)u,(x,y 2, 0),
u (X,Y, z,t)=(Cx+Cy+CHu(x,y,z,0.

~ “Faisons maintenant une substitution du groupe (G'). En opérant de la méme
manidre, nous voyons que nous obtiendrons :
u(x,y 2, T)=zFz+Ft+F)u,(x, y z, = (Fz+Fi+F)u,(z, 5, 2, 1),
u(x, 5 2,T)=yFz+Ft+Fu(x, 5.z, ) = (Fz+Ft+F)u,(x,y, 2, 1),

puis, comme plus haut :

W __ Dz+4+D't4+D" - o .
u‘(a:,.y, Z,T)= mT(FZ+Ft+F u,(x,y, 2, 1)
ou bien :
- u,(x,y,Z,T)=(Dz+D't+D"u,(z, y, z, ) = Du,+ D'u, + D'u,.

Nous aurons de méme : V _ )
u,(,y, %, T)= (Ez+Et+Eu, (2, , z, ) = Eu,+ E't, + E'u,,
u,(x,9, 2,T)=(Fz+Ft+F)u,(x,y, 2, ) = Fa,+ Fu, + Fa,.

Faisons simultanément une substitution du groupe (G) et une du groupe (G').
‘Nous voyons facilement que nous obtiendrons :
| . w(X,Y, Z,T) = (A, +A'u, + A"u) (Fz + Ft 4+ F) = U,,
T #,(X,Y, 2, T) = (Bu, + B'u, + B'w) (Fz+ Ft+ F) = U,,
u,(X;Y, 2, T) = (Cu,+ C'u,+ C'u) (Fz + F't+F)=U,;
u(X.Y, Z, T) = (Cz + C'y + C")(Du,+ D'y, +D'u) = U,,
u,(X,Y, 2, T) = (Cx + C'y + C") (Eu,+ E'u,+ E'2) = U,,
u,(X,Y, Z,T) = (Cx + C'y + C") (Fa,+ Fu +F'u) = U,.

A Pinspection de toutes les formules que nous avons obtenues, nous voyons que

|ous avons :
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Pour le groupe (G) seul :

a

u,(X,Y,z,8 u, (X, Y.z,
0, (XY, 2,0 (XY, 2,0 >

u,(X,Y,z,t) u,(X,Y, 2,0 —

—_—— Y —_— =
u,(X,Y, z, 9 ? u,(X,Y, z, 1)
Pour le groupe (G') seul :

u,(x,y, Z2,T) a,(x,y,2,T)
— =X, =Z’
u,(x,y,Z,T) - u,(x,y,Z,T)
u,(x,y, Z,T) . u(x,y,Z,T)

W@y u@ LD
(2,7, Z,T) u,(x,y,2,T)

‘et enfin, pour les deux groupes, simultanément :

U . XY, Z,T) Au +Au+A", __Ax+Aly+A"
U XY, Z2,T)  Cu+Cu+Cu  Cx+Cy+C =X,
U _ XY, ZT) Bu+Bu+Bu4  Bxr+By+B" y
() U~ XY, 2T Cu+Cu+€u  CxtCyt+C
I
U, _ uXY,Z,T) Du+Du+Du,  Dz4Dt+D 7
U, (XY, Z,T)  Fa+Fu+Fu  Fzt+Fi+F 2
U _ XY, Z,T) __ Eu,+Eu +E"q, _ Ez+Et4+E -
U~ u(X,Y,Z,T)  Fa+Fu+Fu  Fz+Fi+F

Toutes ces formules nous montrent que, sous l'influence des substitutions des.
groupes (G) et (G'), les fonctions u se partagent en deux systémes qui correspon-
dent chacun & un des groupes, quand les substitutions sont appliquées séparément.

Ceci fait, passons aux équations différentielles. Nous savons que lorsque I'on a
cinq fonctions de quatre variables indépendantes on peut former un systéme de dix
équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre auxquelles satisfont ces
fonctious. Si nous résolvons ces équations par rapport aux coefficients différentiels
du second ordre, elles se présenteront sous la forme :

du__ du  , du du'+d du
R R R L
du du+b du_*_c du+d du+
dEdn  CdE Ty ToaEr Ty e
Pour déterminer les cé)efﬁcients a,b, c, d,e,a,,b,... nous remplacerons u

dans chaque équation successivement par u,, u,, u,, u,, u,, et nous obtiendrons,
pour chaque équation du systéme, cinq équations linéaires qui permettront de cal-

culer les coefficients correspondants.
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D’aprés la fagon donl ils auront été calculés, les cinquante coefficients des équa-
tions du systéme différentiel sont des fonctions uniformes de «, y, z, ¢ et, d'aprés
les équations :

&:Q,(m,y,z,t), “r,:Q’(.’E, Yz, 0,

{16
9 E=0Q,(x,y, 2,1, W =Q,(x,y, 2,10,

on voit facilement que ce sont des fonctions de &, %, &, v'. De plus on voit facile-
ment que ce sont des fonctions uniformes de %, v, &', v'. Nous allons montrer que
<e sont des fonctions Q.

- Considérons, par exemple, la premiére équation et ses coefficients a, b, ¢, d, e.
‘Ils seront déterminés par les équations :

‘ fﬂ‘—=aﬂ+b'ﬁ‘—+ +d +u‘,

d&* dg d&'

d'u, d d du
qE d& e T e,
d’u._,du,+bdu,+ +d 4 eu,
de* — a dE dv dt:' d | ’

d'u, -adu‘+b du‘+cdu.+ddu,+eu
de* T T dE dy ' dE d .

d'a.__adus_{_bdu‘ +d eu

dg* — T dE ' dy d“’ )

Les coefficients a, b, ¢, d, ¢ seront des quotients de deux déterminants. Le
-dénominateur a pour expression :

du, du, du, du, u

dg¢ dn dE dv

du, du, du, du, "

d dvy d& dy

A— du, du, du, du, "

T | dE dvq dF dv
du, du, du, du, -

dt dv df dv i

du, du, du, du, "

dy dn dY dv

-et, apréds avoir remplacé respectivement u,, u,, u,, u,, u,, par les expressions (14),
.nous trouverons, toutes réductions faites :

— .D(Ey 7]75,’ 7],) D(.’I}, y’zvt) — u?
" D(x,y,z.8) "DE, 4, &) v
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Considérons maintenant le numérateur de a, par exemple, c’est-a-dire le déter-
minant :

d'u, du, du, du, "
d E’ d,q d&l - d,'ll 4
d'u, du, du, du, " .

€ dy dE A
du, du, du, dy,
dZ dn dE dv
du, du, du, du,
de dq dF dy
fu, dy di, o,

de dn dY dq

nous verrons, toutes réductions faites, qu’il peut s’écrire :

d'x dr dx dx
dg* dvn dE dv
d'y dy dy ady

dE* dvq dE dv
au;f&_ D(x,y.:.t? S & dy :

dg "D, 4,8, 7)) d*z dz dz- dz

dg* dy dE dy
d't dt dt dt
dE dn d¥ dy

le coefficient a aura donc pour expression : g

d'x dx dxr dx
d3* dv dE  dy

Ly dy dy dy
u’du‘ D(x,y, 2,0 .| 98" dn dE dy
dEDE &) | &z dz dz dz
dZ* dvq dE dv
d't didt dt
g dn dE dv

a=—=2

Les dérivées de x, y, z, t par rapport aux %, ¢, &, 7/, élant des fonctions uni-
formes [on peut en effet les tirer des équations (16) par différentiation],” u* étant
également une fonction uniforme des mémes variables, ainsi que :

3
- du, 1 du
2 =

dE T 3d:’
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il en résulte que a est une fonction uniforme des mémes variables. Pour reconnai-
tre que c’est une fonction Q, nous n’avons qu’a faire simultanément une substitu-
tion du groupe (é) ot une du groupe (G'). Nous savons que dans ce cas, les u se
transformeront. d’aprés les formules (15), les nouveaux U étant liés aux mnou-
veaux X,Y, Z, T par les mémes formules que les u aux =z, y, z, t. D’autre part,
les %, 7, &, v/, reprennent les mémes valeurs quand x, y, z, {, partant de deux
systémes (x, y), (z, {) de valeurs arbitraires aboutissent & des systémes de valeurs
équivalentes [c’est-a-dire qui leur correspondent par une substitution de (G) et une
substitution de (G')]. Par suite, pour déterminer les transformés de a, b,¢, d, e
nous avons les mémes équations que pour déterminer a, b, ¢; d, e. Ces coefficients
-sont donc des fonctions Q. ‘
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Soient cinq fonctions, liées par une relation algébrique :

(A) JQu @ Q. Qy Q) =0,
E =Q.($:}',Z’ t)r mn =Qg(w’ Y, z’t):
F=Q,(x, 5 2,0, 1" =Q, .y, 2,0,

u=Q,(x,y 2,10,

on peut former un systdme de dix équations linéaires aux dérivées partielles du
second ordre de la forme : '

v

d'u du du du du

F:a -(E—I-b -I.TTT+C -a?'-f-d W—I—eu,
du ,du ., du  du cdu
dEdn Eg+b-d—_q-+c d&’+d 4 -+ e'u,

oules a, b, c,d,e,a,¥,c,d,¢,...sontdesfonctionsrationnellesde &, 7, &', v/, '
u étant définie par I'équation (A). Ces dix équations ont cinq solutions communes
linéairement indépendantes, u,, u,, u,, u,, u,, et si 'on pose : ’

u u,

u,
— =, - —_— =Y, -_—Z, __,=-_l’
ul

4

ces équations, résolues par rapport & £, 1, &, v/, donneront précisément :

E =Q.(W:;y3 z, t)) n :Q’(w’ y: z, t):
_ F=Q,=, 7, 2,0, n=Q,(x,y, 2, 8.
Fac. des Se., VII, 1943. ' 16
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14. — Jusqu'd maintenant, et pour la facilité des raisonnements, nous nous
sommes bornés a I'étude des fonctions Q i déux séries de variables, (x, y) et (2, 1),
chaque série étant soumise a4 toutes les substitutions d'un groupe linéaire portant
sur les mémes variables, et nous nous sommes inspiré des travaux d’Emile Picard
sur les formes & indéterminées conjuguées.

Tout ce que nous avons dit s’applique a I'étude des fonctions & un nombre quel-
conque de séries de variables, chaque série comprenant un nombre quelconque de
variables. Chaque série de variables devant étre soumise & toutes les substitutions
d’un groupe linéaire portant sur les mémes variables.

Nous nous serions inspiré alors des travaux de M. Fubini et nous aurions obtenu
des théorémes trés généraux, généralisation de ceux que nous avons énoncé.

Nous nous arréterons 1i pour le moment. '




