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I’ADJOINT DU PRODUIT DE BEUX OPERATEURS FERMES \

‘par J. DIXMIER

1) Introduction: Précisons d’abord nos notations. Soit H un espace -
d’'Hilbert, de dimension quelconque. Si A et B sont deux opérateurs (*) de H,’
on désigne par D le domaine d’existence de A, par Ay son domaine des
valeurs, par A* son adjoint, par A son plus petit prolongement linéaire fermé,
par AB le produit de A et B; A > B signifie que A est un proloﬁgemeﬁt de B.
Si V et V' sont deux variétés linéaires, [V] désigne la plus peute 'variété linéaire
fermée contenant V, Py I'opérateur de projection sur V, V. + V' désignela- plus
petite variété linéaire contenant Vet-V/, et VO V' = [V + V/].

Soit H et H' deux espaces d’Hilbert de méme dimension orthogonaux, et U
un opérateur isométrique avec Dy=H, Ay==H'. Si A est un opérateur de H,
on appelle image V de A par rapport 4 H, H', U, I'’ensemble des vecteurs
X + UAX,ou X € Da. V est linéaire fermée si et seulement si A est linégire
fermé. On peut avoir V. ~ H' £ 0, c’est-a-dire que A peut étre multiforme (*).

Lorsque A et B sont deux opérateurs linéaires bornés définis dans H, on a
la formule bien connue: (AB)* = B* A*. Dés qu'on sort du cadre des opéra-

“teurs bornés, la formule cesse d’étre exacte. Nous allons chercher une formule
plus générale. '
2) Définition de A. B.: Définissons un nouveau produit des deux opéra-

teurs A et B.

Défi inition : X € Da.s, et Y = A. BX s'il existe deux suites de vecteurs, (X,,)

et (Y,), avec X, € Ds, Y, €M, AT"Y,—BX, >0 (pourdes A Y, e

des BX, bien choisis, puisque B et A™ peuvent étre multiformes).
Soit H, H', H', trois espaces d’Hilbert de méme dimension deux a deux

orthogonaux dans #6=H © H' © H". Soit U et U’ des opérateurs 1sometr1ques
tels que Dy =H, Av=H, Dy =H/, Ay, = H"; soit U'=U' U, qui transforme
isométriquement H en RH'. Soit A et B deux opérateurs de H. Soit V I'image de

B par rapport a H, H', U, et V' I'image de UAU™ (qui opére dans H") par rapport -
a H', H", U'. Soit V" et U" les images de AB et A.B par rapport a H, H’, V",

Soit enfin, dans H & H’, S la symétrie par rapport a H".

1. Tous les opérateurs considérés ici seront supposés implicitement linéaires.

2. Cf. A ce sujet mon travail : ““Etude sur les variélés et les opérateurs de Julia,
avec quelques applications”, Bull. Soc. Math. de France, (1949), chap. 1, §8. (Ce tra-
vail est désigné dans la suite par E).
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102 J. DIXMIER

Lemme 1: Soit deux vecteurs, X € H, X"'eH". Ona: X+ X"eV’ si et seule-
ment si il existe un vecteur X'e H' avec X +X'eV, X'+X"e V',

Démonstration:a) Si X + X"eV',on a: X'=U"ABX=U" (UAU")(UB)X.
Soit X'=UBXe€H'. Ona: X + X'eV, et X'=U' (UAU™) X', donc X'+-X"e V'".

b) Si, réciproquement, il existe un X'e H' avec X+ X'eV, X' +-X"e V', on
a: X'=UBX, X'=U (VAU) X'=U UABX=U" ABX, donc X+X"e V".

Lemme 2: Ona: (@) S(V)=(V +V) n (HO® H")

®)SVHYI=(VOeV)~n(H & H)

Démonstration : Démontrons (a). Soit un vecteur X + X"eV’ (XeH,
X"eH"). SoitX'eH' tel que X+ X'eV, X' + X'eV’ (lemme1). Ona:S(X
+X)=—X+X"=X+X)—-X +X)eV 1 V. Donc: S (X+X")e(V+V)
~ (H © H").

' Remproquement soit X 4+ X" (XeH, X'eH") tel que S X+X)=—X
+ X'eV +V.Ona: —X+X"=Z+Z,00ZeV,ZeV.Dou:
‘ Pa(— X+ X")=—X=PuZ + PuZ'=PuZ
Pur (—X+X")=X"'=Par Z + Py Z' =Pun 7'
Pﬂr(—-—X+X”)—0_Pu'Z+PﬂrZ' _
Soit: X' =— Pw Z=Pw Z. Ona: X +X'=—PyZ—PwZ=—ZLeV.
X' + X"=Pw Z' +\PHv Z' =Z'eV'. Donc (lemme 1): X + X"eV".

Démontrons (b). Considérons les suites (X,), (Y,) qui interviennent dans

la définition de A. B. Ona: '

(X, +UBX) — (U'Y, +UA" Y) e ViV (VO V

ou: (Xn = Yn) + U (BXIL:_A—‘ Yn) €V oVv.
Ala limite: X—-U'YeVOV.
Ou: X—U'Ye(VDV)~HDH).

Or, X — U" Y est un vecteur quelconque de S (V") Réciproquement, soit un
vecteur de H® H’, X—U"Y (X € H, Y € H), appartenant & (V ® V)
(H ® H"). 1l existe une suite de vecteurs dans V + V' qui tend fortement vers
X — U" Y, donc des suites de vecteurs X, + UX', eV, (X, €H, X'.eH), et Z,
+ U~ Z eV (Z,el", Z eH) telles que X, +UX', +Z, + Uz, -X-U"Y;
ceci entraine: X,—~X,—Z,—~U"Y, UX', + U™ Z', > 0. Ceci exprime que
XeD, etqueU”Y A.BX. Donc X—U"Y € S(V")

Théoréeme 1: A.B est fermé, et A. B>A B; A.B= A B.

Démonstration : Cest une conséquence immédiate du lemme 2, et du fait
que V& V', fermé, contient V + V.

On verra qu’on peut avoir A. B;>éA B.

Théoréme 2: Ona: A.B=ABsi:(a) A est fermé, et B fermé borné ; ou si: (b)
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A" est fermé borné et B fermé. On a: A.B= ABsi: (c) A est. ferme et B™ fermé
borné; ou si: (d) A est fermé borné el B fermé.

 Démonstration : Cas (a): A est fermé, et B fermé borné. Supposons :
O X,~X Y,~>Y B)A™Y,—BX,—>0.
(1) entraine: (4) BX, > BX; (3) et (4) entrainent: (5) AT Y, > BX; (2) et
(5) entrainent: Ye Dy, et A~ Y =BX, ou: Y= ABX.

Cas (b): A7 est fermé borné, B est fermé. (2)entraine : (6) A™Y,> A'Y;
(6) et (3) entrainent : (7) BX, > A~ Y; (1) et (7) entrainent: X € DgetA™ Y
= BX, ou Y = ABX. '

Cas (c): A est fermé, et B™ fermé borné. (3) entraine :

@8 B*'(A"Y,—BX)=B"A™Y,—X, >0
8)et(1) entrament (9) B"A™T'Y, > X; (9) et (2) entrainent:
YeDsThuet X =B~ A~ Y = (AB)" Y, Y — ABX.

Cas (d): A est fermé borné et B fermé. (3) entraine :

(10) A(A"'Y, -BX)=Y,— ABX,; >0
(10) et (2) entrainent : (11) ABX, = ¥; (11) et (1) entrainent:
XeDspetY = ABX.

3) Adjoint de AB: Soit W (resp. W', W”, W) la variété orthogonale com-

plémentaire de [V] (resp. [V'],[V"], V)dans H @ H' (resp. H' ©® H", HO H"

H © H"). Soit M la variété linéaire fermée, lieu des vecteurs Z €
tels que Paow ZeW, Puonr ZeW'.

Lemme 3: Ona: S(Pu @ w M)=(W +W') ~(H® H")

Démonstration : Un vecteur X + X" (Xe€H, X"e€ H’) appartient 4-Py g wr M
si et seulement il existe un vecteur X'e H' tel que X+X'4-X"eM, c’est-a-dire
tel que X + X'e W, X'+-X"€ W'. Py g ur M est donc défini a partir de Wet W’
exactement comme V’ a partir de Vet V' d’aprés le lemme 1. La formule a
établir n’est donc que la formule (a) du lemme 2 appliquée a W et W'.

Lemme 4: M et V @ V' sont orthogonales complémentaires dans ¥6.

Démonstration: Si ZeM, Pugw Z est orthogonal a V, ainsi que Pur Z.
Donc Z est orthogonal 4 V, de méme a 'V’, donc a V © V'. Réciprogquement,
si Z est orthogonal 4 V © V', Pu g w Z est orthogonal & V, donc appartient a
W; de méme, Pn' ¢ ww ZeW'; donc Ze M.

Lemme5: Ona: W’ = (W + W)~(H & H")]
Démonstration: On a (lemme 4): V V=%06M.
et: HO H=%0H.
Ponc : (12) (VOV)An(HOH)=HOM H)
Or: 13) (VOV)~H® H”)—S(V”)

d’aprés le lemme 2. D’autre part :
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M@H=[M + H]=Pagu M + H] = [Pug wr M] ® H'.
Donc: (14) 60 (MO H)=(H D H") O [Pu g ur M]. '
(12) devient, d’aprés (13) et (14) -
S (V") =(H @ H") © [Puour M]

ou : S (W”) = [PHQ; H M]

“ou, d’aprés le lemme 3, la formule 4 démontrer. :
Lemme 6: Si A et B sont fermés, ona: W' =(W © W) ~ (H® H".
Démonstration : Faisons jouer, dans le lemme 5, lesrolesde Vet Va W et

W'. 1l faut alors remplacer W et W par(H® H)©® W = [V]=V et (H' ® H")
OW=[V|=V.(W + W) ~ (H® H") est donc remplacé par (V+V) A

(H & H") =S (V") (lemme 2). S (V’) =(VOV)~HODH") (lemme 2) est

remplacé par (W © W) ~ (H® H"), donc S (W") estremplacé par la variété

‘orthogonale complémentairede (W © W)~(H @ H") dans H © H". Le lemme

5 prouve alors que S (V") et S [(W © W) ~ (H © H")] sont orthogonales com-
plémentaxres dans H © H". D’ott la formule & démontrer.

Théoréme 3 On a : (A.B)* = B* A*
et, quand A et B sont fermés : (AB)* = B*. A*.

~ Démonstration : Par rapport a H, H", U", V" est I'image de A. B, donc W"
est I'image de — (A.B)*™ (cf. E, chap. I, §8); d’aprés le lemme 2 ou on rem-
place Vet V' parWet W', (W + W)~ (H@ H") est I'image de — (—A*™)
(—B*™") = — (B* A*)™ (en effet, W est I'image de — B*™* par rapport 4 H, H'
U, et W' est 'image de — A*~' par rapport 4 H', H", U’). Lelemme 5 prouve

alors que (A.B)* = B* A*.

< De méme, W* est'image de — (AB)*™* parrapport 4 H, H"; U’, et (W ©& W)
~ (H @ H") est I'image de — (—A*™*). (—B*™") = — (B*. A*)™ par rapport a
H, H", U". Le lemme 6 prouve donc que: (AB)* = B*. A*. '

4. Comparaison de (AB)* et de B* A*: Pour montrer qu'on peut avoir .
(AB)* > B* A*, considérons le cas particulier oit H est séparable et 4 une
= ' )

infinité de dimensions. Nous faisons dans ce § un usage constant des
résultats de E.
Lemme 7 : Soit D,, D', deux variétés J complémentaires non fermées ltelles que
D, ~ D', soit de classe 2. Soit D,, D', deux autres variétés J complémentaires non
fermées. Il existe un unitaire U tel que U (D,) C D,, U(D") C D',.

. Démonstration : - Il existe (E, prop. 2, 5) deux variétés linéaires fermées '
orthogonales complémentaires V,, V', (resp. V,, V'), deux variétés J non
fermées A,, A, (resp. A,, A"), telles que:

B=V, [a]=V, D, =V, + 4, D,=V, +4,
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(resp. [a]=V [AT=V, D, =V, + A, D, =V, +4)
Ona: D, AD', =4, + &', donc I'une au moins des variétés J, A et A,
est de classe 2. A, par exemple contient un noyau N. SoitN, et N, deux variétés
linéaires fermées orthogonales complémentaires dans N, & co dimensions. En -
remplagant V, par V, © N, et V', par V', ® N,, on voit qu'on peut supposer que
A, et A', sont de classe 2. Alors, il existe (E, lemme 8,1) un opérateur isomé-
trique I (resp. I') transformant V, en V, (resp. V',en V') telque I(4,) C A’
(resp. I' (4") C A’)). U=1Py, + I' Py, est un unitaire de H qui répond aux
conditions du lemme. e

Lemme 8 : On peut trouver deux couples de variétés J compléinentaires, (D,,
D') et (D,, D',) tels que D, et D', soient disjointes de D, et D',, avec D, ~n D', de
classe 2.

Démonstration : Soit V,, V', deux variétés linéaires fermées orthogonales
.complémentaires a - dimensions, et V,, V', deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires & « dimensions en position p avec V, et V',
asymptotiques 4 V,et V',. Py, V, et Py, V', sont non fermées, soit A, une variété -
J de classe 3, avec [A,] =V,, disjointe de Pv, V, et Py, V', (E, th. 8,3); soit
D,=V + A,. Soit de méme A', une variété J de classe 3 avec [A)=WV",
dlSJomte de Pvr V. etPy, V', etsoit D, =V, + A", .

Ona: Py, D,=Pv, V, + Py, A',; Py, V, est non fermee, et Py, A, est de
classe 3, donc Pv, D, est non fermée (E, prop. 3,13); de méme, Py, D', est non
fermée. Soit 4, une variété J de classe 2 avec [A,] =V,, disjointe de Py, D, et
Py, D', (E, th. 8,3), etsoit I/, = V', + A,. Soit de méme A’, une variété J de
classe 2 avec [A'] = V', disjointe de Pv,, D, et Py, I, et soit D,=V, A"

D, et D', sont complémentaires, car V, ( D,, V', C D', (E, prop. 2,5).

D, et D', sont complémentaires, car V, ¢ D,, V!, ¢ D',; D, AD, =2, +4,
-est dé classe 2.

Montrons que par exemple D, ~ D,=0. Soit X € D,~D, Ona:
Py, Xe€ Py, D, ~ Py, D,= A, ~ Py, D,, donc Py, X =0, XeV,XeV,~D,;
alors: Pv, X € Pv, V, ~ Py, D, =Py, V', ~ ', donc Py, X=0,XeV,.
DoncX e V. A V,X=0.

Lemme 9: On peut trouver deux couples de variétés J complémentaires (D,,D'))
et (D,, D) tels que D, et D', soient dlSJozntes de D, et D',, avec D,~D', et D,~D',
de classe 2.

L]

Démonstration: Soit V et V deux variétés linéaires fermées orthogonales
complémentaires a o« dimensions de H. Soit (d,, d') et (d, d,) (resp.
@,d det(d,, d ,) deux couples de variétés J complémentaires dans \' (resp V)
tels que d, et d’, (resp. d, et d’)) soient disjointes ded, et d’, (resp d,etd )avec
d, ~ d, (resp. d, ~ d') de classe 2. Alors, D, =d, + d, D' =d, + d,,
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D,=d, +d,D,=d, + d, répondent aux conditions du lemme.

Lemme 10 : Etant donnés deux couples de variétés J complémentaires non
fermées, (D,, D') et (D,, D',)) il existe un unitaire U tel que U(D,) et U (D',)) soient
disjointes de D, et D',.

‘Démonstration : immeédiate a partir des lemmes 7 et 9.

. Théoréme 4 : Soit A et B denx opérateurs self. adjoints biunivoques, non bor-
nés et d’inverses non bornés. On peut trouver un unitaire U de telle sorte que, en
posant B'=UBU™, on ait : Dap = Dpin = 0.

, Démonstration: Da et Ax sont complémentaires ; de méme Dg et Ap. Il suffit
de choisir. U, d’aprés le lemme 10, de facon que U (Dg)et U (AB) soient dis-
jointes de Da et Ax.

Remarques 1) On a alors, avec les notations de E (chap. 1, § 8), AB' = o,
donc (AB')* = Q. et pourtant, B'’* A*=DB'A = .

2) De méme, on peut trouver un opérateur linéaire fermé A dans le cas
ptelque D,,=D, ,=0.




