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LES DÉVELOPPANTES GÉNÉRALISÉES DU SECOND
ORDRE D’UNE COURBE PLANE

par M. Gabriel VIGUIER 
Docteur ès-Sciences

Résumé. - II s’agit de lier à l’équation différentielle du second ordre des notions
,géométriques simples telles que des développantes particulières attachées à une courbe
plane. Le problème permet en outre de retrouver les équations du premier ordre de
Riccali et d’Abel.

Nous considérons la courbe-plane (M) donnée en coordonnées paramé-
triques

Nous lui associons la courbe (L)

Sur la tangente en M à la courbe-base (M) nous portons le segment
MN = T (t), d’où une courbe (N) dite « développante généralisée ordinaire »,

puis, sur la tangente en N à cette dernière, le segment NP = x (f ) . Nous
obtenons une courbe (P) dont la tangente doit passer par le point L
correspondant de la courbe-adjointe (L) ; (P) est alors appelée développante
généralisée du second ordre de la courbe-base (M). ..

Utilisant pour la tangente MN les notations



nous avons pour le point N

de là les notations 

donnent pour le point P :

Nous posons :

la mise en équation de ce problème géométrique con,duit à la relation

différentielle

Nous pouvons remarquer que le cas A == o, qui fournit une équation

de Riccati en T (t ) , correspond au cas où la tangente N’ti à la développante 
.

(N’) passe par le point L; nous avons en outre

Le cas B = o, qui donne une équation du type ’Abel en T (t), correspond
au cas où la normale en N" à la développante (N") passe par le point L.

Nous avons, dans des études antérieures, ;montré. l’existence de ces

deux cas particuliers; nous avions alors appelé :
- la développante (N’) : « développante généralisée ordinaire associée

à la courbe-base (M) et à la courbe-adjointe (L) ».

- la développante (N") : « développante-orthogonale généralisée
associée à la courbe-base (M) et à la courbe-adjointe (L) ».

Ce qu’il y a de remarquable dans le problème général c’est que, connais- 
’

sant la fonction T (t) c’est-à-dire une développante (N), la détermination de

la développante (P) se ramène à l’étude de l’équation de Riccati (9). On
n’a donc pas une seule courbe (P) mais toute une famille de courbes

projectivement égales, parce que dépendant homographiquement d’une

même constante d’intégration.

ETUDE DE CAS PARTICULIERS.

La courbe (P) est une développante classique de la développante
généralisée (N ) . .



La forme de l’équation différentielle (9) nous suggère comme étude de
cas particulier, celui qui correspond à la valeur

C’est, nous le voyons, le cas où la développante généralisée de second
ordre (P) se réduit à une développante classique de la courbe (N).

La condition (11 ) associée à la relation (9) nous fournit l’équation

équation différentielle du second ordre en T (t ) qui doit nous donner la

développante (N) associée à la courbe-base (M).
Faisons le changement de fonction

la relation (12) développée prend la forme

oit les vingt coefficients b, c, d .... t, u, sont des fonctions du paramètre t
, et ont les valeurs

Le problème ne dépendant en fait que de quatre inconnues qui sont :
les coordonnées (x, y) de M et (F, G) de L, nous pouvons prévoir qu’il



existera seize relations liant les vingt coefficients : b, c, d, .... t, u.

De (15) nous tirons les valeurs :

Il en résulte entre les coefficients (15) les relations

Réciproquement nous partons d’une équation du second ordre du

type (14) ; s’il existe entre ses vingt coefficients les seize relations (17) il

est possible de faire correspondre à l’équation différentielle (14) un

problème géométrique des « développantes généralisées du second ordre

d’une courbe-plane ».

La courbe-base et la courbe-adjointe, pour ce problème, sont alors

déterminées par les quatre premières égalités de (16). -



LA NORMALE EN N A LA DÉVELOPPANTE GÉNÉRALISÉE (N) PASSE PAR LE POINT L.

L’existence de ce cas particulier a déjà été signalée.

’Reprenant les relations (10), la condition B=o s’écrit :

Nous utilisons la notation

ce qui, géométriquement, correspond à

Nous avons :

Il en résulte que la développante généralisée (P) est déterminée par
l’équation de Riccati réduite

équation que nous avons déjà rencontrée dans une précédente étude.

Il est par exemple intéressant de la rapprocher de la. forme réduite de
M. E. CARTAN

Nous avons, en identifiant les égalités (22) et (23),

Il en résulte :

Ainsi, pour deux développantes (N) à paramétrisation isométrique, nous
obtenons, entre les distances NI, et N*L* correspondantes, la relation
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LES POINTS N, L ET P SONT PORTÉS PAR UNE MÊME DROITE.

Le point L de la courbe-adjointe est sur la tangente en N à la déve-

loppante généralisée (N), c’est-à-dire, d’après les égalités (10)

La développante (P) dégénère alors en

Remarquons que ce problème, intéressant . pour l’étude de certaines

courbes (N) répondant à la condition (27), est à rejeter en ce qui concerne
les développantes généralisées de second ordre (P) : il a totalement changé
de nature et n’est plus différentiel.
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