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SUR LA REPARTITION DES DECIMALES
DE RANG DONNE
DANS LES TABLES NUMERIQUES

par R. HURON

Résumé. — Etude de la répartition des décimales de rang fixé, dans les tables
numériques obtenues a partir d’une fonction vérifiant certaines conditions de régula-
rité, lorsqu’on insére enire les valeurs extrémes de la variable des moyens arithmé-
tiques dont le nombre croit indéfiniment. Etude du cas ot la variable est entiére et
ot lintervalle de variation est infini.

Sont obtenues des formules donnant les valeurs :

de la moyenne de ces décimales;
de la fréquence de chacun des chiffres : 0, 1, ... 9.

INTRODUCTION

Dans un article paru le 15 avril 1899, dans la « Revue Générale des
Sciences » et reproduit dans « Science et Hypothése »(1), Henri POINCARE
écrit : « quelle est la probabilité pour que la 5™ décimale d’un logarithme
pris au hasard dans une table soit un 9? On n’hésitera pas a répondre que
cette probabilité est 1/10 » et plus loin il envisage le probléme suivant
écrivons 10.000 nombres correspondants aux 10.000 premiers logarithmes
d’une table, chacun de ces nombres étant égal a + 1 si la troisiéme déci-
male du logarithme correspondant est paire et 4 — 1 dans le cas contraire:
prenons ensuite la moyenne de ces 10.000 nombres. « Je n’hésiterai pas
a dire que la imoyenne de ces 10.000 nombres est probablement nulle... la
propriété est vraie non seulement du logarithme, mais d’une fonction con-
tinue quelconque... »

En 1917, J. FrRANEL (2) montrait que si P; (n) est le nombre des déci-
males paires de rang i des logarithmes décimaux des nombres : 1, 2,... n,

P, (n)
le rapport ~’—n— ne tend pas vers une limite déterminée quand n aug-
mente indéfiniment, i étant supposé fixe. Il prouvait aussi que la moyenne

des n premiéres décimales de 'ordre i ne tend pas vers une limile déler-

1. Pages 220 et 224.

2. « A propos des tables de logarithmes » — Vierteljarhrsschrift der Natur fors-
chenden Gesellschaft in Zurich. 1917, pp. 286-295.
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minée quand n croit indéfiniment et que la fréquence de la décimale 1
(0 =0,1, 2,... 9) croit avec l. 1l signalait en outre que sa méthode était
applicable a toute fonction croissante f (n) telle que

limite  f(n) 0

Il == oo n

J. FRANEL ne fait aucune application numeérique et ses conclusions peu-
vent paraitre imprécises. M. G. KENDALL pouvait écrire en 1948 : « Just
what does happer does not appear to be krnown... » (3). _

Nous nous posons un probléme un peu différent et nous étudions dans
ce mémoire quelques propriétés de la répartition des décimales de rang i
dans les tables numériques obtenues a partir d’une fonction f(x) continue,
croissante ou décroissante, lorsqu'on insére entre les valeurs extrémes
a et b de la variable des moyens arithmétiques dont le nombre n croit
indéfiniment. On peut supposer f(xr), a et b posilifs, b > a. Nous montrons
que ce probléme contient celui de J. FRANEL.

La premiére partie est consacrée a I’'étude de la moyenne : n des déci-
males de rang i; la seconde a I’étude de la fréquence relative : f, des déci-
males I (I = 0,1, 2,... 9).

Nous donnons dans chaque cas une formule générale résolvant théori-
quement le probléme, puis nous étudions quelques cas particuliers ou les
limites peuvent se calculer rigoureusement. L’application de la formule
sommatoire d’EULER-Mac-LAURIER dans le cas ou f'(x) et f’(x) sont dif-
férent de zéro sur le segment (a, b) nous permet d’établir des formules
donnant des valeurs approchées de ces limites dans les cas les plus géné-
raux et de répondre ainsi partiellement a4 la quesiion posée par
M. G. KENDALL.

On peut dire que m est d’autant plus voisin de 4,5 et f; de 1/10, que i
est grand et que les oscillations autour de ces valeurs sont de faible
amplitude.

" Nous n’explicitons les calculs que dans le cas d’une fonction croissante.
La transposition a I’autre cas se fait aisénent. Nous avons tenu a faire de
nombreuses vérifications numériques, qui mieux que des symbholes abstraits
montrent la véritable allure des phénomeénes.

3. « Random sampling numbers » in « The advened Theory of Statistics » — I, p. 193..



PREMIERE PARTIE

MOYENNE ARITHMETIQUE DES DECIMALES DE RANG i.

[1]. — Enoncé du probléme.

Soit f(x) une fonction donnée que nous supposons continue, monotcne
et positive sur le segment (a, b) (0 < a < b). Insérons entre a ct b des
moyens arithmétiques, nous obtenons pour x la suite de valeurs -

a, = a, a,, a,, a, A, a, = b

b—
a:h

avec, si

a, = a +rh.
Nous en déduisons la table des valeurs de f(x)
flay  fla)); flay); flay) ...  fla) = f(b)
et nous nous proposons d’étudier dans cette table la répartition des déci-
males de rang i, lorsque n tend vers linfini.
|2]. — Notations.
D’une maniére générale la partie entiére du nombre x sera représentée
par [x], la décimale de rang i par di. Nous pouvons alors écrire :
xr = [x], d* d? ds... di...
les cql ne pouvant étre tous égaux a 9 a partir d’'un certain rang. On en
déduit :
(1) di = [10ix] — 10 [10&t ]
Nous poserons :
At = [10if(a)]
Bi = [10i7 ()]
et siy = f(x), x = ¢ (y). D’aprés nos hypothéses ¢ (y) existe, est mono-
tone et continue sur le segment d’extrémités : f(a), f(b).

[3]. — Nous nous proposons de calculer(?)
limite 1 «
) m_«n:mEZd,

r=ia

d', représentant la i™ décimale de f (a,).

1. Nous écartons la i™® décimale de f(a). Si on veut en tenir compte les transfor-
mations a faire sont insignifiantes.
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D’aprés (1) on a :

R, HURON

r=n r=n
_limite 1 ) 10
 n=oo 'n &~ 10'fa)] — n
r—i r—1
soit avec des notations évidentes :
__limite N N

)

— 10

Nn—o0o n

[4]1. — Calcul de Si, :
Cas ou f (x)
d’équation :

y = 10° f (x)

et coupons la par des droites :

y="A' <fla); yg=A+1; y=A"+2;..
Posons

AT+ TN .,,,,"'Ai“{_?‘\\.
(4) x‘\u-—-\T>, 'Lﬂ*'fk\—()i—//’ .....
Si

a<a <wx, ,
rLa, <x,,

rLa, b,

10° f (a,] = A
[10° f(a,)] = A' + 1

[10' [ (a)] = B

Y, 107 f(a)

est une fonction croissante, Construisons la courbe (C;)

Désignons par A, le nombre des points d’abscisses a. pour lesquels on a:

< a, < rm

si j£k, et
Lo < a, < b
si j = k, on peut alors écrire :
S = A AT+ M AT T )+ ALATH 2) + ABE
d’ott : _
Sln : ;‘t )‘1 e ! i )‘/‘
~ =AM+ 24+ 224 L+ (B'— A" =
n n n n n
Mais : b == ﬁb‘{% avec — 1 ¢ < 1
d’onr : n
Slu — Ai -+ _.—1 [(.’I}q - ‘L.I) + 2 (‘r;x - xqa) + 3 xr, — ‘7“‘:;) + ...
n b—a ' w (BF— AY) (b — )]
1 ) )
+; [e, + 26, + 3 e, + ..o + (B — A") 5]
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Si i est fixé le dernier crochet est borné, on a donc :

A limite S°, 1 , .
(5) ¢ == Ne=oo *b—:—a B b — A a——(x1+1'2+...+xk)]
[5). — Majoration de Uerreur commise,

Si on utilise (5) pour n fini, le terme négligé est :
1

a = o fe, + 2, + ... + (B' — AY) &]

Nous avons : {
e <7{ [1+2+ 8.+ (B — AY)]
d’ou :
(B'— B + 1) (B* — AH
2n

(6) be | <

[6]. Calcul de S°, dans le cas ott f (x) est décroissante.

Les modifications a apporter aux raisonnements précédents sont peu
importantes, on trouve :

) o limite STH_ 1

- — ;! w i s r -
he—oo n P B'b—-Aa+ x + x, + + x,)]

(7]. — Etude de quelques exemples.

L’emploi des formules générales (5) ou (7) est intéressant lorsqu’il est
possible d’évaluer exactement la somme :

s$—=x, +x, + 0+ X1,

qui dans le cas d’une fonction croissante s’écrit :

AT+ AT+ 2 B
A s=o (P )+ () v v (i)

et dans celui d’une fonction décroissante :

BT 1 /B4 2 /Al
9 PR P R )
( ) S ¢ \ 10° ) + g \\ 16¢ ) + + 9 {

ceci conduit naturellement a 1'étude des cas simples suivants qui pour-
raient étre multipliés.

[8]. — Exemple I : y — x.
1° Prenons a =— o; b entier
on a :
limite L:lOib _10°b + 1
Nn=—oo n 2
d’ou : m = 4,5.

2° Prenons a = o; b quelconque
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Nous avons : B = [10'b] et
limite §*, . B (B' + 1)
n=co n 2b10

d’ou :

(10) m = B* — 10 B! + 2b_1](7i [100 B“1 (B*1 4+ 1) — B (B* + 1)]
Posons
(11) 1095 =B + 9 4 2
10 100

ou d'est mis a la place de d',, décimale de rang i de f(b) et a étant
un nombre tel que : o0 < a < 10
on a : d’ = B’ — 10 Bi-1 d’on :

1

9
T

Etude de la variation de m en fonction de d'.

Le crochet de (12) est un trindme du second degré en d' on vérifiera
que pour d’ variant de 0 a4 9 ce trindme est négatif et que son minimum a

lieu pour d' égal a Dlentier le plus voisin de 5 — % , C’est-a-dire :
d=4o0ud(sia>Houac<i).
Si nous posons :
(13) m =45 + §
et si nous appelons ¢ le terme correctif, nous pouvons dire :

¢ est négatif pour toutes les valeurs de d° et si i et b sont assez
grands son minimum a lieu pour 4 ou 5.

Application numérique. :

d
Prenons b =1 + 10> @ entier tel que o <d <Y

Iei i=1 dou :

d (d—10)
— 45 4 3 _
m=45 4+ E g
on en déduit le tableau :

d m
0 4.500
1 4.090
2 3.833
3 3.692
4 3.642
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b 3.666
6 3.750
7 3.882
8 4.055
9 4.263

A titre de vérification il est facile de calculer directement une valeur appro-
chée de m, soit m’.

Prenons d = 2 n = 105, la table numérique sera :
0,0000012
0,0000024
0,0000036
1,2000000
Les décimales de rang 1 se répartissent suivant le tableau suivant :
Valeur de la décimale fréquence absolue
0 166.666
1 166.666
2 83.334
3 83.334
4 83.334
5 83.334
6 83.334
7 83.334
8 83.334
9 83.334
9 83.334
d’our : m’ = 3.833338

|lm —m’'| < 5 X 10-¢
En résumé nous pouvons conclure :
La limite pour n infini de la moyenne arithmétique des décimales de

rang i des nombres :
b

k X -
n
ou k=1,2..n et oit b est un nombre donné
1° est égale a 4,5 si b est un entier;
2° est égale a 4,5 si 10> b étant entier i > ) (ou esl ramené au 1°);
3° est inférieure a 4,5 dans les autres cas. Celte limite dépend alors
de b, mais si b n’est pas trés petit et si i est assez grand, m est trés
voisin de 4,5 (2).

99

<1040

2. On peut voir facilement que :
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[9). — Exemple 11 : y = /x.
Prenons a = o0, b queleconque. B = 10’ \/b]

1 BB +1,2B +1)
107 6

dou d’apreés (5) :

i — pi 1 i i g I
U—B—WB(B +1) (2B +l)

Il en résulte, si d* est la i™ décimale de /b :

13) m=o¢ — 10¢"* = d' + [16* B*-* (B + 1) 2B** + 1)

—B' B+ 1) (2B + 1)]

6b. 10

ou en posant comme dans (11) :

. —_ i di ; r -
101\/b—B1+1~O+W)——-B + 0
et apreés calculs faciles :
' . 6 20
m=45+ (4,5 — d") [—m. e _]
] 1” I) ]()i,—l \/h ]
4 + <33 4 — @) [ ! L
] X o — I - (V20
(14) 2' L aw \/[, 10 b ]
B 2d? +3d*+ d*
' 10,6 b

En posant toujours :
m=4,5 + ¢
on voit que pour i et b assez grand la partie principale du terme correc-
tif est :
1 o -9
(15) — [(d')2 + (0,2 — 10) ¢' + 16,5 —10 a]
10° yD 1

Etude d’un cas particulier

Prenons 10t \/b entier : § = d' = a = 0
(14) devient :

_ 33
m =45 + —m—
2 ]()v \ b
Cetle moyenne est constamment supérieure a 4,5.
Application numérique : b =1, i = 1.
m = 6,15

Il est aisé de vérifier ce résultat particulier en prenant n = 10?*. p étant
un nombre entier. On a alors :

/.

1
RS TIAVAN
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A entier variant de 1 a 10°*#, On obtient le tableau suivant :

- . 1e déci- Fréquence de Somme des
Intervalle de variation de & maledey| cette décimale décimales
1 a 12102 —1 0 1 X 10%-2 0 . 1022
1:.10°72 a 2°.10°"2—1 1 3 X 10%-2 3 . 10272
22,10%"-2 a  3*.10°*2—1 2 > X 10%-2 10 . 1022
32.10*2 4 4°.10°"2—1 3 7 X 1022 21 . 1022
42.10*-2 4 5. 10°*2—1 4 9 X 1022 36 . 1022
5:.10°7-2 4 6°.10°72—1 H 11 X 1022 55 . 10%-2
62.10°"2 a 7*.10°*2—1 6 13 X 1022 78 . 1022
7:.10°7-2 a  8°.10°*2—1 7 15 X 102*-2 105 . 1022
8:.10°72 a 9. 10°"2—1 8 7 X 1022 136 . 102*-2
92.10*-2 4 10°.10°*2 — 1 9 19 X 1022 171 . 10272
10%. 1072 0 1 0

1 ] 2/—2
Y e = 61510
~1
m' = &410*" = 6,15
107
La limite m’ étant indépendant de p, elle est invariable si p tend
vers l’infini et on a bien :
.. o 1
limite }-Jn — 6,15,

n

nN— oo

Retour au cas général.

Nous avons pour b et i assez grands :

9
(16) m = 4,5 + [(d")2 + (0,2a — 10) d' + 16,5 *EaJ +

1()1 \"_I;—
Si z, désigne la quantité entre le crochet on peut dresser le tableau
suivant :

Valeurs de d’ Valeurs de : Signe de :, Position de‘ m
par rapport a 4.5
0 16,5 — 0,9 @ + m > 4,5.
1 7,9 — 0,7« + m > 4,5.
+ sia <1 \ m > 45.
2 0,5 (1 — a) osia=1 m > 4,3.
—sta>1 Z m < 4,5. i

12



170 R. HURON

Valeurs de d’ Valeurs de z, } Signe de :, Position de‘m
[ par rapport a 4.5
3 — 03 (15 + «) ! — m < 45.
4 — 0.1 (75 + a) | — m < 4.
5 — 0,1 (8 —a) ¢+ - — m < 4,5.
6 — 0,3 (25 — «) [ — m < 4,5.
‘ —sia<9 | \m< 45,
7 0.5 (a — 9) P 0sia =9 m > 4.5,
+osie >0 m > 45.
8 05 + 07a>0 +  m > 45.
9 75+ 09a>0 | + ‘ m > 45.

Le minimum de m a bien pour
d =4 ou d' =5
suivant la valeur de a.
En résumé nous pouvons conclure.
La limite pour n infini de la moyenne arithmétique m des :1éci-
males de rang 1 des nombres :

._I_) ‘
\/l‘;‘l (’\:1,2n,)

oin b est un nombre positif donné, n'est jamais égale a 1,5 mais s'en
rapproche d’autant plus que i et b sont grands.

Si 10™-' \/b est entier, (b est le carré d’une fraction décimale) m est
toujours supérieur a 4,5.

Si b est quelconque, assez grand, ainsi que i, m est supérieur a 4.5
si la i~ décimale de \/b est 'un des nombres : 0, 1, 8, 9.
m est inférieur a 4,5 si cette décimale est : 3, 4, 5 ou 6.
Méthode pour une vérification numérique :

Si b est un entier quelconque, en prenant

n==>b X 10%
h 1
nous aurons a calculer les nombres \/ 1\-13 = 107 \/k
n
(k=1,2..10 ). Si i est le rang de la décimale choisie, il suffira de lire
dans la table des racines carrées la décimale de rang i — p. Avec les

tables de Barlow p = 2, on pourra prendre i = 3, 4 ...
{10]. — Exemple IIl : y = 3\/x
Prenons a = o et b quelconque; B = [10° 3v/D]
1 B®*{B' 4 1)
10 4
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N o' = B' — ! i i
d’ou : WBz(B + 1)
et
(17 m = d' + IITIQIOVJ' 10 (B-1)2 (B2 4+ 1)2 — B2 (B* 4+ 1)2

En posant imaintenant :
. - ) d o
()IAI —_— Bl—l . —
! \/1’ 10+ 100
nous obtenons pour i et b assez grands :
3
2.10" b3

9
(d)z + (0,2 « — 10) d? + 16,5——1—0a-l+...

(18) m =45 +

Le crochet de la partie principale du terme correctif est identique a celui
obtenu dans I’étude de y = v (3), de sorte que toutes les conclusions de
I’exemple précédent sont valables pour I’exemple actuel.
Etude d’un cas particulier.

Prenons : 1051 */b entier, il vient :

99
4.10° b113
Cette moyenne est constamment supérieure a 4,5.

m = 45 +

Application numérique : b =1; [ =1
m = 6,975
En raisonnant comme dans I'exemple précédent on voit qu’en prenant
n = 10% la limite m’ obtenue est indépendante de p. Elle est donc rigou-
reusement égale 4 m et il suffit de le vérifier pour p = 1. On a alors :
y :1103 A (A=1,2,..108%)

d’ou1 le tableau :

1 décimale de y fréquence
1 7
2 19
3 37
1 61
5 91
6 127
7 169
8 217
9 271
0 1

3. Nous verrons gue la propriété est générale.
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Ont = 6975 = 6,975
n trouve mo= 1000 = b° 5 comme attendu.
[11i. — Remarque importante.

Nous avons vu formule (6) que

. S
I
5 "
n

(B — A" + 1) (B' — AY)
2n

<

Prenons A’ = o, b =n, le second membre devient :

(B + DB 10° () + (1 —26)10' f(n) — 6 + 0°
2n - 2n

Si f(n) tend vers l'infini avec n

B+ DB 107 f@

2n 2 n

de sorte que dans le cas ou :

(n) 1
19) 6 ayee

n n
nous pouvons écrire :

S, T b
20, RIS T S T
n n )

avec : B, = [10°f(n)] et:

X, + x, + +x—,/i>~»/2>+ +»/Bi">.
X, LT, T . ,—{4(1 "T‘J?\]()t TJ\—n— 5

¢, tendant vers zéro avec e

La formule 20 est en particulier valable pour les fonctions :
1° f(x) = x" o< m< %
2° f(x) = logx ‘

Dans ce dernier cas elle n’est autre que la formule de base de M. J.
FrANEL (*). Elle permet d’évaluer la limite de la moyenne arithmétique
des i"" décimales des valeurs de f (x) pour les valeurs entiéres 1,2 ... n ...
de la variable.

Bien entendu I’hypothése A’ = o n’est pas obligatoire.

[12]. — Application a y = *V/x.
11 suffit dans (18) de poser b — n et de faire tendre n vers Pinfini.

On obtient : m = 45 quel que soit 1i.

4. Les méthodes de J. FRaNeEL donnent la limitation 0 < m < 1. Nous retrouverons
ce vésultat dans la deuxiéme partie.
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[13]. — Etude du cas général.

Tout le probléme revient a évaluer la somme :

o A‘+1)+'<A‘ >+ (B
S"_‘.‘(wloi ) g 10° +‘?<1T)x>

1 CAl B’

qui s’écrit en posant: h = J07° *T 10 ﬁ:ﬁ)—i = B'h
(21) s=¢la+h) +plea+2h) + ........ + ¢ (B)
On sait d’autre part que (°) :
(22) fb f(e) de — :”‘J—L“b—) f((lqh)q—...—}-f[a-{—(n-—lh]g
! l]‘ m "
—Blr—r@ s [ re-ra)

6
—uwh
p étant une quantité finie si f(x) a des dérivées bornées.
Nous en déduisons :

5 ]
(23) s= = )2 ””)+l’/ () du + (5 () — ¥ ()] Ll
Admettons que 'on ait :
= a + A
(24) « a,
B =B + £

A et ¢ étant des quantités suffisaminent petites; nous écrirons avec une
approximation suffisante :
o (a) = ¢ (ag) + A ¢" (&) .
= ¢ (B)) + &¢ (:80

[ o (u) du = / / f = / s(u du + / - v (n) du

o

R

d’ott en tenant compte que : ¢ (u) = ¢ (B,) + (W—p,) ¢ (By); etc...

3 ad 3, 6 ~J
/ g (1) du = / vu)ydu + 22 (8,) + - f)"’) - [/ o (2,) + - (1) l

~

°

et en définitive et approximativement :

(S:?(%fh)‘f%wf%)'f La=g (e DG+ g / 2 (u) du

h 6)
Lh“

- - | .1 Ny 11 2" -
— |:71 ‘u(l”)féf (‘1,,) Kl + E) + T‘-) 7 (1”)_

»

I\DI Yo

Ty \ .
(25) 5) = (x) ‘<,,>\1Th)+ . n]

3

5. Voir par exemple J. HapaMarp. Cours d’Analyse .de I’Ecole Polytechnique. Tome I,
pp. 141 a 145.

127
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Nous avons ici :

10° f (a) ¥y .
—fl()'—— 1@ =g 0Ly <1
De méme :
B=10)—1y 0o <1
Il faut donc appliquer la formule (24) avec :
[/ . ]
; % = f(a)’ d’ot (P(ao) = a ¢’ (ao) sza)
— x
N 1]
1
=f(b) d’otlt (s)) = b (5,) =
. )P g e v =1
( £ = m‘;

Ce qui donne :

S =

1 B | 1 -
f P du st =g Lf’ @ T@
[10' + 50—+ e )

i i 1 o
+10[100+2f(>( Y)+T2*T()T‘f(x“):l .....

ou en n’écrivant pas les termes de degré supérieur 4 un en h =

10°
b—a ~f (e) ) ) 1 -
: . d v — b6 i _
S 9 ¥ (11) u +'a 't ' + 12101 L/‘«(e) fr (G)J
v (1—y) o 0 (1—6")
2 (a). 10° 2f(b). 10
d’ou :
) (. . b — . ) f(€) )
P — 1 'Bb— Ala — a—IO’/ ¢ (u)ydu + bo' —a~
26) 2—al 2 O ‘
1 1 1 - O (1—6) (=)

12100 /70  [la)y | 2710 & (a). 10

on en déduit :

[ 106 =45 +

1 ;b (B'-10B™) —a (A" — 10 A'™)
— +a(10y ™ — ) — b (1006 — 1)

4 10' [f’(b) ’(a)J
— m Lloo 67 (1 — 07 — 6 (1 — 6%) _I

1 i—1 i—1 i i
+m[100‘{ A=y -y - Y)]g

27



(9}

SUR LA REPARTITION DES DECIMALES DANS LES TABLES NUMERIQUES 17

Mais nous avons :

1061 = d* + 45 0L <10

s

d’ou : 0 = 10
De méme :

oL v < 10

d* et §' désignant en décimales de rang i de f(b) et f(a).
En portant ces valeurs dans (27) nous obtenons finalement :

— 4 1 ‘ 1 i 20‘ i — 9017
m=45 +2(b—a)10i (/"(b)[d —<10_T(T> d + ]6,a~ﬁ]

1 s 2vyN L - 9v~ Z
—m ] —<10- 10)1 +1(),~)4‘1*6‘.]S+ .....

qui montre qu’en général [f'(a) et f (b)s= o] m tend vers 4,5 lorsque
i grandit.

(28)

{14! — Application.

1

Pour y =x” (p>1); a = 0; b quelconque on obtient :

_ p T e / 2aN . 9
m =15+ 355, 101L 0 =75 )4 +165 =15
Pour p = 2, p = 3 on retrouve les résultats déja signalés,

limite f(n) _

n—co n

— Si 0

nous avons vu que 'on peut poser b — n; (28) montre alors que
q P

m = 45
si limite nf(n) = =« (avec bien entendu f[’(a) % o).
nN—cwo
C’est le cas pour flx) = x" o< m< 4.
e n’ lecas de y = logz = L8 llons étudi ;
Ce n’est pas le cas e. y=logr = Log 10 que nous allons étudier main-
tenant.
i15]. — Fonction y = I_ogx. (¢).
p(u) = 101

s est une progression géométrique facile a sommer.

6. On pourra consulter J. FRaxeL (loc. cité) ou on trouvera quelques propriétés intéres-
santes.
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Dans le cas ot a =1, b = n, on trouve :

i
10—t

— di L _% ‘1 qz . qL :
avec ¢, = 10 o

Si n est une puissance de 10, d' et « sont nuls, d’ou :

q'lU .
) _ 1
m = I( o 1 e i

I1 est facile de voir que cette limite est voisine de 4,5 pour i grand.
Laissons b fixe et appliquons la formule (28) :

SN By —
fla) =38 =v =05 [0 =575 F'®) = Tog 10
d’ou :
s Log 10 S 2\ N \
111“4,O+2—“H—1)-1i?}b['d —(1()——m> d_—*—l(),()—ﬁ_ —16,5$+.
Si b est par exemple une puissance de 10 il reste,

8,25 Log 10
=45+ — -
m > + iy
Sa limite est indépendénte de b, comme il est facile de le voir en calculant :

1

" (¢ — 2" (2)] = Log 10
our a, = O 18 —= ﬂ
p 0 ¢ Log 10

Donc, pour i assez grand, m est supérieur a 4,5.
Vérifications expérimentales.

A partir d’une table de logarithmes décimaux on trouve pour les nom-
bres de 2 a 999 inclus et pour les deuxiémes décimales les fréquences
absolues des chiffres I = 0, 1, ... 9 du tableau suivant. On en déduit une
valeur expérimentale de m, soit m’.

Valeurs de l. fréquence : f, 1 X f,
0 93 0
1 90 90
2 93 186
2 93 186
3 94 ' 282
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4 101 404
5 102 510
6 101 606
7 107 749
8 106 848
9 111 999
998 4.674
d’ou pour b = 999
m’ = 4,683.
Appliquons notre fonmule; on a ici :
=9 a = 957 et pour valeur du terme correctif : 0,186
d’olr m =45 + 0,186 = 4,686
l=o0
Pour b = 1000, Z 1f. est toujours 4.674 (jusqu'a 1.023 cette

=0
somme est invariable donc m’ va décroitre)
dz—=a=o0 d’ol1 :
m = 45 + 0,19 = 4,69

¢ L 4.674 — 168
e m’ = —5o0~ = 4,
La formule exacte :
10 qilu q:

9. —1 q, —1
donne : m = 4,691.

Etudions un cas ot m < 4,5. D’aprés le tableau du n° 9 il suffit que :
d = 3, 4,5 ou 6.

Prenons b = 436 az = 3; a= 9,49
d’ou : z, = — 17,5
et pour le terme correctif : — 0,087
soit : m =45 — 0,09 = 441.
La table des logarithmes décimaux donne :
l f, I X f;
49 0

1 14 44
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44
44
48
41
40
40
41
10
45

O W~ O W N

d’ou m = ........ =

88

88
144
164
200
240
308
320
405
405

1.913



DEUXIEME PARTIE
ETUDE DES FREQUENCES RELATIVES DES CHIFFRES : 0, 1, 2.9

[16]. — Etablissement de la formule générale ().

Nous supposons f(x) croissante pour fixer les idées.
P'. désignera le nombre des décimales de rang i égales a I; [ représen-
tant 'un des chiffres : 0, 1, 2 ... 9. Ces décimales forment un ensemble L
et les valeurs de a, pour lesquelles la i™* décimale de f(ar) appartient &
L forment un ensemble E.

Soit p un entier quelconque tel que
At + 1 Lp< B —1
les valeurs de a, pour lesquelles on a :

(1) p + ]I()\< 10 fla,) < p + Ili0]~
appartiennent a E.
En faisant varier p de A'' + 1 a B —1
nous obtiendrons une partie de l’ensemble E, qu’il faudra compléter en
y adjoignant les valeurs de a,. si elles existent telles que :

l ) [+1

1 . i i -
A1+10<101f(a,,)<A1+ 10

ou :

l ) 1+1

1. —_ o i -

B1+m< 10°-1 f(a,) < Bt + 10

l
Si x est tel que + = = 10 f(x), on a :

10

p
—|r L
x—‘“Lmi-* +10i]

D’une maniére générale, nous poserons :

. A571_+_p l ] . -Ai—l+p I+]
RS I T +1T)"] S I TR T

p variantde oaB-*—1=%k

1. Nous écartons toujours les décimales de f(a), ce qui ne change pas les limites con-
sidérées dans le texte.
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Désignons par A, le nombre des points d’abscisses a, pour lesquels
on a :

rn<La, < 2,

Comme dans la premiére partie nous avons :

xr' - x
A, = ~l::-ap + & avee —1g < 1.

n
d’ou : .
P/ = (A) + ey) =0+ A+ o+ A
les parenthéses indiquant que A, et XA, ne doivent étre pris que sous
certaines conditions précisées pius loin.

En posant A, = 2, — x, ona:

S psa B0 F ) A R A At -

Pi': 1 { () + () + 5, -0 s/)%

En prenant :
P, |
e (Ag) + Awy) + A A, -+ L+ A
on commet une erreur inférieure a :
g, F &, + 5, F L.+,
i n

/

1
Si i est fixe cette quantité tend vers zéro avec — d’ou :

_limite P/ 1
—n:oo n _b—(l

CONNNF

Remarque.

[(Ao) - (Aeg) A A+ L+ Ak‘|

Si nous prenons b = n
B — A™ (107 f(n)] — A

n n

.. ) . limite f(n)
Cette quantité tend vers zéro si : ne—oo = 0 (30)

Dans cette hypothése la formule (29) permet de calculer f, pour les tables
de f(x) construites pour les valeurs entieres de x lorsque tend vers
P'infini. C’est le ecas pour :

flr) = x» o< m<1

flx) = log x
Comme d’autre part :
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nous retrouvons exactement le résultat de J. FRANEL (voir note page 15).

[17]. — Condition d’application de (29).

1° Extrémité b.

Les schémas suivants indiquent les trois cas possibles,

B b T x'
1) I | e | -1
Ak-ﬂ
B~ AL b
(2) l th-l I~
£ i 'rk4|
(3) — l+k+ll——l
Bl_l ’l’ln»c x’ku
Dans le cas d' > 1 on a ff=. ..... A + Apy
) d =1 fi= . ........ + b — X+
I > d, = ... ... A
2° Extrémité a.
, A a x, @,
) I | | e—
. AO
o AL*! "
(2) | 11')-1—1"
! a
3" —1 /| !
A7 x, X, a
Si 8 <1 ona [, = A,+ A+ ...
8 =1 i = xy—a+ A + ...
I < ¢ fi = A+ 47, + ...

La combinaison de ces diverses

Calculons la quantité :

A=A, + A, + ...

= () + .. ) — (&, + ...

d <1

d =1
l< d

éventualités donne neuf cas différents.

Ag

+x) =8 —S

1l suffit pour cela d’utiliser la formule (25). Pour S il faut considérer

,_”‘A‘“’+1+l+1:]_” A™ l+1 17
=2 0 100 |~ 7L T
.. o - , I+ 1—10y"
d’ou h—'ﬂ?» ay = f(a); A_*-_if)i_—_—
., [/ B [+1
et : xk—¢-(\W+W>
-1 — 106"
dou : Bo = f(b); ¥ = ——
Pour S il suffit de changer I +~ 1 en [ d’ou :
=104 [ — 106"

N—

10

L]

10
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(25) donne alors :

.y , i
A=S S =@ =0 el F e | 1@+ |+
h , (1 , | T h }
18 9B — O —2) | alan) + ba) | 1+ 100+ 0 [+ 5 )
soit :
b—a 1 B ; 2a

P ‘HL21_2(1'-—9——

" 0 T2 10

Vo fer—osin—2
T2 (a) 107 [ ’ 10] o

Calcul de A,

y . (BT l+1> ”<B"' 1>_ 1 1+
'k**“(l(r—' 1) T T ey T T

Calcul de A,

on a de méme: A":/’(a)'l—()i+"'
Calcul de : b — x4,
1 [ —106
b—x,,=b—-b— — ——
xA-H ,r(b) 101
comme le terme correctif n’est 4 apporter que si d* = [ on a:
1 x

b= o100 10

Calcul de : 2’y — a.

On a en tenant compte que | = d' :

x/

g 1 I+1~107i_’_ 1 ( v
0 (@)’ 10¢ @)1 10)

Finalement nous pouvons écrire :

1 1 1 _ 2., 20 si d>1
| = — | 21—2d"—9 == .o

I 10 +b—a{2f'(b)10m|: ! d 10 T 2 si d= I ]

0 si I >d

31 | ) o (2 s ¥ <t
| 21 —2% — T oo < s

2 f (a) 10" ’ I+ =15 20—2vsic =1 ]

v 0 osi <
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Remarque.

1 faut avoir : Z l.f,= m. La vérification se fait trés simplement.

Par exemple : 10

B c /)()
92
. \ | ‘ g O __ ¢ — r —
et : Z [Zl — 2 9 10& >] 2 X 285 90d 9 %X 45 Ya
=0 d (d—1
+20—(;—)+2ad
—10[12 /10 d4 165 — 2 :I
B RN _10) >0 |

[18]. — Conséquences.

Si i est assez grand [avec f'(xr) et f”(x) différents de zéro sur le seg-
ment (a, b)] les chiffres : 0, 1, 2 ... 9 ont des fréquences relatives voisines
de 1/10.

[19]. — Application a des cas particuliers.

Dans tous les cas ou I’on peut calculer exactement la somme dans la
formule (29) on obtiendra la valeur exacte de f,. Cela a lieu en particulier
pour les fonctions suivantes :

y=ux; y = /x, y=Vx; y = log, x; y = arcsin x; etc, etc...
dont nous étudions quelques exemples a titre de vérification. Dans le cas
contraire la formule (31) donne une approximation en général rapidement

bonne.

[20). — ExempleI : y = x.

— . — , p [+1
— . . — . i — < . — i
a o; b quelconque; o(u) u; 3§ osl; x, 10— + T
- P I+1 /p 1\ 1
.d’ . AN — ——— —_— — ) =
d’ou : p 107! + 10 \IOL—A + ]01/ 10°
—1 d >1
10>
10‘ ‘bl —1) + @
fi= b LIO’ ) X osid —
107 S d [
Osi [>d

C’est ce que 'on obtiendrait en appliquant la formule (31).

Reprenons I'application numérique du n° 8 :
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b = 1,2; i = 1; [10:-1b] = 1 d’on
—sil=20;1 {_
f 12 [10 + < 10

[0 sit=23 ... 9\

ce qui donne les fréquences relatives suivantes :
pour : 0etl : 1/6 = 0,16666
pour : 2, 3,4...9: 1/12 = 0,08333

Ce sont bien les résultats cbtenus au n°® 8 en prenant n = 10s,

@ = o; b entier : d=o0; e=o0: d < d’ou :

11 - _
’f—i)[w‘ 10’(10 b_l)l ﬁ

[21). -— Exemple 11 : y = /x.

.@ = 0; b quelconque; dou & = o 1
. o /’]()P—'—l‘f“l\\’ . 10p +1 >
o) =wy ¥, =\ T —) = T
1 201 +1 2
A = 2 2 _ - e
14 ‘l()?t( OP + l + ]) 1()!1, + ]O‘Zl"l p
p—mi V.
Y \ 21+ . s / y
b' ’ lon—a 2‘ p‘ T 1“1 !10 b + C
=0
im0 9 s
avec : C= 20107 v/b] +20+] si d>1
10&!
C=-2 <2\/E 2 i di=1
=10 107 ) o=
C=0 si [ >d
d’ou :
,' i—1 t—1 2 l + 1 i—1 " 1
=g+ [10VB[ (107 /b —1) 4+ 2L ] ~or— 0= ve] + S ¢
[10:7/b]

C

S| -

. i/ i x .
=" (10'\/b — d ﬁm—a)+21)+

Cas particulier : 10-1\/b entier.
d=a=o0 d < L C =o
1 21 —9

d’ou : f,:]—()-*—\—/:—m
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1 9 . 1 9

< = a + R ———
100 g y/b 10 107/

Ici les chiffres Y ont une fréquence maximum.

. croit de :

Vérification :
. : 21 +1
b=1 5 =1 M /, = -—I—()—()—‘
En faisant successivement I = 0, 1, 2 ... 9 on retrouve le tableau
dun’ 9.
'22). — Exemple IIl : y = 3\/x :
Examinons seulement le cas b = 1; i = 1 qui constitue I’application

numérique du n° 10. On obtient aprés calculs faciles :

S RN L3I+ 1) 41
=1 Gr+31+ ="

On en déduirait le tableau trouvé a ce n°.
Pour i quelconque on a :

[ 11 N 1521+ 1) 3 —27 14+ 36
10 108 10° ® 100

ou encore :
1 1549 36 31+ 1)
ft_m— 1()i’r5 + 10:%1 + 1075

qui montre que f, croit toujours quand I varie de 0 a 9. La formule (31)

donne :
f = L . 15_ N 15 (2AI+1)
! 10 100 100

[23). — Exemple IV : f(x) = x", o< m <1 : a=o0, b=n.
1

v T :mx"'_’; —:O;
He ECh
1 . f'~"' . 1 o 1 t d Y B 1
f(x) m’ b f (b) = b end vers zéro avec ™
1
donc: fi= 1

On peut dire en particulier :

Dans les tables numériques donnant les racines carrées et les racines
cubiques des nombres entiers, les décimales de rang i forment des suites
de nombres ou les chiffres : 0, 1, 2, ... 9 figurent avec une égale fréquence.

13
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[24]. — Exemple V : y = log x.

On a le droit de poser b = n. (29) redonne alors les résultats de
J. FRANEL : la fréquence de la décimale | croit avec L

Appliquons (31) aucasotl : @a =1 donc 8 = v = o < L
b=b»
N . i — 1 "”b-‘-—-] . d’oi
ous savons que : f’ (a) = Tog 0 0y = bLog10 ol :
‘ /20 si | < d&
1 Log ( 2a )
=5+ 53— b@l—2d —9—=% L | 9 [ = d’)
— D10
10 2(—-1DI( | 10 \ 0 I > a
— (2 -9 f
Si b est une puissance de 10 : d' = o = 0. d'o :
1 Log 10

-+

= . — 1) (21 —¢
I'=%" s - ¢-bei-9

1 Log 10
PO B
=1+ 51 @L=9

qui est indépendant de b. Pour i assez grand f, croit de :

1 - Log10 1 4 = Log 10
R T TR e i
uit - k L 1,062
SO1t : ]T)+ 10°

Pour i = 2 on trouve :

=0 fi = 0,1 — 0,010 = 0,090
1 0,1 — 0,008 = 0,092
2 0,1 — 0,006 = 0,094
3 0,1 — 0,003 = 0,097
4 0,1 — 0,001 = 0,099
5 0,1 + 0,001 = 0,099
6 0,1 + 0,003 = 0,103
7 0.1 + 0,006 = 0,106
8 0,1 + 0,008 = 0,108
9 0,1 + 0,010 = 0,111

valeurs qui se trouvent approximativement vérifiées au n° 15.



