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SUR LA RÉPARTITION DES DÉCIMALES
DE RANG DONNÉ

DANS LES TABLES NUMÉRIQUES
par R. HURON

Résumé. - de la répartition des décimales de rang fixé, dans les tables
numériques obtenues à partir d’une fonction uérifiant certaines conditions de régula-
rité, lorsqu’on insère entre les valeurs de la variable des moyens arithmé-
tiques dont le nombre croit indéfiniment. Etude du cas où la uariable est entière et
ou l’intervalle de variation est infini.

Sont obtenues des f ormules donnant les valeurs :

de la moyenne de ces décimales;
de la fréquence de chacun des chi f f res . : (f, 1, ... 9.

INTRODUCTION

Dans un article paru le 15 avril 1899, dans la « Revue Générale des
Sciences » et reproduit dans « Science et Hypothèse »(1), Henri POINC:~RÉ
écrit : « quelle est la probabilité pour que la décimale d’un logarithme
pris au hasard dans une table soit un 9? On n’hésitera pas à répondre que
cette probabilité est 1/10 » et plus loin il envisage le problème suivant :
écrivons 10.000 nombres correspondants aux 10.000 premiers logarithmes
d’une table, chacun de ces nombres étant égal à + 1 si la troisième déci-
male du logarithme correspondant est paire et à - 1 dans le cas contraire;
prenons ensuite la moyenne de ces 10.000 nombres. « Je n’hésiterai pas
à dire que la ’moyenne de ces 10.000 nombres est probablement nulle... la

propriété est vraie non seulement du logarithme, mais d’une fonction con-
tinue quelconque... »

En 1917, J. (2 ) montrait que si Pi (n) est le nombre des 
males paires de rang i des logarithmes décimaux des nombres : 1, 2,... n,

1 t 
Pi (n) 

t d 1..t d ’t 
., 

dle rapport -- ne tend pas vers une limite déterminée quand n aug-
mente indéfiniment, i étant supposé fixe. Il prouvait aussi que la moyenne
des Il premières décimales de l’ordre i ne tend pas vers une limite déter-

1. Pages 220 et 224.
2. « A propos des tables de logarithmes » - Vierteljarhrsschrift der Natur fors-

chenden Gesellschaft in Zurich. 1917, pp. 286-295.
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minée quand n croît indéfiniment et que la fréquence de la décimale l

(l == 0, 1, 2,... 9) croît avec 1. Il signalait en outre que sa méthode était
applicable à toute fonction croissante f (n) telle que :

a. FRANEL ne fait aucune application numérique et ses conclusions peu-
vent paraître imprécises. M. G. KENDALL pouvait écrire en 1948 : « Just

what does happer ~does not aphear to be hnorvn... » (~). ,

Nous nous posons un problème un peu différent et nous étudions dans
ce mémoire quelques propriétés de la répartition des décimales de rang 1
dans les tables numériques obtenues à partir d’une fonction f(x) continue,
croissante ou décroissante, lorsqu’on insère entre les valeurs extrêmes

a et b de la variable des moyens arithmétiques dont le nombre n croit

indéfiniment. On peut supposer f (x ) a et b positifs, b > a. Nous montrons
que ce problème contient celui de J. FRANEL.

La première partie est consacrée à l’étude de la moyenne : ~~n des déci-

males de rang i; la seconde à l’étude de la fréquence relative : f, des déci-

males 1 (1 = 0, 1, 2,... 9).
Nous donnons dans chaque cas une formule générale résolvant théori-

quement le problème, puis nous étudions quelques cas particuliers où les

limites peuvent se calculer rigoureusement. L’application de la formule

sommatoire d’EuLER-MAC-LAURIER dans le cas où f’(x) et f"(x) sont dif-

férent de zéro sur le segment (a, b) nous permet d’établir des formules

donnant des valeurs approchées de ces limites dans les cas les plus géné-
raux et de répondre ainsi partiellement à la question posée ,par

M. G. KENDALL.

On peut dire que in est d’autant plus voisin de 4,5 et f r de 1/10, que i

est grand et que les oscillations autour de ces valeurs sont de faible

amplitude.
~ 

Nous n’explicitons les calculs que dans le cas d’une fonction croissante.
La transposition à l’autre cas se fait aisément. Nous avons tenu à faire de

nombreuses vérifications numériques, qui mieux que des symboles abstraits
montrent la véritable allure des phénomènes.

3. « Random sampling numbers » in « The advened Theory of Statistics » -- 1, p. 193.



PREMIÈRE PARTIE

MOYENNE ARITHMÉTIQUE DES DÉCIMALES DE RANG i.

[1] . 
- Énoncé du problème.

Soit f (x) une fonction donnée que nous supposons continue, monotone
et positive sur le segment (a, b) (o  a  b). . Insérons entre a et b des

moyens arithmétiques, nous obtenons pour x la suite de valeurs :

b-a
avec, si = h

n

Nous en déduisons la table des valeurs de f(x) :

et nous nous proposons d’étudier dans cette table la répartition des déci-
males de rang i, lorsque n tend vers l’infini.

~2j. . - lVotations.

D’une manière générale la partie entière du nombre x sera représentée
par la décimale de rang i par di. Nous pouvons alors écrire :

les ne pouvant être tous égaux à 9 à partir d’un certain rang. On en
déduit :

Nous poserons :

et si y = f (x), x = q~ (y) . D’après nos hypothèses ~ (y) existe, est mono-
tone et continue sur le segment d’extrémités : f (a ) , f (b ) .
[ 3 ] . - Nous nous proposons de calculera) : :

dl r représentant la ime décimale de f (ar). .

1. Nous écartons la ime décimale de f (a). Si on veut en tenir compte les transfor-
mations à faire sont insignifiantes.



D’après (1 ) on a :

soit avec des notations évidentes :

[4]. . - Calcul de ~

Cas où f (x) est une fonction croissante. Construisons la courbe (Ci)
d’éauation :

et coupons la par des droites :

Posons :

Si : .

Désignons par Àj le nombre des points d’abscisses ar pour lesquels on a:

si j.~k, et

si ~ = k, on peut alors écrire :

d’où:

Mais:

d’où:



Si i est fixé le dernier crochet est borné, on a donc : 1

~5; . - lVlajoration de l’erreur commise.

Si on utilise (~ ) pour n fini, le terme négligé est :

Nous avons :

d’où:

[6]. . - Calcul de Szn dans le cas où f (x) est décroissante.

Les modifications a apporter aux raisonnements précédents sont peu

importantes, on trouve :

[71. . - Étude de quelques exemples.

L’emploi des formules générales (5) ou (7) est intéressant lorsqu’il est
possible d’évaluer exactement la somme :

qui dans le cas d’une fonction croissante s’écrit :

et dans celui d’une fonction décroissante :

ceci conduit naturellement à l’étude des cas simples suivants qui pour-
raient être multipliés.

[8]. , -- Exemple 1 : y = x.

1 ° Prenons a = o ~ b entier

on a :

d’où:

~° Prenons a = o; b quelconque



Nous avons :

d’où :

Posons

où di. est mis à la place de d’b, décimale de rang i de f (b) et a étant
un nombre tel que : o ~ a  10

on a :

Étude de la variation de m en fonction de oi,

Le crochet de (12) est un trinôme du second degré en d’ on vérifiera
que pour d’ variant de 0 à 9 ce trinôme est négatif et que son minimum a

lieu pour di égal à l’entier le plus voisin de 5 

,

Si nous posons :

et si nous appelons 03BE le terme correcti f, nous pouvons dire :
~ est négatif pour toutes les valeurs et si i et b sont assez

grands son minimum à lieu pour 4 ou 5.

Application numérique. :

Prenons b = 1 + 
10’ 

d entier tel que o fl d fl 9

Ici i = 1 d’où :

on en déduit le tableau :



A titre de vérification il est facile de calculer directement une valeur appro-
chée de m, soit m’.

Prenons d = 2 n = la table numérique sera :

Les décimales de rang 1 se répartissent suivant le tableau suivant :

d’où:

En résu~mé nou~s pouuons conclure :

La limite pour n infini de la moyenne arithmétique des décimale.s de

rang i des nombres :

où k = 1, 2 ... n et oÙ b est un nombre donné

1 ° est égale à 4,5 si b est un entier;
2° est égale à 4,5 si lU~ b étant entier i > À (ou est ramené au ~1 ° ) ;

3° est inférieure à 4,5 dans les autres cas. Cette limite dépen~d alors
de b, mais si b n’est pas très petit et si i est assez grand’, m est très

voisin de 4,5 (~2 ) .

2. On peut voir facilement que : :



[9]. 2014 Exemple II : y == x.
Prenons a ~~ quelconque. ~’ = B/~]

d~~où d’après (5) :

Il en résulte, si di est la ime décimale de 

ou en posant comme dans (11 ) ~ :

et après calculs faciles :

En posant toujours :

on voit que pour 1 et b assez grand la partie principale du terme correc-
tif est :

Etu.de d’un cas particulier

Prenons 10i-1 V b entier : 03B8 == d’ = 03B1 = o

(14) devient :

Cette ,moyenne est constamment supérieure à 4,5.

Application numérique : b = 1, i = 1.

n1 == 6,15
Il est aisé de vérifier ce résultat particulier en prenant n = 102P. p étant
un nombre entier. On a alors :



À entier variant de 1 à l02P, On obtient le tableau suivant :

La limite m’ étant indépendant de p, elle est invariable si p tend

vers l’infini et on a bien :

Retour au eas général.

Nous ayons pour b et i assez grands :

Si zi désigne la quantité entre le crochet on peut dresser le tableau

suivant :



Le minimum de m a bien pour

suivant la valeur de a.

En résumé nous pouvons conclure.
La limite pour n infini de la moyenne arithmétique rn des 

males de rang i des nombres .’

où b est un nombre positif donné. n’est jamais é gale à 4,5 mais s’en

rapproche d’autant plus que i et b sont grands,
Si 10’-’ b est entier, (b est le carré d’une fraction décimale I rn est

toujours supérieur à 4,5.
Si b est quelconque, assez grand, ainsi que i, m est supérieur à 4,5

si la décimale de est l’un des nombres: 0, 1 , 8, 9e
m est inférieur à 4,5 si cette décimale est : 3, 4, 5 ou 6.

Méthode pour une vérification numérique :
Si b est un entier quelconque, en Drenant

nous aurons à calculer les nombres

(k = 1, 2... 10 ’2n ) . Si i est le rang de la décimale choisie, il suffira de lire
dans la table des racines carrées la décimale de rang i - p. Avec les
tables de Barlow p = 2, on pourra prendre i = 3, 4 ...

~ 10 ] . - Exemple III: : y = 3~x
Prenons a = o et b quelconque; B’ == [10’ 



d’où:

et

En posant ’maintenant :

nous obtenons pour i et b assez grands :

Le crochet de la partie principale du terme correctif est identique à celui

obtenu dans l’étude de y = ~/x (3 ) , de sorte que toutes les conclusions de

l’exemple précédent sont valables pour l’exemple actuel.

Etude ,d’un cas particulier.
Prenons :

Cette moyenne est constamment supérieure à 4,5.

Application numériq.ue : b = 1 ; i = 1

En raisonnant comme dans l’exemple précédent on voit qu’en prenant
n == 103P la limite m’ obtenue est indépendante de p. Elle est donc rigou-
reusement égale à m et il suffit de le vérifier pour p = 1. On a alors :

. d’ou le tableau :

3. Nous verrons que la propriété est générale.



On trouve comme attendu.

. - Remarque importante.

Nous avons vu formule (6) que

Prenons A’ = =n, le second membre devient :

Si f (n) tend vers l’infini avec n

de sorte que dans le cas où : v

nous pouvons écrire :

avec:

~n tendant vers zéro avec -.
n

La formule 20 est en particulier valable pour les fonctions :

Dans ce dernier cas elle n’est autre que la formule de base de M. J.

FRANEL (4). Elle permet d’évaluer la limite de la moyenne arithmétique
des décimales des valeurs de f (x) pour les valeurs entières 1, 2 .., n ...

de la variable.

Bien entendu l’hypothèse A~ = o n’est pas obligatoire.

[ 12 ~j . - A pplication à y = 

Il suffit dans (18) de poser Q = n et de faire tendre n vers l’infini.

On obtient: : r~I = 4,5 quel que soit i.

4. Les méthodes de J. FRANEL donnent la limitation 0  m  1. Àous retrouverons
ce résultat dans la deuxième partie.



[ 13 j . - Etude du cas général.

Tout le problème revient à évaluer la somme :

qui s’écrit en posant :

On sait d’autre part que (5)

~~ étant une quantité finie si f (x) a des dérivées bornées.

Nous en déduisons :

’Admettons que l’on ait :

À et $ étant des quantités suffisamalent petites; nous écrirons avec une
approximation suffisante :

d’où en tenant compte que :

et en définitive et approximativement :

5. Voir par exemple J. HADAMARD. Cours d’Analyse .de l’Ecole Polytechnique. Tome I,
pp. 141 à 145.



Nous avons ici :

De même :

Il faut donc appliquer la formule (24) avec :

et

Ce qui donne :

ou en n’écrivant pas les termes de degré supérieur à un en h = 1 .

d’oû 

on en déduit :



Mais nous avons :

d’où :

De même :

rl~ et 8 ~ i désignant en décimales de rang i de f (b ) et f (a ) ,

En portant ces valeurs dans (27) nous obtenons finalement :

qui montre qu’en général [ f’(a ) et f’ (b) ~ o ) m tend vers 4,5 lorsque
i grandit.

l 14 ~ 1 - A pplication.
I

Pour y = ( p > 1 ) ; a = o; b quelconque on obtient :

Pour p = 2, p = 3 on retrouve les résultats déjà signalés,

- Si

nous avons vu que l’on peut poser b = n ; (28) montre alors que

si limite n f’(n) - ce (avec bien entendu f’(a) ~ o),

C’est le cas pour

Log x
Ce n’est pas le cas de rg = ~og x = Log 10 que nous allons étudier main-

tenant.

;1 ~ ~ . - Foncfion cg = jog x. (~ ) .

,; est une progression géométrique facile à sommer.

6. On pourra consulter J. FRANEL (loc. cité) où on trouvera quelques propriétés intéres-
;antes.



Dans le cas où a = 1, b = n, on trouve :

Si n est une puissance de 10, dl et 03B1 sont nuls, d’où :

Il est facile de voir que cette limite est voisine de 4,5 pour i grand.
Laissons b fixe et appliquons la formule (28) :

d’oû 

Si b est par exemple une puissance de 10 il reste,

Sa limite est indépendante de b,comme il est facile de le voir en calculant :

pour

Donc, pour i assez grand, m est supérieur à 4,5.

Vérif ications expérimentales.

A partir d’une table de logarithmes décimaux on trouve pour les nom-
bres de 2 à 999 inclus et pour les deuxièmes décimales les fréquences
absolues des chiffres 1 = 0, 1, ... 9 du tableau suivant. On en déduit une

valeur expérimentale de m, soit m’.



d’où pour b = 999
m’ _ 4,683.

Appliquons notre formule; on a ici :

d2 = 9 a = 9,~ î et pour valeur du terme correctif : 0,186

m = 4,5 + 0,186 = 4,686

l=o

Pour b = 1000, 03A3lfi est toujours 4.674 (jusqu’à 1.023 cette

somme est invariable donc m’ va décroître)

d2 == a: == o d’où :

La formule exacte :

donne :

Étudions un cas où in  4;a. D’après le tableau du n° 9 il suffit que :

Prenons

d’où :

et pour le terme correctif : - 0,087

soit : m = 4,5 - 0,09 = 4,41.

La table des logarithmes décimaux donne :



d’où



DEUXIÈME PARTIE

ETUDE DES FREQUENCES RELATIVES DES CHIFFRES : 0, 1, 2..9

[16]. - Établissement de la formule générale (1 ) .

Nous supposons f(x) croissante pour fixer les idées.

pl i désignera le nombre des décimales de rang i égales à 1; 1 représen-
tant l’un des chiffres : 0, 1, 2 ... 9. Ces décimales forment un ensemble L

.et les valeurs de a~ pour lesquelles la i me décimale de f (aT) appartient à
L forment un ensemble E.

Soit p un entier quelconque tel que

les valeurs de ar pour lesquelles on a :

appartiennent à E.

En faisant varier p de + 1 à B’-] - 1

nous obtiendrons une partie de l’ensemble E, qu’il faudra compléter en

y adjoignant les valeurs de a,. si elles existent telles que :

ou :

1
Si x est tel que p + 10 = 10i-1 f (x ) , on a :

D’une manière générale, nous poserons :

1. Nous écartons toujours les décimales de f (a), ce qui ne change pas les limites con-
sidérées dans le texte.



Désignons par Àp le nombre des points d’abscisses ar pour lesquels
on a :

Comme dans la première partie nous avons :

d’où:

les parenthèses indiquant que Ao et ne doivent être pris que sous

certaines conditions précisées plus loin.

En posant

En prenant :

on commet une erreur inférieure à :

1
Si i est fixe cette quantité tend zéro d’où:

Relnarque.
Si nous prenons b == ~

Cette quantité tend vers zéro si :

Dans cette hypothèse la formule (29) permet de calculer tz pour les tables

de f (x) construites pour les valeurs entières de x lorsque tend vers
l’infini. C’est le cas pour :

Comme d’autre part :



nous retrouvons exactement le résultat de J. FRANEL (voir note page 15~.

[17]. - Condition d’application de (29).

1 ° Extrémité b. 
’ 

,

Les schémas suivants indiquent les trois cas possibles,

Dans le cas

2° Extrémité a.

La combinaison de ces diverses éventualités donne neuf cas différents.

Calculons la quantité :

Il suffit pour cela d’utiliser la formule (25). Pour ,S’ il faut considérer

d’où

o 

o

d’où:

Pour S il suffit de changer 1 + 1 en 1 d’où :



(25) donne alors :

soit :

Calcul de 0394k+1

Calcul de Do

on a de même :

Calcul de :

comme le terme correctif n’est à apporter que si dZ = 1 on a:

Calcul de : x’o - a.

i )n a en tenant compte que 1 = dl :

Finalement nous pouvons écrire :



Remarque.

Il faut avoir : La vérification se fait très simplement.

Par exemple :

et :

[ 18] . - Conséquences. 

Si i est assez grand [avec f’(.r) et f"(x~) différents de zéro sur le seg-.

ment (a, b) ] les chiffres : 0, 1, 2 ... 9 ont des fréquences relatives voisines

de 1/10.

[19]. - Application à des cas particuliers.

Dans tous les cas où l’on peut calculer exactement la somme dans la

formule (29 ) on obtiendra la valeur exacte de fi. Cela a lieu en particulier
T~our les fonctions suivantes :

dont nous étudions quelques exemples à titre de vérification. Dans le cas

contraire la formule (31 ) donne une approximation en général rapidement
bonne.

[ 20 ] . - Exemple 1 : y = x.~

B /

ce que l’on obtiendrait en appliquant la formule (31 ) .

Reprenons l’application numérique du n° 8 :



ce qui donne les fréquences relatives suivantes :

pour : 0 et 1 : 1 /6 = 0,16666

pour : 2, 3, 4 ... 9 : 1/12 = 0,08333

Ce sont bien les résultats obtenus au n° 8 en prenant 11 == 106.

[21]. -- Exemple Ir : y = x.
. CI = o; b quelconque; d’oÙ ~~ = o  1

avec :

d’où:

Cas particulier : entier.

d’où: .



/ croit de : :

Ici les chiffres t) ont une fréquence maximum.

V éri f ication : .

En faisant successivement 1 = 0, 1, 2 ... 9 on retrouve le tableau

du n° 9.

; 22 ] . 
-- Exemple III : y = 3x :

Examinons seulement le cas b = 1 ; i = 1 qui constitue l’application
numérique du n° 10. On obtient après calculs faciles :

()n en déduirait le tableau trouvé à ce n".

Pour i quelconque on a :

ou encore :

qui montre que fi croît toujours quand 1 varie de () à 9. La formule 

donne :

~ 23 ~ . - Exem pl e IV : /(.r) ) = x’~, o  m  1 : a = o, b = n ~

donc: O O

Un peut dire en particulier :

Dans les tables numériques donnant les racines carrées et les racines

cubiques des nombres entiers, les décimales ~de rang i f orment des suites
de nombres où les chiffres : 0, 1, 2, ... 9 figurent avec une égale fréquence.
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[24]. - Exemple V : y = log x.

On a le droit de poser b = n. (29) redonne alors les résultats de
J. FRANEL : 1 la fréquence de la décimale 1 croît avec l.

Appliquons (31 ) au cas où : a = 1 donc 81 = v = E.~  l,
b==b

Nous savons que :

,S’i b esf une puissance de 1 (J : : dl = a = o, d’oÙ: ;

qui est indépendant de b. Pour i assez grand f, croît de :

soit : ’

Pour i = 2 on trouve :

valeurs qui se trouvent approximativement vérifiées au n" IJ 15


