ROBERT CROISOT

Quelques applications et propriétés des treillis semi-
modulaires de longueur infinie

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 4¢ série, tome 16 (1952), p. 11-74
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1952_4 16__ 11_0>

© Université Paul Sabatier, 1952, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tise.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1952_4_16__11_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

QUELQUES APPLICATIONS
ET PROPRIETES DES TREILLIS
- SEMI-MODULAIRES
DE LONGUEUR INFINIE

Par M. RoserT CROISOT

REsumMg : Recherche de diverses caractérisations des treillis modulaires quel-
~conques puis des treillis modulaires satisfaisant a la condition de chaine ascen-
dante ou descendante. Exemples montrant que certaines conditions caractéristi-
ques de la semi-modularité dans les treillis de longueur finie accompagnées de
leur duale n’entrainent pas nécessairement la modularité dans les treillis satis-
faisant a une condition de chaine,

Etude d’une propriété d’indépendance liée a I’axiome d’échange de Steinitz
et Mac Lane (et, par suite, 4 la semi-modularité) et généralisation aux treillis
vérifiant cette propriété d’un théoréme établi par G. Birkhoff pour les treillis
modulaires.

Etude de la permanence des différentes conditions de semi-modularité par
passage aux sous-treillis, produits cardinaux, treillis homomorphes.

Utilisation d’une propriété de semi-modularité pour ’obtention d’une con-
dition suffisante pour I’égalité des longueurs de deux chaines de mémes exiré-
mités dans un treillis quelconque. Application de cette condition & quelques cas
d’égalité des longueurs de deux chaines de sous-hypergroupes partiels d’un hyper-
.groupe partiel inversible; cas particuliers : groupe partiel, groupe, relations
-d’équivalence.

INTRODUCTION

Dans un autre travail (), j’ai considéré un certain nombre de conditions
€équivalentes a la semi-modularité dans les treillis de longueur finie et j’ai
étudié les implications binaires qui les lient dans les treillis quelconques.
De cette étude, il résulte que la notion de semi-modularité se morcelle a
lextréme dans les treillis de longueur infinie.

Ce fait souléve le probléme de la définition générale d’un treillis semi-
modulaire. Un tel probléme ne se pose guére pour la modularité car, bien
qu’il en existe plusieurs caractérisations dans les treillis de iongueur finie
et bien qu’elles ne soient plus équivalentes dans les treillis quelconques,
I’'une d’elles s’impose devant les autres, celle qui se traduit par une régle
de calcul. 11 n’existe pas de telle caractérisation de.la semi-modularité, et
il ne peut pas en exister, car un sous-treillis d’un treillis semi-modulaire
n’est pas nécessairemen! semi-modulaire. On est guidé dans le choix de la
meilleure définition par les résultats du chapitre III dans lequel on examine
comment se conservent les conditions envisagées lorsqu’on passe de deux

(1) Contribution & P’étude des treillis semi-modulaires de longueur infinie, Annales
de UEcole Normale Supérieure, 1951, pp. 203-265, référé T dans ce travail.
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treillis a leur produit cardinal ou d’un treillis & un treillis homomorphe. Le
comportement des différentes conditions n’est pas le méme dans le passage
au produit cardinal, les unes se conservant en toute généralité, d’autres
pour des treillis conditionnellement complets, les derniéres seulement pour
des treillis satisfaisant a la condilion de chaine descendante. Quant a la
permanence par homomorphisme, elle n’a pas lieu dans le cas général et,
méme, pour la plupart des conditions, dans le cas d’une condition de chaine.
Néanmoins, la condition suivante due a S. Mac Lane

5) r Az<y<xz<zVz entraine l'existence de { tel que l'on ait

rTANz<t<z e ({AVYyAx=y
‘se conserve par homomorphisme si ’on part d’un treillis satisfaisant a la
condition de chaine ascendante; de plus, elle fait partie de celles qui se
conservent sans restriction par passage au produit cardinal. Le choix de la
définition doit aussi tenir compte de lintérét des applications possibles.
Dans cet ordre d’idées, le chapitre II est consacré a une application de la
condition (2)

x couvre x A y implique xV y couvre y
aux treillis complémentés liée a4 la théorie de l'indépendance. La condi-
tion (5), plus forte que la condition (2), entraine aussi les propriétés envi-
sagées dans ce chapitre. Il semble donc naturel de prendre cette condition
(5) comme définition générale de la semi-modularité, 1a condition (2) devant
étre rejetée parce que trivialement vérifiée dans les treillis ou il n’existe
pas de relations de couverture. D’ailleurs, la condition (5) est vérifiée dans
les cas importants : treillis des partitions d’'un ensemble quelconque, treillis
des sur-corps algébriquement fermés d’un corps K contenus dans un sur-
corps algébriquement fermé de K de dimension quelconque sur K, treillis des
variétés linéaires fermées de ’espace de Hilbert.

On sait que, dans les treillis de longueur finie, la modularité peut étre
caractérisée par le couple de conditions (2) et (27), duale de (2). Les autres
conditions examinées, accompagnées de leur duale respective, conduisent-
elles a des caractérisations de la modularité dans des treillis plus géné-
raux que ceux de longueur finie ? Le chapitre I montre effectivement qu'un
certain nombre des conditions étudiées, accompagnées de leur duale, carac-
térisent la modularité dans les treillis satisfaisant 4 une condition de chaine
(ascendante ou descendante). De plus, on trouvera la d’autres conditions
équivalentes a la condition modulaire dans les treillis quelconques et
d’énoncé souvent trés voisin de ceux de certaines conditions de semi-modu-
larité. On trouvera méme quelques conditions du méme type équivalentes
a la distributivité dans les treillis quelconques.

Parmi les conditions envisagées dans le travail cité plus haut, je men-
tionne spécialement la condition

(8) « couvre y, z couvre ¢ implique [(xVt) Az]Vy=[zVvy Azx]Vyl
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-intéressante, malgré son expression compliquée, car elle permet d’obtenir,
par une méthode trés naturelle, un cas assé; général dans lequel deux
chaines finies de mémes extrémités ont méme longueur et ceci dans un
treillis absolument arbitraire. C’est ’objet du chapitre IV et on en trouvera
une application algébrique concréte au chapitre V qui redonne comme cas
particuliers certains résultats de O. Ore sur les chaines de sous-groupes d’'un
groupe et de P. Dubreil et M.-L. Dubreil-Jacotin sur les chaines de relations
d’équivalence sur un ensemble. '



CHAPITRE 1
Application a 'axiomatique des treillis modulaires.

1. PROPRIETES ET CARACTERISATIONS DES TREILLIS MODULAIRES QUELCONQUES..

THEOREME 1. — Un treillis modulaire satisfait aux conditions (R), (F),.
(a'), (ai).
Démonstration. — Si, dans un treillis, la condition (R) est en défaut, il

existe un couple d’éléments (x, y) tel qu’on puisse trouver une chaine non -
maximale du produit cardinal [z, xVy] X [y, xVy]l, soit {(xt, yL)}, qui
donne une chaine {xL A yL} maximale entre x A y et x V y. Dans la chaine:

Auvy

XNy
Fic. 1

{(l’L, yl)}, on peut alors intercaler un élément, soit (a, b). L’élément a A b
appartient a la chaine {xL A yl}. Soit a l’indice . pour lequel on a
2, Ay, =aAb On a (a,b) =~ (x4 Ys), soit par exemple (q, b) > (x4, Ya)-
On ne peut avoir simultanément a =x, b=y, Supposons qu'on ait
a == x,. Les cing éléments a, x,, b, a A b, x\ y constituent alors un sous-
treillis isomorphe au treillis non modulaire a cinq éléments car on a
a>x, aNb=x, Ab=ayb=xz,Vyb=xVy. Le treillis envisagé n’est
donc pas modulaire et un treillis modulaire satisfait a la condition (R).

Soient maintenant un- treillis modulaire et un couple (x, y) de ses
éléments. Envisageons une chaine {( xz, yt)} maximale dans le produit car-
dinal [x Ay, ] X [x Ay, y] et montrons que la chaine {J_ct\/yL} est
maximale entre x* A y et xV y (‘). Supposons qu’on puisse intercaler un
élément ¢ dans cette derniére chaine. Posons ', —=c A x, y'. = ¢ A y. Pour:
tout indice ¢ tel que l'on ait x, Vy, <c,on ax, <x’.carx,= (X, VU.) A Z,

(1) Cette démonstration est directement inspirée de celle qu’on trouve dans
G. BirxHoFF [1], p. 101. Cette derniére utilise le fait que les chaines {x,\ et {y,\ sont
maximales. Elle est donc valable dans le cas d’un treillis complet d’aprés le lemme 3.
du chapitre II de T, mais elle ne I’est pas dans le cas général. )
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et gy <y.car y =@, Vx.) Ay, dou l'on déduit (x,y,) <., y’.). De la
méme facon, on voit que, pour tout indice : tel que l'on ait xr,Vy, > c,"
on a (x,y,) > (¥, y’.). Il résulte de la que}l’élément (', y'.) appartient a
la chaine {(xL, yt)} puisque cette chaine est maximale et ’élément x’. V ¥,
appartient a la chaine {xL \Y/ yL}. Posons d’autre part x, = (cvy Nxy. =
(cVx) A y. Pour tout indice ¢ tel que l'on ait x; Yy, <¢c, on a x, <.
car x, = (x, Vy.VY) ANx, et y <y, car y =@, V. V) Ay, dou l'on
déduit (xt, y,) < (x., y.). De la méme facon, pour tout indice ¢ tel que I’on
ait x, Vy, >c¢, on a (x,y.,) > (x,y,). Donc, I’élément (x., y.) appartient
a la chaine {(11, yL)} puisqu’elle.est maximale. De plus, on a nécessai-
rement (x.,y.) = (., y.) (c’est-a-dire . = x’,, y. = y’.). Remarquons fina-
lement d’une part ¢ > 2’.V y’,, d’autre part x.Vy. =z V [y A (cV )] =
@ Vy AN v = vy ANzl vy NI Vyrxr =
evy) N@vVy AvVe =I(cVy A Vyx) >c soi
r.Vy.>2c>2.yy.douc=x.VUYy.etc appartient a la chaine {xL \V, yL}.
Un treillis modulaire satisfait donc a la condition (F).

On sait que le treillis des idéaux et le treillis des idéaux duaux d’un
treillis modulaire sont modulaires. Ils satisfont donc a la propriété (R)
et a la propriété (o) qui en est conséquence. C’est dire qu’un treillis modu-
laire satisfait aux conditions («;) et («').

COROLLAIRE, — Un treillis modulaire satisfait a toutes les conditions
étudiées sauf peut étre a la condition (I), ainsi qu’aux conditions duales.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréme 1 du
chapitre II de T, et du fait que la modularité est une propriété auto-duale.

THEOREME 2. — Un treillis est modulaire si et seulement si il satisfait
a l'une quelconque des conditions suivantes ou a sa duale (%)

(2) Notons, par analogie, la caractérisation suivante des treillis distributifs. Un
treillis est distributif si et seulement si il satisfait & ’une quelconque des propriétés
suivantes ou a sa dumale :

(E,) Pour tout couple d'éléments (x, y), si une chaine }z:| du treillis [z A\ y, x \/ y] est
-sans répétition, la chaine )(z.\/x, z.\/ q) du trellhs [z, m\/l]] X [y, £ \/ y] est sans répétition.

(E,) Pour tout couple (x, y), lappllcatlon > (' VVx, 7z \/ g)de [z Ay, x \/ y] dans
[z, x \/ y| X [y, @ \/ y] est biunivoque.

(E;) Pour tout couple (x, y) 'application (z', y') — x' A y' de [z, x\/ y]x[y, x\/y| dans
[ A\ gy, x\/ y| est une application sur.

(E,) Pour tout couple (z, y), toute chaine maximale ‘z.’ de [x/\y, ®\/y| peut étre obtenue
sous la forme z. = x. /\ y. a partir d'une chaine de [z,  \/ y]x|y, z V g].

(Q) Pour tout couple (x, y), si une chaine }z:{ est maximale sans répétition entre x Ay
et x \/y, la chaine (z.\/x,z.\/y), est maximale sans répétition dans le produit cardinal
[, VY] X [g, 2V y].

Les quatre premiéres conditions sont équivalentes car elles expriment toutes que
tout couple (x, y) posséde la propriété e du chapitre I de T.

d
° . by o>
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(A,) Pour tout.couple d’éléments (x,y), si une chaine {11} entre * A Uy
et x est sans répétition, la chaine {xLVy} est sans répétition.

(A;) Pour tout couple (x,y) lapplication 2’ —>x’Vyy du sous-treillis
[x A y,x] dans le sous-treillis [y, xV y] est biunivoque.

(A;) Pour tout couple (x,y), l'application y’—y’A x du sous-treillis
[y, Yy y] dans le sous-treillis [x A y,x] est une application sur.

(A,) Pour tout couple (x,y), toute chaine maximale {xl} entre x A Uy
et x peut étre obtenue sous la forme x, =y, A x a partir d’une chaine
{yt} entre y et x Vv y. '

(A;) Pour tout couple (x y), si un élément z satisfait a x Ay <z<u,
ona(zVy) ANx=z.

(C) Pour tout couple (x,y), si une chaine {xL} entre x A\ y et x est maxi-
male sans répétition, la chaine {xLV y} est maximale sans répétition
entre y et xV y.

(D,) Pour tout couple (x,y), si une chaine {(1'“ yL)} du produit cardinal
[x Ay,x] X [x A y,y] est sans répétition, la chaine {xLVyL} est sans
répétition. '

(D,) Pour tout couple (x,y), lapplication (2’,y")—>x'Vy de
[x Ay,2] X [t Ay,y] dans [x Ay, xV Yyl est biunivoque.

(D,) Pour tout couple (x,y), I'application z’— (ZA x,22 ANYy) de
[x Ay,2Vy] dans [x Ay, x] X [x A y,y] est une application sur.

(D,) Pour tout couple (x,y), toute chaine maximale {(xt, yL)} de
[x Ay, x] X [x A y,y] peut étre obtenue sous la forme x,=—=z, A x,y, =
z, A\ y a partir d’une chaine de [x A y,xV y].

(G) Pour tout couple (x,y), si une chaine {(xt, ‘yL)} du produit cardinal
[x Ay, x] X [x A Y,y] est maximale sans répétition, la chaine {xLVyL}
est maximale sans répétition entre x A y et x Vv y.

B) x>y et z>1t implique [(xyi) Az]Vy=I[zVvy Azx]VL
Démonstration. — D’aprés le théoréeme 1 du chapitre I de T, les cing
conditions (A;), (A;), (A;), (A,), (A;) équivalent au fait que tout couple

\

(x,y) est modulaire, c’est-a-dire au fait que le treillis envisagé est
modulaire.

Un treillis distributif vérifie (E,) : I'application z' — (z' \/ x, z' \/ y) est biunivoque car
z' est déterminé par z/ \/ xetz' \/y; en effet, 2/ =z'\/ (x Ay) ="V ) AV y).Un
treillis non distributif ne vérifie pas (E,) : il contient un des deux sous-treillis représentés
par les diagrammes de la page précédente; dans le premier cas, le couple (b, e) ne vérifie pas
la propriété e car, dans l'application envisagée dans (E,), les éléments e et d sont appliqués
sur 1I’élément (b, e); dans le deuxiéme cas, le couple (b, d) ne vérifie pas la propriété e car,
dans cette application, les éléments a et e sont appliqués sur 'clément (a, a).

Un treillis distributif satisfait a (Q). En effet, si une chaine ;z:{ est sans répétition, la chaine
Wzt \/ x, z. \/ y)i est sans répétition d’aprés (E,). Si une chaine 'z:{ est maximale, puisqu’elle
est obtenue d’aprés (E,) & partir de la chaine }(z. \/ x, z. \/ y){, cette derniére chaine doit étre
maximale d’aprés(R). D’autre part, un treillis satisfaisanta (Q)est distributifcar (Q)entraine (E,).

Dans des ordres d’idées différents, on pourra trouver d'autres caractérisations des treillis
distributifs dans R. CROISOT, Axiomatique des latlices distributives, Canadian Journal of
Mathematics p. 24, 1951. (Ce travail constitue une réponse aux .problémes 64 et 65 de
G. BIRKHOFF [1] p. 138-139)
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On a déja remarqué que, pour un couple d’éléments (x, y), la propriété c
est équivalente a I’ensemble des propriétés a et b. La condition (C) pour
un treillis équivaut donc a I’ensemble des conditions (A) et (B). Or, la
condition (A) qui exprime que le treillis est modulaire entraine la condi-
tion (B) d’aprés le corollaire du théoréme 1. Il en résulte que les condi-
tions (A) et (C) sont équivalentes, c’est-a-dire que la condition (C) carac-
térise la modularité.

D’apreés le théoréme 2 du chapitre I de T, les quatre conditions (D,),
(D,), (D), (D,) équivalent au fait que tout couple (x,y) est modulaire
(d’aprés la forme 5 de la propriété d). Elles équivalent donc aux condi-
tions précédentes.

On voit aisément que, pour un couple (x,y), la propriété g équivaut
a I'ensemble des propriétés d et f. La condition (G) pour un treillis équi-
vaut donc a l’ensemble des condition (D) et (F). Or, la condition (D)
exprimant la modularité entraine la condition (F) d’aprés le corollaire du
théoréme 1. Il en résulte que les conditions (D) et (G) sont équivalentes,
c’est-a-dire que la condition (G) caractérise aussi la modularité.

Quant a la condition (?T), elle implique la modularité. En effet, soient
trois éléments x, y, z tels que 'on ait x > y, et posons ¢t = z A\ y. En appli-
quant la condition (?), il vient I’égalité

@XANzZ)VYy=(2zVy Az

Réciproquement, la modularité implique la condition (3). En effet,
soient quatre éléments 1, y z,t tels que 'on ait x>y et z >t On a, en
appliquant deux fois la condition modulaire, [(xVy{) Az]Vy=
[Aax)VilVy=[zAX)VYlVI=[(zVvYy) Ax]VL

Les conditions duales caractérisent évidemment aussi la modularité.

THEOREME 3. — Un treillis est modulaire si et seulement si il satisfait
aux conditions simultanées [(F) ou (B)] et [(R’) ou (L’)] (3). On a évi-
demment aussi le résultat dual.

Démonstration. — On sait que la condition (F) entraine la condition (B)
et que la condition ‘(R’) entraine la condition (L’) d’apres le théoréme 1
du chapitre II de T. On sait également que les treillis modulaires satis-
font aux conditions (F) et (R”). Il suffit donc d’établir qu’un treillis satis-
faisant aux conditions (B) et (L’) est modulaire. )

Envisageons pour cela un treillis non modulaire. Il posséde un sous-
treillis de cing éléments, a, b, ¢, d, e tels que a>b>ceta>a>d>c.

Soit {x,} une chaine maximale entre c¢ et d. Si la chaine {x, v b
n’est pas maximale, le couple (d,b) ne posséde pas la propriété b et la

(3) (R’) désigne la condition duale de la condition (R). Le procédé de notation est
général. .
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condition (B) est en défaut. Si la chaine {:chb} est maximale, le couple
(b, e) ne satisfait pas a la propriété I’ et la condition (L) est en défaut.

a3

<

Fig. 4
Le résultat a établir est démontré.

2. CARACTERISATION DES TREILLIS MODULAIRES SATISFAISANT A UNE CONDITION
DE CHAINE. '

THEOREME 4, — Un treillis salisfaisant a une condition de chaine
{ascendante ou descendante) est modulaire si el seulement si il posséde
Tune quelconque des propriétés suivantes :

(R) et (R’) : Pour tout couple d’éléments (x,y), si une chaine {zt}
maximale entre x A y et x\y est obtenue sous la forme z,=x, Ay, 2
partir d’'une chaine {(xt,yl)} du produit cardinal [x,xVy] X [g,2Vy]
ou sous la forme z, =x,Vyy, & partir d’une chaine {(:rt, y:)) du produit
cardinal [x A y,x] X [x A y,y!, la chaine {(xt, yt)} est nécessairement
maximale.

(S) et (§’) : Pour tout couple (x,y), dans les mémes conditions que’
ci-dessus, la chaine {(xL, yL)} peut étre choisie maximale.

(F) et (F’) : Pour tout couple (x, y), si une chaine {(xL, yL)} est maximale
dans le produit cardinal [x A y,x] X [ A y,y], la chaine {xLVyL} est
maximale entre x A'y et xyy et si une chaine {(xl,yt)} est maximale
dans le produit cardinal [x,xV.y] X [y, y], la chaine {xL A yL} est
maximale entre x A y et xVy.

(B) et (B’) : Pour tout couple (x,y), si une chaine {IL} entre x Ay et x
est maximale, la chaine {xLVy} est maximale entre y et xy y et si une

chaine {yL} entre y et xvry est maximale, la chaine {yL A x} est maximale
enfre x Ay et x. ’

(L) et (L’) : Pour tout couple (z,y), si une chaine {xt} maximale entre
x A Yy et x est obtenue sous la forme x, = y, A x a partir d’'une chaine {yL}
entre y et xyy, la chaine {yt} est nécessairement maximale et si une
chaine {y’L} maximale enftre y et xVyy est obtenue sous la forme
y’,— x’,yy a partir d’'une chaine {x’L} entre x A y et x, la chaine {xl}
est nécessairement maximale.

(M) et (M’) : Pour tout couple (x,y), dans les mémes conditions que
ci-dessus les chaines {yﬁ} et {xt} peuvent étre choisies maximales.
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Démonstration. — On sait d’abord, d’aprés le théoréme 1, qu’un treillis
modulaire satisfait a toutes ces conditions. D’aprés T (théoréme 1, cha-
pitre II), il suffit de montrer qu’un treillis satisfaisant a une condition de
chaine et aux conditions (M) et (M’) est modulaire. Ceci résulte du théo-
réme 3 et de T (théoréemes 2 et 3, chapitre II) : en effet, si le treillis satis-
fait par exemple a la condition de chaine descendante, la condition (M)
entraine la condition (B) et la condition (M’) entraine la condition (L’), et
le treillis est modulaire.

COROLLAIRE. — Un treillis satisfaisant a wune condition de chaine
(ascendante ou descendante) et aux conditions (I) et (I’) est. modulaire.

Démonstration. — Ceci résulte de T (théoréme 1, chapitre II) qui
affirme que la condition (I) entraine la condition (M).
Pour établir le théoréme 5, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 1. — Dans un treillis non modulaire salisfaisant aux conditions
(a) et (a’), il existe une chaine ascendante et une chaine descendante
infinies. '

Démonstration. — Le treillis envisagé n’étant pas modulaire posséde
cing éléments x,, z,, U, ¥, L, tels que Pon ait y, >y, b= AL =1, A U'ss
z;,=x, VY, =2, VY, Le couple (y,,x,) ne posséde pas la propriété a
car on a (y,Vx;) Ay, —=Yy,#Yy’;. La condition (a) étant vérifiée, le
couple (x;,, y,) ne posséde pas la propriété a et il existe un élément
x, (xr,>x,>1t) tel que I'élément x,Vy,— z, (z, peut étre égal a z,)
satisfasse a z, A x; = a’, > x,. Le couple (x,,y,) ne posséde pas la pro-

Fic. 5

priété a’ car on a (', A y,) V&, — x, 5% ’,. La condition («’) étant vérifiée,
le couple (y,,x,) ne posséde pas la propriété a’ et il existe un élément y,
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(Y, < Y.< 1z) tel que Iélément y, A\ x, =1, (f, peut étre égal a t,) satis-
fasse a ¢,V y, =y’, < y,. Le raisonnement fait avec le couple (xy, y,) peut
étre répété avec le couple (x,,y,) et montre qu’il existe un élément x, tel
que 1, > x; > t,. Le raisonnement fait avec le couple (y,, x,) peut de méme
étre répété avec le couple (y,, x,) et montre qu’il existe un élément y, tel
que Y, <y, < z,. Et ainsi de suite. On obtient une chaine descendante
infinie : &, > x, > x; > ..., et une chaine ascendante infinie y, < y, < g, < ...

THEOREME 5. — Un treillis salisfaisant a une condition de chaine
(ascendante ou descendante) est modulaire si et seulement si il posséde
lune quelconque des propriétés suivantes :

(a) et (o’) : La modularité des couples et la propriété duale sont des pro-
priétés symétriques.

(a:) et (a) : La modularité des cotiples est une propriété symétrique dans
le treillis des idéaux et la propriété duale est une propriété symétrique dans
le treillis des idéaux duaux. :

(a') et (a) : La modularité des couples est une propriété symétrigue dans
le treillis des idéaux duaux et la propriété duale est une propriété symé-
trique dans le treillis des idéaux.

Démonstration : Un treillis modulaire satisfait 4 ces conditions d’aprés
le théoréme 1. D’apreés le théoréme 1 du chapitre II de T, il suffit de mon-
trer qu’un treillis satisfaisant a4 une condition de chaine et aux conditions
(a) et (') ‘est modulaire. Ceci résulte du lemme 1.

3. PROPRIETES NEGATIVES.

a) Le théoréme 1 affirme qu’un treillis modulaire satisfaii a toutes les
conditions étudiées sauf peut étre a la condition (I). En fait, il existe des
treillis modulaires ne satisfaisant pas & cette condition. Le treillis suivant
C 8 cn est un exemple. C’est un treillis satisfaisant a la condition de chaine
descendante (*). Un diagramme suggeslif de ce treillis devrait étre situé
dans I’espace a quatre dimensions et il est difficile de le représenter clai-
rement dans un plan; aussi, nous contenterons-nous d’une étude algé-
brique.

Les éléments de C8 sont X, Toi, Tijw, L. et 2z, ol les indices sont
des entiers positifs quelconques. La relation qui est imposée entre ces
€léments est la suivante :

1° on a : T <Xy si et seulement si i<, j<Jj, k<Kk,ILUI.
Tijm < X sioet seulement si i <7, j < Jj.
T < Towrr S1 et seulement si kK <K, I L.

(4) Un treillis modulaire satisfaisant a4 la condition de chaine ascendante satisfait
a la condition (I) d’aprés le théoréme 2 du chapitre II de T. Un treillis distributif
quelconque satisfait aussi a4 la condition (I).
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’

Tijw < Xirje Si et seulement si @ <0, j<Jj.
Lo < Loy Siet seulement si k< Kk, 1T,
Tijni < Lo e
Lijo < Lo oo
Tort K Lo on
Ly o < Top e
2° on a : ziy < Zijwr sioet seulement si i<V, j<j, k<K, lI<Ul.
oun i, j=j, k<k,Il=0.
32 on a : X < Zijur si et seulement si i<V, j<j, k<Kk,ILU.
4° on a : Ziju < X Sioet seulement si i<, j< i, k<Kk,I<U.
Zij < iy si et seulement si i < ¥, j < j.
Zijm K Loxrr Si et seulement si k <k, 1< .
Zijit K Loy o0
il n’y a pas d’autre cas ou deux éléments soient en. relation.

Cette relation est une relation d’ordre :

1° elle est réflexive : la vérification est immédiate quelle que soit la
forme de I’élément envisagé.

-2° elle est transitive : en appelant x,, x,, x, des éléments de la forme
X, Z3, Z,, Z;, des éléments de la forme z, on s’assure facilement que

X KTy, L, KX, KTy T; STy X, < Z; > < 233
XK 2 L, KT, >, KXy Xy < 2y, 2, < 2308, < 23
Zy STy, X KX >2 KTy 2, K Xpy Xy < 23> 2, < 253
2,< 2, 2, <X > 27, < X5 24 <Zy 2, 2,22, < 24
3° elle est antisymétrique : On voit que
T, KXy, L, KT >T;, =X, T, K 2, 2, < X, est impossible;
2, <Zz,- Zs <Z1_)21:22-

L’ensemble partiellement ordonné ainsi défini satisfait a la condition
de chaine descendante comme on le vérifie sans peine.

Il possede un élément zéro, x,,,, et un élément universel, z,.. On
s’assurera que c’est un treillis complet en montrant que deux éléments
quelconques admettent un plus grand minorant

1° & et .., admettent le plus grand minorant Xegys OU @ = mini-
mum (i, i), =min (j, j/), y =min (k, k), 8 =min (, 1.

X et x.;., admettent Lo
Zijm €t X admettent xys.
T et x;;., admettent Zagee
Lo €t x.pr admettent Leys-
T €t T admettent ;...

2° Envisageons les deux éléments z,;,, et 2,4,

On a z,. < Ziju €t Zawa < Zijw dans les cas suivants : 1) a <a b B,
c<y, d<38 (ou on a encore posé « = min (i, i’), B =min (j, j/), y = min

2"
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(k, k), s=min(, I'); 2) a<ea, b=j<J, ¢c<y, d=1l<Ul; 3) a<a
b=j<jc<y, d=U<;4) a<ab=j=j, c<y, d=1=1.

On a Zue < Zijiw €t Tupea < Zijur- si et seulement si a <o, b < B, ¢ < 7,
d < 8.

Il existe toujours un minorant de la forme x plus grand que tous les
autres, c’est xqgys. Il existe également un minorant de la forme z plus grand
que tous les autres. mais il dépend de la valeur relative des indices j etj’,
letl :

1) sij=j,1=U,sij<j,l<lousij<j, U<l cest zogys; sinon c’est
Zagys (O B7 = B—1, §’ = §—1).

Finalement, il existe un plus grand minorant parmi tous les minorants :
cest zogys si j=J, I=0V,si j<j, 1<l ousij<j U<l cest Togys dans
tous les autres cas.

3° Envisageons les deux éléments x,,.;, et z; ;...

On a zoyw < Tiju et Zowa < Zijur sia<a, b< B, c<y,d<dousiax<a,
b=j<jcky,d=IKLLl

On a T < Tijir e Taped < Zijwrr si et seulement si a <a, b<B, ¢ <y,
d < 8.

Il existe donc un minorant de la forme x plus grand que tous les autres,
c’est x.gys. Il existe aussi un minorant de la forme z plus grand que tous
les autres, c’est zaqgys si j* < j et I’ <, c’est z,545 dans les autres cas.

Finalement si j* < j et I’ <[, I’élément z,5,s est plus grand minorant;
sinon, I’élément x.sys est plus grand minorant.

On voit de la méme facon que les éléments x;;. et z,.;,,. adimettent pour
plus grand minorant P'élément zgg..,r si j° < j et I'élément xqp.: si j’ >J,
et que les éléments x.,, et z;;+, admettent pour plus grand minorant 1’élé-
ment z,.;.45 si I’ < I et 'élément x,.;.45 si I > L

On a donc bien affaire a un treillis complet. Nous montrons maintenant
que ce treillis est modulaire. Nous aurons besoin des plus petits majorants.
L’étude duale de celle qui vient d’étre faite donne leur expression.

1° Le plus petit majorant de x:;. et X est Tagiyis; (OU on a posé
o, =max (i, i), B, =max (j, j’), y, = max (k. k'), 8§, = max (I, I'). On écrit
facilement I’expression du plus petit majorant de deux éléments de la forme
x dans les autres cas.

2° Le plus petit majorant de z,;; et zi ;i est Zagiys, S j=J, =1,
sij<j,l<lousij<jl <l;cestxapgiysr (OU B, =p, +1,8,=8 +1)
dans les autres cas.

3° Le plus petit majorant de x:; et zijur est gy si 2> jet U1
c’est Xqugsy15. (O11 ON a posé B, =max (j, j/+ 1), §; =max (l. '+ 1) dans
les autres cas.

Le plus petit majorant de xi.. et z.;.. est Xaps: celui de x.u et
Ziyir €St Toyise *
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Pour établir la modularité, nous montrons qu’il est impossible de trouver
des éléments u, v, w tels que u A v < w < v < u Y w. Distinguons plusieurs
cas :

1° u et v sont de hauteur finie : u\ v est alors de hauteur finie et tous
les éléments envisagés appartiennent au sous-treillis convexe [x,4,,, UV V]
de longueur finie. On s’assure facilement que ce treillis satisfait aux condi-
tions (1) et (1’) : x;;; couvre x;;., si et seulementsii>i, j>j, k> K,
I>lVeti+j+k+1=0V+j+Kk+1'+1, z,;,, couvre z,;4, si et seule-
ment sii >, j=j, k>KkK,l=Ueti+ k=1 + Kk + 1, x:;u, couvre Z;
si et seulement si i=1, j=j + 1, k=FK,l=U + 1, z,;, couvre T ., Si
et seulement si i =1, j=j, k=k’, l =1U; ces remarques faites, on vérifie
que si x, et x, couvrent x, A\ x,, &, V x, couvre x, et x,, si z; et z, couvrent.
zZ, N\ 2y, 2,V 2, couvre z; et z, (z; A\ 2z, est nécessairement de la forme z), si
x, et z, couvrent 2, A z,, x, V z, couvre x, et z, (x, A z, peut étre de la forme
x : quatre cas sont a distinguer, soit x; A z, = Xiju, 2o = Zijui, T3 = Tijurry
— alors T, V 2, = Xijre; -—, SOt Xy A Zp = Xiju, 2o = Ziji, L1 = Lijryy —
alors x, V z, = zi;;+:1u —, et deux autres cas analogues; x; A z, peut étre de
la forme z : on a deux cas analogues soit, par exemple, r;, A Z, = Ziju-
Ty = Xijoy mryy Zp = Zivpn — AlOTS X,V 2, = X 44y j41 51+, —) 3 la condition (17)
se vérifie de facon tout a fait analogue, le treillis [x,,4, Z:;] est d’ailleurs
auto-dual. Le treillis [x,,,,, 2V v] est donc modulaire et on ne peut trouver
w satisfaisant aux inégalités précédentes.

2° u est de hauteur finie et v de hauleur infinie : on a, par exemple,
V=2, et u=o; ;- OU U= 2Z; 4.

Soit d’abord u = x;;.,,c et v = x,;.. L’élément w devrait étre de I'une des
formes Tuw, Teves, Zwea (avec a < i, b < j). On ne peut avoir w = x,, car,
de u yv=uVyw, on déduit max(’’, i) = max(i’, a), max(j’, j) = max(j’, b),
et de u A v =u A w, on dédnit min (¥, i) = min (7, a), min (j*, j) = min
(J’, b), ce qui entraine i = a, j = b. On ne peut avoir w = x,,.. pour la méme
raison. On ne peut avoir w = z.,.. car u 'V w serait de hauteur finie.

Soit maintenant u = z;.;4,- et v = x;;,. L’élément w devrait étre de 'une
des formes précédentes. Il ne peut étre de I'une des deux derniéres car
uy w serait de hauteur finie. On ne peut pas non plus avoir w = %.. : de
uyv=uVyw, on déduit max (", i) = max (’, a) et max (j + 1, j) = max
(Jy+1,b); de u A v=u A w, on déduit d’une part min (i, i) = min (7’, a),
d’autre part qu’on doit avoir j < b < jou b < j<j; il faut déja a=1i; de
plus, si /<b<j, on a j=max(j’+1, j)=max(j+ 1, b) =0>b, si
b<j<j,uuvestdelaformexetonaj=—min(’, j)—=min((’, b) =b.

3° u est de hauteur infinie et v de hauteur finie : on a, par exemple,
Uu=ux, et v==x,,, o0 OV=2,,p,.

Soit d’abord u =x,,, et v =, ;. + ;.. L’élément w devrait étre de ’une
des formes X... (avec a<i, b<j, ¢e< Kk, d<lU) ou z,. (avec a7,
b<j, c<k, d<Ul). On ne peut avoir w ==, car u AV=u A\ w
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impose ¢ = k’, d =U, min (i,i) =min (i,a), min (j, j) = min (j, b) et
uVv=uyw impose max (i, ') = max (i, a) et max (j, j) = max (j, b), d’out
a=1i, b=j. On ne peut avoir non plus W= Zuwa car u AV=u A\ W
impose I’ =d en contradiction avec d < I'.

Soit maintenant u = Zij €t U = Zijp. L’élément w devrait étre de I'une
des formes . (avec a<i b<j, ¢<k, d<l) ou Zu. (avec a <7
b<j,e<k,d<l ou a<i,b= j, c<K, d=1I). La forme Zu. ne
peut pas convenir : de u A v =u A w, on déduit j > j pour que u AV
soit de la forme x, j = min (j, j/) = min (j, b) soit j < b; deuyv=uvVw,
on déduit j +1=max (j, j+ 1) =max (j,b) =b qui contredit b <J’.
La forme z.,.. ne convient pas davantage : u A v =u A w impose d’abord
c=k, d=0, donc b=j, puis min (i,i) =min (i a); uyv=uyw
impose max (i, ’) = max (i,a), dott a =1

4° u et v sont de hauteur infinie : on a, par exemple, u =x,;. et 1 =T
oUu U= Loz

Si u=uwx,. et v==a: ;. il faut prendre w de la forme .. sans quoi
u A w serait de hauteur finie; on voit immédiatement que c’est impossible.

Siu=uxi. et V==Twr, ON 2 UV D= Ts o il faut donc prendre w de
la forme x.. et c’est impossible.

Finalement, le treillis C 8 est un treillis complet modulaire satisfaisant
4 la condition de chaine descendante. Il ne satisfait pas da la condition (I)
car le couple (Xy5., T.y) DNe posséde pas la propriété i : en eflet, la chaine
'{(xnns Xy11) < (xu-zu Zip11) < (Tyio1s Toggg) < e < (11015 Tagy1) < (T 1104115 Tarar)
< oo < (X100 an)} maximale dans le produit cardinal [z, L] X
(2,111, T.1,] est obtenue a partir de la chaine {zlm < Zior < Zogor < wee <
Zagy < Zapery < -» < T .} non maximale entre et r.. puisqu’elle ne
contient pas I’élément x,,,;. :

b) Les théorémes 4 et 5 montrent que, parmi les treillis satisfaisant a
une condition de chaine, les treillis modulaires sont caractérisés par 'un
quelconque des couples de conditions : (a:) et (i), (@) et (), (R) et
(R’), (F) et (F), (S) et (8), (L) et (L), (B) et (B, (a) et
(a’), (M) et (M’).

Les exemples suivants montrent qu’un treillis satisfaisant & une condi-
tion de chaine et a un des couples de conditions (2;) et (2/), (2°) et (27),
(J) et (3, (1) et (1), (1') et (1), (B5) et (5), (y) et ('), (B) et (B'),
(J) et (J), (6) et (67), (2) et (27), (1) et (17), (3) et (3") n’est pas néces-
sairement modulaire.

1) B3 : Ce treillis a été étudié au chapitre II de T. Il satisfait a la
condition (y). Son dual est le treillis C 3 également étudié au chapitre II
de T. Il satisfait aussi a la condition (y).

2) B7 : Les éléments du treillis B 7 sont a;, bi;, ¢, et d, ot i et j sont
des indices entiers positifs quelconques. Le diagramme représente un ensem-
ble partiellement ordonné satisfaisant a la condition de chaine ascendante.
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Deux éléments quelconques admettent un plus petit majorant. On a donc
un treillis complet. Ce treillis satisfait a la condition («) : les couples d’élé-
ments (a.;, a. ;), (@, b ), (@, co ), (bis, bie i), (Ci5 Cio ) possédent ma-
‘nifestement la propriété a et il en est de méme des couples symétriques;
les couples (bs;, c.;-) et les couples symétriques ne la possédent pas. On
peut en dire autant pour la propriété' b; le treillis B 7 satisfait donc ala
.condition (). On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les idéaux
non principaux @’.;, @ ., @ oo b oiy Dioy Bosy €osy €Cioy € oo Ce dernier treillis
ne satisfait pas a la condition (1); donc, le treillis -B 7 ne satisfait pas a
la condition (1¢). Il ne satisfait pas a la condition (6) car on a by; A ¢ =
Cy AN byy=4d, bV =bu Ve =an et pour tout élément x tel que
d<x<by,, ona (xVcy) A\ = Cu- Il ne satisfait pas a la condition J)
car le couple (b, c,;) ne posséde pas la propriété j : la chaine
{(‘d‘, d) < (by, d) < (bys, Com) (OU R décroit jusqu’a 2 et m décroit jusqu’'a 1)
.est maximale dans le produit cardinal [d, by,] X [d,c5]; elle est obtenue
a partir de la chaine {d <bn.< al,,.} et seulement & partir de cette chaine
-ou de celle qu’on obtient en remplacant b,, par b, et ces deux chaines sont
non maximales entre d et a;;.
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Le treillis B 7 satisfait donc aux conditions (a), (y), (B), (2), (1).
Il ne satisfait pas aux conditions («'), (R), (I), (F), (2), (B), (J), (1%), (5),
(6).

Le dual du treillis B 7 est le treillis suivant C 6. Il satisfait a la condi-
tion (S) : les couples d’éléments {(a.;, a.;), (a, bi;), (a,ci;),.
(bij, birjr), (cij, ci;) possédent la propriété s et il en est de méme des
couples (b, ci.;r). Il ne satisfait pas a la condition (y) car le couple
(by1, €2,) posséde la propriété c et le couple (c,,, b;;) ne la posséde pas..
Il ne satisfait pas a la condition (1;).

Fic. 7

Finalement, le treillis C 6 satisfait aux conditions (S), B, (2), (1)
Il ne satisfait pas aux conditions (a:), (R), (I), (2,), (L), (L), (@), (y).

-Le treillis B7 et son dual satisfont aux conditions (8), (2), (1).

3) B11 : Ce treillis a été étudié au chapitre II de T. Il satisfait aux.
conditions (27), (1%), (8), (6), (2), (1), (3).

Etudions son dual C 7. Il satisfait 4 la condition (2). Il ne satisfait pas
a la condition (y) car le couple (b,,, a,,) ne posséde pas la propriété ¢ alors.
que le couple symétrique la posséde. Il ne satisfait pas a la condition (1,)
car a, et «, couvrent a’,, alors que b,, ne les couvre pas. Il ne satisfait pas.
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4 la condition (S) car le couple (a,,, a,,) ne vérifie pas la propriété s : la
chaine {(an, a;) < o < (A, Apn) < (Aprggy Ugn) < oo < (Agys aw)} maximale
dans le produit cardinal [ay;, ay,] X [a,;, a;,] peut étre obtenue a partir
-d’une chaine entre a,, et b,, mais ne peut I’étre a partir d’une chaine
maximale.

Fic. 8

Le treillis C 7 satisfait donc aux conditions (8), (2) et (1). Il ne satisfait
pas aux conditions (a;), (R), (I), (2:), (S), (L), (1,), (a), (y).

Le treillis B 11 et son dual satisfont aux conditions (2°), (1%), (5), (6),
(2), (1), 3).

4) B8 : Les éléments de ce treillis sont a;;, b, c;, d;, e;, f et g ou les
indices sont des entiers positifs quelconques. On voit aisément qu’il s’agit
bien d’un treillis complet qui satisfait 4 la condition de chaine ascendante.
Il satisfait a la condition (2). Il ne satisfait pas a la condition (y) ni a la
condition (a) car le couple (c¢,, d;) ne posséde ni la propriété ¢ ni la pro-
priété a alors que le couple (d,, c¢,) les posséde. Il ne satisfait pas a la
condition (J) car le couple (e,, d;) ne posséde pas la propriété j : la chaine
{(g, g) <..<(e,d,) < (e,d, ;) <..</(e, dl)} maximale dans le produit
cardinal [g, e;] X [g,d,] est obtenue a partir de la chaine {g < e K Ay <
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Uy n < oo < an} et peut étre obtenue seulement a partir de celle-la ou de-
celle qu'on obtient en remplacant g par f, et ces deux chaines sont non
maximales entre ¢ et a,,. On obtient le treillis des idéaux duaux en ajou-
tant les idéaux non principaux o', o’,;, @', b’,, ¢, d’,, €,. Le treillis B 8
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mne satisfait pas a la condition (1') car d’, et e’, couvrent g sans que a’,
couvre d’, et ¢,. F

Le treillis B 8 satisfait aux conditions (2) et (1). Il ne satisfait pas
aux conditions ('), (R), (I), (F), (2°), (B), (J), (1Y), (5), (a), (y), (B), (8).

Son dual C 10 (voir page précédente) satisfait a la condition («:) car les
'seuls couples d’éléments du treillis des idéaux ne possédant pas la pro-
priété a sont les couples (d;, e;) et les couples symétriques. Il satisfait aux
-conditions (R) et (I), donc ainsi a toutes les conditions étudiées.

Le treillis B 8 et son dual satisfont donc aux conditions (2;), (1,), (2),
(1), 3).

5) B2 : Ce treillis et son dual ont été étudiés au chapitre II de T. Ils
satisfont aux conditions (J) et (1).

¢) Les exemples suivants montrent que, parmi les treillis quelconques
(méme complets), I'un des couples de conditions (a;) et (), (R) et (R’)
(F) et (F’), (S) et (§), (L) et (L), (B) et (B), (a) et («’), (M) et
{M’) ne suffit pas a caractériser les treillis modulaires (). :

1) A6 : Les éléments du treillis A 6 sont ceux des chaines {a,—} et
{bj} ou les indices sont des entiers relatifs quelconques et les éléments
. et d. On a manifestement affaire a4 un treillis complet. On obtient le
treillis des idéaux et celui des idéaux duaux en ajoutant les idéaux non
principaux a’ et b’. Le treillis A 6 est auto-dual. Il satisfait aux conditions
(a:), (R), (ID, (B), mais il ne satisfait pas a la condition (6) car on a
aANb,=a, Nb,=d, a,yb,=a,yb,=c et pour tout x tel que
d<x<a,ona (xyb,) A b,=b,. Il ne satisfait pas a la condition (1').

(4
/
Koafye
’L ~ N A
die ¢b, b ¢ * 9
dad b b, [ I '
d1e $bY 3 ! I
deg $bo b ¢ ® ¢
de ¢ b4 o ¢ &
~ &.,_’ $by ® 9 [
aa% Y. Y Y
1\) 1\} a jV> b’
d

Fic. 11
' Finélement, le treillis A 6 satisfait aux conditions suivantes ét a leurs
duales : (a:), (R), (I), (2,), (S), (L), (J), (1), (@), (), B, M), (2),
(1). (3). Il ne satisfait pas aux conditions ('), (F), (2°), (B), (1*), (5), (6).

(5) La question reste ouverte en ce qui concerne le couple (a') et (a'’).
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2) A2 : Les éléments du treillis A 2 sont a,;, b, ¢, d;, e ol les indices.
sont des entiers positifs quelconques. On vérifie facilement que deux élé-
ments quelconques admettent un plus petit majorant, puis qu’il en est de
méme d’une famille quelconque d’éléments. Le diagramme étant auto-dual,.
il représente un treillis complet auto-dual. Ce treillis satisfait 4 la condition
(S) car les couples d’éléments (ai;, a:;), (a;;,b.;), (aj,c.), (a;,d:),
(bij, bioy), (b, cir), (biy,d,) vérifient manifestement la propriété s et il en
est de méme des couples (ai;, e) et (b, e) (ces derniers ne vérifient pas la
‘propriété r). Il satisfait a la condition (F) : on voit que les couples pré-
cédents possédent la propriété f. Il ne satisfait pas aux conditions («) et
(y) car le couple (e, a,;) posséde les propriétés a et ¢ que ne posséde pas le
couple (a,;, e).

Fia. 12

On obtient le treillis des idéaux (voir page suivante) en ajoutant les.
idéaux non principaux a’s,, b’;, et d’. Ce treillis satisfait 4 la condition (1)
mais non a la condition (2) car e couvre d’=e A b’y et ¢, —=eVy by, ne
couvre pas b’y,. )

On obtient le treillis des idéaux duaux en ajoutant les éléments
0, U's; et ¢’. Ce treillis satisfait a la condition (2).

Le treillis A 2 satisfait donc aux conditions suivantes et a leurs dua-
les : (F), (2°), (S5), (B), (J), (1,), (1Y), ), (B), (M), (6), (2), (1),
(3). 11 ne satisfait pas aux conditions (a:), (a'), (R), (I), (2,), (L). (a), (y)-

’

a






CHAPITRE II

Application aux treillis complémentés.

1. PROPRIETE (TI).

Dans un treillis avec élément zéro, pour qu’on puisse parler avec inté-
rét de famille (finie) d’éléments indépendants, il est nécessaire que cetie
notion ne dépende pas de 'ordre dans lequel on énonce ces éléments.

Il est donc nécessaire que la propriété suivante qui traduit cette exi-
gence pour une famille de trois éléments soit vérifiée

(Im) z, ANx,=0 et (r;V,) ANx; =0 (x; V) A x,=0.

Réciproquement, dans un treillis avec élément zéro qui posséde la
propriété (I1), la symétrie de la notion d’indépendance a lieu pour toute
famille finie d’éléments. On I’établit aisément par récurrence :

Supposons cette symétrie vérifiée pour toute famille de n-1 éléments et

soit une famille de n éléments x,, x,, ... x, telle qu’on ait (s’i} en existe)
(Vv x) Ax,=0 pour tout j =2, ..., n. (&)
i<j

Il suffit de montrer qu’on a, pour tout indice k < n,
(V ) AN, =0,
i7k
Or, on a (v x) Ax.=0, puisque la famille des n-1 éléments
ipk,n
X, Ly, ... T,y est supposée posséder la propriété de symétrie. L’égalité a
établir résulte de cette égalité et de I’égalité (§) pour j=n, compte-tenu
de la propriété (11).
L.a propriété (I1) est vérifiée par un treillis modulaire quelconque (&
élément zéro) : en effet, on a, dans un tel treillis,
(V) AN Ve, =@ Va) A@Ve) =V A @yl =,
puisque le crochet est I’élément zéro d’aprés I’hypothése. On en déduit
(X, VI3) A\ 2 <Xy, dOU (2, VI3) A\ T, =4 N, = 0.
Cette propriété n’est pas vérifiée par tout treillis semi-modulaire de
longueur finie (V).

2. PROPRIETE EH—)

1l existe toutefois une propriété plus faible que la propriété (II), suffi-
sante dans certaines applications de la théorie de l'indépendance qui est
conséquence de la semi-modularité dans un treillis de longueur finie.

(1) Elle ne Yest pas par le treillis 7b de G. BirkHorF [1], p. 106, ni par le treillis
des partitions d’un ensemble i quatre éléments (voir la fin du § 2). Il existe par contre
des treillis de longueur finie non semi-modulaires qui possédent la propriété (IT)
citons le treillis non modulaire 4 cinqg éléments.
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Cette propriété est la suivante

ﬁ X, ANX, =0, (V) ANx; =0 et x; couvre 0 — (xr; YV x3) A 2, =0 (3).

THEOREME 1. — Dans un treillis quelconque (avec élément zéro), la
condition (2) entraine la propriété (717
Soit un treillis avec élément zéro satisfaisant a la condition (2). Soient

.

trois éléments x,, x,, x, satisfaisant a I’hypothése de la propriété (—I_IT
'Supposons qu'on ait (x,Vx;) A x,=a> 0. De a <x,, on déduit x, Va <
x, V x,. D’autre part, on a x, <x,Va<z, V. Or, x; couvre ¥, A ;= 10.
D’aprés la condition (2), x, V x; couvre x,. On a donc, ou bien x, V a = 1,
ou bien x,yVa=ux,Vyx,. Dans le premier cas, on déduit a <z, dou
a < x; A\ x,=0, en contradiction avec la supposition faite. Dans le deuxiéme:
cas, on déduit x, <x,Va<x, Vz, en contradiction avec Iégalité
(¢, V) A ;= 0, ce qui achéve d’établir le résultat envisagé.

La propriété (II) suffit en particulier dans la démonstration du théo-
réme 13 de G. Birkhoff, p. 129 et permet d’en déduire le théoréme
suivant (3) : -

THEOREME 2. — Dans un treillis T- complet satisfaisant a la condition
ﬁ et a la condilion de N\— continuité

U ty—-xc Ay T xAy©®)
la condition (L7’) L’élément universel est union de points
entraine (L7) Tout élément posséde au moins un complément;
la condition (L7R’) Tout élément est union de points
entraine (L7R) Toul élément d’un sous-treillis |a,b] admet au moins
un complément dans ce sous-treillis (°).

(2) La propriété (1) est intimement liée a4 D’axiome d’échange de Steinitz et Mac
Lane. Elle est en effet entrainée (dans les treillis quelconques) par la forme suivante
de cet axiome
' (2) onn’a pas pL & — x \/ p couvrex
et elle entraine la forme

GrelxzVpszVqgrxz\p=xVq

Les réciproques ne sont pas vraies en toute généralité. La premiére I’est en présence
de Yaxiome (G,) de S. Mac Lane [¥], la seconde en présence de I’axiome suivant plus
faible :

Pour tout x, il existe p tel que l'on ait p
vérifié en particulier si la condition de chaine descendante est satisfaite.

(3) Elle suffit évidemment aussi a chaque fois que l’on se borne a considérer
l'indépendance de familles de points.

(4) G. BirgHorr [1], p. 40. On écrit y, 1y si la famille fy,\ constitue un ensemble
filtrant supérieurement, c’est-a-dire si deux éléments de la famille ont toujours un
majorant commun dans la famille, et si on a y = Vy,.

(5) Pour les treillis de longueur finie qui sont évidemment complets et vérifient
trivialement la /- continuité, ceci résulte du théoréme 6 de G. Birkuorr [1], p. 105.
Avec les hypothéses du théoréme 2, la condition (L7’) n’entraine pas (L7R) et (L7R’)
comme le montre le contre exemple 7b de G. BirkuHoFr [1], p. 106. Le théoréme 2 a

été démontré indépendamment par L. Lesieur & partir de ’axiome d’échange (2).
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On établit la premiére partie du théoréme comme dans la démonstra-
tion du théoréme 13 de G. Birkhoff ou le fait que le treillis est modulaire
n’intervient que par la propriété E

On établit la deuxiéme partie de la maniére suivante : Soit un sous-
treillis convexe [a, b]]. Il satisfait a la condition (2). Il est évidemment
complet et satisfait 4 la condition de A —- continuité. Il satisfait a la
condition (L7’) : en effet, dans le treillis T, b est union de points p,; on a
b=(yp)vVva=vy(pVa; les éléments p,V a distincts de a sont des

points dans le treillis [a, b] car dans le treillis T, p, couvre pANa=0

donc p,Va couvre a. Il suffit alors d’appliquer la premiére partie du
théoréme.

Un exemple important de treillis satisfaisant a la propriété (II) et non
4 la propriété (IT), ainsi qu’aux hypothéses du théoréme 2 est constitué
par le treillis des relations d’équivalence sur un ensemble quelconque E.

Ce treillis satisfait a (II) (¢) : Soient trois relations d’équivalence sur E,
R Ra2» R telles que Pon ait R, A R, =0, (R VR) AR =0, Q. est
un point c’est-a-dire qu’il existe seulement deux éléments distincts soit
a et b, appartenant 4 E, avec a=b (®,). Nous montrons que l’'on a
(RiVRs) AR, =0. Pour cela, envisageons deux éléments x et y de E
tels que r=y (R, VQR;) et x=y(Q,). Puisque 'on a r=y (R.VRs), il
existe une suite finie d’éléments de E soit z,, z,, ... z, tels que x,=z,=7z,(},),
Z,=2, (R;)s - 2oy =2z, = J (R,) ou Q, et Q, interviennent alternativement.
Si P'on convient, ce qui est légitime, que deux des éléments z,, z,, ... z.,
sont toujours distincts, on voit que (R, ne peut intervenir qu’une fois. Si
QR: Nintervient pas, on a r=y (R, A R,) dott x=y. Si Q, intervient
une fois, on a r=a(QR,), a=b (R,), b=y (R,) par exemple, d’oil on
déduit a=b (R, VQR.) et a=b(q;) donc a=>b en contradiction avec
ce qui précéde. Le résultat est établi.

Ce treillis ne satisfait pas a (II). Prenons pour E un ensemble 4 qua-
tre éléments et soient les partitions définies par Q,, Q., R, conformes
au graphique ci-dessous. On voit immédiatement que (II) est en défaut.

%‘xx ﬂ,_f\;g”‘ 9137( x.

XA r X X | %

Fic. 15

On sait que ce treillis est complet et qu’il satisfait a la condition (2),
ainsi qu’aux conditions (L7’) et (L7R’). Il satisfait aussi a la condition de
A— continuité : Soit {CRL} une famille dirigée de relations d’équivalence

(6) Il satisfait d’ailleurs a la condition plus forte (2).
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telles que Q. TQ et soit p une relation d’équivalence quelconque. On a
PARTOANAR. En effet, si on a x=y (P AQ), on a x=y(p) et
x=y (QR); il existe donc une valeur de . telle que r=y (R, (on a
x=y(QR) si et seulement si x=y (R.) pour un certain :); on a alors
x=y(p A Q) ce qu1 montre que p A Q. 1Tp A R.



CHAPITRE 111

Ftude de la permanence des différentes conditions de semi-modularité
par passage aux sous-treillis, produits cardinaux, treillis homomorphes.

1. PASSAGE AUX SOUS-TREILLIS.

Il est trivial que la propriété de semi-modularité d’un treillis de lon-
gueur finie ne se conserve pas nécessairement lorsqu’on passe a un sous-
treillis quelconque. Aucune des conditions envisagées dans T ne se conserve
donc généralement par passage d’un treillis & un de ses sous-treillis.

Toutefois, on sait qu'un sous-treillis convexe d’un treillis semi-modu-
laire de longueur finie est semi-modulaire (). La propriété s’étend facile-
ment par le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Chacune des conditions étudiées se conserve par pas-
sage d’un treillis a Uun quelconque de ses sous-treillis convexes.

L’affirmation est a peu prés triviale en ce qui concerne les condi-
tions (R), (I), (F), (S), (L), B), J,), B), (a), (y), (B), (M), J),
(6), (2), (1), (3). Elle est une conséquence immédiate du lemme suivant
pour les conditions {(«.), (2.), (1,) et du lemme dual pour les conditions

(a"), (27, (1.

LeEMME 1. — Le treillis des idéaux C; d’un sous-treillis convexe C d'un

treillis T est isomorphe d un sous-treillis convexe du treillis des idéaux
T, de T.

A chaque idéal (7 du treillis C, faisons correspondre '’ensemble 6 des
éléments x de T tels qu’il existe a € (7 pour lequel on ait x < a. L’ensemble
6 est un idéal de T : sion a ' < x et x € ¢, on a, pour un certain a € (p,
r<x<a, dott 2’ €6C; si on a x, €9 et x,€ O, on a, pour certains
€léments a, a, € }, v, < a, 1, < a,, ot x, YV, < a,Va,; or a, V a, appar-
tient a4 C qui est un sous-treillis de T donc a (} qui est un idéal de C, si bien
que r, VY ¥, appartient a (.

L’application (? — 6 est biunivoque : si on a (§; 7 (., il existe au moins
par exemple un élément a, tel que 'on ait a, € (¢, et que l'on ait pasa, € (¥,;
on a alors a, € 6(,, et on n’a pas a, € 6, car il existerait a, € (7. tel que
a, < a, en contradiction avec le fait que l'on a pas a, € (.-

I’ensemble C’; des ¢ est un sous-treillis de T, : si ¢, € €, o, € C,
on a aussi OC, VO € € et O, A OC: € €4 62 VO(: qui est ensemble
x de T tels qu’il existe x, € OC,, x. € 6, avec r < I,V x, est obtenu a
partir de (. V (125 91 A 9. qui est 'ensemble des éléments x de T tels

(1) G. Birkmorr (1], p. 103.
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qu’il existe x, € 9, x, € O, avec x < x; A X, est obtenu a partir de

@ A e

Le sous-treillis C’; de T, est convexe;si 6, < OC < 9, avec o, € €,
oX., € ¢y, on a aussi §C € C/;; en effet, %17\ C (2) n’est pas vide (c’est
(1.), donc ¢ K C n’est pas vide; posons G[X C= @ qui est bien un idéal
de C; il lui correspond un idéal 6y’ de T par l'application précédente;
montrons que 6’ =6 ; il est évident que l'on a d’abord 6’ < ¢(; soit
maintenant un élément x € 6(; on a x € 9, et il existe a,€ (7, tel que
r < a, € C; soit @, un élément quelconque de (};; on a a, € 9, < 6 d’on
a, Vx € 9(; le sous-treillis C étant convexe, de a; <@, V< a, Y a, on
déduit a, yx € C, dolt @, V& € ({ et, par conséquent x € ¢(’; on a donc
o’ > o et finalemenl ¢ = oY

L’application ( — 6 étant manifestement isotone, elle réalise un iso-
morphisme de C, et C’;, sous-treillis convexe de T..

2. PASSAGE AUX PRODUITS CARDINAUX.

On sait que le produit cardinal de deux treillis semi-modulaires de lon-
gueur finie est semi-modulaire (*). La propriété se généralise aux condi-
tions étudiées par les théorémes suivants,

a) Certaines conditions se conservent par passage au produit cardinal
pour des treillis absolument quelconques.

THEOREME 2. — Si un treillis S et un treillis T satisfont a Pune des

conditions suivantes (1), (2), (3), (5), (6), (a), (1.), (2.), (@), (17), (2'), (a'),
le produit cardinal S X T y satisfail aussi.
- 1° Condition (1) : Soient deux éléments (p, q) et (u, v) du treillis S X T
tels que (p, q) et (u, ) couvrent (p Au,q Av).Onadoncp=pAuetgqg
couvre ¢ A v ou bien p couvre p Au et ¢q=q ANv: de méme, on a
u=pAu et v couvre g AV ou u couvre p A u et v=gq /A v. Dans les.
quatre cas possibles, le fait que les treillis S et T satisfont a la condition (1)
entraine que (p vy u, g Vv) couvre (p, q) et (u, v). '

2° Condition (2) : Soient deux éléments (p, ¢q) et (u, v) du treillis
S X T tels que (p, q) couvre (p AU, g Av). On a p=p A u et ¢ couvre
q N\ v ou bien p couvre p A u et g =g A v. Dans le premier cas, (pVu,
qVv) =(u, gyuv) couvre (u, v) puisque le treillis T satisfait a la condi-
tion (2); dans le deuxiéme cas (pyu, qyv) =(pyu, v) couvre (u, v)
puisque le treillis S satisfait & la condition (2).

3° Condition (8) : Soient quatre éléments (m, n) couvrant (p, g), (s, t)
couvrant (u, v) du produit cardinal S X T. On a m couvre p et n=—q ou
bien m = p et n couvre q, et, de l]a méme facon, s couvre u et t =v ou

(2) Le symbole A désigne lintersection au sens de la théorie des ensembles.

3*
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bien s =u et t couvre v. On a quatre cas a examiner; dans chacun d’eux,
I’égalité de la condition (3) est satisfaite, compte tenu, soit du fait que la
condition (3) est satisfaite dans le treillis S ou dans le treillis T, soit du
fait que, dans un treillis quelconque, les relations x =y et z > entrainent
Iégalité [(xyit) AzilVy=I[(zyy) Azl VL (Le second membre est en
effet xytetona [(xyi) Azlyae<axyiet [(xyi) Azlyx>tya).
4° Condition (5) : Soient trois éléments xr= (m, n), y—=(u, v),
z=(p, q) du treillis S X T tels que l'on ait yAz<xr<z<yyz Les
éléments x et z étant distincts, on ne peut avoir a la fois m=p et n =q.
Supposons, par exemple, que nous ayons m=*=p. Deu A p<m<p<uym,
on- déduit u A ps# m car de I’égalité u A p = m, résulterait u > m, d’ou
uym=u, ct finalement u>p et u A p=p en -contradiction avec
u A p=m. De la méme maniére, on déduit uy m = p, si bien qu'on a
uAp<m<p<uym. Le treillis S satisfait a la condition 75); ceci
entraine I’existence d’un élément s tel que u A p<s<u et (mys) AP
— m. Dans le treillis S X T, I’élément t = (s,v A q) vérifie y A z <t <y et
(xyt) A z=ux, ce qui montre que ce treillis satisfait a la condition (5).

5° Condition (6) : L’hypothése est celle du 4°. Le raisonnement fait
s’applique; ici, I’élément s vérifie u A p<s<u et (mys) A p< p. Dans
le produit cardinal S X T, I’élément t = (s,v A q) vérifie y A z <t <y et
(xyt) A z<z ce qui montre que ce treillis satisfait a la condition (6).

6° Condition (a) : Soient deux éléments x = (p, q) et y= (u, v) du
produit cardinal S X T, Supposons que le couple (x, y) posséde la propriété
a, c’est-a-dire que, pour tout élément ' = (p’, ¢’) tel que r ANy <« < x,
on ait (x’Vy) A x=2a’. Ceci entraine que, pour tout élément ;)’ tel que
pAuLp <p, on a (pPyu) A p=p et, pour tout élément ¢’ tel que
gANV<q <q, on a (VYv) A gq=q’; autrement dit, dans les treillis
S et T, les couples d’éléments (p, u) et (g, v) possédent la propriété a. Ces
treillis satisfaisant a la condition (a), les couples d’éléments (u, p) et (v, q)
possédent aussi cette propriété : tout élément u’ tel que u A p<u' <u
satisfait a (' vy p) Au=u’ et tout élément v’ tel que v A\ q < v’ < v satisfait
a (@yq) ANv=1v'. Il en résulte que tout élément y’ = (u’, v') de SX T
tel que x A y <y’ <y satisfait a (y’yx) A y=y’. Le couple (y, x) pos-
séde donc la propriété a comme le couple (x, y) et le treillis S X T satisfait
a la condition (a).

7° Conditions (1,), (2,), (@) : Leur conservation au produit cardinal
résulte de la conservation des conditions (1), (2), («) et du lemme suivant.

LEMNE 2. — Le treillis des idéaux (S X T); du produit cardinal S X T est
isomorphe au produit cardinal S, X T, des treillis d’idéaux de S et T.

Soit §[ un idéal de S, élément de S,, & un idéal de T, élément de T..
L’ensemble des éléments (xr, y) de SX T ou x€ O, y€ Y est un idéal;
désignons-le par 6 X ¢y.
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Considérons I’application (60, ) -6 X Y de S; X T, dans (S X T)..
Cette application est évidemment biunivoque. Montrons que c’est une appli-
cation sur. SiZ est un idéal de S X T, I’ensemble x des éléments x € S
tels qu’il existe y € T avec (x, y) € € est un idéal de S : en effet,
x, € OC et x, < x, entrainent x, € 6 car il existe y, € T tel que (x,, y,) €Z et
(x,, Y,) €%Z; d’autre part, x, €6 et x, €6 entrainent x,yx, €9 car il existe
y, €T, y, €T tels que (z;, y,) € Z (¥, y,) € F, dou l'on déduit
(X, VZ,; Yy, VY-.> € Z. De méme, ’ensemble & des éléments y € T tels
qu’il existe x € S avec (x, y) € Z estun idéal de T. Enfin,ona Z = X Y :
tout élément de Z appartient évidemment a ¢ X Q; réciproquement, si
(x,y) € 9 X, il existe y€ T et ' € S tels que (x,y’) € Z et (', y) € Z,
d’ou il résulte (xVT,yVvVYy) € Z et (x, y) € %. L’application est isotone,
c’est donc un isomorphisme de S; X T; sur (S X T)..

8° Conditions (1'), (2'), («') : Leur permanence au produit cardinal
résulte de celle des conditions (1), (2), (a) et du lemme dual du Temme 2.

Pour démontrer le théoréme 3, nous ferons usage du lemme suivant.

LEMME 3. — Soient x = (p, q) et y = (u, v) deux éléments du produit
cardinal S X T de deux treillis S et T. Si une chaine {xL} maximale entre
x Ay et x est oblenue sous la forme x,=—y, \ x a partir d’une chaine
{yt} entre y et x\ y, si, dans le treillis S, le couple (p, u) posséde la pro-
priété b et si, dans le treillis T, le couple (q, v) posséde la propriété b, la
chaine {x.V y} est maximale entre y et x\ y.

. Nous pouvons admettre que la chaine {xL} est sans répétition. Posons
x,=(p,q);ona x,Vy=(p.Vu, q yv). Il faut montrer que la chaine
{(plvu, qtvv)} est maximale entre (u, v) et ( pyu, qVyv). Supposons
que cette chaine ne soit pas maximale : on peut y intercaler un élément
(a’, b’); I’élément (a’ A p, b’ A q) appartient a la chaine {(pL, qL)}; posons
aAp=c,bANq=d,cyu=a,dyv=>.0n a (a’, b’) >(a, b) et il n’existe
aucun élément de la chaine {pL vu,aq, V-U)} tel que (a’, ') > (p,V u, q.y0)
> (a, b). On ne peut avoir simultanément a’ = a et b’ = b; supposons qu’on
ait par exemple a > a. Introduisons parmi les éléments p, la relation
suivante : p, Q p, si I’ensemble des éléments p, compris entre p,. et
p. constitue une chaine maximale entre ces deux éléments; cette relation
est manifestement réflexive, symétrique et transitive; c’est une relation
d’équivalence et elle réalise une partition de I’ensemble des éléments p,.
Ceci posé, ou bien ¢ est un élément maximum d’une classe de cette partition,
ou bien il n’en est pas ainsi. Examinons d’abord le premier cas. L’élément
d est certainement le dernier élément de la forme ¢, associé a4 ¢ comme
élément p, (car, s’il en existait un autre soit f, tel que f > d, on aurait
(c, f) >(c, d) et (cyu, fyv) >(d, b’) >(cyu, dyv) et ceci contredit
a’ #=a=c\ u). Nous devons distinguer deux sous-cas : 1° il existe un
élément e n’appartenant pas a la chaine {pl} mais que I’on peut intercaler
dans cette chaine immédiatement au-dessus de c¢; I’élément (e, d) peut
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alors étre intercalé dans la chaine {(pL, qL)} ce qui contredit le tait que
-cette chaine est maximale; 2° il n’existe pas de tel élément; considérons
alors une chaine {;a} maximale entre p A u et p et contenant tous les
éléments p,; pour tout élément p, tel que p, > ¢, il existe un élément p,
tel que 1;,, >p.>c et on a ;av‘u> pvu>a >a=cVyu; donc, I'élé-
ment a’ peut étre intercalé dans la chaine {;aVU} contrairement au fait
que le couple (p, n) du treillis S posséde la propriété b. Examinons main-
tenant le deuxiéme cas. Considérons une chaine {;a} comme ci-dessus; ici
-encore, I’élément a’ peut étre intercalé dans la chaine {pa\/u} d’ou la

contradiction. La supposition faite n’est donc pas légitime et le lemme est
-démontré.

THEOREME 3. — Si un treillis S et un treillis T satisfont la condition (y),
{y), il en est de méme du treillis S X T.

Soient x = (p, q9), y = (u, v) deux éléments de S X T. Supposons que le
couple (y, x) posséde la propriété c. On sait que cette propriété équivaut
aux propriétés a et b. Le couple (y, x) possédant la propriété a dans S X T,
le couple (u, p) la posséde dans S et le couple (@, q) la posséde dans T
{voir 6° dans la démonstration du théoréme 2). Le couple (y, x) possédant
la propriété b, il en est de méme des couples (u, p) et (v,q) : si {ut} est
une chaine maximale dans S entre uApetu, Ua} une chaine maximale
dans T entre v A ¢ et v, la chaine {(ut,v A q) < (n, v,,)} est maximale
dans S X T entre gll AD, VA q) et (u, v), done la chaine {(uLVp, q) <
(uyp, Uqu)} est maximale dans S X T entre (p, q) et (uyp, vy q) ce
qui montre que la chaine {uL Vp} est maximale dans S entre p et uy p et
la chaine {Uqu} maximale dans T entre ¢ et vV ¢q. Le couple (u,p)
vérifie dans S les propriétés a et b, donc la propriété c et il en est de méme
du couple (p, u) puisque S satisfait 4 la condition (y). De méme, le couple
(v, q) vérifiant la propriété ¢ dans T qui satisfait a4 la condition (y), le
couple (q,v) vérifie aussi cette propriété. Il résulte d’abord de la que le
couple (x, y) posséde la propriété a puisqu’il en est ainsi des couples (p, u)
et (g.v) (voir encore 6° dans la démonstration du théoréme 2). Ceci a pour
cconséquence que toute chaine maximale {xL} entre x A\ y et x peut étre
obtenue sous la forme x, =7y, A x a partir d’une chaine {yt} entre y et
xVy (T, chapitre I, théoréme 1). Les couples (p,u) et (g,v) possédant
la propriété b, le lemme 3 s’applique et montre que le couple (x, y) posséde
aussi la propriété b. Finalement, le couple (x, y) vérifie la propriété ¢ et la
condition (y) est valable dans S X T.

b) D’autres conditions se conservent par passage au produit cardinal
pour des treillis conditionnellement complets.
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THEOREME 4. — Si un treillis S et un treillis T conditionnellement
complets satisfont a lune des conditions (L), (R), (I), le treillis S X T
y satisfait. ‘

1° Condition (L) : Soient x = (p, q) et y = (u,v) deux éléments de
S X T. Les couples d’éléments (p, u) de S, (q,v) de T étant supposés possé-
der la propriété I, nous montrons que le couple [(p, q), (n,v)] de SXTIla
posséde également. Supposons qu’il existe une chaine {xt} maximale
entre * A y et x obtenue sous la forme x, =y, A x a partir d’une chaine
{yL} entre y et x \ y. Nous devons montrer que la chaine {yt} est maximale
entre y et xyy. Posons x,=(p,q), y.= (w,v,). On a p.=u, A Dp,
q. =, A q. Les treillis S et T étant conditionnellement complets, il résulte
du lemme 3 de T, chapitre II, que la chaine {pL} est maximale entre p A\ u
et p dans S et que.la‘ chaine {qL} est maximale entre ¢ A v et ¢ dans T.
De plus, la chaine {pt} est obtenue sous la forme p, =u, A p a partir de
la chaine {ut} entre u et pVyu, la chaine {qL} est obtenue sous la forme
q. = v, A\ q a partir de la chaine {vt} entre v et gy v. Les couples (p,u) .
et (g, v) possédant la propriété [, il en résulte que la chaine {(uL, vt)} est
maximale entre (1, v) et (pVu, gy v). En effet, admettons qu’il n’en soit
pas ainsi et qu'on puisse intercaler dans cette chaine un élément, soit
(¢, b’). L’élément (a’ A p, b" A\ q) appartient a la chaine maximale
{(ut AP, U, A\ q)}, c’est-a-dire a la chaine {(pt, qt)}. Posons a’ A p=c,
b A q=d. 1l existe un élément de la chaine {(uL, UL)} soit (a, b) tel que
aAp=c, bAg=d On a (a, b) 5 (a, b). On ne peut avoir a la fois
a =a, b’ =b. Supposons qu’on ait par exemple, a’ 5~ a. L’élément a’
appartient a la chaine {ul} ou peut y étre intercalé et I’élément a appar-
tient a cette chaine. Ces éléments sont tels que a A p=a A p ce qui
contredit le fait que la chaine maximale déduite de la chaine {pt} par
suppression des répétitions et obtenue a partir de la chaine déduite de la
chaine {uL} de facon correspondante ne peut étre obtenue qu’a partir
d’une chaine maximale.

Il en résulte immédiatement que le treillis S X T satisfait a la condition
(L) s’il en est ainsi des treillis S et T. '

2° Condition (R) : La démonstration est analogue. Soient x = (p, ¢q) et
y = (u, v) deux éléments de 'S X T, les couples d’éléments (p, u) de S,
(q, v) de T possédant la propriété r. Soit {zl} une chaine maximale entre
x Ay et xyy obtenue sous la forme z,=x, A y, a partir d’'une chaine
{(xt, yt)} du produit cardinal [x, xVy] X [y, xVy]. Posons z,=(s,, t.),
., =, q), y.=(u, v,). On a s,=p, A u, t,=q, Av. Les treillis S et
T étant conditionnellement complets, il résulte du lemme 3 de T, cha-
pitre II, que la chaine {st} est maximale entre p A u et py u dans S et que
la chaine {tl} est maximale entre ¢ A v et gy v dans T. De plus, la
-_chaine {st} est obtenue sous la forme s, = p, A u, a partir de la chaine
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{(pL, uL)} du produit cardinal [p, pyu] X [u, pV ul, la chaine {tl} est:
obtenue sous la forme ¢, = q, A v, 4 partir de la chaine {(qL, vL)} du pro-
duit cardinal [q, q Vo] X [v, gV v]. Les couples (p, u) et (q, v) possédant
la propriété r, il en résulte que la chaine {(xt, y) = [(p, q), (u, UL)J}
est maximale dans le produit cardinal [z, xVyl X[y, xvyl. En effet,.
supposons qu’on puisse intercaler un élément (v’, y’) = [(a, V'), (e, )1
dans cette chaine. L’élément 2’ Ay = (a’ A €, A ') appartient a la
chaine maximale {zt = (s,, tL)}. Posons a’ N e =¢, b’ A f =d. 1l existe
un élément de la chaine {(1'“ yL)} soit [(a, D), (e, f)] tel que
(a,b) N\ (e, f) = (c,d) soitapne=c,bAf=d.On a [(a’, b)), (e, [)]
[(a, b), (e, f)]. On ne peut avoir a la fois (a’, ') = (a, e) et (b', ') = (b, [).
Supposons qu’on ait, par exemple, (a’, ¢’) = (a, e). L’élément (a’, ") appar-
tient 4 la chaine {(pL, uL)} ou peut y étre interc:j\lé et I’élément (a, e)
appartient a cette chaine. Ces éléments étant tels que a N\ e =a A e, ceci
contredit le fait que la chaine maximale déduite de la chaine {sL} par
suppression des répétitions et obtenue a partir de la chaine déduite de la
chaine {(pL, ut)} de facon correspondante peut étre obtenuc seulement a
partir d’une chaine maximale.

II en résulte que le treillis S X T satisfait a la condition (R) s’il en est
ainsi des treillis S et T.

3° Condition (I) : La démonstration est encore analogue. Soient deux.
éléments de S X T, x = (p, q) et y = (u, v), les couples d’éléments (p, u)
de S et (q, v) de T vérifiant la p'ropriété i. Soit {(xt, yL)} une chaine maxi-
male du produit cardinal [x A y, ] X [x Ay, y] obtenue sous la forme
=z Nx Yy =1z, Ay a partir d’une chaine {zl} entre x Ay et xyuy.
Posons x, = (p,, q.), y.= (u, v.), z,= (s, 1,). On a P=S8AD q@=1t A\ q,
u=s, ANu, v,=t Av. Le lemme 3 de T, chapitre II, montre que la
chaine {(pL, ut)} est maximale dans le produit cardinal [p A u, p]T X [p A, u)
et que la chaine {(qt, nvL)} est maximale dans le produit cardinal
[a AN v, q] X [g A v, v]. De plus, la chaine {(pL, uL)} est obtenue sous la
forme p,=s, A p, uu=s, A u a partir de la chaine {sl} entre p AN u
et pyu, la chaine {(qt, UL)} est obtenue sous la forme ¢,=1, A gq,
v, = t, A v a partir de la chaine {tt} entre ¢ A\ v et q yv. Du fait que les.
couples (p, u) et (q, v) possédent la propriété i, nous déduisons que la
chaine {zL = (s,, tl)} est maximale entre x A y et x V y. En effet, supposons
qu’il n’en soit pas ainsi et qu'on puisse y intercaler un élément, soit
(a’, b’). L’élément [(a’ A p, V' A q), (@ Au, b Av)] appartient a la
chaine maximale {(xt, yl)}. Posons o’ Ap=c, V ANq=d, a Nu=y,
b ANv=h. 1l existe un élément de la chaine {ZL} soit (a, b) tel que
apNp=c, bANq=d, aNu=g, bAUV=h. On a (a,b) % (a,b). On
ne peut avoir @’ = a et b’ = b. Supposons, par exemple, qu’on ait a’ =+ a.
L’élément a’ appartient a la chaine {aL} ou peut y étre intercalé et 1°6lé-
ment a appartient a cette chaine. Ces éléments sont tels que a’ A p=aA p,
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@ ANu=anNu et ceci est en contradiction avec le fait que la chaine
maximale déduite de la chaine {(pL, ;ut)} par suppression des répétitions
et obtenue a partir de la chaine déduite de la chaine {sL} de facon cor-
respondante peut étre obtenue seulement & partir d’une chaine maximale.

Donc, le treillis § X T satisfait a4 la condition (I) si les treillis S et T
y satisfont.

Un contre-exemple montre que les conditions (L), (R), (I) ne se conser-
vent pas au produit cardinal si les treillis S et T ne sont pas tous deux
conditionnellement complets. On peut méme prendre pour S un treillis
semi-modulaire de longueur finie et pour T une chaine non compléte : S

puu

PI\\A

Fic. 16

-est représentée par le diagramme ci-contre et T est la chaine des nombres
rationnels f tels que 0 <t < 1. Prenons, dans S XT, x = (p, q) et y = (u, »)
avec p et u comme indiqué sur le diagramme, ¢ — 1 et v = 0. Le couple
(x,y) ne posséde pas la propriété [ : la chaine formée par la juxtaposi-

tion des deux chaines {(p AU, t)} avec t < _1_ et {(p, t)} avec t > i____
, V2 V2

est maximale entre (p A u,0) et (p,1); elle est obtenue i partir de Ia

1

V2

1 . cette chaine n’est pas maximale enlre (u, 0)

—==

V2

et (pyu, 1) puisqu’on peut y intercaler I’élément (u,0).

chaine formée par la juxtaposition des chaines {(s,t)} avec t <

et {(p\/u,t)} avec t >

THEOREME 5. — Si un treillis S et un treillis T conditionnellement
complets satisfont a Uune des conditions (M), (S), (J), (J,), le treilfis
S X T g satisfait.

1° Condition (M) : Soient x = (p,q) et y= (u,v) deux éléments de
S ¥ T. Admettons que les couples (p,u) et (q,v) possédent la propriété
m et montrons qu’il en est de méme du couple (x,y). Soit {xL} une
-chaine maximale entre x A y et x obtenue sous la forme x,=u, A x A
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partir d’une chaine {yt} entre y et xVy. Nous devons établir que la
chaine {yt} peut étre choisie maximale entre y et x \ y. Posons & = (p,, q.),
Yy, = (u,v,). Le lemme 3 de T, chapitre II, montre que les chaines {pt}
et {qL} sont maximales respectivement entre p A\ u et p et entre ¢ A v et q.
D’autre part, ces chaines sont obtenues a partir des chaines respectives
{uL} et {vt}. Envisageons les chaines maximales -{E} et {TB} déduites
des chaines {pL} et {qL} respectivement, par suppression des répétitions.
Ses chaines sont également obtenues & partir de chaines déduites facile-
ment de {ut} et {vt}. On peut donc les obtenir a partir de chaines {?la}

et (Uﬂ} maximales respectivement entre u et pyu et entre v et qyo.
Ceci posé, nous choisirons les éléments y, = (u,, v,) de la maniére sui-

vante : u,=u, si p, :1;:, v,=uvg si q = q; Je dis que la chaine
{yL} ainsi choisie est maximale entre y et x\y y. Supposons qu’il n’en soit
pas ainsi et soit y'= (a’, b’) un élément qu’on puisse y intercaler. L’élé-
ment y’ A x = (a’A p, '\ q) appartient a la chaine {IL} Il existe donc
un. élément de la chaine {yt} choisie ci-dessus, soit (a, b), tel qu’on ait
a ANp=aAp UANgq=bAq On a (@b)s(a,b). On a donc néces-
sairement au moins une des deux inégalités : a’ =% a, b’ % b. Supposons,
par exemple, qu’'on ait la premiére. L’élément a’ n’appartient pas a la
chaine {E;} puisque a en fait partie et que I'on a @ A p=a A p. Il peut
donc étre intercalé dans cette chaine ce qui contredit sa maximalité.

La condition (M) se conserve donc bien a4 S X T.

2° Condition (S) : Considérons deux élémenis x = (p, q), y = (u,v) de
S X T tels que les couples (p,u) et (q,v) vérifient la propriété s. Soit {zL}
une chaine maximale entre x A y et x \ y obtenue sous la forme z, = x, A y,
a partir d’une chaine {(xt, yl)} du produit cardinal [x,xVy] X [y,xVy].
Pour établir que le couple (x, y) vérifie la propriété s, nous montrons que
la chaine {(xL, yt)} peut étre choisie maximale. Posons z, = (s, t,),
xr, = (p,q.), y = (u,v,). D’aprés le lemme 3 de T, chapitre II, les chaines
{SL} et {tL} sont maximales respectivement entre p A u et pyu et entre
¢ ANv et qyv. Dautre part, ces chaines sont obtenues a partir des

chaines {(pt, ut)} et {(qL, UL)}. Envisageons les chaines maximales {:;,}

et {tﬁ} déduites des chaines {sL} et {tt} par suppression des répétitions.
Ces chaines sont également obtenues a partir de chaines facilement dédui-
tes de {(pL, uL} et {(qt, vL)}. On peut donc les obtenir a4 partir de chaines

{(p(,, ua)} et {(qﬁ, vB)} maximales respectivement dans le produit cardi-
nal [p,pV ulX[u, pyu] et dans le produit cardinal [q, q yV v] X [v, gV V].
Ceci, posé, nous choisirans les éléments (x, y,) = [(p, q.), (u,,v,)] de la
maniére suivante : (p,, uL):(pa,E;) si s,=s, et (q,v.) = (g, l;;) si
t, :[; Je dis que la chaine {'(xt yL)} -ainsi choisie est maximale dans le
produit cardinal [x,xV y] X [y,xV y]. S’il n’en était pas ainsi, on pour-
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rait y intercaler un élément (x’,y’) = [a’,d’), (¢/,f’)]. L’élément
ANy = (a Ae,b Af) appartiendrait a la chaine {zL}. Il existerait
donc un élément de la chaine {(:ct, yl‘)} choisie ci-dessus, soit [(a, b), (e, f)]
tel quon aita’ AN e =a ANe b Nf=bAf. On aurait [(a,b’), (e )] F#
[(a,b), (e,f)] donc nécessairement aussi une au moins des inégalités
(a,€) s~ (a,e), (b'f) £ (b,f). Dans le premier cas, par exemple, I’élément
(a’,'¢’) pourrait étre intercalé dans la chaine {(—I;a,—ll—a)} en contradiction
avec le fait que cette chaine est maximale.

La condition (S) se conserve par passage a S X T.

3° Condition (J) : Soient deux éléments x = (p,q), y=(u,v) de
S X T tels que les couples (p,u) et (q,v) possédent la propriété j. Soit
{(xL, yt)} une chaine maximale du produit cardinal [x A y,x] X [x A y, Y]
obtenue sous la forme x, =z Ax, y =z Ay a partir d’'une chaine
{zL} entre x A\ y et xVyy. Nous montrons que le couple (x,y) posséde
la propriété j et pour cela que la chaine {zL} peut étre choisie maximale.
Posons x, = (p, q.), y.— (u,v,), z,= (s, t,). D’aprés le lemme 3 de T,
‘chapi'tre II, les chaines {(pL, ut)} et {(qL, UL)} sont maximales respective-
ment dans le produit cardinal [p A u,p] X [p A u,u] et dans le pro-
duit cardinal [q A v, q] X [q A\ v,v]. D’autre part, ces chaines sont obte-
nues a partir des chaines {sL} et {tl}. Envisageons les chaines maximales
. {(aua)} et {(ggvp)} déduites des chaines {(p,u,)} et {(q,v,)} par
suppression des répétitions. Ces chaines sont également obtenues a partir
de chaines déduites facilement des chaines {st} et {h}- On peut donc les

obtenir a partir de chaines {?a} et {tﬁ} maximales respeetivement entre
pAu et pyu et entre\ g N\Nv et gyv. Ceci posé, nous choisirons les

éléments z, = (s, f,) de la maniére suivante : s, = g si (p,u,) = (5;, ll_,;),
tL:?,; si (q,v,) :(E‘;, v_ﬁ). Je dis que la chaine {zt} ainsi choisie est
maximale entre x A y et xVyy. S’il n’en était pas ainsi, on pourrait y
intercaler un élément z’ = (s’, ¢'). L’élément *
EZANLZANY =[ADPVANQ, ANu,t” AD)]

appartiendrait a la chaine {(xL, yt)}. Il existerait donc un élément de la
chaine {_Zt} choisie ci-dessus soit (s,f) tel qu’on ait s’ A p=s A D,
VANgq=tANg, s Nu=sANu t N\v=tAwv. On aurait (s, t') #£ (s, 1),
donc nécessairement aussi I'une au moins des inégalités s" 54 s, t/ =% t. Dans
le premier cas, par exemple, I’élément s’ pourrait étre intercalé dans la
chaine {si,} en contradiction avec le fait que cette chaine est maximale.

La condition (J) se conserve par passage a S X T. '

4° Condition (J,) : Soient deux éléments x = (p, q), y=(u, v) de
S X T, les treillis S et T satisfaisant a la conditior_l (Jl‘). Soit’ '{(xt, yb)} une
chaine maximale du produit cardinal [x Ay, x] X [x Ay, y] telle que
on ait x,= (@, Vy) Ax, y = (x,Vy) ANy pour tout . Nous devons
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montrer que la chaine {xL \ yL} est maximale entre x A y et x\+-y. Suppo-
sons qu’il n’en soit pas ainsi, posons x, = (p,, q.), y. = (u,, v,) et soit
a = (b, c¢) un élément qu’on puisse intercaler dans la chaine {xL V] yt}. L’élé--
ment (a A\ x, a A\ y) appartient a la chaine maximale {(xt, yl)}. Il existe
donc un des indices ¢ soit « tel que 'on ait a A x =124, a A Yy =y, On a
certainement a4 x,V Yy, donc au moins une des deux ihégalités.
b#p.sVUs, ¢c#qaV Vs Si on a par exemple b == DV Uq, ceci contredit.
le fait que le treillis S satisfait a la condition (J,) car, dans ces conditions,
la chaine {(Pw uL)} maximale dans le produit cardinal [pAu, p] X [pAu, u]
(puisque les treillis S et T sont conditionnellement complets), telle que I’on
ait p, = (p, \" u) AP, u,=(p,Vu) A u pour tout ., n’est pas telle que la
chaine {pL\/uL} soit maximale entre p A u et py u (puisqu’'on peut inter--
caler dans cette chaine I’élément b).
La condition (J,) se conserve donc par passage a S X T.

Des contre-exemples montrent que les conditions (M), (S), (J) ne se
conservent pas au produit cardinal S X T si les treillis S et T ne sont pas.
tous deux conditionnellement complets.

1° Prenons pour S le treillis représenté par le diagramme ci-contre. Il
est complet et satisfait 4 la condition de chaine -ascendante; on s’assure

Fia. 17

sans peine qu’il satisfait a la condition (M). Prenons pour T la chaine des.
nombres rationnels ¢ tels que 0 < t < 1. Choisissons, dans S X T, x=(p, q)
et y = (u, v) avec p et u comme indiqué sur le diagramme, ¢ =1 et v = (..
Le couple (x, y) ne posséde pas la propriété m : la chaine constituée par
I"élément (p A u, 0) et par la juxtaposition des chaines telles que {(p,,, t)}
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. ' 1 1
ou t satisfaita =<t < = et de la chaine {(p, t)} ou ! satisfait
V2(n+1) vV 2n
.1 | |
a — <t <1 est maximale entre (p A u, 0) et (p, 1); elle est obtenue a

V2

partir de la chaine constituée par I’élément (u, 0) et par la juxtaposition des

1
chaines telles que {(m,,, t)} ou t satisfait a = <t< =— etdela
V2(n+1) V2n
chaine {(m, t)} ou ¢ satisfait 4 —= < t < 1; cette derniére chaine n’est pas

V2

maximale entre (u, 0) et (pvu, 1) car on peut y intercaler I’élément (s, 0)
et on ne peut pas la remplacer par une chaine maximale assurant ’obtention.

2° Le contre-exemple précédent montre aussi que la condition (S) ne se
conserve pas par passage au produit cardinal si T n’est pas conditionnelle-
ment complet : S satisfait en effet 4 cette condition a laquelle ne satisfait
évidemment pas S X T.

Nous donnerons néanmoins un autre contre-exemple ou1 S est de longueur
finie, T restant la chaine des nombres rationnels tels que 0 < ¢ < 1. Nous
prendrons pour S le treillis de la note 2 du chapitre III de T. Nous choi-
sirons, dans S X T, les éléments x = (p, ¢), y = (u, v) ot p=c et u =y,
q=1 et v=0. Le couple (x, y) ne vérifie pas la propriété s : la chaine

1
constituée par I’élément (e, 0) et les chaines {(-d, t)} ouon atc< —T,et

-

1
{(a, t)} ouonat> \—/—_ est maximale entre (e, 0) et (a, 1); elle est obtenue
2

a partir de la chaine constituée par I’élément [(c, 1), (g, 0)] et les chaines

1
—= ; cette
V2
chaine n’est pas maximale dans le produit cardinal [z, xV y] X [y, xV y]
et ne peut étre remplacée par une chaine maximale assurani ’obtention.

{[(b, ‘1), (f, t)]} ou 0nat<\—/1~§et {[(a, 1), (a, i)]} ouonat>

3° Le contre-exemple suivant montre que les conditions (J) et (J,) ne

se conservent pas au produit cardinal si T n’est pas conditionnellement
complet. Prenons pour S le treillis B 4 (T, chapitre II) et pour T encore la
chaine des nombres rationnels ¢ tels que 0 < ¢ < 1. Prenons, dans S X T,
x=(p, q) et y=(u, v) avec p=a,, u=c¢,, ¢ =1, v'=20. Le couple (x, y)
ne posséde pas la propriété j : la chaine constituée par 1’élément

[(d,0), (d,0)] et la juxtaposition des chaines {[(an, t), (c., 0)]} ou t varie’
o L,

¢ \/5(_11 +1) \/2 n
est maximale dans le produit cardinal [x A y, x] X [x A y, y]; elle est obte-
nue a partir de la chaine constituée par I’élément (d, 0) et la juxtaposition

\sauf pour n =1, auquel cas # varie de

a 1)

€



48 R. CROISOT

. 1 . 1
des chaines {(bn, t)} ou t varie de 7—— a -\7_;* (sauf si n=1, cas o
2(n+1) 2n

' 1
t varie de 2—-—75 a 1); cette chaine n’est pas maximale car on peut y inter-

caler I’élément (b, 0) et elle ne peut étre remplacée par une chaine maximale
assurant I’obtention.

¢) Les conditions restantes (F), (B), (B) se conservent 4 S X T si SetT
satisfont a la condition de chaine descendante. C’est trivial pour les condi-
tions (F) et (B) puisqu’elles sont alors équivalentes a la condition (2). Pour
la condition (B), cela résulte du lemme suivant.

LEMME 4. — Soient S et T deux treillis conditionnellement complets et
x=(p, q), y = (u, v) deux éléments de S X T. Supposons que les couples
d’éléments (p, u) et (q, v) de T possédent la propriété b. Supposons égale-
ment que lun des treillis S et T au moins satisfasse a la condition de chaine
descendante. Alors, le couple d’éléments (x, y)de S x T posséde la propriété b.

Soit {xL} une chaine maximale entre x A y et x. Posons x, = (p,, q.).
‘Les treillis S et T étant conditionnellement complets, les chaines {pL} et
{qt} sont maximales respectivement entre p A u et p et entre q A\ v et q.
Les couples (p, u) et (q, v) possédant la propriété b, les chaines {pLVu} ’
et {qLVv} sont maximales respectivement entre u et py u et entre v et
q VY v. Supposons que la chaine {(pL\/u, qLV,v')} ne soit pas maximale
entre (u,v) et (pyu,qyv). On peut donc y intercaler un élément, soit
(u’,v’). Les chaines {pLVu} et {qLVu} étant maximales, u” et v” en font
respectivement partie. Soit I, 'ensemble des indices . tels que (p,Vu,
q.Vv)<(u,v') et I, 'ensemble des indices . tels que (p,V u, q, yv)>@ v’).
Il existe « € I, tel que p,yu=u’et. € I, tel que q, Yy v =70’ (ou les mémes
égalités, I, et I, étant permutés; ce cas se traiterait de la méme maniére).
Le treillis S X T ‘est lui aussi conditionnellement complet et I’élément

V (s q) = (py, q,) existe. La chaine {(pL, qL)} étant maximale, (p,, q,)

ey .
en fait partie et (p, Vu, q, yv) fait partie de la chaine {(I)LV u,q,V v)}.
On a vy (p.VuqVvVv)=(p,VuqVv), dou (p,vu,q,Vyv) < (u,v)

e 1,

et ppyvu=u’, q; Vv <v’. Si T satisfait a la condition de chaine descen-
dante, il existe un élément minimum g, tel que q, = g, avec ¢ € I,. On doit
avoir g,V v =7v’. Ceci est impossible car I’élément (p,, q,) pourrait étre
intercalé dans la chaine {(pL, qt)} (il ne peut pas en faire partie puisque
p,vu=u’, q,yv="0"). Si S satisfait a la condition de chaine descendante,
il existe un élément minimum p, tel que p, = p, avec . € I,. L’élément
(p., q;) peut étre alors intercalé dans la chaine {(pL, ql)} (il ne peut lui
appartenir puisque p,yVu >u’ et q, Vv <v’), ce qui est impossible. On
aboutit donc de toutes facons 4 une contradiction et le lemme est établi.
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THEGREME 6. — Si deux treillis S et T satisfont a la condition de chaine
descendante et a la condition (B), il en est de méme de leur produit cardinal
SXT.

Soient x = (p, q) et y = (u, v) deux éléments de S X T tels que le couple
(x, y) posséde la propriété b. Les couples (p, u) de S et (q, v) de T possédent
aussi la propriété b comme on I’a déja montré. Les treillis S et T satisfai-
sant a la condition (8), les couples (u, p) et (v, q) possédent aussi la pro-
priété b. Le lemme 4 montre alors que le couple (y, x) posséde la propriété
b. Le treillis S X T satisfait donc a la condition (8).

.Un contre-exemple montre que, méme pour des treillis S et T satisfai-
sant tous deux a la condition de chaine ascendante, les conditions (Fi, (B), (8)
ne conservent pas au produit cardinal. Prenons pour S le treillis représenté
par le diagramme ci-contre et pour T le treillis obtenu a partir du treillis B4,

of
P1
P
Py

u

Fic. 18

(T, chapitre I1, § 4), en supprimant ’élément b. Les treillis S et T satis-
font a totites les conditions étudiées. Le produit cardinal S X T ne satisfait
pourtant pas 4 (8), ni donc a (B), ni 4 (F). Prenons les éléments x = (p, q),
y=(u, v) de S X T avec p et u comme indiqué sur le diagramme et ¢ = a,,
v=c,;. Le couple (x,y) ne posséde pas la propriété b : la chaine
{(eu,'d) < oo K (P @) < (Poy @) < .o < (p, 01)} est maximale entre
(u,d) et (p, a;) alors que la chaine {(u, ¢) < oot K(Paby) < Py by) <0t
< (p, bl)} n’est pas maximale entre (u, ¢,) et (p, b,) puisqu’on peut y inter-
caler I’élément (u, b,). Le couple (y,x) posséde la propriété b car, puisque
u A\ p=u, ceci équivaut a dire que le couple (v, q) posséde cette propriété.
La condition (8) est donc en défaut.

d) Signalons que la réciproque de la question envisagée ci-dessus est
vraie en toute généralité : si le produit cardinal de deux treillis S et T
satisfait &4 une des conditions étudiées, les treillis S et T y satisfont. Il est
facile de le vérifier pour chacune des conditions.

e¢) Notons encore quelques résultats.
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THEOREME 7. — Si S est un treillis satisfaisant a la condition de chaine
descendante et T un treillis conditionnellement complet quelconque et si

ces treillis satisfont a la condition (B), il en est de méme de leur produit
cardinal.

Ceci résulte immeédiatement du lemme 4.

THEOREME 8. — Si S est un treillis satisfaisant a la condition de chaine
descendante et T un treillis conditionnellement complet quelconque et si ces

treillis satisfont da la condition (F), il en est de méme de leur produit car-
dinal.

C’est une conséquence du lemme suivant, analogue au lemme 4.

LEMME 5. — Soient S et T deux ireillis conditionnellement complets et
x=(p, q), y = (u, v) deux éléments de S X T. Supposons que les couples
d’éléments (p, u) de S et (q, v) de T possédent la propriété f. Supposons
également que lun des treillis S et T au moins satisfasse a la condition

de chaine descendante. Alors, le couple d’éléments (x, y) de S X T posséde
la propriété f.

La démonstration du lemme 5 est analogue a celle du lemme 4.

On a pu remarquer que, dans les contre-exemples relatifs au théoréme 5,
on a utilisé un treillis de longueur finie et une chaine seulement a propos
de la condition (S). En fait, on n’aurait pas pu faire de méme a propos
des conditions (M), (J) et (J,) en vertu des résultats suivants.

THEOREME 9. Si deux treillis quelconques S et T satisfont a la condi-
tion (B), le produit cardinal S X T satisfait a la condition (M).

C’est une conséquence immédiate du lemme 3.

THEOREME 10. — Si deux treillis quelconques S et-T satisfont a la condi-
tion (F), le produit cardinal S X T satisfait aux conditions (J) et (J,).

C’est une conséquence du lemme suivant, analogue au lemme 3.

LEMME 6. — Soient x = (p, q) et y = (u, v) deux éléments du produit
cardinal S X T de deux treillis S et T. Si une chaine maximale {(xi, yt)} du
produit cardinal [x Ay, x] X [x Ay, yl est obtenue sous la forme
x, =z, A&, Yy =2z, Ay d partir d’une chaine {zt} entre x ANy et xvyuy, si,
dans le treillis S, le couple (p, u) posséde la propriété f et si, dans le treillis
T, le couple (q, v) posséde la propriété f, la chaine {;rLVyL} est maximale
entre x Ny et xVyy.

La démonstration du lemme 6 est analogue a celle du lemme 3.
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3. PASSAGE AUX TREILLIS HOMOMORPHES.

a) VY — homomorphisme : Un treillis ¥ —homomorphe d’un treillis
semi-modulaire de longueur finie n’est pas nécessairement semi-modu-
laire (3). En effet, le treillis S figuré par le diagramme ci-contre (qui est
méme distributif) admet comme treillis Y — homomorphe le treillis T, éga-
lement figuré (qui est le treillis non modulaire a ecinq éléments).

S T, X

v
Fia. 19 FiG. 20 Fic. 21

Aucune des conditions étudiées ne se conserve donc par Y — homomor-
phisme dans des circonstances générales intéressantes.

b) A — homomorphisme : Un treillis A — homomorphe d’un treillis
semi-modulaire de longueur finie n’est pas non plus nécessairement semi-
modulaire. En effet, le treillis S précédent admet comme treillis A — homo-
morphe le treillis T, figuré plus haut (qui est encore le treillis non modulaire
a cinq éléments).

On ne peut donc espérer aucun résultat intéressant concernant la
conservation éventuelle par A\ — homomorphisme des conditions étudiées.

¢) homomorphisme : Un treillis homomorphe d’un treillis semi-modu-
laire de longueur finie est semi-modulaire (ceci est d’ailleurs une consé-
quence du théoréme 11 ci-dessous).

Néanmoins, comme le montrent les contre-exemples suivants, aucune
des conditions étudiées ne se conserve par homomorphisme pour un

Z 1Y

\Y)
Fra. 22

(3) Contrairement & l’affirmation de G. BirkuoFF [1], p. 103 : I’erreur provient du
fait que x peut couvrir y dans un treillis S sans que X couvre Y (tout en étant distinet
de Y) dans un treillis \/ -homomorphe a S; le fait devient exact dans un treillis
homomorphe a S.
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treillis quelconque méme complet et la plupart d’entre elles ne se conser-
vent pas, méme pour un treillis satisfaisant 4 une condition de chaine. En
effet, le treillis C9 (T, chapitre II) peut étre appliqué sur le treillis C’
représenté page précédente par e X, e, > Y, e,;,>Z, e;,—> T, a, - U,
a;; > V, a,, > W, et cette application réalise un homomorphisme. De méme,
le treillis B 13 peut étre appliqué sur le treillis T, par : b, > X, ¢, > Y,
b—T, a.—> U, a >V et cette application réalise aussi un homomorphisme.

Nous .donnerons, cependant, le résultat positif suivant.

THEOREME 11. — S8i un treillis S satisfait d la condition de chaine

ascendante el a la condition (5), il en est de méme de tout treillis
homomorphe T.

Soit, dans le treillis T, trois éléments X, Y, Z tels que Yon ait
XAY<X<Z<XVYY. Il faut montrer qu’il existe un élément U tel que
ZAY<SUKLY e (UYVYX)AZ=X. Posons A=ZAY=XAY et
B=XyY=ZvyY. Soit a I'’élément de S maximum parmi ceux qui sont
appliqués sur A (il existe en vertu de la condition de chaine ascendante car
P'union de deux éléments appliqués sur A est appliquée sur A). Soient x .
et y des éléments appliqués sur X et Y respectivement et tels que l'on
ait x > a et y > a (il en existe car, si 2’ est appliqué sur X, x’ V a est appli-
qué sur Xy A=X). D’aprés I’hypothése faite sur a, on a certainement
rAy=a car *x A y>a est appliqué sur X A Y =A. Soit z appliqué
sur Z et tel que Pon ait z >x. On a aussi z ANy=—a car z Ay > a est
appliqué sur Z A Y —=A. Les éléments x, y, z de S sont donc tels que
Ay <x<z<zyy. Le treillis S satisfaisant a la condition (5), il existe
un élément u de S tel que 'on ait a<u <y et (uyax) A z=x. Soit U
I’élément de T sur lequel est appliqué u. On a ZAYUKY et
(UyX) A Z=X. Finalement on a Z A Y=#U. En effet, si on avait
Z ANY=U, on aurait u—> A avec u > a, ce qui contredit le choix de a.
Le treillis T satisfait donc a la condition (5).



CHAPITRE 1V

Une condition suffisante pour I'égalité des longueurs de deux chaines finies
de mémes extrémités dans un treillis quelconque.

On a vu que, dans un treillis de longueur finie, la condition suivante -
(3) x couvre y, et z couvre t > [(x Vi) A z]Vy= [(zVy) AN x] VYt carac-
térise la semi-modularité. ' '

Envis'ageons, dans un treillis semi-modulaire de longueur finie, deux -
chaines maximales de mémes extrémités :
{a:} a, > a; > ... > a,
(b} 0= > b, > ... > bg=a,.

On a, d’apreés (3), quels que soient i et j tels que 0 <i<a, 0<j<B,
les égalités

[(ai-; V b;) A b ] Va = [(b-Va) A\ ai] V b, (1)

Dans un tel treillis, on sait qu'on a « = 8.
On peut, par souci de généralisation, se poser la question suivante :
dans un treillis quelconque, étant données deux chaines {ai} et {b,-} finies,

maximales, sans répétition, de mémes extrémités et telles que les égalités (1)
soient vérifiées, peut-on conclure a I’égalité des longueurs des deux chaines?

La réponse est affirmative et sera obtenue ici comme cas particulier
d’un résultat plus général.

J’étudie en fait le probléme dual de facon a faire apparaitre la forme
ordinaire des intercalaires de Zassenhaus.

Soient, dans un treillis quelconque, deux chaines {a,} et {b,-} finies, de
meémes extrémités, pas nécessairement maximales : .
{a‘} Ay > Ay > ... > A,
{bj}_ bo=a,>b, > ..>bg= a,.

" Construisons, a I’aide des intercalaires de Zassenhaus a;=a;\(a,-, \ by)
pour tout i tel que 0 <i < a et tout jtel que 0 < j< B, b =>b,Vy (b4 A a,)
pour tout j tel que 0 < j<< B et tout i tel que 0 <i< e, la subdivision
{a.-,-} de la chaine {a.-} par rapport a la chaine {b,} et la subdivision {b,-,-}
de la chaine {b,} par rapport a la chaine {a,«} :

{au} a0 = a, > ay, > a]é 2> ap = Ay = @, > Ay, > .. > Aog = Azp = A, >
. . = Agg — Uq,
{bji} b10 = bo > bu > b12 2> bxa - bzo - b1 > b21 2> bza - bao = b.2 >
> bﬁa = bB.

4*
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LEMME 1. — Si l'on a a;; = a, ;-, pour une valeur de i et une valeur de j
(0<i<a,0<j<B), on aaussi b;, = b,,., si el seulement si
a; ANb,.,=b;; AN a,, ).
Démonstration. — Les conditions successives suivantes sont toutes équi-
valentes :

a; = a; - soit a;y (ai.; A D) =a; V (ai-; A by).
a- \by,<a, V (ai-; A b)).
ai-, N by < [aiV(ay AD)T A by
a A b= 1l[a V(@ ANb)] Ab-y=a; A b,
De la méme facon, on voit que b;,, =b,,, équivaut a b,., A a-, =
b N\ ;.
De la, Paffirmation du lemme résulte immédiatement (1).

Le théoréme suivant est une conséquence immeédiate du lemme.

THEOREME 1. Si Uégalité (I’) est valable quels que soient i et j
0<i<a 0<j<B), les subdivisions {a;;} et {b,} des chaines {a} et
{b,} simplifiées par suppression des répétitions ont méme longueur.

Avant d’établir les théorémes que nous avons en vue, établissons quel-

ques lemmes :

LemMME 2. — Si Pégalité (I’) est valable quels que soient i et j (0 <i< &,
0 < j< B), les subdivisions de {a,-,-} par rapporl a {b,»}, de {.b,»} par rap-
port a {a”} coincident avec {a.»,} et {bi,-} respectivement, da des répétitions
pres.

Démonstration. — Nous représentons par a;;, Dintercalaire
a;; VY (a;-; A b,) et par b, .; I'intercalaire b,V (b, A a;).

a) Evaluons a,;, ,(0<i<a, 0<j<B, 0<qg<pB).

1) On a ai;,=a;V(a;-, Ab;). Or, on peut écrire ai,-, A b;=
[a; V(a5 Abi) ] ANb;=Tla;V(ais Abi) ] Ab; A\ aiy =b; A ai-y. D’ou
a;;=a;V(aVb)VbNa-) =aV(a-, \ND) =a,.

2) On a a,;,=a;V{(a+ A by-). Or, on peut écrire a4 \Nb;,,=
[a; V(@ . Ab)] ANba=[a;V(a,Ab )| ANb+ A ai,=Db;, A a. Dou
Wiy i =a V@, ANb) V(b Aa.,) =a V@, b)) =a;,.

3) On sait que a,;,, = a;;., , @y, 5= a,.

II en résulte que, pour q<j-1, on a a,;; <, <4a,, soit
a;., < a;,, < a;, dou a;,—a;,, De méme, pour ¢q>j, on a
aiin’ > aff,’ Kl > ainﬁ SOit a;, > .y, > gii; d’Ol‘l Aijg — Qi

b) Evaluons b,:;; 0<¢g¢<B, 0<i<a 0j<RH).

(1) On peut, dans I’énoncé du lemme 1, remplacer la condition (I’) par la condition
a,;, Nb_, <b,, A a,.,. En effet, en présence de a,, = a,,,, cette condition entraine
b, Na_ <b,, A\ a,_, qui équivaut a b, = b,

iiT1*
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1) On a b,,=b,y (b, Aa,. Or, d’aprés I'égalit¢ (I'’), on a
bos A\ @ig=0>by A\ @iy <b,. On a aussi b, < b, 11 vient b, < b,i. D’au-
tre part, de a; < a,, on déduit b,., > b,V (b,.; A a;)) =b,;. Donc, on a
byyie = by

2) On a bg,,,=bVWb. Aa,). Or, dapréess a) 2), on a
boy A\ @iy =>b,, Nai.i. D00 by = b,V (byy A @iy) = byisy.

3) On sait que by, = byiy , byyig= by

Il en résulte que, pour j< g-1, on a bgiy < by < by , soit
by, <byi; <bs, , dou b,,=b,,. De méme, pour j>gq, on a
Dayia > boyis > byip , soit b, < by, < b, , Aot byyi; = by

LEMME 3. — Soit m lindice courant des éléments de la chaine {a,,}
(m varie de 0 a af et Pélément a;; est aussi représenté par a,, ou
m=j+({i—1)RB). On a a,,=da,,, si et seulement si b, = by,
0<m<aB, 0<q< B). Pour les chaines {ai,} et {bi}, sont valables’
les égalités analogues a (I’) : a,, A\ b,y = b, N\ au-,, pour tout m et tout
q tels que 0 < m<aB, 0 < qg<B.

Démonstration. — D’aprés D’étude faite dans la démonstralion du
lemme précédent, si on a g # j, on a a la fois a,, = @, et b, = bouy.

Si ¢g=j,onaa.,=a;, QGu,=0a;, ; bpu =, , byu., = b;;.; . Mais,
compte tenu du fait que a;; =a.;, équivaut a b;, =>b;,;;, on a encore
Apy = Uy < by = by

Il résulte de la que les égalités analogues a (I’) sont certainement
valables pour tout couple (m, q) tel que @,, = @n,.

Le seul cas ou il soit possible d’avoir a., a.,., est celui ou q = j.
Or, dans ce cas, on peut écrire b;; A ai-; = a;; A\ b;-; (c’est I’égalité (1)
pour les chaines fa } et {b }) compte tenu du fait que Ion a aij-; < Ai-q,
on en déduit b, /\ a;;-, < a;; N\ b-;; d’autre pari, on voit que a;; A b, =
bji Nai, <bj et a; ANb,<a; <a;, dou Ton tire ai; A b, <bji A @iy
finalement, on a a;; N\ b,-, =b;; \ a;;-;, et cette égalité n’est autre que
I'égalité an., A\ b,.; = b,u N\ @.-, écrite pour g = j.

LEMME 4. — Si Uégalité (I’) est valable quels que soient i et j (0 <i< «a
0 < j< B) pour les chaines {a.-} et {b,-}, les subdivisions de {aij} par
rapport a {bj,-}, de {b,-i} par rapport a {a,-j} coincident avec {a,,-} et
{b,-.-} respectivement, a des répétitions pres.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, 1’égalité analogue a (I’)
est valable quels que soient m et ¢ (0 < m < af, 0 < q < B) pour les chai-
nes {ai,-} et {,bq}. D’autre part, d’aprés le lemme 2, les subdivisions de’
{a,;,} par rapport a {b‘q} et de {b,,} par rapport a {a.-,} coincident avec

a‘,} et {b“} respectivement. Il suffit d’appliquer le lemme 2 aux chaines
{a”} et {bq} prises comme chaines initiales pour obtenir le résultat
annoncé.
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LEMME 5. — Soit n lindice courant des éléments de la chaine {b,-.-}
(n varie de 0 d of et Uélément b, est aussi représenté par b, ou
n=i+ (j—1)a): Si Uégalité (I') est valable quels que soient i et j
0<i<a 0<j<B) pour les chaines {a:} ‘et {b;}, Uégalité analogue
est valable quels que soient m et n (0 < m, n < af) pour les chaines
{a;,-} et {b,—,»}.

Démonstration. — 11 suffit de raisonner comme dans la démonstration
‘du lemme précédent et finalement d’appliquer le lemme 3.

Les théorémes suivants sont alors des conséquences immédiates du
lemme 5. A

THEOREME 2. — Si Uégalité (I’) est vérifiée quels que soient i et j
0<i<@a 0<j<pB dans les chaines {a:;} et {b,} et si ces chaines sont
.sans répétition et maximales au sens de Uégalité (I’) (%), elles ont méme
longueur.

THEOREME 3. — Si Pégalité (I’) est vérifiée quels que soieni i el j
0 <i<a 0<j<B) dans les chaines {a,-} et {b,} et si ces chaines sont
-sans répétition el maximales dans le treillis auquel elles appartiennent
(ou dans un sous-treillis), elles ont méme longueur (3).

(2) C’est-a-dire qu’on ne peut trouver de subdivisions véritables de ces chaines telles
que 1’égalité (I’) y reste satisfaite.
(@) Le théoréme 3 est d’ailleurs conséquence directe du théoréme 1.



CHAPITRE V

Quelques cas d'égalité des longueurs de deux chaines de sous-hypergroupes
partiels d’'un hypergroupe partiel inversible. Application & deux chaines
de sous-hypergroupes d'un hypergroupe inversible, & deux chaines de
sous-groupes partiels d’'un groupe :partiel et, en particulier, & deux chaines
de sous-groupes d’un groupe et & deux chaines. de relations d’équiva-
lence sur un ensemble.

" 1. HYPERGROUPES PARTIELS.

Introduisons d’abord la notion d’hypergroupe partiel (*).

a) Définition : Un hypergroupe partiel H est un systéme (2) associa-
tif (3) qui posséde un sous-ensemble U d’éléments unités scalaires (¢) et
est tel que chaque élément admette un élément inverse a droite (°) unique

<

et un élément inverse a gauche unique.
On déduit facilement de cette définition, les conséquences suivantes
1) U est non vide d’aprés l’existence des éléments inverses.
2) Tout élément ¢ € U est tel que ss = ¢ : en effet, d’aprés 'existence

2

des éléments inverses a droite, il existe un élément «, inverse a droite
de e, tel que s« ait un sens; ¢ étant un élément unité scalaire, on a ze = a;
on en déduit que ¢ (ee) a un sens, donc que ez a un sens d’aprés I’associa-
tivité; finalement, on a se = ¢.’ '

3) Tout élément « € H admet un et un seul élément unité a droite,
un et un seul élément unité a gauche : il existe un élément o” inverse a
. gauche de a, tel que a”a 3 ¢ ot ¢ € U; £ ayant un sens, («”a) ¢ a un sens,
et e 2 un sens d’aprés I’associativité; = est donc élément unité a droite

(1) Il semble que les hypergroupes partiels, en particulier les hypergroupes partiels
inversibles définis plus loin, constituent un type remarquable de systémes & une opé-
ration (non nécessairement uniforme, ni partout définie). Jlai déja eu Voccasion de les
Utillis%li par ailleurs : Algébres de relations et hypergroupes partiels, C. R., 228, 1949,
p. 1181,

(2) Suivant la terminologie de J. Kuntzmann {1], j’appelle systéme (A une opération)
un ensemble fa, (i,{ dans lequel certains couples ordonnés d’éléments sont compo-
sables, leur produit étant alors un sous-ensemble non vide. Si @ et B sont coinposables,
a8 représente le sous-ensemble produit. Si ce sous-ensemble contient un seul élément v,
on éerira, par abus de langage, ¢8 =7 (au lieu de o8 = § v |).

(3) L’associativité peut s’énoncer ainsi : 1) (e8)y a un sens en méme temps que
«(By), ce qui veut dire, pour («8)y par exemple, que e¢8 a un sens, puis que
(aB)y a un sens. Ceci fait intervenir le produit d’un sous-ensemble et d’un élément;
plus généralement, on définit le produit AB de deux sous-ensembles A et B comme
la réunion si elle est non vide des.produits 8 ayant un sens quand o décrit A et B
décrit B; si cette réunion est vide, on dit que AB n’a pas de sens. 2) Si (eB)y et a(8v)
‘ont un sens, on a (aB)y = a(Bv).

(4) Un élément ¢ est dit élément unité (ou plus briévement unité) si ¢« D ¢ pour tout
-« tel que £ ait un sens, si B ¢ 3 Bpour tout 8 tel que Be ait un sens et si ¢ est composable
d’un c6té avec au moins un élément. Un élément o est dit scalaire si oe et Bo se réduisent
4 un seul élément quand ils sont définis.

(5) Un élément « est dit inverse a droite de @ si e’ a un sens et si e A U est
mon vide.
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de a; si ¢ est aussi élément unité a droite de a, (ag) ¢/ a un sens, donc ee”
a un sens, et on a ¢ = ¢g’ = ¢/. Démonstration analogue pour les éléments
unités a gauche. On voit de plus que a”a A U contient un seul élément
qui est l'unité a droite de «. De méme, aa’ A U contient un seul élé-
ment qui est 'unifé a gauche de «. Le sous-ensemble U est unique.

4) af a un sens si et seulement si 'unité a droite de « coincide avec
Punité de gauche de B : si ¢ a un sens et si ¢ est I'unité a droite de «,
(eg)B a un sens, donc 8 a un sens et £ est 'unité 4 gauche de B; si ¢ est a
la fois unité a droite de a et unité a gauche de B et si «” est I'inverse a
gauche de a, a"a 5 ¢ et («”a)B a un sens, donc «f a un sens. ‘

5) (aB)y a un sens dés que af et By sont définis : tout élément de of
admet pour unité a droite celle de B (en effet, si £ € aB et si &z a un sens,
(eB)e a un sens, donc Be a un sens); done, si & € aff, &y ayant un sens
d’aprés 4), (¢8)y a un sens. o

b) Définition : Un sous-ensemble H’ d’un hypergroupe partiel H est dit
sous-hypergroupe partiel s’il est lui-méme un hypergroupe partiel vis-a-vis
de la méme loi de composition. Aux sous-hypergroupes partiels envisagés
par la suite, j’imposerai la condition supplémentaire : H” D U (sans le
spécifier a4 nouveau). :

L’ensemble U’ des unités d’un sous-hypergroupe partiel H’ coincide
nécessairement avec U : en effet, pour tout ¢ € U ¢ H’, il existe dans U’
une ¢lément unité a droite soit ¢’ et on a e = e’ = ¢/, d’ou U C U’; d’autre
part, poﬁr tout ¢ € U’, il existe dans U C H” un élément unité a droite
soit ¢ et on a ¢/ =¢’e =¢ d’ou U’D) U (%)

H’ doit contenir, en méme temps que « et B, tout élément du produit «p..
Il doit contenir, en méme temps que a, ses inverses « et o”.

Réciproquement, si on a H D U et si ces deux conditions sont satisfaites,
H’ est un sous-hypergroupe partiel.

c) Définitiori (") : Un hypergroupe partiel M est dit inversible si af8 > vy
implique a”y 5 B et y8 O a, ol " est I'inverse a gauche de a et B’ I'inverse
a droite de B. Il est dit normal si £ € aB, 7 € By entrainent £y A an# ¢.
11 est dit résoluble si a8 N\ y 8 5= ¢ entraine l'existence de ¢ tel que ’on
ait @ € yp et 8 € ¢f.

THEOREME 1. — Dans un hypergroupe partiel inversible M, Uinverse est

bilatére ( on désignera par a Uinverse de a) et les relations «f > v et ,2%;9 ;
sont équivalentes.

(6) Si on .n’impose pas H” ) U, il n’est pas nécessaire qu'on ait U’ C U. Dans
Texemple de J. Kuntzmann [1], p. 170, on peut prendre H’ = U’ = :ai, alors que
Yon a U= {ej. ’

(7) Ces définitions sont données dans J. Kuntzmasy [1], p. 165 ct p. 162 pour ces
systémes quelconques.
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Démonstration : De ao’ 3 ¢, on déduit a”z D o’ soit «” — o”c = a’.
De aB 5 v, on déduit ey 3 B, puis By e, enfin Ba > y. De méme, de

Be > v, on déduit a8 3 7.

THuEOREME 2. — Dans un hypergroupe partiel, les trois définitions pré- -
cédentes sont équivalentes (2).

Démonstration : 1) Un hypergroupe partiel inversible est normal. En

effet, on a les implications suivantes : «8 > £ et By > 1;—)7,«,73 B et

afl > é—)un;9 ¢ — il existe p tel que @y D p et ,u,)—/ dé—éyd petayd p.

2) Un hypergroupe partiel inversible est résoluble. En effet, on a succes-
sivement : p €af et p € Y8 > a € ,u,B_C y8,§—> il existe v tel que a € yv et
v ES,E—)a Eyvetd ecvp

3) Un hypergroupe partiel résoluble est inversible. De y € a8, on
‘déduit, compte tenu de y € ye ol ¢ est I'unité a droite de y, qu’il existe o
tel que @« € yop et ¢ € ¢ B; on a nécessairement ¢ = B”, inverse 4 gauche de
B, dolt @ € yB”. De vy € a B, on déduit aussi, compte tenu de y € &, y ot
e, est 'unité a gauche de y, qu’il existe ¢, tel que &; € a g, et B € ¢, y; on
a nécessairement ¢, = o/, inverse A droite de «, d’ou 8 € o’ y. Appliquons
alternativement ces deux remarques; il vient successivement : « € y 87,
B” €v'a, ¥ €7, & €BY, B E€a”y dune part, B €'y, o« € BY”,
Y ' €EB o, B €7y e a €y dautre part,

4) Un hypergroupe partiel normal est inversible. De « 8 5 v, on déduit,
compte tenu de o”a 3. & qu’il existe p tel que p € ¢B et p € a”y; on a
nécessairement p =8, d’oll B8 € «”y. De méme, on montre que afl > vy
implique « € y g8.

d) De facon a éclairer un peu la structure des hypergroupes partiels
inversibles, mettons en évidence quelques types plus particuliers de ces
systémes. :

Nous désignerons par M,, M’ ou M, des hypergroupes partiels inversibles
dans lesquels on a 'une des conditions supplémentaires :

(IVy) Sie € U et si ¢ € U, il existe au moins un élément « € M, tel que
ta et a¢” aient un sens,

(IV’') Sie € U, ¢’ € U et ¢'il existe a € M’ tel que £ a et a ¢ aient un sens,
il existe au moins un élément scalaire ¢ € M’ tel que ¢ o et o aient un
sens.

(IV,) Sie € U et sie €U, il existe au moins un élément scalaire ¢ € M,
tel que ¢ o et o ¢’ aient un sens.

Définition : On dit qu’un systéme S est la juxtaposition des systémes
S.(t € I) si ’ensemble des éléments de S est exactement I'ensemble des
éléments de tous les S, et si deux éléments d’'un méme S, sont composables

(8) Le théoréme 2 est démontré pour un hypergroupe dans J. KUNTZMAN& [13,
pp. 191-192.
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dans S comme ils I’étaient dans S,, deux éléments appartenant. a des S,
distincts n’étant jamais composables.

THEOREME 3. — Tout systéeme M (hypergroupe partiel inversible) est la
juxtaposition de systémes M, et réciproquement.

Démonstration : Considérons parmi les éléments de M, la relation « R 8
s’il existe un élément y tel que ay B8 ait un sens., ¢ est réflexive : a R
pour tout « (on prend y:(;). QR est symétrique : c RBL>LRa (si ay P
a un sens, on prend l'inverse d’un élément quelconque de ay ). ¢ est
transitive a R B, BRI—>a R S (siayB et gy & ont un sens, on prend un
élément quelconque de y 8y’). R est une relation d’équivalence et réalise
une partition de M. Les différentes classes de cette partition sont des sys-
témes M, et on a la décomposition cherchée.

La réciproque est évidente.

COROLLAIRE 1. — Tout systéme M’ est la juxtaposition de systémes M,
et réciproquement.

Imposons a4 un hypergroupe partiel inversible (°) la condition supplé-
mentaire
(U) La loi de composition est uniforme (autrement dit, tous les éléments
sont scalaires).

Nous obtenons le groupe partiel, systéme U satisfaisant aux trois pre-
miers axiomes des groupoides de Brandt (*¢).

Imposons & un groupe partiel la condition (IV,) ou (IV,) : nous obte-
nons le groupoide de Brandt.

COROLLAIRE 2. — Tout groupe partiel est la jurtaposition de groupoides
de Brandt et réciproquement.

Restreignons maintenant Phypergroupe partiel inversible dans une autre
direction en lui imposant la condition supplémentaire (*1) :
(P) La loi de composition est pdrfaite (tout produit « 8 a un sens).

D’aprés P'unicité des éléments unités, il en résulte que le sous-ensemble
U contient un seul élément (unité bilatére et scalaire). On voit immeédiate-
ment que le systéme ainsi obtenu est Phypergroupe inversible (32).

THEOREME 4. — Le produit direct d'un groupoide de Brandt B et d’un
hypergroupe inversible P est un systéme M,. Réciproquement, tout systéme
M, est le produit direct d’un groupoide de Brandl et d’un hypergroupe inver-

(9) Pour obtenir le groupe partiel, il suffit d’ailleurs d’imposer (U) a I’hypergroupe
partiel le plus géméral : linversibilité est conséquence de (U).

(10) Cf. H. Branor [1], p. 360, ou P. DusreiL {1], p. 30.

(11) Cette condition (P) imposée a I’hypergroupe partiel le plus général donne
I’hypergroupe le plus général (J. KuntzmManN [1], p. 165).

« inversible » dont le sens courant répond mieux i la notion qualifiée.
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sible. On peut méme imposer au groupoide de Brandt d’étre d’ordre 1; la
représentation du systéme M, sous cette forme est alors unique (*3).

Démonstration : Soit un groupoide de Brandt B d’élément générique «
Cx, inverse de «), d’unités ¢, et un hypergroupe inversible P d’élément géné-

rique x (y—c, inverse de x), d’unité e. L’ensemble produit, ensemble des (e, x),
muni de 'opération produit est un hypergroupe inversible M, dont les uni-

tés sont les (g, e) et ol l'inverse de («, x) est (;,;c).

Envisageons maintenant un systéme M,. Remarquons d’abord que
I'ensemble des éléments de M, admeitant un quelconque élément unité &
comme unité a droite et a gauche est un hypergroupe inversible P si on le

munit de la multiplication existant dans M, : ¢ est ’élément unité et o est
I'inverse de « pour tout « € P. Choisissons alors, pour toute unité ¢, un
élément scalaire o, admettant ¢ comme unité a gauche et s, comme unité

a droite. L’ensemble des éléments de la forme ;, a; constitue un groupoide
de Brandt d’ordre 1, B’, par rapport a4 la multiplication dans M, : les

unités sont celles de M,, ;,- o. est linverse de o, a,;. Tout élément ¢ de M,

s’écrit, et d’'une fagon unique, sous la forme o; ao;, ot « € P; en effet, si &

admet pour unités a4 gauche et i droite ¢ et &, respectivement, on a

§=o0,(0;¢0;) 0, et 0,f0, € P; d’autre part, on a o, a0, =0, ¢’o; = &, =
e et g, —=¢, >0, =0, et o,=o0,, el, en multipliant a4 gauche par o,

a4 droite par ;,,a:a'. M, est alors isomorphe a B’ X P, ensemble des

couples (;,-o,-, a) avec la multiplication produit de la multiplication dans B’
et de la multiplication dans P : la correspondance biunivoque est définie

par ’application de ;,- ag; sur (;1- o, ) et Popération est bien respectée.

La représentation de M, sous cette forme est unique car, dans un pro-
duit direct B’ X P, P est isomorphe & I’ensemble des éléments admettant
une unité quelconque comme unité 4 gauche et A droite, et B’ est isomorphe
4 I'ensemble des couples de ses unités (avec (e;, &;) (en, £2) = (&4, &) 81 j— N)
ou & 'ensemble des couples des unités de B’ X P (avec la loi analogue).

Désignons par {X} un ensemble d’axiomes caractérisant les systémes X
ou Pon prend successivement pour systémes X les hypergroupes partiels
inversibles M, les systémes M’, les systémes M,, les systémes M,, les grou-
pes partiels U, les groupoides de Brandt B, les hypergroupes inversibles P,
les groupes G, les groupoides de Brandt B’ d’ordre 1 et le systétme E &4 un
élément ¢ avec la loi de composition e — &.

(13) Ceci généralise le fait qu’un groupoide de Brandt est d’une maniére unique le
produit direct d’'un groupoide de Brandt d’ordre 1 et d’un groupe. Cf. H. BranDT [1j,
p. 363. - . .
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On a, entre ces ensembles d’axiomes, les implications suivantes :

Notons de plus qu’on a toutes les équivalences logiques telles que les
suivantes :

{Ml} et {U} <—9{B}, {MM} et {U} <—»{B}

e) Donnons quelques exemples concrets d’hypergroupes partiels inver-
sibles.

1) Soit U’ un sous-groupe partiel d'un groupe partiel U= {a, B, }
Les complexes U’eU’ déterminent une partition de U. On les organise en
un hypergroupe partiel M en posant UeU’. UBU’ > UyU si
y € Uall’BU’. Les unités sont les complexes U’sU’ oit ¢ est unité de U,
Pinverse (bilatére) de U’aU’ est U’aU’. Cet hypergroupe partiel est inver--
sible. Si U est un groupoide de Brandt, M est un systéme M,. Si U est un
groupe, on retrouve I’hypergroupe inversible, systéme des catégories.

Si, au lieu d’'un groupe partiel, d’un groupoide de Brandt ou d’un
groupe, on utilise un systéme M, un systéme M, ou un hypergroupe inver-
sible, les résultats précédents restent valables.

2) Soit U= {a,ﬁ } un groupe partiel et A un groupe d’automor-
phismes de U. Disons que deux éléments o et 8 de U sont conjugués s’il
existe a € A tel que 8 = aa. Les classes (3, ©, ... de conjugués peuvent étre
organisées en hypergroupe partiel M en posant (§° 3> 9 s’il existe u € 9,
« € ([} v €O tels que = ay. Les unités sont les classes §, formées par
les unités de U; Vinverse (bilatére) de (? est 'ensemble é des éléments
inverses des éléments de (p. Cet hypergroupe partiel est également inver--
sible. Si U est un groupoide de Brandt, M est un systéme M,. Si U est un
groupe, on refrouve ’hypergroupe inversible connu (1%).

1.4 encore, si on utilise un systéme M, un systéme M,, ou un hyper-
groupe inversible, ces résultats restent valables.

) Axiomatique des hypergroupes partiels inversibles :

1) Voici un systéme de trois axiomes constitués par sept conditions
indépendantes pour la définition d’un hypergroupe partiel inversible.

(14) Les exemples 1) et 2) sont directement inspirés des exemples d’hypergroupes.-
inversibles qu’on trouve dans J. KuntzmanN [1], p. 167 et 168.
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Un hypergroupe partiel inversible M est un ensemble {a Bsvs .. } non
-vide dans lequel certains couples ordonnés d’éléments sont composables,
leur produit étant alors un sous-ensemble non vide de M, les axiomes sui-
vants étant vérifiés :

(I.) a - (eB) y a un sens dés que a (By) a un sens.
b - Si (eB) y et «(By) ont un sens, on a (af) y = a (By).
(IL) M posséde au moins un sous-ensemble U avec les propriétés :
a - Siae a un sens (« € M, ¢ € U), ac contient un seul élément.
b - Si ac a un sens (« € M, ¢ € U), on a as d e
¢ - Tout a € M est composable avec un ¢ € U au moins.

(I11,) Pour tout « € M, il existe au moins un « € M avec les propriétés :
a-Si ;71 D & af a un sens.

b - Sian> £elsiafaun sens, on'a of 3. .
Démonstration. — Etablissons d’abord qu’un systéme satisfaisant a ces
axiomes est un hypergroupe partiel inversible.

1° Etude d’un élément a associé a a d’apreés (I11,). Unicité,
Désignons d’une facon générale par e, un élément de U (que nous
appellerons élément unité a droite de «) associé a a d’aprés (IL) c¢. On

aas; =a daprés (IL) a et (IL) b. On en déduit aa 3 e, d’aprés (IIL) a et
(IIL) b

a joue le réle d’un élément inverse a droite pour a.

Soit @ un élément associé a o d’aprés (II1,). On a c—zja‘&‘i par le méme
raisonnement. On en tire ) —z d’aprés (IIL,) @ et (III,) b. Or, d’aprés
(L) a et (IL) b, on a a<> =a. On en déduit a=a et aa > ¢, (1).

a joue le réle d’un élément inverse a gauche pour a. I

Montrons qu’il n’y a aucun élément B autre que a qui salisfasse
daB > ¢ oud Ba 9 ¢ (¢ étant un élément quelconque de U). En effet, on
peut écrire off = a/3 deoac >'B (daprés (IIL) a et (III,) b) > a= B
(d’aprés (IL,) a et (II,) b). De la méme facon, on a Pa = ,Ba P) £—>,38 da—
,8 = a; mais d’apres (1), on a aussi ,8,8 D ep soit aB 3 eg; on est ramené au
cas précédent et on en conclut « = 8.

En particulier, I'élément a_zsatisfaisant a (I11,) a et a (II1,) b est unique.

2° Propriétés relatives d ces éléments inuerses tels que a.

(ITl;) a et (III,) b expriment la propriété : a'l) dé>atd g
Montrons que I’zmpllcallon réciproque est également valable. On a

ae D ,]_>a£ B) n-)gy, > § daprés la propriété directe. On a donc
af ) 7]-——)011] D £(2).
Il en résulte I'implication suivante : £n > ,U,—>_1}E: P ; (3).
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En effet, d’apres (2), on a &9 3 M—)E,u 3 n. Or, d’aprés (1), on a
;,7; D & . Il en résulte que 5 (é,u) a un sens, et, d'aprés (I.) a, que (7; E) I
a un sens. De plus, d’aprés (I,) b, on a (;; é_) m e, . Or, la seule solution
de Bun D ¢ est B:;. D’on, nécessairement, ;;Ea ,L:.

On déduit encore la pfopriété téa > Tl<—>’7‘;3 £(4).

En effet, on a £ > 1;—)&59 1,— Mais, d’apres (1), on a 17':_73

»

9

Donc, n(c_zf) a un sens et il en est de méme de (y ;) é_avec (77:1) (;:9 €rs

d’aprés (1) a et (I;) b. De la, on déduit, comme ci-dessus, 7 a D fcar £=¢
est 'inverse de S— Enfin, on peut écrire 77; D $—>§§ 3 g soit e D 7.

3° Associativité : Pour compléter (I,) a, montrons que « (8y) a un sens
dés que (af) y a un sens.

Supposons que (af8) y ait un sens, c’est-a-dire qu’il existe un élément §
et un élément 7 tels que ¢ 3 & et &y D . On a, d’aprés (3), :7 € }g,
£ € ﬁ&, d’ou 'on déduit que ;(E&) a un sens et que (;,é) @ a un sens d’aprés
(I,) a. 11 existe donc un élément u et un éiément v tels que ;,é S5 p
et ,u; 3 v. Toujours d’apres (3) et puisque 71, ,I?,; sont les inverses de «, 8, v,
on a ; € By etv_E a/I, ce qui montre que « (8y) a un sens.

4° Propriétés des éléments de U.

Pour tout élément ¢ € U, il existe au moins un élément « € M tel
que as ait un sens. Soit ¢ € U tel qu’il n’existe aucun élément « € M tel

que ac ait un sens. Soit & son inverse. ¢ est composable avec un élé-

ment ¢ ¢ U, et on a e’ ¢ d’apres (II;). On a e = ;e':(_ss’) e,

Donc, (e¢) ¢ a un sens et, d’aprés 3°), ¢« a un sens. D’apres (II,) a et
(II,) b, on a ¢ = ¢. De ;a':; on déduit, d’aprés (III;) a et (IIL;) b,
ee D ¢. Il en résulte ¢ (e;) D &’ = ¢. Donc ¢ (s_e) a un sens et finalement,
d’aprés (I,)a, = a un sens contrairement a4 notre supposition initiale.

Pour tout élément ¢ € U, on a e —¢ (5). Pour tout ¢ € U, il existe
« € M tel que az ait un sens d’aprés 4°. On a ac —a d’aprés (IL)a et
(II,)b. Dot @ = ae = (ae)e ce qui montre que (ac)e a un sens et, par
conséquent, d’aprés 3°, e« a un sens. Finalement, es = ¢, d’apres (IL)a
et (I1,)b. . ,

Pour tout « ¢ M, l'unité a droite ¢, est unique. Supposons qu’on ait
ac = a et ae’ =a (avec & ¢ € U); on en déduit (ae)e’ = a; donc, e’ a un
sens et ¢ =&, Or, on a ee’ = ¢. Ces deux égalités contredisent I'unicité
de l'inverse de e.

5° Existence et unicité des éléments unités a gauche.
De aa 3 &7, on déduit £a 3 a, d’aprés (4). Supposons que & contienne

plus d’'un élément : e o= {u, B, } avec B# a. Si aﬁ a un sens, il ne
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contient pas d’élément de U car B, inverse de ,E, est différent de «. Or,
(8;&)2? a.un sens car s;a 5 8 et ﬁfi > & Donc, aZ; a effectivement un sens..
De plus, (a;,a)E:e;(aTS)-l\rIais,(s ;;a)EB & - Par contre, s;('a[—?) ne contient
aucun élément de U : en effet, e.c.=¢; (d’aprés (5)) entraine 5: e et g &
ne contient aucun élément de U si 'on a £+ & ; puisque aIL_? ne contient
pas ¢; (pas plus que n’importe quel élément de U), e:(ef) ne contient
pas ¢;. Il y a contradiction et on a e =« (6).

De plus, le seul élément de U composable avec a est e; : en effet, si
ea a un sens, s(ea) a un sens, ainsi que ee;. Mais, ¢ n’est composable
qu'avec ¢ € U. Donc, on a ¢z =-.

L’ensemble U vérifie donc les propriétés symétriques de (II,)a, (II,)b,
(IL)ec. ;

On a bien retrouvé toutes les conditions définissant I’hypergroupe par-
tiel inversible.

Nous montrons maintenant que les sept conditions utilisées sont
indépendantes : : :

Les exemples suivant vérifient toutes les conditions précédentes sauf
une et ne sont pas des hypergroupes partiels inversibles.

| e a _|eabdb | e a
El) e e . (E2 eleab E3) e {e,alle,al
(E2)
a . alaeb
a b|bae a (le,afle,a}
. e a _ e a . e a
(E4) e| e a (E5) e¢| e . (E6) e| e
a e a a .o a a

1° (E1) ne vérifie pas (I.)a car a(aa) est défini alors que (aa)a ne
I’est pas. Il vérifie (1,)b. Il vérifie (II,) lorsqu’on prend U = {e} et (III,)
lorsqu’on prend é —e, a =a.

2° (E 2) vérifie (I.)a mais non (I,)b car on a a(bb) —=a=£e= (ab)b. 1II

vérifie (II,) en prenant U = {e} et III, en prenant é —=e, a=a, b =0b.

3° (E3) vérifie (I,). Il vérifie (IL,)b et (II,)c en prenant U = {e} mais
il ne vérifie pas alors (Il,)a. Il vérifie (IIl,) en prenant é =e, a=a. Ce
n’est pas un hypergroupe partiel inversible car il ne possédé pas d’élé-
ments scalaires, donc pas d’unités scalaires.

4° (E4) vérifie (I,). 11 vérifie (IL;)a et (Il;)c en prenant U— {e} mais
il ne vérifie pas (IL;) b car on n’a pas ae > a. Il vérifie (IIl,) en prenant é =e,
a=a. Ce n’est pas un hypergroupe partiel inversible car ni e ni a ne
peuvent étre éléments unités.
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5° (E5) vérifie (I,). Il vérifie (II,)a et (IL,)b si on prend U = {e}, mais
il ne vérifie pas (II,)c car a n’est pas composable. Il vérifie (III,) si on
prend é —=e, a = a.

6° (E6) vérifie (I.) et (II,) en prenant U= {e}. Si on prend é—ce,
a—=a, il vérifie (III,)b mais non (IIL,)a puisque de=—ae D a et aa n’a
pas de sens. Ce n’est pas un hypergroupe partiel inversible : en effet, aa n’a
pas de sens, donc a ne peut étre élément unité; on a nécessairement
U= {e} si Pon veut organiser (E6) en hypergroupe partiel inversible;
mais alors, a ne peut avoir d’inverse.

7° En considérant toujours (E6) avec U= {el mais en prenant
€= a = e, on satisfait a (IIL,)a mais non & (II,)b puisqu’on a de = eed e
et qu'on n’a pas ae d e (1),

2) On déduit de 12 un systéme de trois axiomes constitués par quatre
-conditions indépendantes pour la définition d’un hypergroupe inver-
sible (16). '

Un hypergroupe inversible P est un ensemble {a, B 7, } dans lequel
.est définie (partout) une opération non nécessairement uniforme, les
axiomes suivants étant vérifiés :

(I) (eB)y = a(By).
(II,) Il existe dans P au moins un élément ¢ avec les propriétés :

a — Pour tout « € P, a¢ contient un seul élément.

b — Pour tout « € P, on @ a¢ d a.

(II1,) Pour tout a € P, il existe au moins un « € P avec la propriété :

;c'q 3 £ entraine a £ D 1. /

Démonstration. — Ces axiomes définissent bien un hypergroupe inver-
sible. En effet, 'opération étant partout définie, les axiomes du 1) sont
satisfaits. P est donc un hypergroupe partiel inversible et, par conséquent,
un hypergroupe inversible.

Les quatre conditions imposées sont indépendantes comme le mon-
trent les exemples (E2), (E3), (E4) et ’exemple suivant :

e a b

(E7y ¢| ¢
a a
b| b lea,bi]a,

(E7) vérifie (I) et (II,) avec ¢ = e, mais il ne vérifie pas (II1,) : en
effet, on ne peut prendre ni @a =—e car on a ee > e et on n’a pas ae d e, ni
a=acaronaab > eetonn’apasaed b,nia=>b caronabb>d aeton
n’a pas aa D b (15). '

3) On déduit aussi un systéme de trois axiomes constitués par six

(15) Un autre contre-exemple (du méme type) est fourni par le multigroupe des
classes a H dans un groupe G par rapport 4 un sous-groupe H non invariant.
(16) On trouvera un autre systéme d’axiomes dans J. Kuntzmans [1], p. 192.
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conditions indépendantes pour la définition d’un groupe partiel (7).

Un groupe partiel C est un ensemble {a, B v } dans lequel certains:
couples ordonnés d’éléments sont composables, leur produit étant alors un.
élément de C, les ariomes- suivants étant vérifiés :

(I.) a — (aB)y a un sens dés que a(By) a un sens.
b — Si (eB)y et a(By) ont un sens, on a (@B)y = a(By).
" (II;) C posséde au moins un sous-ensemble U avec les propriétés :
a— Siasaun sens (a € C, e €U), on a ae = a.
b — Tout a € C est composable avec un ¢ € U au moins.

(II1,) Pour tout a € C, il existe au moins un « € C avec les propriétés :

a— Si an=¢ af a un sens.
b — Si ;7]25 et si af a un sens, on a af = 1.
Démonstration. — Ces axiomes définissent bien un groupe partiel. En

effet, les axiomes du 1) sont satisfaits. C’est donc un hypergroupe partiel
inversible, donc un groupe partiel.

Les six conditions imposées sont indépendantes comme le montrent les.
exemples (E1), (E2), (E4), (Eb5) et (E6) (ce dernier pris deux fois,
comme plus haut).

2. TREILLIS DES SOUS-HYPERGROUPES PARTIELS D’UN HYPERGROUPE INVER-

SIBLE.

Envisageons le treillis T des sous-hypergroupes partiels d’'un hyper-
groupe partiel inversible M (ces sous-hypergroupes partiels sont évidem-
ment inversibles). '

a) Dans ce treillis, lintersection A AB de deux éléments A et B est
I’ensemble des éléments de M communs a4 A et B (c’est un sous-hypergroupe
partiel), la réunion AV B est le sous-hypergroupe partiel engendré par
les éléments de A et les éléments de B (on voit immédiatement que Ay B
est ’ensemble des éléments de M appartenant aux produits d’un nombre
fini d’éléments de A et B). T est un treillis complet car on peut y définir
Pintersection d’un nombre quelconque d’éléments et il existe un élément
universel, M. L’élément zéro est U. )

A et B étant deux sous-hypergroupes partiels de M, nous désignerons par
AB Ul’ensemble, en général différent de Ay B, des éléments de M qui
appartiennent 4 un produit «8 ou « € A et g € B; de méme, nous dési-
gnerons par ABC l’ensemble des éléments de M qui appartiennent a un
produit ey ou a € A, B € B, y € C (les ensembles tels que AB, ABC ne
sont pas en général des éléments du treillis T). A et B sont dits permu-
tables si AB=—BA (en utilisant les propriétés des éléments inverses, on
voit aussitot qu’il suffit d’avoir pour cela AB ¢ BA par exemple). A est
dit presque permutable avec B si BAB C ABA. A et B sont dits presque
permutables si BAB = ABA. Si A et B sont permutables, on a Ay B = AB.

(17) On trouvera un autre systéme d’axiomes dans une note aux Comptes rendus,
t. 226, 1948, p. 616.
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Si A est presque permutable ave¢c B, on a AVB_:ABA'. Remarquons
encore que tout sous-hypergroupe partiel contenant U, l'on a A C AB,
B C AB, A C ABA, B C ABA. '
Considérons, dans le treillis T, deux chaines de longueur finie, de
mémes extrémités : '
{A) A A A > L > A,
{Bj} B,=A,>B, > B, >..>Bg=A,.
Nous allons leur appliquer les résultats du chapitre IV.
Construisons les intercalaires de Zassenhaus A,, et B,, et les subdi-
visions :
{A.-,} A=A A >AL,>..> Apg=A,,=A, > A, >..

{Bi} Bu=B(>B;>B,,>..>B,,=B,,=B, >B,, >..

b) LEMME 1. — L’égalité
A ANB =B NA, (I)
-a lieu si les conditions
A1 A B, est presque permutable avec A,
B;, N\ A, est presque permutable avec B,  (II’)
sont remplies.

Démonstration : En effet, si £ € A, A B,, =[A;V(Ai;; A B,)] A B,.,,.
on a £ ¢ B,, et, daprés (II’), il existe «, 8,8 tels que £ ¢ Bap’ avec
a«a €A, BEALANB,B €A, AB, Parmi les qualre éléments &, o, BB
tels que &£ € Bap’ les trois éléments &, B, B” appartiennent a B, ;. On en déduit
aisément que le quatriéme « appartient aussi a4 B;., car un sous-hypergroupe
partiel est unitaire(’®) en raison de I’existence et de la propriété des éléments
inverses. Il résulte de 1a £ € B,y (B,, A A,). D’autre part, on a manifes-
tement {€ A;,.Dou é € [B,V(B,; AA)I AA,et A;AB,.€ B, AA..

L’inclusion réciproque s’établit de la méme maniére.

THEOREME 5. — Si les conditions (II’) ont lieu quels que soient i el j
0<i<a 0<j<pB), les subdivisions {A,,} et {B,i} des chaines {Ai} et
{B,} simplifiées par suppression des répétitions ont méme longueur.

Démonstration : C’est une conséquence immeédiate du théoréme 1, cha-
pitre IV.

Pour obtenir maintenant un analogue du théoréme 2, il faut d’abord
renforcer le lemme 3 :

LEMME 2. — Soit m lindice courant des éléments de la chaine {A,-,}
(0 <m<aB). Si les conditions (II') ont lieu pour tout couple (i, j)
(i=1, ...a; j=1, ... B) dans ies chaines {Ai} et {B,—}, _elles ont lieu

(18) C’est-a-dire que, si I'on a 2 € y et si, par exemple, o et Y appartiennent 4 un
sous-hypergroupe partiel, B lui appartient également. En effet, a € By >f € ay

et 7 appartient au sous-hypérgmupc partiel en méme temps quey.
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pour tout couple (m, j) (m=1, ... aB8; j=1, ... B) dans les chaines {Au}
et {B;}.

Démonstration : 1) Montrons que A;;; A\ B, est presque permutable:
avec A;,; (i=1, ... a; j,q=1, ... 8). -

17 cas : q < j-1. On a alors (lemme 2, chapitre IV) A;; V (A;;.; A By)
= A, = A, V(A.; A B,.;). D’aprés la premiére des conditions (II’) appli-
quée a iet j-1 > q > 1, ceci a pour valeur (A;; A B;.;).Ai.(Ai.; A B,.p). Or,
d’une part, on a A, C A;;; d’autre part, on a A;.; A B,.; C AiV(Ai; A Bj-)
= A, et A, AB, . ¢ B,-; CB, dou Ai-; A B;-; C Aij-; A B,. Il en résulte
que l'on a A,V (A, AB,) C (Ais A B).Ai.(Ai-; A B,). En particulier
A (A= A Bo) Ay C(Ar A Bo) Ai(As A Bo).

2" cas : ¢ > j. On a alors (lemme 2, chapitre IV) A,y (A;;-; A B,= A,
Il en résulte immédiatement

A (A ABYAG € A C Ao ANBY)AG (A A By

2) Montrons que B, ; A A;; est presque permutable avec A;;., (i =1, ... a5
Lq=1,...8).

1 cas : j< g-1. On a (lemme 2, chapitre IV) B,V (B,; A A;;) =By,
=B,V (B,.; A Ai,;). D’aprés la deuxiéme des conditions (II’) appliquée a
q>j+1>1eti—1(sii—1 estégal a0, I’égalité est triviale car les deux
membres sont B,-,), ceci a pour valeur (B, A A;;).B,.(B,-; A Ai;). Or, en
utilisant un calcul fait au lemme 2, chapitre IV, partie a), 2) de la démons-
tration, on a B, AAi-;=B; A A~ CBy AA;;. I en  résulte
B, V Bsy A Aiy) € By A A) Bi.(Biy A Ay). En particulier,
B,.(B..;s A Aij).B, ¢ (Bi~y A A).B.(Bx A Ay).

2" cas : j>q. On a (lemme 2, chapitre IV) B,V (B,.; A Ai;) =B,
=B,V B,y A A;). D’aprés la deuxiéme des conditions (II’) appliquée a
q et i, ceci a pour valeur (B,;,AA;).B,.(B,-;AA;). Or,on a B, ;AA; (B, AA,;.
On en déduit B,y (B,.; A Ai;) € (Biy A A).B..(B,-; A Ajj) et en particulier
B,.(B; A Aij).B, € (B.; A Ayj) B.(B-y A Al

En utilisant le lemme 2 du chapitre 1V, et ce lemme 2, on voit que le
lemme 5 et le théoréeme 2 du chapitre IV restent valables. Ce dernier
théoréme devient :

THEOREME 6. — Si les conditions (II’) sont satisfaites quels que soient
iet j(0<i<ea0<j<p) dans les chaines {Ai} et {B,} et si ces chaines
sont sans répétition et maximales au sens de lUégalité (II’), elles ont méme
longueur.

Le théoréme 3 du chapitre IV est valable directement :
THEOREME 7. — Si les conditions (II’) sont satisfaites quels que soient
iet j(0<i<ea 0<j<p) dans les chaines {A.—} et {B,} et si ces chaines

sont sans répétition et maximales dans le treillis T (ou dans un sous-treillis),
elles ont méme longueur.

5.
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¢) LEMME 3. — L’égalité ' ‘-
A; ANB ;=B ANAy, (')
a lieu si les conditions
A, \NB; et A, sont presque permutables
B, NA, et B, sont presque permutabels (III")
sont remplies.

I1 suffit de remarquer que ces conditions sont plus fortes que les condi-
tions (IT"). :

LEMME 4. — Si les conditions (III’) ont lieu pour tout couple
(i,j)i=1,...a;, j=1,... B) dans les chaines {Ai} et {B,-}, elles ont lieu
pour tout couple (m, j) (im=1, ... aB; j=1, ... B) dans les chaines {A,-,-}

et (B;}.
La démonstration est tout a fait analogue a celle du lemme 2.

TueorEME 8. — Si les conditions (I11’) sont satisfaites quels que soient
iet j(O0<i<a0<j<p) dans les chaines {A,-} et {B,-} et si ces chaines
sont sans répétition et maximales au sens de Uégalité (I1II"), elles ont méme
longueur.

d) LEMME 5. — L’égalité (I’) est encore valable si les conditions
A, et A, N\ B, sont permutables
B; et B;, AN A, sonlt permutables (IV’)
sont remplies.

Il suffit encore de remarquer que ces conditions renforcent les condi-
tions (IIT1"). i

LEMME 6. — Si les conditions (IV’) ont lieu pour tout couple (i, j)
(i=1,...a; j=1,...8) dans les chaines {A} et {Bj}, elles ont lieu pour
tout couple (m,j) (m=1,...eB; j=1,...B) dans les chaines {AU} et
{Bj}.

La démonstration est encore analogue a celle du lemme 2.

THEOREME 9. — Si les conditions (IV’) sont satisfaites quels que soient
iet j(0<i<a 0<j<p) dans les chaines {A} et {B,-} et si ces chaines
sont sans répétition et maximales au sens de Uégalité (IV’), elles ont méme
longueur.

e) LEMME 7. — L’égalité (I’) est encore valable si la condition

A, et B; sont permutables: (V’)
est remplie.

Démonstration : En effet, on a alors A;; = AV(A:,AB,) = A,.(4,;AB))
car tout élément £ de A;; C A, VB, est tel que £ € af ot € A, et B € By;
et, de £ ¢ A,,, on déduit B € A,.,. De plus, A.(A,; A B)) A By,
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= (A: A B;-1). (Ai.; A Bj) car tout élément  de A..(A;; A B;) A B, est tel
que n €af ot « € A; et B € A;; A B;; et de € Bj-,, on déduit a € B,.
De la, (I’) résulte facilement (1°).

LEMME 8. — Si les conditions (V’) ont lieu pour tout couple (i, )
(i=1,...a; j=1,...8) dans les chaines {Ai} et {B,}, elles ont lieu pour
tout couple (m,j) (m=1,...aB; j=—1,... B) dans les chaines {A.-,—} et
{B}-

Démonstration : Pour démontrer ce lemme, on distingue les cas q < j
et ¢q>j. Si g<j,onaB,) B, douB,> B; A A, et B, est permutable
avec B; A A,,. B, étant permutable avec A;, on en déduit qu’il est permu-
table avec A;;— A,V (B; A Ai.;). Si ¢ > j, on a B, ¢ B,. Du fait que B, est
permutable avec A,-;, on déduit que B, est encore permutable avec B; A A, _,,
donc encore avec A;; (2°).

THEOREME 10. — Si les conditions (V’) sont satisfaites quels que
soient i et j (0 <i< e, 0<j<B) dans les chaines {Ai} et {B]-} et si ces
chaines sont sans répétition et maximales au sens de Uégalité (V’), elles ont
méme longueur.

3. CAS PARTICULIERS.

a) Puisqu’un hypergroupe inversible est un hypergroupe partiel inver-
sible, les théoremes 5 a 10 sont valables dans le treillis des sous-hyper-
groupes d’un hypergroupe inversible.

b) Puisqu’un groupe partiel est un hypergroupe partiel inversible, les
théorémes 5 a 10 sont valables dans le treillis des sous-groupes partiels d’un
groupe partiel.

c¢) En particulier, ces théorémes sont valables pour deux chaines de
sous-groupes d’un groupe (21).

d) Moyennant une interprétation trés simple des relations d’équiva-
lence, ces théoremes fournissent des résultats intéressants concernant les
chaines de relations d’équivalence sur un ensemble.

Soient un ensemble E = {:r, U, z, } et une relation d’équivalence Q
sur E. Considérons la partie Cy de ’ensemble E X E définie par la rela-

(19) On peut aussi remarquer que la condition (V’) est plus forte que les condi-
tions (IV’). On voit qu’on ne peut pas affaiblir la condition (V’) en la remplacant .par
la condition : A; et B, sont presque permutables.

On peut utiliser, au lieu des égalités (I’), les égalités duales (I). On obtient le dual
du théoréme 5 avec les conditions (V’). De plus, on voit que les égalités (I) ont lieu
aussi si A; et B, sont presque permutables ce qui conduit 4 un résultat plus fort avec
ces conditions et 4 un résultat analogue au théoréme 7. Le dual du lemme 8 ne s’éten-
dant pas avec cette derniére condition, le théoréme 10 ne s’étend pas.

(20) Cette démonstration se déduit aisément de celle donnée par O. ORE (1], p. 167,
dans le cas des groupes.

(21) Les théorémes 9 et 10 et les cas particuliers correspondants des théorémes 5 et 7
pour les groupes figurent dans O. Ore [1], pp. 166 a 168.
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tion , c’est-a-dire telle que (x,y) € CQR si r=y (Q). On sait que la loi
de composition partielle (x,y). (z 1) =(x,t) si y=2z fait de EX E un
groupe partiel (22). D’autre part, la partie CQ constitue un sous-groupe
partiel de E X E. Réciproquement, tout sous-groupe partiel de E X E défi-
nit une relatipn d’équivalence sur E (22). En effet, il contient tous les élé-
ments de la forme (x, z), il contient (x, z) dés qu’il contient (x,y)et (y, z),
il contient (x,y) s’il contient (y, x), d’olt la réflexité, la transitivité et la
symétrie de la relation  correspondante.

La correspondance biunivoque ainsi définie entre les relations d’équi-
valence sur E et les sous-groupes partiels de E X E respecte I'inclusion
QR C R < CR CCQ’. Elle réalise donc un isomorphisme du treillis des rela-
tions d’équivalence sur E et du treillis des sous-groupes partiels de E X E
(muni de la lot de composition envisagée). Toute propriété de I'un des
treillis se traduit par une propriété de 'autre.

Il résulte de la qu’a l'intersection (4 'union) de deux relations d’équi-
valence correspond l’intersection ('union) des sous-groupes partiels corres-
pondants. D’autre part, a la notion d’associabilité (>*) des relations
d’équivalence, correspond celle de permutabilité des sous-groupes partiels.
De méme, je dis que léquivalence Q. est presque associable a lUéquiva-
lence @’ si Dexistence de x,y,z,! tels que z=y(Q), y=z(Q),
z=1(Q’) implique l'existence de u,v tels que z=u(Q), u=v(QR"),
p=1t(Q) (*3) et je dis que les équivalences Q et Q’ sont presque asso-
ciables si, de plus, ’ est presque associable & Q}; ces notions correspondent
alors aux fails que le sous-groupe partiel CQR est presque permutable avec
le sous-groupe partiel CQ’ et que CQR et CQR’ sont presque permutables.

Les théorémes 5 4 10 (2¢) sont alors valables dans le treillis des relations
d’équivalence (¢, @ , ... sur un ensemble; les conditions (II), (III"), (IV’),
(V’) se traduisent par les suivantes
— @+ A B, est presque associable a (3,

B, A Q: est presque associable a P, (11")

(22)E X E est méme un groupoide de Brandt d’ordre 1; mais, C (f n’est pas un

sous-groupoide de Brandt. Pour cet usage, la notion de groupe partiel est plus souple
que celle de groupoide de Brandt.

(23) Si I'on n’impose pas aux sous-groupes partiels de contenir le sous-ensemble des
éléments unités, on obtient une image des relations d’équivalence dans E (c’est-a-dire
sur une partie de E). Dans un groupe partiel, & la différence de ce qui se passe dans
un hypergroupe partiel général, les unités d’un \s&us-groupe partiel 4 ce sens élargi
doivent étre prises parmi les unités du groupe partiel (car la relation e = ¢ caractérise
les éléments unités, ce qui n’est pas vrai dans le cas général; cf. note 6).

(24) P. DusreiL [1], p. 17.

(25) Cette notion a été introduite antérieurement par O. Ore [2], p. 581. Elle a été
généralisée 4 des relations binaires quelconques et utilisée par P. DuBreiL, Relations
binaires et applications, G.R., 230, 1950, p. 1028.

(26) Les théorémes 9 et 10 et les cas particuliers correspondants des théorémes 5 et 7

pour les relations d’équivalence figurent dans P. DuBrem. et M.-L. DuBreIL-JacoTIN [2],
pp. 90 & 95.



QUELQUES APPLICATIONS SEMI-MODULAIRES

— @+ A B, et . sont presque associables
Bi-. A @: et B, sont presque associables

— @ et @i A B, sont associables
B, et B,-, A @ sont associables

— @ et B, sont associables

(1II1’)

(Iv”)
(V)
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