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~ RECHERCHE DES SOLUTIONS
DE L'EQUATION DES. ONDES PLANES

7W—Tg—k’o¢=f(w,0f)

par Emile DURAND -

Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse

Résumé. — On cherche des solutions générales pour des données portées par
une courbe quelconque C du pian £ r en partant d’une identité qui fait intervenir
lopérateur [v-29,2-—0,2— k27, On examine ensuite quelques cas particuliers ol
‘1a courbe C est formée de segments rectilignes et on donne de nombreux exemples
d’application de la méthode des « images »,

En décomposant Popérateur du second ordre en un produit de deux opérateurs
du premier ordre, on obtient une solution des systémes d’équations du premier
ordre qui se rameénent a I’équation étudiée. Comme exemple d'application on
étudie les équations de Maxwell de I'électromagnéiisme classique.

1. Identité concernant le domaine compris entre une courbe C et I'angle
inférieur des droites caractéristiques.

Le domaine (S) est celui gqui est hachuré sur les figures 1,, 1,, 1, et
I’identité s’écrit

® Ly (. vt)=w—*an——a'«,—_kuj 5 f Y (202 1, (K, ). ds

)
avee

2) v =Vt — ) —(x — ) ds=df.dr

I, (kyy) est la fonction de Bessel J, (ik,y) d’argument imaginaire, qui
obéit a I'équation

(3) [p20,24-02— k:)Z] Io (ko 'Y) =0

Sous forme de développement en série, cette fonction a pour expression
. _ k, v12)" | (k, 1/2) (k, ¥[2)™

(4) Io(ko {)—'1+ 1! + (2!)g ++ (n!)g ‘ +

La courbe C est la portion de I'arc d’une courbe fermée limitée par les
deux droites PA, et PA, issues de P et que I'on appelle les droites caracté-
ristiques; les équations de ces droites s’écrivent

5 B [ —¢ | r=t—vl(x—§) si é<x
®) T—t—“ﬁlj‘“‘ r=1t+pr{x—§ si &>

1
Les trois alternatives 1, 5 0, au premier membre de (1) correspondent

respectivement au cas ol P est a4 l'intérieur de la courbe fermée, sur la
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courbe elle-méme ou a l’extérieur; ce sont les trois cas a, b, ¢, de la
figure (1).
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Fra. 1

Si ’équation de la courbe C comprise entre A, et A, peut étre mise sous
la forme

(6) r=g()
I’intégrale double de (1) peut étre explicitée et ’on peut écrire

| z—E |
v t——
D <=: "' v
5 fd /gm& Gv7). 1, (k, y) d=

£, et £, sont les abscisses des points d’intersection de la courbe C avec les

1
@) i Ll ph)=[07", -3, — k]




RECHERCHE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES ONDES PLANES 231

caractéristiques; on a donc

- x —g, , x—E,
@®) w=9G)=t—— n=gE) =1+
£, et £, sont des fonctions de x et de t et d’aprés (8), on a
1 1
9) ) =—0p' )t = 0———— VE —p )b —
( ) xr e v t = 1 — . gl (E_.) r ve v tis l+ v. gl (E,)

Pour vérifier I'identité sous la forme (7) il suffit de dériver au second
membre par rapport aux limites et sous le signe somme. En désignant
par { . } la parenthése de (7), on trouve aisément

_lz—El
{( |J_v [, 0 [a [
(10) D,<...>:—/ v (E, vt — |xe—E|) di+ —fd; /kl}(;,l)‘r). ) Ik, v). de
() 2/, 2/, (%)

puis en tenant compte de

1

0, 1, (ko y) =y'111(kuy) k2 (t—1) > 5 kz2ve(t—r7)
quand y—> 0 :
- ) !( )___ E \ 4 Dli‘l K] 4
(Do 3:;,~--\‘— — 5, L (. 0t,) + T Y (5, UT,)

1 o b [ k! ~
— L(E ot — le—3) dF 4+ = “o (t—). b (E vt — |o—E]) d=
bgp Gl — et dE 4 7 ) G0t — o) d
: t__l-"';‘ii
+9/’ dx 3 ve). 07 L, (K, ). de
2/, 9

Pour les dérivations par rapport a x, on obtient de méme

12) L}%:ﬂ%_%+@m—m4D%Wﬂdi
' Lot
v da . oo
+ 5 /. d;f Y o0, 1k, y). de
iy g'%)
| .
(13) » ; % — f Lot — o — &) O, \o—%|. dE

F R Go v 4 0.5 (G 0s)

1 s s
+%[ 3, G ol — |o—El) d=

S1

1 22 ko’ » -
+§'E/‘ 5 vt =) 4G ot — |z —E)ds

lz—% |

. 2
w2 s 81 . e
2/, 9%
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En portant les expressions (11) (13) dans (7) et en tenant compte
de (9), on obtient I’expression

(14) ./'n ; .Y (x, vb) :1 N Vg of — e — %)Y, o — 3. dk
0 ‘ ‘P 2 . i X

D’aprés les propriétés de l'expression 9,2

.l‘—§|, les deux membres
de (14) sont bien identiques. On a bien 1, % () dans les trois cas de la

figure (1), car & est respectivement entre les limites £, &, sur une de ces
limites ou en dehors d’elles. )

Il est facile d’éviter 'emploi d’expressions un peu délicates comme
x-—§ | il suffit pour cela de diviser en deux l'intervalle d’intégration ¢,,
£, soit (£..) et (x, £,). Les dérivations par rapport a la limite x font alors

0,2

A . - 1
apparaitre, au lieu du second membre de (14), directement (1,; ,0) .y (x, 01)
qui est identique au premier membre.

Sous la forme (1), 'identité est plus générale que (7) car elle s’applique
a des cas ol la courbe C n’est plus du type =g (¢). Considérons par
exemple les quatre cas de la figure (2) qui correspondent au premier
membre nul de identité (I). Dans le cas d) l'identité est évidente car les
limites ne dépendent plus de x, t et en vertu de (3). Dans le cas b) il est
aussi évident que 'on a zéro au premier membre; on pourrail en effet
retrancher I'identité correspondant & l'aire P B, B, de lidentité corres-
pondant a laire PA, A,; chacune d’elles correspond a4 1 au premier
membre, ¢t en les retranchant on trouve zéro. C’est la méme chose dans
le cas ¢) le point P étant dans un trou situé hors du domaine.

Pour vérifier que (1) est satisfaite avec zéro au premier membre, dans
le cas de la figure (2,), menons les langentes verticales a la courbe en M,
N. On a alors les deux arcs MA; N et MA, n qui sont séparément repré-
sentables sous la forme r =g (£). On considére alors le domaine
(pointillés + hachures) qui obéit a (1) avec 1 au premier membre; le
domaine pointillé seul obéit aussi a (1) avec 1 au premier membre. En
retranchant ces deux identités on a bien une identité appliquée au domaine
hachuré seul avec zéro au premier membre,

Dans toutes les figures considérées la dérivée de la courbe fermée variait
d’'une maniére continue le long du contour, mais on peut avoir des points
anguleux comme dans les figures (9), (10), (1'1‘) que nous étudions plus
loin; il est clair que rien n’est changé aux identités précédentes dans ces
conditions, car ce qui importe c’est ce qui se passe au voisinage immédiat
du point P. Le domaine limité par la courbe fermée peut aussi avoir des
points a Pinfini; il faut toutefois que les intégrales qui apparaissent dans
les calculs aient un sens pour pouvoir considérer de tels domaines.
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5

2d -
Fia, 2.

2. Identité relative au domaine compris dans l'angle supérieur des caracté-
ristiques.

Partons de lidentité (7) écrite pour une fonction y (r, — vt) et rem-
placens respectivement 7 et g (§) par u et h (§), soit

=%

e
o o—2 N3 Py 3 ‘U .-2'2’; . E °
S — o)==, =k (g f & S e 1, (). du
avec y = \/U’ (t—uy—@x—§&)

1
(15) 1/2

Changeons t en — f dans les deux membres de (15), puis posons u = — 7.
L’intégrale sur u qui allait de h(§) a — It+v—1|x—r-£‘] donne une
intégrale sur = qui est 4 prendre entre - h(§) et t + v |x —~{c‘|. Si on

désigne par ¢ (£) la nouvelle fonction — h (£) et si 'on fait disparaitre le
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signe (—-) devant I’intégrale provenant de du = —dr en permutant les
limites d’intégration, on obtient I’identité cherchée

\

v 3 g(3) .
s A& [ v, L. ds
N |e—%|
Lo ——

v

1
(|6) /2 b, '.!/ (.77, l)f):lv—’ Dzl_bgz —kl“J

y étant toujours donné par (2).

On voit que cette intégrale (16) est étendue a l'aire en pointillés des
figures 1., 1,, 1.. On peut donc aussi I’écrire sous la forme (1) étant bien
entendu que le domaine (S) n’est plus le domaine hachuré mais celui que
nous venons d’indiquer,

On notera que les transformations précédentes reviennent a faire glisser
la figure parallélement a ’axe des ordonnées, puis a prendre le symétrique
du domaine obtenu par rapport 4 ’axe des abscisses; c’est ce qu’indiquent
les figures 3., 3,, 3..

e A x ¥ AT

o . pooi
o 51“”52 o §1x§2
3a 3b 3¢

Fie 3.

3. Identités relatives aux domaines qui se trouvent dans les angles latéraux
des caractéristiques.

Partons de l'identité (7) ot I'on remplace k, par ik, et ot ’on permute
les variables x et vf. Posons de plus £ = vr et vr = £&. L’intégralion sur £
allait de &, a £,; la nouvelle intégration sur r va donc aller de £&,/v a
£,/v que nous désignerons respectivement par r, et 7,. L’ancienne inté-
gration sur = allait de g (vr) a v [x——v| t—rlj; la nouvelle intégration
sur £ va donc aller de [vg (v7)] a [x—v | t—rl].

Les transformations précédentes changent y en iy

a7 iy=1i\v (t—1) — (z=2) = V(-5 — 0* (t—2)
qui est donc réel dans l'intervalle considéré. Désignons simplement

par h(r) la fonction ».g (vr). On obtient alors I’identité suivante, en
tenant compte de I, (ik,.iy) = J, (ik, y), soit

2

1 . { v | 1]
(18) 1/» 3 Ve, 0l) = [0, — K : —-g/dr f V(o). d, ik, v). dt 2

ho(=) \
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Dans la figure (4) on a choisi comme axes ¢ et vr, au lieu de £ et .
Dans ce systéme de coordonnées les droites caractéristiques sont normales

FiG. 4.

I’'une sur 'autre et inclinées de 45° sur les axes. L.a permutation de x et
de vt, £ et vr correspond & une symétrie par rapport a la bissectrice du

premier quadrant.
La double intégrale de (18) est étendue a l’aire hachurée (S) de la

figure (5); on peut donc écrire (18) plus simplement sous la forme

(19) l/a 3 Y (x, 0b) = (07?0, — ', — k) ff Y (2 00). I (ik, 9). dE df «
(S

T
A £ =x-v(t-T)

Fia. 5.

En effectuant une symétrie par rapport a I’autre bissectrice des angles
formés par les axes de coordonnées, on obtient une formule analogue a (18)
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qui s’écrit

20 ) ) Y (r — -2 \8 2 .2 \ v 2 hrl l
(20) +f2 (e, o) =070, — 0, — k)] — dr [ 4G 00 d, (i, ). dE
o \ ) -)- N o :+u ‘I*~ )

L’intégrale de (20) est donc étendue A I'aire pointillée de la figure (5);
cette identité (20) peut encore s’écrire sous la forme (19) au changement
prés de Paire (S).

On peut aussi écrire une identité analogue a (19) mais avec (—wv/4)
au lieu de (—w/2), le domaine (S) étant la somme des aires hachurées et
pointillées de la figure (5). Cette identité s’obtient par addition des iden-
tités relatives a chacune des deux aires. On peut d’ailleurs I’obtenir a partir
de (1) appliguée aux aires hachurées et pointillées de la figure (1). Par
addition elles donment (fig. 1)

{ » ) )
(21) L / ol) == [0 — " — I \i./ /‘IL'I'dS'
: RRCRIEY )= ‘ P v]¢4 Ja+m !

Mais l'opérateur appliqué a toute I'aire limitée par la courbe fermée
(I-+ 11 + IIT + IV) donne zéro cen vertu de (3) et parce que les limites ne
dépendent pas de x. f; on a done

(22) 0= {202 a2  kz2| _/51/ I, dS

(I+11+4 HH-IV)

En retranchant (21) de (22) on obtient I'identité cherchée avec le
signe (—). L’opération est possible car I’expression I, (ko y) = J, (iky v)
reste réelle dans tous les angles des caractéristiques.

Il est intéressant de considérer la somme des domaines (IIT = IV). car
pour un nombre plus grand de variables d’espace (deux par exemple au
lieu de un) on a un cdne au lieu de deux droites cara(‘tensthueq et ces
domaines n’en forment plus qu’un.

4. Solutions de l'équation aux dérivées partielles quand on connait Y sur une
courbe C ainsi que ses dérivées suivant la conormale.

Nous allons voir que les identités précédentes donnent les solutions de
I’équation
(23) 12 0,2 — k2] .y (x,vt) = [ (x,vl)

Il suffit pour cela de dériver les intégrales des seconds membres, mais
les calculs sont conduits de maniére différente que lorsqu’il s’agissait de
vérifier I'identité (calculs qui ont permis de vérifier (14) ). On transforme
en effet les dérivations 9, et 9, en dérivations d: €t ). par rapport aux
variables £, r chaque fois que c’est nécessaire,

Partons de I’identité (7) ou I’intégrale double concerne l'aire (S) de la
figure (1). Calculons d’ahord les dérivées par rapport & r. Les limites &

t £. dépendent de x mais les dérivations par rapport a ces limites donnent
zéro a cause de (8) qui annule lintervalle d’intégration pour la variable r.
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L’opérateur 9, s’applique donc directement a l'intégrale sur r; on trans-
forme 9, en & et on retranche les termes supplémentaires qui s’introduisent
ainsi. On trouve alors en désignant simplement par { . } toute la paren-
thése de (7)

@92,)..

f f AE ', oo I (k,y). do

—5 7 e L g,

@) =g [ G o9l L) g G

-z

2/ d-/ 2 3 o). 1, (k, v). de
"

+ A L',-‘:Io(ko f)]e g()d"

S1
= e |
:)3 .Q(-.) X sJ() “\

Les indices ¢ correspondent aux valeurs prises sur la courbe C; les
indices 1 et 2 indiquent les valeurs aux points A, et A, d'intersection de la
courbe C avec les deux droites caractéristiques.

Pour les dérivations 9, par rapport au temps { on opére de méme; on
transforme 2, en 9. et on retranche les termes qui s’introduisent ainsi; puis
on intégre par parties sur =, ce qui donne

OYQ v 2 4 z z
(26) 0,;...5—:;2~[ YE, vl — | e —32])dk

et

1% 2y

. .
— 5 dz f v (5, v7). .0, (K, v). d=
2 gy g9@¢)

v %2 -
== é [ '.Le' ( 0 »c) d
/ d: / b (& or) I, (K, ). dr
2 (2)

| x—% |

27 ,g‘..’. 2/ d*/E VG we) L (K, v). ds

+2 [ L & o), L, K, ). dE
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En portant les expressions (25) et (27) dans (7) et en tenant compte
de (9), on obtient I'identité sous la forme désirée. On peut cependant lui
donner une forme beaucoup plus simple et beaucoup plus générale en
introduisant les cosinus directeurs n.,n. de la normale a la courbe C
et extérieure au domaine (S), soit : '

(28) n=-98 ne— ——1

TV +gn Vi1tg
On introduit de méme I’élément d’arc dl-de la courbe C d’équation r = g (&)
et I’élément d’aire ¢S qui ont pour expression

(29) dl=V\d# +dv'= di /1 + ¢g* ds = d¢ dr
Enfin pour simplifier encore I’écriture on introduit I’opérateur
(30) % =n: % —v'n.2.

d/dv est la dérivée suivanl une direction que nous appellerons la conor-
male, car elle est associée a la normale. Dans le systéme des coor-
données £, vr la conormale est symétrique de la normale par rapport a la
direction de ’axe des £ comme le montre la figure (6).

ﬁ"l/"l' >

Fic. 6.

Avec toutes ces notations et définitions, I’identité (7) prend la forme

’,/l, . (x, ot) :gf./(s.) 2 — 3 — K1Y G vo). I, (k, v). ds

o

D \ d"J , dlo (kn Y)Z
31 3 LG — e g2 a
1 )
+§ { "J\a+"!/t\-z i
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Dans la mesure ou les intégrales ont un sens, I'expression (31) est une
identité valable quelle que soit la fonction y. Mais si ¢ obéit a I’équa-
tion (23) on voit que (31) donne la solution de cette équation connaissant

d
le second membre f (x, vt) et les valeurs de y et —lp— sur la courbe C. La

dv
- - o s 2 . - 9e y e .
figure (7) montre que la conormale v est dirigée soit vers l'intérieur, soit
ﬁ
vers l’extérieur du domaine (S). Quand la normale n est perpendiculaire

—
aux caractéristiques, v est dirigé suivant la tangente a la courbe qui

limite le domaine. C’est ce qui se passe par exemple le long des carac-
téristiques.

— =
(0] g O £
7 a 7b
Fia. 7.

On obtient une formule identique a (31) avec 'aire en pointillés de la
figure (6) et la courbe C qui la limite vers le haut, sauf que (¢, + )
remplace (Y, + ¢a,).

‘Au lieu de partir de (7) on aurait pu opérer de la méme maniére sur
le second membre des identités (18) ou (20). En dirigeant les calculs
comme précédemment, on arrive a

ll, z v (s _—Bff I LIS C N X I - .
(.)/ y (x, v1) = 3 ) [o7* % g ]\‘ ] L (3, Uy). Jo (lko yl. ds

' v oLy dy d, (k) )
(32) —2 A ?Jo(lkon)dv ‘PT; dl

1
+g )+ g

pour (18) et pour (20) on obtient une expression identique sauf que
Yar T¢r, est remplacé par y., + yr,. La courbe C ayant pour équation
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& =h(r) dans (32) on a
) 1 — N —_
(33) n=——e—— n.=— —-—ﬂ— dl = dx \/l + h"
vV 1+h" vV 1 +h"

d/dv étant toujours donné par (30), Les formules (31), (32) sont encore
valables pour des courbes C quelconques.
Ce qu’il y a de remarquable dans (31), (32) c’est que les valeurs

d
de ¢ ou _dli— le long des caractéristiques n’interviennent pas; la raison de

ceci apparaitra clairement dans la démonstration du paragraphe suivant.

5. Démonstration plus générale et plus simple des expressions (31) et (32).
On prend comme point de départ le fait que I, (k,vy) obéit a ’équation

(34) fpd — 0 — k)L (k,v)=0

On peut donc multiplier par une fonction y (§, vr) et intégrer dans un

domaine fermé (S) limité par une courbe T' du plan des variables &, r, soit

(35) f/ YE o) [ = — KLk y). ds =0

Intégrons par parties sur les variables &, 7; pour 7 on a

f/ '!J- ‘Y‘r I. (IS — f/ ; a—. ["3’. DT Iol - [431 4‘) (‘\" Io) g\ dS
S
= [t a— /f(\ 1) (. 1). dS

On recommence la méme opération sur la nouvelle intégrale de surface
obtenue, ce qui donne pour (36)

@n -/l’(a*,'gn. I,,.ds+[n,. AL — 1), 4 dl

On obtient une expression analogue pour 'opérateur ?: | et en posant

d
dv

(36)

(38)

=n:x —ov’'n.

n: , n. étant les cosinus directeurs de la norma]e extérieure a la courbe;
I’identité (35) devient donc

39) f'/;l,[v"‘a’._— Yy LdS+/LI ———4—]d1_0

Cette identité (39) est valable pour un domaine fermé limité par une
courbe quelconque T, le sens de parcours sur I' étant le sens direct. Si on
lapplique au domaine hachuré de la figure 8., limité en partie par deux
branches de caractéristiques issues du point P (x,t), il est facile de
calculer la partie de l'intégrale curviligne concernant les droites. Le long

d 1 d \ d 1d

de A.P on a en effet =T dl et le long de PA, on a = rdl’



RECHERCHE DES SOLUTIONS DE I’EQUATION DES ONDES PLANES 241

\P P

Fia. 8,

I, (k,y) =1 dans les deux cas. On a donc a intégrer une différentielle
totale soit
1

U Ja,

P 1 Ay 1 '
(40) dy+o [ dy= 0, +u) -

En portant ceci dans (39), on obtient

o= / / I [0 o — % — k%] 4. dS
(41) “ S

v dy dl 1
2 @ __ L4 (L .
+2[[I°(1V ! dv]d1+2("\4+“b~‘\z)

ce qui est hien identique a (31).

. 1
Avec le domaine de la figure 8,, au lieu de (40) on a > (Yar— ¥r) :

on obtient donc (41) mais avec D) . ¥» au premier membre, ¢, disparaissant

au second membre. Enfin avec le domaine de la figure 8, on a (Y., — ¢u;)
au lieu de (40) et 'on constate que ¢ n’apparait pas.

On retrouverait de la méme maniére I'identité (32) correspondant aux
domaines situés dans les angles latéraux des caractéristiques. L’avantage
de ces démonstrations c’est qu’elles sont valables pour des courbes C
quelconques et qu’elles montrent pourquoi les valeurs de ¢ et de ses
dérivées n’apparaissent pas sur les caractéristiques.

16
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6. Courbe C formée de deux segments de droites issues du point (a,b) et
paralléles aux caractéristiques. (Fig. 9.)

AT
= ¢t x-&
p l=¢t-Z
td.
b—akt
B3 _xal N v
Z 2v
t+b, x-a
S5

[\ S £
0 ' ;c 2'1 ) AV (t-8) +X*a >
X+a&a Uy \\ ol £ 2 )+'_.
: [2 2(56)] .Lz 2]
T=b+ 2§
/o
Fie. 9.
Le lo-ng de AN, on a ‘: vr=vb + (a—§)
1 -1 —0v
g,(E_):—— l; — —/———— n, — ——
v \/ 1+ » \/ 1+ v*
d’ou :
1 —/— d
dl==\/1+ v* d- z_—l—(ag—r'm)
D dv 14 v
Si f (£, vr) est une fonction quelconque de ¢ et de vr, on a done
g9y (AN g _dLd_ 1,
(42) \dng Ldl v p f.
e opérateurs L= 1 4
ou encore entre opérateurs ——= b dl .

. , 1d
Le long de NB, on trouve de méme que l'on a dv v dl "
d df, d: 1 . d 1d
(43) <E>cd1_d_27_l;dfc soit E———l_)‘gi‘
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En tenant compte de ceci (31) devient

Y (@, vt>—2//f(5, vo). 1, (k, 7). dS

(M) _é (IdJ—{;dI”+ /§1¢u—;d12
-
*é?i’“ﬁ*’“s,

Comme on a
dyy) =1,.dy + ¢ .dl,
et comme y, = yz = 0, on en déduit

) (ot = f [ G oo 1, (k, v dS + fA Cydl, — _4 "yl
v, F vy — L)y

On voit qu’il suffit de connaitre les valeurs de ¢ sur les caractéristiques

issues de N et qu’il n’est pas nécessaire de connaitre les dérivées; c’est

assez naturel, car la dérivée suivant la conormale est précisément la

dérivée suivant les droitess NA ou NB; donc connaitre ¢ c’est aussi

connaitre cette dérivée.
Quand f (£, vr) = 0 on a simplement

N B )
46) 3 (e, un:/A ’. dIu—~[ vodl, + v, 44— (L),

Voici quelques exemples d’application de ces formules :

I. Cas ot f = 0. Premier eremple : k, est différent de zéro et on donne
les valeurs ¢ (v, x) =1 de ¢ (&, -r) = 1 sur deux caractéristiques issues de
I’origine des coordonnées, a, b = 0; -

(5) donne alors

- N B
Y (x, 0t) = Ll,] — LI,] + 2 — (I~
A N

mais (I), = (I)s = 1 et (IDx=1I, (k, /o' ' — x*)
d’ou
v@ot) = (I)x= Lk V0ot —a)
Deuzxiéme exemple : k, et f sont nuls. Puisque I, = 1 b formule (46)
prend la forme simple

(47) Up = Yu + Y — YN

On ne diminue pas la généralité du probléme en faisant a = b = 0, d’ou

xr — vt » — vt + ot t
48) v (x,vt) =y (” 2",—»“2">+¢<¥,“‘2”>—w00)

Sous cette derniére forme, on voit bien que ¢ (x, vt) est unc solution
de (0222~.92)y = ( et quand vt = % x, on voit que c’est bien une identité.
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Voici quelques exemples simples : I) On donne ¢ (r,x) =1 ; g (r,—2x) =
exp { — 2ikx }
la formule (48) donne la solution y (x, vt) = exp { ik (ot —x) }
2) On donne y (x,x) = exp { 2ikx) }; Y (x,—x) =1 On trouve ¢ =
exp { ik (vt + x)
3) On donne y (x,x) = e* cos kx; ¢ (x,-r) = e cos (kx) On trouve
¢ = exp [ikvt] . cos (k x)
On trouve donc respectivement des ondes qui se dirigent vers la droite,
vers la gauche et des ondes stationnaires,
II. Cus cu f est différent de zéro. On suppose que k, est nul,
On donne .
N ye,e)=1 ¢g@—x)=1
Si f était nul cela correspondrait a la solution ¢ = 1, mais si "on donne
(49) f (x, vt) = ik e**** 9,2 [ :c]
la formule (48) n’est plus valable et il faut employer la formule (45) avec
k, = 0, soit

(050) v (r,ol) = 2/1 [, o0 dédr + gy + gn— Un

“Pour calculer effectivement l'intégrale de (50) il faut considérer les deux
cas olt x > 0 et ot x < 0. Par exemple avec x > 0 on a

”

—
~

D v . kv e . .

= dz. ik e N |E|. d=

2 > >
o —e

car il suffit de prendre un intervalle infiniment petit de part et d’autre de
£ = 0. En vertu des propriétés de la fonction 3™ | £ | . on a

o

M L

. == =

2. kv f v et dr — eikvt] v — eifti—x __ 1.
2 .

Dans ces conditions (50) donne
(1) ’ o (x,vt) = e* ' =" pour x>0

Si lon avait pris x < 0, I'intégrale sur r dans (51) serait allée de 0 a

et 'on aurait trouvé

¢ (x,vt) =e* " +2  pour x <0

7. Courbe C formée de segments de droites paralléles aux axes de coor-
données (fig. 10).
La solution est donnée par (31) et on suppose que y obéit a I'équation
(52) (029,2—02—Xkg?] y = f (x, vt)
Pour P’intégrale curviligne le long de C on a trois cas a considérer. De
A, a A, on a dl = dr mais vr varie de vf — (r —a) a vf et il revient au
(r—a)

D

méme de prendre dr au lieu de— dr, Uintégration allant de zéro i —
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‘z».--

OiAj co
———
.X'—lr{t-e) a x b
10a 10 ¢
Fic. 10 :
On a aussi ni= — 1, n.=0,d/dv=—2; (M) tima =¥ 2 (£ ,07))i=« 2t pour
—une fonetion de y on a quuwalence —a, =13, -
l .
De A, a B, on a dl—dé etn. =—1, n: =0, = = v .. Pour une
Yy .
fonction de y on sait que o est équivalent 3 — 0, , enfin

-y, =1l¢. &, 0] _,

De B, 4 B, on a dl = dr et vr varie de vd a vt + (x — b) ; la dérivée nor-
male se réduit 4 : ; pour une fonction de y, . est équivalent a —- 2,

et ‘;DE 5’1) E=b = ('\l/r (& ’ UT:)] i=b"

En définitive on peut mettre (31) sous la forme

Y iz, o) = 5 f I [E 00, 1, (K, +). dS
=

»‘Qf LY G o)+ VG L
2/, / ; Ve
1

(33) t3p LG Gl - &
.
v v - /
+ 9 A ’ (lu ‘I’ €13 l") + 1‘ (-’ D7), Ias d=
+§$'1/ (@, vt —(x — a)] + ¥ [b, vt + (x — )]3‘

Pour les valeurs de 6 correspondant aux cas de figure (10), et (10)., on
modifiera certaines limites dans la formule (53). Par exemple pour (10),
la premiére intégrale sur 7 disparait et I'intégrale sur £ va de |2 —v(t---0) |
a b. Pour (10),., les deux intégrales sur r disparaissent et I'intégrale sur
¢ est 4 prendre entre les limites [x —v (t—6)] et [x + v (t —6)].

16*
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Dans le cas de la figure (11),, le point P est hors du domaine et I’on 2

1
zéro au premier membre de (31). Au second membre on a 5 (¥no — Yaz)

3

c‘ - : - S S
x Ol a b x+v(t-e) £
11a
Fia. 11,
-
T b P AT
| | :
_x-5)..1.. ] 1
¢ = |7 ¢l
! 1
' I
I _x-b| !
' b= 552
]
|
|
e\|...
. _
x £ a
Fi6. 12,
ou plus explicitement
(54) % { tb, vt + (x—>b] — vy [a, vt+(1:—a)]}
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Dans le cas de la figure (12), on a aussi zéro au premier membre de (31)

1
et 5 (Y1, — ¢¥m,) au second, soit

. ‘ 1 '
(565) 3 {¢[a,vt—(x—a)]—¢[b, vt—(x—b)]}
Dans le cas des figures (11), ou (12),, Punes des parties du contour disparait.

8. Solutions de ’équation pour des conditions aux limites portées par P'axe des
espaces : Probléme de conditions initiales ou Probléme de Cauchy.

C’est le cas de la figure (10), ot § = 0 et ot @ —>—-2,b— +

Le domaine (S) est alors toujours un triangle de sommet P (x, {) et de base
A (x—00t,0) ,A, (x +vt,0). (Fig. 13.)

0} x-uvt x x+vt”
Fie. 13.

La relation (33) prend la forme suivante, en posant E=x+ta

¢ vl <)
L (x vl)= gf dr ( f(r+ao, v1). 1, (k, 7). da
0 —0(f—z)

vl
(56) + % / 3 I, (k, v)- b (x+a,0) + ¥ (w+a,0).d, 1k, v, 2da
o —ul - )

+ —12—lb (z +0vt,0) + 4 (x — vt ())]

avec
(57) =Vl ——a =) _ =V
On retrouve donc avec (56) la solution archi-classique due 4 .Heaviside et

Poincaré, de l’équatidn des télégraphistes. On n’a plus 1, f , 0 au premier
membre, mais toujours un, parce que le point est toujours dans le domaine
possible qui est ici tout le demi-plan supérieur; on peut donc admettre
que la courhe fermée de nos paragraphes précédents est I'axe des £ et le
demi-cercle a l'infini du demi-plan supérieur,
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Quand k, = 0, on a la forme plus simple de solution

Y (w, o) = f dr /_.v(ifig%‘—ka, vt) da

+ ‘ﬁ/ Y, (w4a, 0) doe + [ (.L+Ut 0) 5% (xr — vt, ()):I

Ces expressions (56) et (58) donnent la solution ¢ (x, vt) de (52) dans
toutl le demi-plan supérieur quand on connait ¢ (x, 0) et ¢, (x,0) c’est-a-dire
¢ et sa dérivée temporelle pour ¢ = 0.

Exemples d’application de (56) el (58).

1. On donnc k.= 0, f (x,vt) =ik .exp [ikvl) .02 ]| x|

‘ J(r,0) = exp | -1k|1| ¥ (2, 0) ll\uexp|~711\|1*]
Tant que la base du triangle de la figure (13) ne contient pas £ = 0 on n’a
pas a s’occuper de l'intégrale double de (58); puis, suivant que x > 0 ou
< 0 on trouve )
¥ (x,vt) = exp |ik (vl —x)] ¥ (x,vl) = exp lik (vt + x) i
Cela correspond donc & une source placée a l'origine des coordonnées.
2. On donne

(58)

¢v(x,0) =1 quand a<x <D
v (x,0) =0 quand x < aoux >a
. (2,0) =0,f=0,k.=0;
(58) fournit la solution

1
¢ (x,ol) = 5 [¥ (@ —wvl,0) + ¢ (x+0l,0)]
d’oit les aspects successifs de la figure (14) pour des temps ¢ =0, t,, [,
croissants.
La figure (15) indique les domaines ou la fonclion ¢ (x, vl) est différente
x,— b

de zéro. En un point tel que x, I’ébranlement dure de¢ ¢, = =

[, = .1,,;(1 soit [, - [, = b_;_a ; c’est ce qui se passe dans un tuyau
indéfini dont une tranche gazeuse est maintenue comprimée puis aban-
donnée hrusquement a elle-méme; on a alors deux compressions qui se
propagent en sens inverse; mais on pourrait aussi bien -supposer que pour
[ <0 on avait deux ondes se dirigeant I'une vers I’autre-comme l'indique
le bas de la figure (14) ou t'. < t'; < 0.
3. On donne ¢ (x,0) = 0 9, (x,0) = kv. exp.} iv/k’_+_k‘o—- ac:
- * =0 mais k, différent de zéro.
(56) fournit la solution '

39) ¢ (x, vl‘)-— K \/k +k3 ./—‘v \/U . \/l.2+k

Par raison dantlsymétrie on voit que 9/9k, est nul. On peut donc faire
*ky, = 0 dans (59) ce qui donne alors sans difficulté

¢ 1o, b)) == exp : iVE + R, .ri . sin (kol)
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9. Formule permettant de remonter dans le passé d’une onde plane : Probléme
de Cauchy 3 l'envers. )

On obtient cette formule en considérant le domaine de la figure (16).

At
x+vt

0 Gkt

T
T v
Fre. 16.
Dans ce cas on a d/dv = — 100 et la formule (31) devient

o W L—-7)
Yir ol =g / d~ [ (2 v<) 1, (K, 7). da
~ -

v(f—=)

1 —vi | .
- (60) ~ 55 [; % Lok, 1) 4 (eda, O+ (4o, 0) 3, 1 (K, v) ; da

[y

+ 5[4 (x4t 0) + & (x—vt, 0)]

Cette formule est valable pour toutes les valeurs négatives de ¢, car le
domaine possible pour le point (x, #) est tout le demi-plan inférieur.

Exemple d’application de (60). 1. On donne ¢ (x,0) =e*", ¢, (x,0)
= ikve™ k,= f = 0; on trouve ¢ (xr, vf) = e**' 7",

On notera qu’il ne suffit pas de remplacer { par -— { dans la formule
(56), car on trouverait e’*V-*"; ceci serait normal puisque I'on n’obtient pas
¢ (r, vt) mais ¢ (x,—vi). _

II. Avec I'exemple de la figure (14) on trouve les ondes correspondant
aux deux cas de figure du bas avec ', et t’,.

10. Conditions aux limites portées par I’axe des temps : Probléme de Kirchhoff
ou probléme de conditions aux limites spatiales.

Quand on applique la formule (32) au domaine hachuré (S) de la
figure (17) le point P pouvant se trouver n'importe ol dans le demi-plan
£>0, 0on a

n.=0 n:=x—1 djidv=—2
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En posant B = v (f--7), la formule (32) devient, si ¢ obéit a (52)

£ - (z—E)
Y (@, o) = — & f @ f oL o803, G, ). ds

61) + 1) Va0 48) T, Gk, 1)+ 9 0,0048). 2, d, (ik, v, g ds
+ 0, vty + 9 (0, bt — )

3|

"UA

o &
t+v

Y

X
Fre. 17.

avec iy = iV —(x— &) = VE-£)y—¢ qui est réel dans le domaine eon-

sidéré et 1y, = (iy),_, = V #—5 : on a toujours un au premier

membre de (32) car t — z < ! <t +

b . Quand &k, =0 on a

S8

J.(0) =1 et (61) devient

1 &£ a4 — %)
g (e, vt) = — 5 / dz / f(E vt + B). ds
~Jo )

o — (r—%

(62) +1 f " 4,00, vt+8). ds

+%% ¥ (0,0t + x) + ¢(0,ut—-x)€

Ces expressions (61) et (62) sont les solutions cherchées de (52) quand
on connait le second membre et les valeurs y, y_ sur la limite x = 0.

Exemples. 1. On donne

=0 y@o)=0 g 000 = Vk'— Kk "
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(61) donne
v k(e B)

v (x, m:%Vk'.—'f’/ e (k,\/ o — g ds

—

-~

=TV, =R e / Cet (ka1 u')du

comme on connait la solution y (x, vt) = exp [kvt| .sin[x \/k‘,_’fk—’] on en
déduit que l'on a

) 1 /o — sin [ VA7 — 1]
(63 = / ey (b, e/ 1w du = o
) 2 —1 ( \/ ) I‘T \/ l\.zo . I\.i ]

2. On donne f =0; k, = 0, et

a) ¢ (0, vt) =exp [ikvt] V. (0,0t) = — ik exp |ikvt];
(62) donne ¢ (xr,vt) = exp |ik (vt —x)]
b) ¢ (0,vt) = exp [ikvt] v. (0, 0t) = ik exp {ikvt]);

(62) donne y (x,vt) = exp |ik (vt +x)|.
C’est une onde qui se dirige vers la gauche: il a done suffit de changer
le signe de y. (0, vf) pour que le sens de propagation soit inversé.

¢) ¢ (0,vt) = exp |ikvt] V. (0,0t1) = 0;
(62) donne ¢ (x,vt) = exp |ikvt] .cos (kx); c¢’est une onde stationnaire.
Remarque. — Pour obtenir y en un point P situé dans le demi-plan

£ < 0, il suffit de considérer le domaine (S) de la figure (18): la formule
(32) donne dans ce cas

1 ——) y
(64) 9 (e, 0D = — / " &[G ot + 8. 3, ik, 7 d8

o

_ 1) f : & (0,00 4+9). J, (ik, v) 4+ v (0,00 +8). 2, T (ik, v,) E ds
1 ' v j '
+ 5 ( ¥ (0, vt+x) 4+ ¢ (0.0 — )

AT

X
-




RECHERCHE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES ONDES PLANES 253

Cette formule (64) n’est en fait pas différente de (61); dans l’intégrale
double les deux limites sont inversées, ce qui ne change rien et dans I'inté-
grale simple, il y a un signe moins qui est compensé par la permutation des
limites.

11. Probléme mixte : Conditions aux limites portées par le demi-axe positif
des temps et le demi-axe positif des espaces. (Fig. 19.)
La formule (53) appliquée au domaine (S) de la figure 19 donne, avec
§=0,a=0,b=x+ vt

V (o, oty =1 / [ [ 09). 1, (k, ). dS

—

_gf v g Ik, ) b, + ¥ 0L (kv i d=

4

vt
(65) + 2% f : I (k) 90, 1 (k) d:

% b0 0l — )+ 4+ o) |

~-

B ol o Y

AT

3

:

-x O| (wt-nx (v‘t+:c)

Fic. 19.

Enfin la formule (39) appliquée au domaine (S’) de la figure 19, donne

v » : r
0=3 [ [ rG v Liky)ds
l_i'

_? ugl., (ko y) ¥, Good)— 9. 2, 1, (K, 7""\) &

2 o i=o0

f =0

1 S ’ bl ’ »
@) +gx [ LG v G+ L]

1 , , N
gy Y- 0) = (0, pl—s) |
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Par addition ou soustraction des formules (65) et (66) on voit que l’on fait
disparaitre soit y (0,0¢) soit y. (0,vt) car il y a 31, (kyy,) dans (65) et
— I, (k,y,) dans (66). y" = Vit —1)—(x + ¢) différe de y par le

changement de xen - - xr; on a vy ey = Y 1o - On peut donc obtenir la
solution ¢ (x, vl) connaissant

¥ (0, v1) quand { > () ! ou \ ¢ (0,01) quand { > 0
y(x,0) et ¢, (r,0) quand x>0 \ ( Yy, 0) et ¢, (x,0) quand x > 0

Il faut évidemment qu'il y ait compatibilité dans les données, soit
g (O0,0l) = ¢ (r.0) quand t = x = 0.
Retranchons par exemple (66) de (65), quand k, = 0, / = 0; on obtient
I'expression simple (quand vl > r) '
1 ot +

67) ¥ (x, v = o7l v, G0 dE + ¢ 0,0l-x)
& vl—s

+ é Y (e 4+ 0t,0) —y (vt — x, 0)

Tant que vt < x on a un probléme de Cauchy dont la solution est don-
née par la formule (58).

Exemple : ¥ (0, vt) = cos (kvt); ¢ (x,0) = cos (kx); i (x,0) =0
(67) fournit la solution

¥ (r, vl) = cos (ko) . cos (kx).

Remarque. — En utilisant les domaines de la figure (20), on aurait la
solution d’un probléme analogue au précédent, mais les roles des axes de
coordonnées seraient permutés,

Fi1a. 20.

12. Probléme mixte avec valeurs données pour xr = (0 et r = a,

Il 's’agit de délerminer ¢ au point P (r,vi) de la figure (21) ou t >0
et 0 < <<a. On donne les conditions initiales ¢ (x,0) et y, (x,0) et on
impose les valeurs de ¢ ou de ¢, pour r =0 el x = a.
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La solution de ce probléme est obtenue par la considération des domaines
limités par les trois cotés de la demi-bande infinie de largeur a et les carac-
téristiques issues des points P, P,, P’,, P,, P’,, ... etc. Les points P,, P/,
dont les abscisses sont ;

r ‘. W — ‘ e
x,,_,=2na --x x,=~2na+xz «,.,,=— 2nat+x) z,, = — (2na — x)

sont appelés les images d’ordre n du point P. Comme ces images sont situées
hors de la bande et que le point P est a l'intérieur, on a pour les divers

domaines
3 —3 N2 2 . v = .o
(68) ¥(x, o) =07 %, — 3, — k] 3 5 oz\;{pg;m)' I, (k, ). dS ;
v )
(69) T 12 [y 0. Lk, v) dS E
[ 2 Jou, N, a )
O= ... .. ... ....... | f—] ¢ (G0 I (K, ') dS {
2 Jou, N, a \
AvZ’

. e, .

_ vt-a

pt-(x+a)
'Uzt +x —2:1"*
ﬁ:Qa
vE-(Z+2a)"
-(2a+z) -(2a-x) - : N; -‘vt+x-&32i_x) (2a+x) (4a-x) &
x% x} x; 0| B Clo x, X, x3
Voo
(vt-x-2a) "(4a-x-vt)
Fia. 21.

En définitive les images sont disposées symétriquement par rapporf a
x =0 et x = a; en retranchant ou en ajoutant indéfiniment les équations
(69) a (68), on peut s’arranger pour faire disparaitre soit ¥, soit ¢,
sur les limites £ == 0 et x = a. On a donc en principe le résultat cherché.-
On pourrait aussi faire disparaitre ¢ pour x = 0 et y, pour x = a ou inver-
sement. )
Nous allons examiner de plus prés la forme de la solution quand k, = 0,
f=0. Quand t va en croissant a partir de t = 0, le point P s’éléve vers le
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haut et les points de réflexion des caractéristiques sur les limites, soit
M,, M,, M; ... N;, N,, N, ... sont en nombres croissants. Tant que 0 < vt < x
il n’y a pas de réflexion des caractéristiques et 1'on a un probléme de
Cauchy dont la solution est donnée par (58) ou [ = 0, soit

~

+v! . . 1 | . 2
¥, (G0) dz+ y (0 +0l,0)+ g xe—ot 0)}
—ut

2 )

Quand x < vt < (a—-x) et en se plagant dans le cas de la figure (21)
ou x < (a/2) on a une réflexion en M,. Il s’agit donc du probléme mixte du
type déja étudié et dont la solution est donnée par (67), soit

- 1
(0) ¢ (z,vl)= 5

N

- 1 vl . . 1 ~ , \ ) (
(71) o (e, 1) = T /;4 ¥, (3,0) dz+ 52 ¢ (vl+7, 0) — ¢ (vl — 2,0) :

+ ¢ (0,0l — x)
Quand (a— x) < vl < a, on est dans le cas de la figure (22), En retran-
chant les identités relatives aux domaines hachurés de I'identité relative au
domaine OMPNa, on obtient aisément

- 1 20—vt —u 1.
(72) ¢ (x, vt) = 5% ¥,(3.0)d: — 5 ; g (ot-2,M)+ ¢ 2a —ovl — x,0) i
- vl—ua -
Ty (0,0t —2x) + ¢ (a0l + r—a)}
vT
A
)
B oo P R
o ‘E. "‘E. ~
i vtz :
Vi+x-a
-x! e s P 2a-x
(o] vt-x 2a-vt-x| A &

Fra. 22,

Pour les valeurs de vt comprises entre a et 2a on est ramené aux trois cas
précédents, car la formule (47) donne immédiatement y¢,, soit '

(73) Y = Yy T ¥y — Yy

¥4, est ainsi relié a y, pour toutes les valeurs de x comprises entre 0 et a.
D’une maniére plus précise

(74) v (x,vl) = dog + Yy —y (@a—x, vl-—a)

et ¢y (a—x,vt — a) est relié aux conditions initiales el éventuellement a
Un, et ¢y, par les formules (70) (71) (72) o 'on remplace vl par (vt — a)
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et £ par (a—x); on a donc :
Quand a<vi<x+ a

1 vt—ux,0)

(75) 4 (@, 08) = oy + g — za—‘pf_(dg 0)d & — 2 § ﬁ—(¢: (2a — vt —x, 0)
quand (x + a) < vl < (2a——x)

1 aa+x—uvt
(76) b (x,01) = oy + gni — s — 55 [ ¥, (& ,00d

% ;.1,(2a—ac— vt,0) — y Ca+x— vi,O)%

{
quand (2a —1) < vt < 2a »
r—vyl4-2a
(77) Y (x,vt) = (Yo, — lllno) (Y — Yng) — 2 /zb_(g 0) d¢
+ 1 S ll,[w-{-vt—Qa,()] + ¢ [l‘.——l)t+2a,0] :

2|
On obtient ainsi de proche en proche y pour des valeurs croissantes de ni.
D’une maniére générale si 2na < vt < 2 (n + 1)a, P'application répétée de
(73) donne

Yp = (‘l’M] - l!/,\f-g) + (l,[/Mg - 1/1M4) +ooo o —V¥Mop, T (ll/Mzn)

+ (HbNx - ‘l’Nz) + (‘;’Nﬂ - S[/m) +.o.o.0+ (‘I’Nznq - SbN.'zn) + ‘I’Azn
On relie ensuite y.,, aux conditions initiales par des formules du type
(71) (72) (73) ou (76) (77) (78) ou vt est remplacé par (vl — 2na).

Dans le cas particuliérement important ou ¢ est nul aux limites x = 0
et x = a la formule (78) montre que la fonction ¢ (x,vt) est périodique
et de période 2a/v puisque chaque parenthése de (78) est nulle.

Exemples : On donne ¢ (x,0) ; ¢:(x,0) =0 ; y(0,0t) =y (a,vt) = 0.
Nous avons dit que dans ce cas le phénoméne était périodique dans le
temps et de période 2a/v; il suffit de déterminer ¢ entre 0 < vi{ < 2a et pour
cela on a les formules (71) a (78), soit

(78)

1 ,
0<vix ¥ (x, vt) = §{¢(x+vt,())+;’/(.r—vt,0)}

1
r<vt<<(a—zx) ¢ (x,vl) §{¢(x+vt,0)—¢(vt~~x,0)}

(a—zx) <vt<a ¢(x,vt) = — %{z/z(Qa—vt—x,O) +¢(vt—x,0)}

afvi<(x+a) vxvt)= — %{¢(2a——vt——x,()) +¢(vt—x,0)}

(x+a) <vi<(2a—=x)y (x,vt) = — %{¢(2a—x———vt,0)——¢(2a+x——-vt,0)}

2a—x) < vt < 2av¢ (x,vt) = %{.[/(.r + vt —2a,0) + ¢ (x—ovl + 2(1,0)}
— —_

17



258 , E. DURAND

On voit que dans tous les cas la solution est obtenue par la superposition
de deux ondes se propageant en sens inverse et qui se déduisent de v (x,0)

Yixop

Fia. 23.

par des décalages plus un changement de signe. Au temps [ = ( ces deux

1
ondes ont chacune la valeur 5 ¢ (r,0) pour 0 < x < a. Elles se prolongent
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par symétrie par rapport aux extrémités de 'intervalle jusqu’a x = 2a pour
I’onde allant vers la gauche et jusqu’a x = — a pour 'onde se propageant
vers la droite. La figure (23) montre ces ondes quand au temps { = 0 la
fonction donnée cst formée de deux segments rectilignes dissymétriques.
Comme le mouvement est périodique on peut dire que dans les instants
ultérieurs le mouvement continue a étre donné par la superposition de deux
ondes périodiques de période 2a/v se propageant en sens inverse. Le mou-
vement observé entre 0 et a se présente donc comme une portion d’onde
stationnaire indéfinie,

13. Solution des équations de I'’électromagnétisme quand les données ne dépen-
dent que du temps { et d’'une seule variable d’espace ..

1. Les équations de Maxwell. —- Les équations de Maxwell forment un
systeme d’équations aux dérivées partielles qui se raméne a ’équation des
ondes planes. Ce sont les identités 7, 16, 18, 20 ou k, = 0 qui sont intéres-
santes parce que I'opérateur différentiel se trouve en avant des signes d’inté-
gration; on peut alors le décomposer en un produit de deux opérateurs du
premier ordre, ce qui conduit directement aux opérateurs concernant les
équations du champ ou aux relations entre champs et potentiels.

Nous ne considérerons que le cas ol &, n sont des constantes, donc aussi

v= 1/ \/;Z = \/:/_= ; les équations de Maxwell s’écrivent alors
- = ] — )
rotE+ ZvtoaH=10 divH=10

(81) - e ad L=
rotH—Z-1p19,E =1 divE = p/e

— ) —

Quand les données i, p ne dépendent que de x et t on a des solutions E,
- .

H qui ne dépendent aussi que de ces variables; on a alors entre opérateurs

les équivalences
N s — - =
(82) grad = 9,.n rot =9,.[n X div = 9,.(n.

—>
ou n est le vecteur unitaire de la direction de l'axe des x (n,=1;
nu:nzzo). ‘ ’

Les équations reliant les champs aux potentiels et aux antipotentiels
s’écrivent

— > > - -
E=—¢'rot A —gradV —3, A

(83) —- - — —
H = plrot A —grad V' — 3, A’

Si la résolution des éqguations de Maxwell se rattache a I’équation des
ondes planes c’est que les potentiels et antipotentiels définis par (83) obéis-
sent aux équations

[p202, 32,V = p/e ' [p2oz, —02] V' =0
-

N -
o202, 02 ] A = pui oo =22, AV =0
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2. Solution des équations de Maxwell quand on connait les champs sur
le plan £ = 0 et les charges-courants pour £ > 0.
Nous partirons de I'identité (19) ou k, = 0, appliquée au domaine (S)
. —
de la figure (17) el aux trois composantes d’un vecteur quelconque b (x, 1),

soit

P

¢$_.~..

84) ;g(x,vt):[v'zaz,wﬂﬁ]g f d¢ [ R, vo.ds|

= )

S B AR e .
= [1-2 02, — 2| S——Q./v[do(i,m).dsg

Les dérivations des intégrales par rapport a { ou a x donnent

(85) L,/f.;lo &, vr) ds_ffxf W E,or)dS= //

H——

(86) \//A;(.a,v-)ds_ f dé. 1»(5,01-)(1—

I‘*g

bt.}b(f vt)

v

_f df(——tc)f«&gf—*‘ OJ:dE '/[:a[;:zj-l:](e,ﬂdf

- f /s. ; ‘\’T g(z.,a ¢S+ /l; Z}T(O’ v s

. —
En multipliant (86) scalairement ou vectoriellement par n on en déduit

d’aprés (82) que l'on a

(87) rotfld%d5=f£3rot.ﬂ9§(,)ds+/ 2] o d=

o ds+f(n ) (09 d=

(88) div. f/-fde—-//Sdleb
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- — -

En tenant compte de —- 8,9, = rot rot — grad div et de (85) (87) (88), l'iden-
tité (84) devient

a
-
v

- —)-\ D —> —> 1)} —> -
Qo (ac,vt):rot?—affrot.% dS—(—)f‘[nx.l.]m,f) dr

t——
v

a2
-+ —
v

’ —> S v y e 1)) — >
(89) —grad ) — 3 / [ div o dS — 3 [ , (0 Vs
Ly by !
+ D (‘l { — :—2 '/‘v/s4 ( D (\r L{) \‘QE, 9 dS %
-

D’autre part en écrivant (86) pour un autre vecteur $B et en lui appli-
quant 'opérateur »-'3,, on obtient

(90) :—rotff - B g_z‘__)ds+u- ffnoth ds

En additionnant (89) et (90) multipliée par v/2, il vient

tA_

(91) flo(ac vt)_rot)2ff rot.;lo+v EB dS4— fnx Q] (o, dt

ax
1=

v

+grad§2/‘/dlv A. dS + (; T)( ,-)d‘r»

tJ__
-1 —1 Y
\,,,)/f ot B — 073, .0 d%+2/[n‘ LR]d.\
-
Pour appliquer cette identité aux équations de Maxwell, on remplace

— - — - - —

d’abord j, par E et 6;2, par Z H puis Jb par H et 3 par — Z-' E; on obtient

17*
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alors deux expressions identiques a (83), a4 condition de poser

.//}@+/ﬂmmm§

*
14—

X: 3 ./1/~1d§+u'/‘[_> m(o,:)drg

—

v
2

1)} ’.,_> —>
92) V=— 3 / (n. H) 0.y dr
Sz
> v oo
A=§s [n X E],-dr

Les équations (83) et (92) donnent la solution de notre probléme.

En fait, ce probléme n’est pas posé d’une maniére intéressante car les
données ne sont pas indépendantes. En effet les champs sur la limite £ = 0
dépendent des sources situées dans la région £ > 0. Cette difficulté ne se
présente pas quand i et p sont partout nuls pour £ > 0 car alors les champs
£ = 0 sont équivalents aux sources situées a gauche de ce plan. Dans ce cas,
en effectuant les dérivations de (83) sur les expressions (92), on obtient

—
E (x,vt) = ;5 {E(O vt +x) + F 0, Ut——x)}
7 = -
+ D) n X {H(O,Ul + x) ——H(O, vt—r)}
93)
- 1 - -
H (x, vt) = 5 {H(O,vt + x) + H (0, vt—x‘)}
7> - -
——5n X {E(O,vt + x) v—E(O,vt——r)'}
3. Solutions des équations de Maxwell pour des conditions initiales
déterminées.
On part de I'identité (7) ou k, = 0 et on 'applique a chacune des com-

ﬁ
posantes d’un vecteur A soit

(it -x)

¢
[p-202, — 02,] 312—)/(11 I(_w—f—z,vr) da %
[

— v (t—r)

= [p202, —-02,] gg/»/; I))(g , UT) dSi

I'intégrale double étant étendue a l’aire triangulaire de la figure (13).

]

(94) ?R:(x, vt)
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- -
Comme on a entre opérateurs — 9,0, = rot rot — grad div on peut écrire (94)
sous la forme

(95) Fb (x, vt)__rot ff rot A)% grad 2//
B \u 1

' // ‘zb dS—i-‘) Jla(w+a,0)da<

g 4 —ut )

— -
En appliquant 'opérateur v-'9, rot a {} et en remplacant le vecteur Jo

div. Jlog(; o

N
par un autre vecteur %, on obtient I'identité

o = (v VL N B v
(9()) I‘Ot§§/v/s"v L‘g())%(z”) db +§[ut%(w+a,0) da '
2// %rot é(; T)dS%=O

En additionnant (95) ct (96) on aboutit a4 I'identité cherchée

.V{T(J), vl) = 1'_(;{ ;%f./; ; ;(:t;l: + v D,-:% s @ dS +; _g?) (x + «, 0) d'z
v Vs T
E /_/S- ( div ..?{9

l)f;f// Q0 rot.ﬁ% l Rg(ac+a,())da

-ﬁ
En remplacant les vecteurs .Ro et B par les champs et en tenant compte

des équations de Maxwell, on obtient les équations (83), a condition de
poser

ds !

7) — grad RLLE

v/ . .
:—Zflpds V=0

98) _>=——//- i dS+ E(.’l:+a, 0) da
—uvt

1
-3 _vIt{ (@+e 0) da

>y
I
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.9
Quand p=1i=0, (83) et (98) donnent

N _’=%§_E(ac+vt,0)+_ﬁ(w—vt.0)§

Z (— - ->
—;; n X |Hx + 0t,0) — H (x — ot, O,)%
_’
99) ﬁ:%ﬂ@+mm+ﬁ@—mmg
Z |

2ﬁxﬁ@+mm—fm—mmw

On trouvera un exemple d’application de I'identité (7) avec k, différent de
zéro dans un article de I'auteur concernant les solutions des équations de
I’électron de Dirac pour des conditions initiales déterminées (Journal de
Physique, 1954).




