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Sur certains Systémes Infinis d’Equations
Linéaires (I)

par Jear COMBES

1. Introduction. — Dans des articles antérieurs ([2], [3])* consacrés aux
dérivées successives des fonctions analytiques, j’ai utilisé la méthode des
systemes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues. La résolution de
problémes du type d’ABEL-GONTCHAROFF** équivaut a la résolution de sys-
témes de cette forme, mais particuliérement simples parce que, dans la
matrice a une infinité de lignes et de colonnes constituée par les coefficients,
tous les éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont nuls, tan-
dis que ceux de la diagonale principale sont égaux a 1. De tels systémes
seront dits friangulaires réguliers. C’est a eux qu’est consacré cet article. Ils
possédent les propriétés suivantes

a) si les seconds membres sont « assez petits », il existe une seule solu-
tion qui soit « petite »;

b) en particulier les solutions d’un systéme homogéne ne peuvent étre
« trop petites » sans se réduire a la solution banale. ’

J’avais établi et utilisé ces résultats dans des cas particuliers; j’en donne
ici un exposé systématique. Les mémes idées se trouvent, avec une présen-
tation différente, dans un article antérieur de P. Davis [4], auquel il sera
souvent référé, L’auteur y exprime la propriété b) ci-dessus en disant que
le systéme posséde une restriction positive; il caractérise aussi les systeé-
mes possédant une restriction semi-positive, ou une restriction non-nulle, en
étudiant si un systéme quelconque se raméne ou non a un systéme triangu-
laire régulier.

La partie (I) de cet article concerne ’étude générale des systémes trian-
‘gulaires réguliers. Aprés avoir établi les propriétés a) et b), je rappelle cer-
tains résultats de E. BoreL et G. PoLya sur l'existence des solutions d’un
systéme infini d’équations linéaires; pour que l’exposé soit complet, j’en
donne une démonstration, en me limitant, pour le théoréme de Pélya, au seul
cas que j’aurai a utiliser.

La partie (II), qui sera publiée dans le prochain tome de la méme revue,
contient diverses applications, notamment la démonstration de résultats
classiques ou nouveaux sur les dérivées successives des fonctions analyti-

* Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie placée en fin de Dl’article.
** Recherche de fonctions f(z), holomorphes pour |z| < R, et satisfaisant a la suite de
conditions f™ (z,) = b, (n =0, 1,2 ...; z, et b, donnés).
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gues, et la démonstration de résultats analogues sur les restes successifs des
séries de Taylor. Pour les thécrémes connus qui sont redémontrés, la
méthode employée ne donne pas toujours les résultats les meilleurs, que
fournissent des techniques particuliéres plus poussées. Mais il m’a semblé
qu’il n’était pas inintéressant de montrer qu'un grand nombre de théore-

mes d’unicité peuvent étre groupés comme conséquences communes d’une
propriété simple et générale.

2. Systémes triangulaires réguliers. — Soit le systéme
1) Ea“ x; =y, (i=12,...n...)

J=t
les coefficients a,;, les seconds membres y;, les inconnues x; étant réels ou
complexes. On peut I’écrire plus simplement AX =Y, A désignant la
matrice (a;;), X et Y les vecteurs représentés par les matrices a une
colonne (x;) et (y.). X et Y sont des éléments de I’espace vectoriel E des
suites de nombres complexes (espace vectoriel sur le corps des complexes,
avec les opérations ordinaires), Chacune des équations scalaires du sys-
téme (1) peut aussi s’écrire de fagon condensée. Si A, désigne la matrice a
une ligne formée de la i" ligne de A, la i™* équation s’écrit A; X = y;, en
confondant une matrice a une ligne et une colonne et son unique élément.
Les plus simples des systémes (1) sont ceux pour lesquels a;; = 0 pour
7 > i. Si on suppose de plus les a;; non nuls, on a un systéme récurrent, o
les inconnues se calculent de preche en pfoche. Tous les éléments de A
situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls.

Nous considérons ici — et nous leur réserverons le nom de systémes
triangulaires — les systémes pour lesquels a,; = 0 pour j < i. Lorsque, en
plus tous les a;, seront différents de 0, nous dirons qu’on a affaire a un
systéme triangulaire régulier. Sans nuire a la généralité, on pourra suppo-
ser les a;; égaux a 1. Les matrices correspondantes seront aussi dites frian-
gulaires, ou triangulaires réguliéres.

3. Matrices triangulaires. — Parmi les matrices a une infinité de lignes et
de colonnes, les matrices triangulaires ont des propriétés particulierement
simples; et c’est pour cette raison que ’étude des systémes triangulaires est
plus facile que celle des systémes linéaires généraux.

Le produit de deux matrices triangulaires existe toujours, et on voit
immédiatement qu’il est encore triangulaire; la multiplication des matrices
triangulaires est associative (cela résulte du fait que les calculs a effectuer
pour déterminer un élément des matrices produits ne font intervenir que
des sommes finies, et non des séries; et ces propriétés seraient encorce
vraies si, par exemple, on supposait sculement que les matrices sont &
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colonnes finies, chaque colonne ne contenant qu’un nombre fini d’éléments
non nuls, nombre variable avec la colonne).

Si A = (a;;) et B = (b;;) sont triangulaires, et si C = AB = (¢;;), on a :
¢ = a;; by, de sorte que le produit de deux matrices triangulaires régulieé-
res est une matrice triangulaire réguliére; si les a,; et les b,; sont égaux a 1,
il en est de méme des c¢;;; sous cette hypothése, notons encore que, si A et B
ont tous leurs éléments positifs ou nuls, on a, pour j > i, ¢;; > a;; + by,
d’aprés la formule méme qui donne c;,.

Enfin la propriété des matrices friangulaires réguliéres qui jouera un
role fondamental est la suivante : une telle matrice A posséde une matrice
inverse d gauche unigue B, dont les éléments se calculent par la résolution
de systémes récurrents; B esf aussi inverse d droile, et c’est une matrice
triangulaire réguliére, Nous supposerons toujours les a;; égaux a 1. Les élé-
ments de la premieére ligne de B sont fournis par :

2 b,=1, b,a, + b,=0, ..., b,a, + b,a;, + ..+ b;=0. ...,
les éléments de la i*™ par : )
) b,=b,=... = b.‘,ikl =0, b,=1, b, a;,, + bi,i—H =0, ...

Si A n’était pas réguliére, on ne pourrait déterminer B.

Observons que, si on supprime dans A les (i— 1) premiéres lignes et
colonnes, et qu’'on cherche I'inverse &4 gauche de la matrice ainsi obtenue, la
premiére ligne sera précisément formée de b;,, b, .+, ... Pour le systéme (1)
lui-méme, il est évident qu’on sait le résoudre si on sait résoudre le systéme
formé par (1) privé des (i— 1) premiéres équations.

D’autre part il est important de noter que, si on désigne par I la matrice
infinie unité, par A", B™, I'"” les matrices tronquées obtenues en suppri-
mant dans A, B, I les lignes et les colonnes de rang supérieur a n, on
a, d’aprés les relations qui donnent les b, , B™® A® =1® 1l en
résulte A® B® = I, et par suite AB = 1. B est aussi inverse a droite.

On savait qu’il devait bien en étre ainsi en vertu de ’associativité de la
multiplication des matrices triangulaires (cf, par exemple R. CookE, [6],
chap. II); de plus B est la seule matrice triangulaire, ou méme seulement a
colonnes finies, qui soit inverse de A a droite. Il n’est pas exclu que A pos-
séde une infinité d’autres inverses a droite E pour lesquelles le produit
BAB n’est pas associatif,

Notons enfin, relativement a Pexistence et a Uassociativité d’un produit
fini de matrices quelconques, les propriétés suivantes. Soit A, B, ... L une
suite finie de matrices quelconques, dont toutes ou certaines admettent une
infinité de lignes, ou une infinité de colonnes, ou une infinité de lignes et de
colonnes, aucune ligne ni colonne n’ayant tous ses éléments nuls.

1. Supposons que toutes les matrices aient leurs éléments positifs ou
nuls, et que 'un des produits AB ... L, obtenu en associant les matrices de
facon quelconque sans changer leur ordre, cxiste, Alors tous les produits
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analogues existent et sont égaux, et seront tous notés AB ... L. Tous les pro-
duits partiels formés avec des matrices consécutives existent.

2. Supposons les éléments quelconques. Soient A’, B’, ... L’ les matrices
obtenues en remplagant dans A, B, ... L chaque élément par son module. Si
A’B’ ... L existe, tous les produits formés avec A, B... L, associés de facon
quelconque mais laissés dans I'ordre, existent et sont égaux; on les notera
AB ... L.

Cela résulte des propriétés des séries multiples absolument conver-
gentes.

4. Calcul et majoration des b,;. — Soit A une matrice triangulaire régu-
liere. La détermination de la matrice B inverse a gauche peut se faire par
les relations (2), (3), qui traduisent BA = 1.

On peut aussi déterminer les j éléments non identiquement nuls de la
J" colonne de B par les relations ci-dessous, que fournit la j™ colonne du

produit AB=1: .
b, =1, b, ; + b, ap,.,;,=0, .., b,+a,b,, +..+a,;b,, =0.
Remarquons que b;; est la valeur de l'inconnue x; lorsqu’on réduit le
systéme (1) aux n premiéres équations et n premiéres inconnues (n quelcon-

que supérieur ou égal a i et j) et qu'on prend des seconds membres tous
nuls sauf y; = 1.

Enfin les b;; peuvent s’exprimer par des déterminants, par exemple :

0 a, .. a,; a, ... a,;

01 ... aq, 1 ... a,
b= | S = (=1t

10 R | 0...aj_,_j

Nous serons amenés dans la suite, pour énoncer des résultats simples,
a utiliser des majorations des modules des b;;. En voici une. Les relations
(2) qui fournissent les éléments de la premiére ligne de B montrent immé-
diatement que |bv1,-| < B, la suite B, étant donnée par le systéme récurrent

@) =1, b= e Bo=auls - B =la,| 8 + lay] B +. ..+ la,_,,] 6.
Pour les éléments de la i™° ligne on pourrait opérer de facon semblable;
mais, si on compare les relations qui les fournissent : b, =1,
biia;, .y + by, =0, ... 4 celles qui donnent les 8, soit :

By = (..) + !‘a,-_ﬁ]\ﬂi,

B;

.bijlg 5

La condition « ;% 0 pour tout i » sera certainement vérifiée si la pre-
miére ligne de A ne comporte aucun élément nul, puisqu’alors 8; > |a,,-}.

Cette majoration, qui fait intervenir seulement les modules des a;;, vaut
pour les inverses B de toutes les matrices A dont les différents éléments ont

... on voit que, si B, %0,
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des modules donnés, c’est-a-dire qui correspondent & la méme matrice A’.
Observons d’ailleurs que 8; est la valeur qu’aurait b,; si dans A, pour j > i,
les a;; étaient < 0. Parmi toutes les matrices A dont les éléments ont des
modules fixés, il y en a une, 21 — A’, pour laquelle chaque coefficient b;; de
Pinverse atteint son module maximum, les b,; étant alors tous > 0.

5. Propriété des petites solutions. — Soit A une matrice triangulaire régu-
liére, dont les a,; sont égaux a 1, et soit un couple de vecteurs X, Y vérifiant
I'égalité AX =Y.

En multipliant a gauche par I'inverse a gauche B, on en déduit X = BY
lorsque ce calcul est légitime.

On a aisément une condition suffisante trés simple pour qu’il en soit
ainsi : en utilisant les remarques et les notations de la fin du paragraphe 3,
on voit® qu’il suffit que B’A’X’ existe. Dans ce cas B’Y’ existe, puisque les
éléments de Y’ sont majorés par ceux de A’X’. Donc :
si AX =Y ef si BA’X’ existe, X = BY et B’Y’ existe.

En particulier, pour le systéme homogeéne, si AX = 0 ef si B'A’X’ existe,
nécessairement X = 0, C’est 1a la source d’un grand nombre de théorémes
d’unicité.

REMARQUES. — 1) X = BY se traduit par les formules de Cramer
wpe= Wby
J=i

2) Le résultat précédent sera souvent utilisé sous la forme suivante
st on a AX =Y et X BY, — en particulier si X est une solution de AX = 0
autre que la solution banale X = 0 —, nécessairement B’A’X’ n’existe pas,
c’est-a-dire que 'une au moins des séries

® i
(Z ' b a,
k=i

) Y

Dans le cas du systéme homogéne AX = (0, on peut méme affirmer que,
pour une solution X £ 0, une infinité de séries (b) divergent, Si en effet tou-
tes les séries a partir de i = n étaient convergentes, il suffirait de considérer
le systéme (1) privé des (n— 1) premiéres équations. Les inconnues x, et
suivantes seraient nulles, donc aussi x, ... . ;.

Dans les applications, la propriété obtenue — divergence d’au moins une
des séries (b) — sera utilisée soit, si c’est possible, en calculant exactement
le coefficient de |x,-|, soit en le majorant. Par exemple si, dans la j*° colonne
de la matrice B’A’, le plus grand élément au-dessus de la diagonale princi-
pale vaut M, on peut écrire :

X

> diverge (i=1, 2, ...).

[ x; | diverge,

* Les choses sont ici plus simples : on n’a pas a supposer que les coordonnées de X
(lignes de la matrice X) sont différentes de 0.

17*
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Ou encore, observons que si, dans A, pour j > i, on a a;; < 0, les b;; sont
> 0. B=DB, A=2I—A’, et AB=BA=1 donne BA’=A'B'=2B—1.
Le coefficient de |x,t dans la i"™* série (5) est donc 2b,;, pour j > i. D’aprés
la remarque finale du paragraphe 4, pour toutes les matrices A dont les élé-
ments ont des modules donnés, on peut majorer le coefficient de Ix,l dans
(5) par 2b,;, calculé pour Uinverse de la matrice 21 — A’. Si on suppose, —
ce qui sera réalisé dans les applications que nous traiterons —, que les g8,
précédemment introduits sont tous s 0, on voit qu’on peut écrire :

3B, |x)| diverge.

Dans tous les cas, de la connaissance des a;; ou d’hypothéses faites sur
eux, on déduira des propriétés des b,;, donc des coefficients des séries (5),
et il en résultera qu'une solution de AX = Y autre que la solution de Cramer
ne peut étre « trop petite », puisqu’elle doit assurer la divergence d’au moins
une série (5).

3) Remarquons enfin que les résultats précédents peuvent étre remplacés

par d’autres plus précis, mais dont, pratiquement, P'application effective
ne sera pas toujours facile,

Supposons Uégalité AX = Y wvérifiée. Considérons les p premiéres équa-
tions scalaires, et éliminons x.,, ... x,, ce qu'on obtient en additionnant les
équations apres multiplication respective par b,,, ... b,,. On a :

=%

(6) Z x;(bya; + ... +b,a)=>b,y + ... +b,y,— .

J=p+1
Notant £, le premier membre de (6), on voit que x, est donné par la formule
de Cramer si et seulement si ¢, > 0 lorsque p — «. Dans le cas du systéme
homogéne, on pourra méme affirmer que x, = 0 dés qu’on aura reconnu
qu’une suite partielle de £, — 0. De la méme facon, x; est donné par la for-
mule de Cramer si et seulement si

e i+p—1
. \ \ Y
g, = L x; ( Z b, a,v.) — 0 lorsque p - oo.
J=p+i k=i

Done, pour une solution autre que celle de Cramer, il n’est pas possible
que, pour chaque i, ¢, > 0 quand p — .

Nous donnerons dans la partie (II) un exemple dans lequel, ayant cal-
culé exactement les b;;, nous utiliserons cette propriété. Si on se contente
de majorer \é,-p| par le reste de la i™ série (5) calculé a partir du terme de
rang j = p + i, on revient aux conditions déja données.

6. Sclution de Cramer.

Nous avons jusqu’a présent supposé le systéme
(1) vérifié par un couple X, Y. Le probléme important qui se pose est évi-
demment de résoudre le systéme lorsque le second membre Y est donné.



SYSTEMES INFINIS TRIANGULAIRES 261

Dans le cas du systéme triangulaire régulier, les résultats déja obtenus
apportent une réponse partielle en prouvant que, si les coordonnées de Y
sont « assez petites », on peut former une solution.

Soit en effet Y tel que BY existe. BY est un certain vecteur X. X est-il
solution de (1), c’est-a-dire I'égalité BY = X entraine-t-elle Y = AX?

Il suffit pour qu’il en soit ainsi que A’B’Y’ existe (ce qui implique I’exis-
tence de BY), et alors A’X’ existe. Finalement, si Y donné est tel que A’B’Y’
existe, Véquation AX = Y admet au moins la solution de Cramer X = BY,
et pour cette solution A’X’ eriste.

Comme ci-dessus on peut énoncer des conditions plus précises. Y étant
donné tel que BY existe, posons BY = X. Pour que X vérifie la premiére
équation de (1), c’est-a-dire que y, = Za,; x; il faut et suffit que

J

Ny = E yi(a, b, + ... + a,b,) — 0lorsque p - .
J=p+1 ’
Et de méme pour les autres équations, avec les quantités analogues 7,,.
Pratiquement, on utilisera souvent la condition trés simple : A’B’Y’
existe. En restreignant encore Y, on obtient d’autres résultats. Par exemple :
si B’A’B’Y’ existe, le systéme aamet la solution de Cramer X = BY; pour
cette solution B’A’X’ existe, et c’est la seule ayant cette propriété.

L’existence de A’B’Y’ signifie que toutes les séries
* J

AN

Y; l KZ

k=i

@ Y
J=

Pour I’exprimer, ou bien on calcule exactement le coefficient de Iy,', ou bien

on le majore, comme on I’a fait au paragraphe 5.

Par exemple, si, dans la j*™ colonne de la matrice triangulaire A’B’, le

plus grand élément au-dessus de la diagonale principale vaut N, la conver-
gence de 3 N; nyl implique Uexistence de A’B’Y’ (01_1 ferait de méme, en con-
sidérant la matrice B’A’B’, pour obtenir une condition impliquant D’exis-
tence de B’A’B’Y’).
Gu encore, comme plus haut, on majore le coefficient de !y,-, dans la
série (7) par 2b,;, calculé pour I'inverse de la matrice 21 — A’. Si les B
sont tous 0, la convergence de 3, |y,-| implique lUexistence de A’B’Y’.
Sous la méme hypothése, on voit aisément que la convergence de 2j,8,»|y,g
implique Ueristence de B’A’B’Y’ (on remplace A par 21— A’; pour cette
nouvelle matrice A, B =B, A’B’=2B—1, un élément quelconque de la
matrice B’A’B” est majoré par I'élément homologue de 2B?; or

aik bl:j

> sont convergentes (i = 1. 2, ...).

me

i

J

\! 'i@k .E g
‘,\,_‘b,-,‘bh.i_] ~?3—X§3‘:J[ .
A-:i [} 1
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Dans l'article de P. Davis [4] est introduite dés le début I’hypothese
Ia.-,-l < ¢(i) @(j) pour j > i. Les résultats obtenus peuvent étre appliqués a
un systéme triangulaire régulier quelconque, en prenant ¢(i) constant et
égal a1, et p(j) égal au plus grand élément au-dessus de la diagonale princi-
pale dans la j™° colonne de A’. De nombreux résultats sont donnés concer-
nant les systémes homogénes ou les systémes avec second membre. Ils
découlent de I'inégalité suivante, qu’on établit facilement par récurrence :

j—i—1

pourj>i: (b1 <+ () [ (1 ritmec+m)
n=1

(il suffit d’utiliser les formules (3) ; II est remplacé par 1 si j =1+ 1).

Le double du second membre majore donc les coefficients de lx,l dans
(5) et de Iy,-l dans (7).

7. Autres solutions. — Soit le systéeme AX = Y ou A est triangulaire régu-
liere, les a;, étant égaux a 1. Supposons «’abord Y = 0. La solution banale
X = 0 est la seule solution petite; mais le systéme peut n’admettre aucune
autre solution, ou en admettre une infinité.

Par exemple, si a; =1 pour j>i, X =0 est 'unique solution; si

K
«a;; = —1 pour j > i, la solution générale est x; = 55 ou K est arbitraire;

si @+ = ¢, pour n >0, la fonction 1 + ¢;t + ... + ¢, t" + ... étant holomor-
phe pour lt < R < ®» et admettant une infinité de zéros ¢,, 4 chaque zéro i,
-correspond la solution x; = k ¥/,.

Il en résulte que, dans le cas général Y 50, le systéme pourra étre
impossible, avoir une seule solution ou en avoir une infinité (cf. aussi [1]
et les références qui y sont données).

Pour établir I’existence de solutions pour certains systémes infinis d’équa-
tions linéaires, E. BOREL a employé dans sa thése une méthode intéressante,
basée sur la formation préalable de solutions approchées. Sa méthode, expo-
sée de facon générale, donne le résultat suivant.

Soit un systéme (1) quelconque AX =Y (nous ne le supposons pas ici
triangulaire). Supposons qu’ait lieu la propriété suivante des coefficients
a;; :

(8) pour chaque entier positif n, on peut trouver un vecteur X tel que
A’, X’ n’existe pas, tandis que, si n > 1, A’ X’ existe pour i < n’.

Quel que soit Y, le systéme peut alors étre résolu de facon approchée,
avec la précision que Uon veut.

C’est-a-dire que, Y et une suite arbitraire de nombres ¢; > 0 étant donnés,
on peut trouver un vecteur X tél que lAiX — y.»] < &; pour tout i.

On part de X, tel que A’,X’; n'existe pas. On modifie les arguments de

* Les notations sont celles des paragraphes 2 et 3 : A, est la matrice 4 une ligne for-

mée de la i*™e ligne de A, A’, s’obtient en remplacant dans A, chaque élément par son
module.
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ses coordonnées x; de facon que tous les termes a,,x; aient méme argument
que y, (si y,#0), et on prend le nombre n, de termes juste suffisant pour

n,
que , S a; x,| dépasse |y1|; en diminuant le module de x,;, on réalise 1’éga-
1

ny
lité : S a,;x; = y,. Les quantités x,, ... x,, ainsi obtenues constitueront les
1
n, premiéres coordonnées du vecteur X cherché.
On prend ensuite un vecteur X, tel que A’,X’, n’existe pas, tandis que
€
A’ X, existe et est inférieur a 7’ (ce qu’on obtient en multipliant éventuel-
lement le vecteur par un scalaire convenable). En opérant avec les coordon-
nées de X, a partir du rang (n, + 1) comme on I’a fait avec celles du vec-
Rg
teur X,, on réalise I’égalité S a,; x;, = y,, dans laquelle les x; pour 1 S j Snl

sont ceux qui ont déja été ;'etenus, tandis que, du rang (n, + 1) a un rang
n, convenable, ils proviennent de X, aprés modification éventuelle des
arguments, et diminution du module au rang n,. On aura ainsi obtenu n,
coordonnées vérifiant

na n2

~ 61 —_—
Nasa—y|<g . Dao=up
1 1

Et ainsi de suite. Au p™ stade, en utilisant un vecteur X, tel que

A X, < e/201, L, AL X, < f”2:', tandis que A’,X’, n’existe pas, on aura

obtenu des coordonnées jusqu’au rang n, vérifiant :

mp

ny,
R 1 1 1 ! &y,
ba a,; x; — y,!< E’(i + gt T e >’ ’%Z a, ;€ — Y, | <=,
1 1

2:1
"; ap Xy = Y.

Finalement on obtiendra un vecteur X qui sera solution approchée a la
précision requise.

On voit que, pour le vecteur construit, A’X’ existe. On voit aussi qu’on
peut choisir arbitrairement les N premiéres coordonnées de X (N donné
quelconque) : il suffit d’appliquer la méthode indiquée au systéme qui four-
nit les suivantes.

En fait, on peut obtenir mieux qu’une solution approchée. Par une
analyse plus précise, G. PoLya a démontré le théoréme suivant ([5]; voir
aussi [6], p. 31-34) :
un systéme (1) quelconque, satisfaisant a la condition (8), admet, pour toul
second membre Y, une infinité de solutions, linéairement indépendantes,
pour chacune desquelles A’X’ existe*.

* Voir par exemple [6] ; les hypothéses faites sont équivalentes a4 la condition (8).
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Dans le cas des systémes triangulaires réguliers, qui font 'objet de cet
article, le théoréme de Poélya est une conséquence facile des résultats déja
obtenus.

Soit une suite de nombres & > 0 tels que, pour le vecteur V de coordon-
nées ¢,, A’B’V existé. Y étant donné, soit X une solution approchée telle que
A’X’ existe et que, pour chaque 1, |A,i — yi[ < &;. On obtient une solution X

telle que A’X’ existe un prenant pour X --X la solution de Cramer corres-
pondant au second membre Y — A_)-(_.

N étant un entier donné quelconque, on peut d’ailleurs faire en sorte
que les N premiéres coordonnées de X different respectivement d’aussi peu

qu’on voudra de nombres donnés «,, ... ax. Il suffit de prendre «,, ... ax comme
1 1

N premiéres ccordonnées de X, ce qui est possible d’aprés une remarque
antérieure, et de choisir les ¢, de facon que B’,V, B’,V, ... B’\V soient suffi-
samment petits.

Ceci prouve qu’il existe une infinité de solutions linéairement indépen-
dantes.

On retrouve aussi immédiatement le théoréme de POLYA pour un sys-
téme (1) dans lequel toutes les matrices tronquées A™ ont leur déterminant
non nul (A® s’obtient en supprimant dans A les lignes et colonnes de rang
supérieur a n). En effet (1) est équivalent a un systéme triangulaire régu-
lier (1’) dont la p'™ équation est une combinaison linéairc des p premiéres
équations de (1), et si (1) satisfait & la condition (8), il en est de méme de

(17).
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