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Sur les fonctions intégrables au sens de Lebesgue
par Pierre LALAGUË

INTRODUCTION

Dans deux notes (1 ) aux Comptes Rendus de l’Académie des Sciences,
M. ZAMANSKY avait notamment montré comment on peut construire l’en-

semble Li des fonctions d’une variable réelle « sommables » au sens de

Lebesgue par complétion à partir de l’ensemble des fonctions en escalier.

L’exposé suivant a le même but, mais s’i,nspire aussi de la méthode (2 ) y de

M. Frédéric RIESz. Pour construire l’ensemble des fonctions « absolument

intégra~bles » au sens de Lebesgue, il suffit de considérer d’albord les suites

monotones et de Cauchy, selon la norme Vu de fonctions en escalier (la
norme vi d’une fonction en escalier étant l’intégrale de sa valeur absolue).
On passe ensuite plus facilement aux suites de Cauchy quelconques.

Les intégrales définies dont il est question dans cet article sont des inté-

grales sur la droite entière, et la méthode suivie a pour avantage accessoire
d’éviter la considération préalable de l’intégrale sur un intervalle fini.

Pour montrer le caractère élémentaire de la méthode employée, nous
établissons directement, dans les chapitres 1 et II, les propriétés de l’inté-
g.rale des fonctions en escalier qui nous sont utiles par la suite, puis, dans
les chapitres III et Iv nous construisons Ll au moyen de passages à la

limite, et à la fin du chapitre Iv nous établissons gue Ll est complet.

(1) C. R. Acad. Sc., Tome 244 : 12 juin 1957 (p. 2883)) et 17 juin 1957 (p. 3009).
(2) Frédéric RiESz et Bêla SZ.-NAGY : : Leçons d’Analyse Fonctionnelle (Académie des

Sciences de Hongrie, 1953).



CHAPITRE PREMIER .

FONCTIONS EN ESCALIER

I. 1. . - SU~BDIVISIONS D’E LA DROITE NUMÉ~RIQUE R

I. 1. A. - DÉFINITION. On appelle de R, toute suite finie 
K ~n, distincts, de R, ran~gés p~ar ordre croissant :

L’ensemble fini A des éléments de « sera dit ensemble associé à o. Inver-

sement, à tout ensemble fini d’éléments distincts de R, on pourra associer
une subdivision Q, obtenue en rangeant les éléments de A dans l’ordrc

croissant.

I. l. B. - DÉFINITION. «1 et 03C32 étant deux subdivisions de R, Ql est dite

plus ,fin,e que QZ (ou «2 moins fine que «1), , si Ai, e~n~s~e~m~b~l~e associé à ~1,

conti,ent A2, ~ensemb~l~e associé à ~2.
Cette relation entre subdivisions de R est une relation d’ordre non total,

comme la relation d’inclusion entre parties de R.
I. l. C. - PROPOSITION. «1 et ~2 étant ~d~eux subdivisions q~ue~l~conqu.es aïe

R, parmi les subdivisions plus fines que 03C31 et Q2 il en existe une moins fine
que toutes les autres, l’appelle subdivision réunion de Ql et Q2, et on lu

note a~1 U ~2 : :

En effet, si A,1 et A2 sont les ensembles associés à~ o~l et ~z, la subdivision
cherchée est celle qui est associée ~à le’nsemble Al U A~. O~n peut, d’une

façon analogue, définir la subdivision intersection «1 n «2 à condition

d’admettre parmi les subdivisions de R la subdivision vide, associée à la

partie vide de R. Les subdivisions de R, mu,nies des opérations réunion et
intersection, forment alors un treillis.

1. 2. - DÉFINITION ET PREMIÈRES PROPRI:ÉTÉS DES FONCTIONS EN ESCALIER

I.2.A. - DÉFINITION. 03C6 étant une application ide R dans R et Q =

{03B1K}oKn une 
subdivision de R, la fonction 03C6 est dite en escalier pour « si

elle possè~d.e les propriétés suivantes : :
1 ° ) = 0 pour x E~_ [ao, an [. .
2° Sur ch~aq~ue « pali,er » «K=1 [, 0 ~ K C n -1, une v~aleur

constante ~K, dépendant seulement de K.

REMARQUES : 1 ) Pour fonction q~ soit une fonction en escalier, il

est néc~essaire mais non suffisant qu’elle ne prenne qu’un. n~om~bre fini de

valeurs.

2) Si .q~ est en escalier pour «, elle est aussi en escalier pour toute subdi-
vision plus fine que Q. 

" 

...
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Parmi les subdivisions pour lesquelles (p est en escalier, il y en a une

moins fine que toutes les autres : c’est la subdivision o’.o 

laquelle 7/0 ~ 0, =~= 0, et r~K ~ pour tout K tel que 0 ~ K C n - 1.
Pour la fonction nulle, qui est en escalier pour toute subdivision de R,

o~o est la subdivision vide. La fonction nulle est d’ailleurs la seule fonction
en escalier constante.

3) Quand = ~«o, = 1, p est la fonction caractéristique de
l’intervalle ~«,o, «1 ~. Toute fonction en escalier est une combinaison linéaire
finie, à coefficients constants, de telles fonctions caractéristiques.

I. 2. B. - PROPOSITION. La produit, Ia borne supérieure, Ia

born,e inférieure d.e deux fonctions sont des fonctions en esca-
lier. Le par constante, d’une fonction en est une fonc-

tion en 
En effet, si (pi est en escalier pour ai et q~2 en escalier pour 0-2, d’après la

remarque 2) ci-dessus, q~l et sont aussi en escalier pour la même subdi-

vision ~3 = Q,1 U ~2. On voit alors directement !que (pi + (pi CP2’ sup 

(p2), inf ~2 ) , sont en escalier pour ~3. D’autre part, si cP est en escalier
pour o~ et si « est un élément constant quelconque de RÀ, (acp) est en escalier
pour la mê me subdivision a.

COROLLAIRE. Si (p est en escalier pour Q, sa « partie positive » 03C6+, sa

« partie négative » (p- et sa valeur absolue |03C6 | sont .des f.onctions ,e:n escalier

pour (T.

Ceci résulte de la proposition précédente, car q~+ = sup (0, q~- == sup

(0, - et 1 = p~ + ~-.
REMARQUE. On voit par récurrence que si on effectue un nombre fini de

fois sur des fonctions en escalier les opérations envisagées dans la propo-
sition (I. 2. B) ou son corollaire, on obtient encore des fonctions en escalier.

1. 3. - ENSEMBLES ÉLÉMENTAIRES DE R

I. 3. A. - DÉFINITION. On app.elle él,ém,entaire de R toufe

partie ,de R ~d~ont la fonction cara~ctéristiq~ue est une fonction en escalier.
Les fonctions caractéristiques des ensembles élémentaires sont donc

toutes les fonctions en escalier ne prenant que les valeurs 1 et 0.
I. 3. B. - PROPOSITION. Pour que e c R soit un ~ense~mble élém,entaire,

il faut et il suffit que e soit la réunion nombre fini d’intervalles finis,
semi-ouverts à droite et dis joints.

Ces intervalles sont les paliers aK+l [ de fonction caractéristi-

que de e, pour lesquels 7]K = 1.

I. 3. C. - PROPOSITION. Si el et e2 sont deux e~ns~embles élém~entaires, Les
ens~embLes el n e2, e1 U e2, e~ - el, e~ sont élém~e~ntaires. En effet, si

el (x) et e2(x) sont les fonctions caractéristiques de el et e2, les ensembles
considérés dans la proposition ont pour fonctions caractéristi~ques respec-
tives



Or ces fonctions sont des fonctions en escalier d’après (I. 2. B), ce qui
prouve la proposition.

REMARQUE : on voit par récurrence que si on effectue un nombre fini de
fois sur des ensembles élémentaires les opérations envisagées dans (I. 3. C),
on obtient encore des ensembles élémentaires.



CHAPITRE II

INTÉGRALE DÉFINIE DES FONCTIONS EN ESCAUER

Il. 1. . - DÉFINITION ET PREMIÈRES PRO~PRIÉTÉ~S

Il. 1 A. - DÉFINITION. Et,ant do~n~~né u,ne ev escalier po~ur la

subdivision Q = appell,e intégrale définie de 03C6 siur R ef on

note nombre = 03A3 ~K («K=1- ,

K=o

~K étant la valeur de (p sur le palier [. _

Ce nombre I~(~) ne dépend en réalité que de p et non de la subdivision

a utilisée dans la formule ci-dessus pour le définir. En effet, si cri est une

subdivision plus fine que Q, p est en escalier pour 03C31 d’où une valeur I03C31 (03C6)
à priori différente de I a (q~ ) , mais, chaque palier étant la réunion d’un

nomibre fini de paliers de pour lesquels (p a la même valeur ~g, on voit,

en raison de la distribution de la multiplication par rapport à l’addition

dans R, que 1 (q~ ) = I? (q~ ) . Si maintenant Q’ est une autre subdivision

quelconque pour laquelle q; est en escalier, la remarque précédente montre

que I,(p) = IQ~(~) = (~)~ d’ov = 1 a~ (~).
1 est une application ,de l’ensemble des fonctions en escalier dans R.

On va étudier quelques propriétés importantes de cette application.
II 1. B. - THÉORÈME. L’eln,semble des f onctions en escalier étant désor-

mais désigné par 03A6, I est une forme linéaire sur 03A6, c’est-à-dire est telle que

+ p2) = + I~(~p2) et I(«~p) _ b ~Z~ ~p E ~ et « E R.

Les fonctions p2. 9~1 + P2. sont en escalier pour la même subdivision

a = U ~2. Les termes correspondant à chaque palier de u dans les

deux membres de la première relation sont alors égaux en raison de la

distri~but~ivité du produit 1] par rapport à l’addition des r~.~ La

première égalité en résulte.
De même les fonctions («~p) et q; sont en escalier pour une même subdi-

vision, d’où égalité terme à terme des sommes constituant les deux mem-

bres de la seconde relation.

II. 1. C. - THÉORÈME. 1 est une application croissant,e de 03A6 dans R,

est telle que

Si on pose q~ 
= q~2 

- la relation à démontrer équivaut, en raison de

la linéarité de I, à 
.

ce qui est évident d’après la définition (II. 1. A) de 

II. 1. D. - THÉORÈME. = est une n~orme sur ~.



Tout d’abord, avec les notations de la définition (II. 1. A), =

n-i

~ --«g}, dope est un nomb~re positif ou .nulqui ne peut s’annu..
K=o 

’

1er que si r~g 
= 0 (0  K ~ n -1 }, c’est-à-dire si q~(x) = 0, f x E R.

D’autre part, si p sont deux fonctions de 4>, l’inégalité + ~
+ entraîne, en raison de la croissance et de la linéarité de 1 :

Enfin, en raison de la linéarité de I, l’égalité

= I(‘~, ) a donc les propriétés caractéristiques d’une norme.

Il, 1. E. - THÉORÈME. Si 03A6 est muni de la topologie T1 associée à la

norme vx, I(~) est ,application c~o~nti~nu~e de ~~ dans R.

Tyl est la moins finie des topologies sur 03A6 telles q^ue + 03C62), (03B103C6), I(|03C6|) ,

so,i,ent des applications continues de 03A6 X 03A6 (resp. R X 03A6, 03A6) dans 03A6 (resp.
~~ R).

La dou.ble inégalité : - - ~ ~~ - ~ - ~.o~ entraîne, en rai-

son de la croissance ,de I : - 03C60) |~I(|03C6n 201403C60|), ce qui peut s’écrire,
en raison de la linéarité de 1 :

Il en résulte que lim 0 entraîne lim = I(~p,o), donc que~ 

I(03C6) est une application continue de l’espace métrique 03A6 muni de T1 dans
l’espace métrique R.

D’autre part, si T est une topologie sur q~ rendant continues + 

si (po est une fonction quelconque de 03A6 et e un nombre positif
quelconque, l’ensemble des f oncti~ons ~ telles que -  ~ doit

être un ensemble ouvert de T. Comme les ensembles de ce type constituent
une base des ouverts de T est plus fine que Tvi.

Il. 2. - APPLICATION AUX ENSEMBLES ÉLÉMENTAIRES

II. 2. A. - DÉFINITION. Si e est uln ensmeble élémentaire quelconque,
on longueur de oe,t ensemlb/,e et on note 1(e) l’intégr,ale de sa f onc-

caractéristique e(x).
Il résulte de la définition (II. 1. A) que, si ,e = [ao, o!i[, on a =

=- 
ao’ et que, dans le cas d’un ensemble élémentaire quelconque,

1(e) est la somme des longueurs (au sens habituel) des intervalles disjoints
[paliers où =1] dont la réunion est ,e.

II. 2. B. - PROPOSITION.

1) l (~e ) > 0 et = 0 ~_~ e = ~ô.. 
’

2) 6i et e2 étant deux ensembles élémentaires quelconques, on a

+ l(~e2), l’ég.alit,é ayant lieu si e~t se~ul~e~m~e~nt si ~e~ = ~.

3 ) ) e1~e2 =~ l(e2 - e1) = 1( e2 ) - l(e1).



4) el, e2, ..., en étant ens~embles en nombre f ini, on a

l’égalité ayant lieu si et seulement si eg (1  K G n) sont deux à deux
disjoints.

Soient q~, q~2, les fonctions caractéristiques .de e, el, e2.
La propriété 1 ) résulte de 1(e) = I~(~) et q~ > 0.
Comme a pour fonction caractéristique (~1 + ~2 - ~1 ~2 ) et que

I est linéaire, on a

Il en résulte 2), puis 4) } par récurrence.
On obtient 3) en appliquant 2) aux ensembles élémentaires e1 et

(e2 - e1) qui vérifient



CHAPITRE III

EXTENSION DE LA NOTION D’INTÉGRALE
. PAR PASSAGES A LA LIMITE

III. 1. . - GÉNÉRALITÉS SUR CE PROBLÈME

D’après le chapitre II, l’intégrale des fonctions en escalier est une

application de 03A6 dans R ayant les propriétés principales suivantes.
1) ~, muni des opérations d’addition de deux fonctions et de produit

d’une fonction par un scalaire, est un espace vectoriel normé pour la

norme = v1(03C6) . Soit Tv1 la topologie sur 03A6 associée à cette norme.
2) I(p) est une forme linéaire croissante sur ~, continue qua~n~d ~ est

muni de la topologie T~l.
3) est la moins fine des topologies sur 03A6 rendant continues 

Pl + 9~2~ «~p.

Désormais, nous allons essayer, par des passages à la limite à partir de ~,
d’étendre cette notion d’intégrale à un ensemble de fonctions contenant 

"

~ et le plus vaste possible tout en conservant au mieux les propriétés
énoncées ci-dessus.

Désignons par Fi et T un ensemble de fonctions et une topologie sur
cet ensemble, tels que

a) et, pour toute fonction f de il existe au moins une suite

(p~n= i. 2,.:. de fonctions de ~, telle ’que
l 

f = lim 03C6n selon la topologie T

b) Les opérations ,d’addition de deux fonctions et de multiplication par
un scalaire sont définies dans Fl et continues si Fi est muni de la topolo-
gie T.

c) est continue pour 03A6 munie de la topologie T03A6 induite par T,
et prolongeable en une application continue de Fi (munie de la 

’

pologie T) dans R, identique à 03BD1 sur 03A6.

Supposant qu’il existe au moins un couple T) possédant les pro-
priétés précédentes, nous allons en déduire des conséquences qui permet-
tront ultérieurement la construction effective de F~ et de l’intégrale des
fonctions de F~. On note f une fonction quelconque de F,.
III. 1. A. - LEMME.

a) Si 1,a converge selon T vers f pour n ~ + oo, on a lim

Nl ( fn --r f ) = 4 (« )
~) Si ~fn~ est une suite selon T quand n -~ + oo, on a

lim Ni (fp--fq) ) = 0 (!~)
--.y.+~ .

a) résulte de la continuité de (~g - f) ) et de celle de N1. De même, en
raison de l’hypothèse b), , f ~ - f n = (fp - f) - (fq - f ) , ( f limite de la suite



f n), converge vers la fonction nulle quand p et q, tendent vers (+ oo ), et

fi) en résulte à cause de l’hypothèse c).
REMARQUE. - Comme = V1(0) = 0, si ~ f n} converge selon T vers

la fonction nulle, .on a lim Ni (fn) = 0 (y).

Si { f n} et ~~gn~, suites de fonctions de F1, convergent selon T vers la

même fonction f de F1’ on a lim Ni (fn-gn) = 0 (8 )
. 

III. 1. B. - LEMME. Ni(f) a les propriétés suivantes :

D’après l’hypothèse a) il existe une suite C 4> qui converge vers f
selon T. Ni étant continue d’après c), on a N1( f ) = lim 03BD1(03C6n) donc

n-ao

> 0, Vn _’~ Nllf / > o.
Si converge selon T vers fi et ~(pn2 t vers f 2, + l~n2~ converge 

.

selon T vers ( f ,x + f 2 ) car l’addition de deux fonctions est supposée être une
application continue de Fi X Fi dans R si F~ est munie de la topologie T.
Passant alors à la limite, dans l’inégalité + ~,~~ )  + V1(~n2 ) ,
pour n -.~ oo, on obtient N1(f.1 + f 2 )  ) + Ni~). .

Enfin, si {~qo~~ converge selon T vers f , (« converge selon T vers « f

[d’après l’hypothèse b ) ~ , et, en passant à la limite, pour n -.~ + oo, dans

l’égalité = I«, vl(~n), on obtient N1(« f ) = Corollaire. Si f et

g sont deux fonctions quelconques de F1., la relation N1(f - g ) ) = 0 est une
relation d’équivalence dans F1. On vérifie en effet que cette relation est

réflexive, symétrique, sa transitivité résulte des deux inégalités démontrée:: ,

dans le lemme.

III. 1. C. - THÉORÈME. Soit topologie, sur F1, associée à la 
norme Ni. Tx est la fine des topologies sur F1 telles que les propriétés
a), b), e) supposées vraies pour (F1, T) soient vérifiées pour (F1, 

Soit la relation d’équivalence sur N1(f - g) = 0.

N1 est une norme sur l’espace quotient ) qui est isomorphe à une partie1 .

du complété ~ pour la norme vi.

Ni est une semi-norme sur Fi d’après (III. 1. B). La topologie associée

Tl est la moins fine rendant continue. Il résulte de (III. 1. B) que
l’addition ( f + g) et le produit par un scalaire (« f) ) sont continus pour T1;
en effet

ce qui démontre la première partie du théorème.



On voit d’autre part, toujours par (III. 1. B.), que (El) est compatible

avec l’addition et le produit par un scalaire, puis que Ni(f) est une norme

dans l’espace des classes d’équivalence f des fonctions f selon El.
Enfin, si f est une fonction quelconque de FI, et une suite de fonc-

tions de 03A6 convergeant vers f selon T1, il faut et il suffit, pour qu’une autre
suite ~~’~~ converge vers f selon Tl, qu’elle vérifie la condition (8) de

(III. 1. A.), soit lim 03BD1 (03C6n - 03C6’n) = 0.
On en déduit une correspondance entre la classe des suites ~m~~ c.onver-

geant vers f selon Tl et la classe d’équivalence de dans ~, complété
de 03A6 celon la norme vi. On vérifie que cette correspondance est un isomor-

phisme entre F’ et une partie de 03A6, à savoir les classes de 03A6 convergentesp 
j p

selon Tt,

III. 2. - CONCLUSIONS POUR LA CONSTRUCTION DE Fi

Il résulte des énoncés précédents que, si on veut conserver les propriétés
essentielles de I(I~’ ) , on aura la meilleure extension possible si on obtient

F ~

un espace isomorphe au complété 03A6 de 03A6 pour la distance associée à la
!

norme vi, c’est-à-dire si, à toute suite c: ~, de Cauchy pour vi, on peut
associer une fonction f qui en soit la limite selon Tl’ Et N 1 (f) sera la limite,
pour /2 -~. 00, de = De même on essayera de définir I( f ) comme
la limite, pour ~n. -~ oo, de I(q~~) . .

On vérifie que, si est de Cauchy pour v~, les suites et 

sont de Cauchy, donc convergentes. ,.

Le problème revient donc à étudier une suite ~~n~ de Cauchy pour vl,

et à définir la fonction « limite » f de cette suite à partir des fonctions q~n.

La difficulté de cette question provient du fait ’que la condition de Cauchy

n’entraîne pas la convergence simple de ~~n~. On peut donner des exemples
de suites de Cauchy pour 03BD1, et ne convergeant en aucun point.

Inversement d’ailleurs, la convergence simple d’une suite ~q~n~ n’ entraî-
ne pas la condition de Cauchy précédente, ni la convergence de la suite des

intégrales.
Cet inconvénient disparaît partiellement si on se borne à considérer des

suites de Cauchy pour Vl et monotones : en chaque point x, la suite

(x) tend, vers une limite, finie ou non, et on peut essayer de définir f
comme la limite en convergence simple de Il faudra cependant étudier
les propriétés de l’ensemble des points où f peut devenir infinie, car (f + g)
cesse d’être définie et continue aux points où f et g prennent des valeurs
infinies de signe différent.



Il sera d’autre part utile d’examiner le cas particulier d’une suite

~q~n} monotone convergeant selon Tl vers une fonction en escalier p, cu

qui, si par exemple (p - ~ 0, {q~n} étant une suite croissante, revient
à étudier, au point de vue de la convergence simple une suite de fonctions
(p - en escalier positives, suite décroissante et convergeant selon Tl
vers zéro.

Enfin il est utile de remarquer que, pour une suite monotone de fo,nc-

tions en escalier, la condition de Cauchy pour la distance associée à la

norme v1 prend une forme plus simple, indiquée par l’énoncé suivant.
III. 2. A. - PROPOSITION. ét,ant une suite croissante dé fonctions

en escalier, pour que {03C6n} soit une s,uit,e de Cauchy selon vl, il faut et il

suffit que les intégrales I soient toutes bornées supériéurement par
un nombre fin.i C in~dép~endant d~e n.

En effet, on a vu que la condition de Cauchy
lim - 0 entraîne que est une suite de

P, Ç2014~ + 00

Cauchy dans R, donc convergente, donc bornée supérieurement.
Inversement, si la suite I(cpp), qui est croissante comme admet

une borne supérieure finie, elle converge vers une limite I. Il en résulte

que, e étant un nombre positif donné, pour p > q ~ N(e) on aura

- )  ~. Mais l’hypothèse de croissance de entraîne que
2014 - > e.

La suite est donc bien de Cauchy selon vl.



CHAPITRE IV

FONCTIONS INTÉGRALES AU SENS DE LEBESGUE
CONSTRUCTION DE Li

IV. 1. . - SUITES CROISSANTES, DE CAUCHY POUR r~

ENSEMBLES NÉGLIGEABLES

Soit ~~n~ une suite croissante de fonctions en escalier ; elle admet,
pour la convergence simple, une limite f, finie ou non.

Si de plus {q~,~~ est de Cauchy pour vl, l’ensemble des points x où
f(x) - + oo a des propriétés importantes que nous allons étudier dans
ce paragraphe.

IV. 1. A. - DÉFIl’4ITION. p:arti,e A ,de R est dite ensemble négli-
ge,able s’il existe une suite =1.2,... de fonctions en escalier possédant
les propriétés suivantes :

1) ) La s~ui~e est croissant~e.

2) La suite des intégrales a une borne supérieure f inie C.
3) lim + o0, V x fixé E À .
n+

REMARQUES.

1) On peut, sans diminuer la généralité de cette définition, supposer

p~ n. Car, s’il n’en est pas ainsi, il suffit de considérer la suite

des fonctions - qui a les propriétés voulues.
2) On peut de plus imposer à la borne supérieure finie des 

d’être inférieure à un nombre positif E quelconque donné à l’avance. En

effet si {03C6n} a les propriétés 1, 2, 3, il en est de même de K . . C étant
la borne supérieure des il suffit alors de choisir K tel que C K  n.

~ IV. 1. B. - PROPOSITION. Pour q~ue A soit n~é~gli~ge~abl~e, il f aut et il

suffit que cet ensemble possède les propriétés sui,vant,es :
Pour t~o~ut ~ > 0 i~l ~exist~e u~rne suit~e ,1,~,,,,

jn = [«n, an  fin tels que. ’

Ces conditions équivalent aux suivant,es.

Pour tout ~ > 0 donné, il existe une suite = 

x,2.., d’ensembles élé-
mentaires en tels que



f3) 1(en)  £, n n > 1, 1(en) étant la longueur de en, définie en (II. 2. A.).
Ces deux groupes de conditions sont équivalents, car, si {jn} vérifie

a) et b), {en} avec en = U jk vérifie « ) , et f3 ) en raison de l’inégalité
h=i

n

~ ~ ~,k, conséquence de [II. 2. B, 4)] ; et, i~nversement, si ~en~
K=y

vérifie « ) soient = el, e’n = en - en-1 (n > 1 ) . Les e’n sont .deux

à deux disjoints, A c U e’,z = U en, et 03A3 l(e’n) - 03A3 1(en)  £.

n=1 n-1 n=1 n=1

Chaque e’n étant la réunion d’intervalles du type j deux à deux disjoints,
l’ensemble dénombrable de ces i~ntervalles vérifie a) et b).

,Soient maintenant A négligeable, une suite de fonctions qu’on sup-
pose positives et vérifiant 1), 2), 3), H un nombre positif i~ndépendant
de n.

Si on appelle en l’ensemble des x tels que q~n (x) ~ H, et A vérifient
- 

/

«) . En effet en c en+I car 03C6n  03C6n+I, et A c U en en raison de la condi-
n=1

tion 3). D’autre part, si on considère la fonction ~ (x) égale à zéro si

x E) : en, à H si x E en, l’inégalité 03C8  03C6n entraîne I(03C8) = H  I(03C6n)  C.

Donc, si on choisit H > G , , Q) est vérifiée.
E

Inversement, soit A tel ,que, pour tout E, il existe au moins une suite

~en~, dépendant naturellement de E, et vérifiant «) et f3)..
Choisissons une suite de nombres {~p}p =1,2,... positifs et tels que la

, ~ , , 
1

série de terme général ~p converge, par exemple p ( p > 1).

A chaque £p correspond une suite =1,2.... vérifiant « ) et f3 ) .
n

Désignons par la fonction caractéristique de ePn, et posons q~n 
= Q

’ 

p=1

La suite {q~n~ vérifie, avec A, les propriétés 1 ), 2) et 3 ) . En effet ePn e
entraîne ~ ~ n et p donc q~n ~ q~n+1. De plus 

’

ov

Enfin, puisque A c U p, ,quels que soient K entier fixé et x fixé
n=1

E A il existe des entiers nl, n2, .... ng tels que x E enjj (1  j  K ) . Donc,
pour max. (n; ), x appartient à chacun des ensembles e’" JI

(1 K) donc ~n > K, ce qui prouve que lim ~n (x) = + oo.



REMARQUES.

1) Les propriétés a) et b), ou «) et /3), peuvent, en raison de (IV. 1. B),
servir de définition aux ensembles négligeables.

2) Dans a) et b), , la nature des intervalles jn (ouverts, fermés, semi-
ouverts) est sans importance.

Car, si on remplace [«n, f3n [ou] «~, fin [ou] «n, par [«n, a) est

vrai à fortiori, b) est inchangé. Et inversement, si a) et b) sont vrais
avec j’n = [«’n, f3’~], ils le restent avec jn =] «’n + En [ou

jn = [«’n, + En [ou jn = ] « n - En, f3’n] et En = 2 n , la ~quantité ~ intervenant

dans b) étant remplacée par 3 c, donc encore arbitrairement petite.
3) On peut, dans a) et b), remplacer les (jn) par des ensembles élé-

mentaires ,en, en remplaçant, dans la condition b), Àn = f3n - «n par l{en).
En effet, chaque est la somme d’un nombre fini d’intervalles du

type jn, disjoints, donc tels que la somme de leurs longueurs soit égale
à I(~e~), ce qui assure la permanence de la condition b).

4) On peut, sans changer substantiellement la définition, supposer les
jn disjoints deux à deux.

n

Par exemple, partant des jn vérifiant a) et b), on pose en = U jp,
p=~

e’1= = .e~ - .en-~ > 1 ) , puis on prend les inte’rvalles

disjoints dont la réunion constitue chaque e’n. Ils forment une suite dénom-
brable vérifiant ~a), et à fortiori b), comme on le voit en appliquant
(II. 2. B).

IV. 1. C. - PROPOSITION. Tout ensemble cont,e:nu d’ains un ens,emble

négligeable est néglig,e,able. Toute réunion dénombrable d’ensembles néglie
ge~abl~es est 

On peut voir directement la première propriété sur la définition (IV.
1. A), la deuxième propriété sur la définition (IV. 1. B) au moyen de a)
et b).

REMARQUE. Il en résulte en particulier que tout ensemble dénombrable
est négligeable.

IV. 1. D. - DÉFINITION. On d’it propriété où intervient un 
ment x quelconque de R a lieu presque partout sur R si elle est vraie

pour tout x R sauf peut-être pour x appartenant à un ensemble négli-
g,e,ab l:e.

EXEMPLE : la fonction f considérée au début de (IV. 1) est finie presque

partout sur R, l’ensemble des x tels que f (x) = + oo étant négligeable.

.IV. 2. - CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SUITE DÉCROISSANTE (p.), POSITIVE,
CONVERGEANT, SELON LA NORME Vil VERS LA FONCTIO~N NULLE

Soit une suite décroissante de fonctions n =1,2,".. On suppose que
chaque fonction est positive ou nulle, et que la suite converge,



au sens de la norme vx, vers la fonction nulle, ce qui peut ici s’exprimei
par lim = 0. D’après les deux premières hypothèses, converge

en convergence simple, sur tout R. vers une fonction limite f  0, partout
finie, puisque inférieure à Cette fonction limite a de plus les deux

propriétés suivantes :

IV. 2. A. - LEMME. « étant un nombre strictement positif quelconque
l’ensemble e (f > «) , x tels que f (x) > a peut être recouvert

par un ~ensembl~e élémientaire de longueur arbitrairement p,etit,e.
Pour chaque x, est une suite décroissante qui converge vers

f (x) . Donc {(x) > a ~ (x) > a, 1, ce qu’on peut exprimer par :
+00

e ( f > ï) ) = n e « ) . Or e « ) est un ensemble élémentaire
n~=1

dont la longueur ln vérifie Comme lim = 0, E étant un

nombre strictement positif donné, il existe N(e) tel que C « e, donc

E. L’ensemble e > «) est l’ensemble élémentaire cherché.
IV. 2. B. - LEMME. L’ensemble e (f > 0) est néglig,e~a,b’~le.

~ 1
En effet e ( f > 0) ) == U e ( f > K ). C’est donc une réunion dénom-

K=1 

brable d’ensembles négligeables (d’après IV. 2. A), c’est-à-dire un ensemble
négligeable, en raison de (IV. 1. C).

IV. 2. C. - LEMME. Si la suite décroissante de fonctions en escalier

converge, en convergence simple, partout sur R, vers zéro, on a

lim 0.

La fonction en escalier, est nulle hors d’un intervalle fini [al, b1]
et inférieure à une constante finie M~.

Toutes les fonctions ~n sont nulles hors de ce même intervalle et bornées

supérieurement par M1, puisque est décroissante et tend vers zéro.
La fonction ~n est ,continue sauf en un nombre fini de points, extrémités de
paliers. Soit ~«p~p =1, 2,", la suite dénombrable des points de discontinuité
des 03C6n (n = 1,2,...). Soit ip un intervalle semi-ouvert à droite, de centre «p,
de longueur lp = s. 2-p. On désigne par À,n la fonction en escalier égale à q~~

sur les intervalles ip ayant pour centre un point de discontinuité de cpn, et

nulle ailleurs. On a 0 ~ MIE. Soit tfn = ~n - La suite ten~dant
en décroissant vers zéro en chaque point de les fonctions q~~ et Àn
restant constantes par paliers, et ~~ étant nulle quand Àn *0, on en déduit
que, pour chaque point xi E il existe un intervalle ouvert j~ de
centre .r, tel que

x ~ c 

En vertu du théorème de Borel-Lebesgue, relatif à l’intervalle fermé
borné ~bl~, ~~ converge donc uniforméme~nt vers zéro sur b1~ ; ;



c donné, il existe un entier N (E) ne dépendant que de ~ tel que

(x)  x E [ai, b1], pour n ~ N (e). Donc
n ~ N (~) -~ I (~n) ~ (b1- al) E. (2)

Comme = I(çn) + I(An), il résulte de’ (1) et (2) que, pour n > 
on a (Ml + E.

Comme 0, ceci prouve que lim = 0.

IV. 2. D. - THÉORÈME. Soit une suite décroissante de fonctions
en escalier p~ositives. Pour lim = 0, il faut et il suffit q~ue la

suite converge vers zéro en convergence simple, presque partout
sur R. 

’

La condition est nécessaire d’après le lemme (IV. 2. B).
Inversement soit une suite décroissante de fonctions en escalier

positives, convergeant vers zéro en convergence simple, sauf sur un ensem-
ble e négligeable.

D’après (IV. 1. A) il existe une suite croissante {~,,z~ de fonctions en

escalier telles que lim n (x) = + oo pour tout x E e, et que I(!ln)  s,
’ 

°

nombre positif donné quelconque. (1).
Soit t/fn - 

La suite ~~~+~ est décroissante et converge vers zéro, en convergence
simple, partout sur R. On peut donc lui appliquer le lemme (IV. 2. C),
et on a lim = 0. (2)

Comme = I(çn) + I(03C8n+) + E d’après (1), on obtient en

raison de (2) :
lim c. Comme E est arbitraire, indépendant de n, on a

noo

donc bien lim = o.
noo

REMARQUES.
1) Le théorème (IV. 2. D) montre que, pour une suite monotone de

fonctions en escalier de même signe, il y a équivalence entre la conver-

gence vers zéro selon la norme v1 et la convergence simple presque partout
vers zéro.

2) Si ~~n~ est une suite croissante de fonctions en escalier conver-

gente, en convergence simple, vers une fonction en escalier (p, on a
’ 

I(p) = lim comme on le voit en appliquant (IV. 2. C) à la suite

des fonctions 

C’est cette méthode qu’on va généraliser dans le paragraphe suivant :
étant une suite croissante de fonctions en escalier telle que la suite

converge, et si f est la fonction limite, en convergence simple,
de {~n}, on essaiera de définir l’intégrale I(f ) de f par la formule

I( f ) ) = lim I(q~n ) .
n2014~--{-oo



IV. 3. - DÉFINITIONS ET PREM!ÈRES PROPRIÉTÉS DE Fi, Li

IV. 3. A. - DÉFINITION. Soit f une limit,e en convergence

simpl,e d’une suite croissante {03C6n} de fonctions en escalier 03C6n telles que
la suite {I(03C6n)} de leurs intégrales ait une borne supérieure f inie. On
appelle int.égral,e de f et on note I(f) Le nombre I(f) = lim I(qon)

REMARQUES.
1) Cette limite existe et est finie puis!que la suite croissante 

est bornée supérieurement par un nombre fini.
2) Pour la suite croiss,ante il est équivalent de supposer que

la suite ~I(q~~) ~ a une borne supérieure finie, ou qu’elle est convergente,
ou que ~q~n} est une suite de Cauchy selon la norme vi.

3) Si f est encore en fonction en escalier? on retrouve par la définition
(IV. 3. A) la valeur déjà connue de I(f ), d’après la deuxième remarque
suivant (IV. 2. D).

4) Pour justifier la notation I( f ), il faudra prouver que la limite de

ne dépend pas en réalité de la suite particulière ~q~n~, mais seulement
de f.

Si on considère maintenant une fonction égale à zéro presque partout,
soit g, elle est, d’après la définition d’un ensemble négligeable, inférieure à
à une fonction f du type précédent, dont l’intégrale, au sens de (IV. 3. A),
est inférieure à un nombre positif c donné quelconque. De même pour
(- g) . . Donc, si on peut attri,buer une intégrale à g, il faut, pour que cette
intégrale reste une application linéaire croissante, que sa valeur soit nulle.
D’où la définition suivante : :

IV. 3. B. - On attribue à toute fonction nulle presque partout une
intégral.e nulle.

L,es deux conventions (IV. 3. ’A) et (IV. 3. B) conduisent, si on veut

maintenir la linéarité de I, à la définition suivante.

IV. 3. C. - DÉFINITION. On dit que f E 03A61 si f est égale, presqu,e p,artout
sur R, limite, en convergence simple, d’une suite croissante {03C6n} dP 

’

fonctions en ~escali~er f~elles que la suite ait une b~o~rn~e supérieure
finie. On note

On pren,d pour intégrale ,de f et on ;not,e I(f ) le nombre

Nous allons voir que I( f ) ne dépend pas de la suite particulière 
choisie, et que cette intégrale possède, par rapport à l’ensemble certai-

nes des propriétés de 1 pour l’ensemble 03A6 des fonctions en escalier.
REMARQUE. Dans la relation est une relation d’équivalence

pp 
.

que nous désignerons désormais par E’1. Toutes les fonctions d’une même



classe de ~2014 
, 

ont même intégrale d’après la définition précédente.

IV. 3. D. - LEMME. Si f E (p est une fonction en escalier vérifiant
(p  f, on a I((p)  I(f).

pp

En effet la suite de fonctions en escalier - tend en décroissant

vers une fonction égale presque partout à (q~ - f ), donc négative presque
partout. Donc la suite décroissante de fonctions en escalier positives

~ (q~ - ~~ ) + ~ tend, en décroissant, presque partout vers zéro, et, d’après
(IV. 2. D), lim 1 +~ = 0. (1)

La relation (1) entraîne par conséquent le résultat voulu : : 

I( f ) G 0.
IV. 3. E. - LEMME. Soient fl et f2 ~deux fonctions .d~e et 

les deux suites servant à définir, selo.n (IV. 3. A), , leurs intégrales et

I(f2). . L’inégalité f1 C f2 entraîne I(fl) C I(f2).
pp

En effet, on peut appliquer le lemme (IV. 3. D) à et f 2, quel que
soit n, car  f 2. D’où I(f 2 ), n n.

pp pp

Comme lim il en résulte I(f2). .

Corollaires. 1 ) f 1 = f2=~ I(fl) = car on a à la fois fi  f 2 et
PP PP

et f Z ~ f 1, d’où le résultat par double application du lemme.
pp

En particulier le nombre 1 ( f ) défini par (IV. 3. A) ne dépend pas en
réalité de la suite particulière mais seulement de f, et peut donc être
noté Z(y). .

2) I est une application croissante de 03A61 E’1 
t 

dans R.

(E’1 défini dans la remarque de IV. 3. C. ) )
IV. 3. F. - PROPOSITION. Soient fi el f2 deux fonctions quelconques de
« un nombre réel positif fini.

1) ) f 1 + f 2, sup (f 1, f 2 ) et inf (fl, f 2 ) à ~1.
2) + f2 )= ) + I(f2)~ , I(~~f~) _ 

Car, et étant deux suites croissantes convergeant vers deux
fonctions égales presque partout respectivement à f 1, et 12’ les fonctions

envisagées dans 1) sont, dans l’ordre, égales presque partout respective-
ment aux limites des suites croissantes + {sup 
{inf donc appartiennent à ~1, et ~eurs intégrales s’obtiennent
par passage à la limite. Notamment = lim + =



De même I(.«f 1) = lim « lim = 

REMARQUE (IV. 3. F) ne prouve pas que 1 est une forme linéaire sur

03A61. Il faudrait encore pour cela que, si f E (- f) E d’où il résulte-
terait que la différence de deux fonctions de 03A61 appartiendrait à 03A61. Mais
ceci n’est pas vrai en général. Car, si f appartient à ~,1, il existe un nombre

fini m (le minimum de par exemple) tel que m presque partout
sur R, mais en général il n’existe pas de nombre fini M tel que f (x) ~ M
presque partout sur R, donc (- f), en général, ne peut pas appartenir
à ~i.

Pour que la nouvelle intégrale 1 soit une forme linéaire sur l’ensemble
des fonctions intégrables, il faut donc considérer un ensemble plus vaste
que ~i. D’après ce qui précède, f étant une fonction quelconque de ~i, on
attribuera à (- f ) l’intégrale - I( f ) ; si f 1 et f 2 sont deux fonctions quel-
conques de ~i, on attribuera à ( f - l’intégrale I( f 1) - I( f 2 ) .

IV. 3. G. - DÉFINITION. On ,dit que lia h appartient à F1 si h =- 

Pp

fl - f2, fi et f2 appartenant à On appelle intégrale de h, et on note I(h), ,
/e nombre

REMARQUE. L’ensemble de fonctions FI est, d’après la remarque ci-des-

sus, strictement plus grand que ~~. Pour justifier la définition de l’intégrale
I(h) il faut montrer que ce nombre ne dépend que de h et non du choix
particulier de f1 et f2 qui a servi à définir I(h). C’est l’objet de la proposi-
tion suivante.

IV. 3. H. - PROPOSITION. Si f1, f2, g1, g~ sont quatre fonctions de ~1,
on a : .’

En effet l’hypothèse peut s’écrire f 1 + g2 = f2 + g1. Or (f1 +g2) et (f2 +

appartiennent à 03A61 d’après (IV. 3. F), donc, d’après le corollaire 1 de

(IV. 3. E), I( f 1 + g2) = I( f 2 + ~1), qui peut s’écrire, d’après (IV. 3. F)
I( f 1) + = I( f 2) + I(gl), équivalente à l’égalité annoncée.

Nous allons voir maintenant que presque toutes les propriétés princi-
pales de l’intégrale desfonctions en escalier sont encore vraies pour l’inté-
grale des fonctions de Fi, qui sont en fait les fonctions « absolument inté-

grales » ou « sommables » au sens de Lebesgue sur la droite entière.

IV. 3. I. - THÉORÈME. L’intégrale I(f) est une forme linéaire crois-
sante sur FI. -

Si hl et h2 appartiennent à Fl, on a h1= f 1- f 2 et hZ = ~’1- g2, les
pp ~p

quatre fonctions fi, f 2, g2 appartenant à ~1
D’où h.1 + h2=== + - (f 2 + g2 ) , ce qui montre que h~ + h2 E F1,

pp

car + E ~1 et ( f 2 + ~g2 ) E ~2 d’après (IV. 3. F ) , et donne la valeur de



l’intégrale de cette fonction :

De même h E F1=~=f1-f2=f2-f1=-h E Fi et

I(- h) = - I(h).
Ceci, joint à (IV. 3. F), montre que, « étant un nombre réel fini de

signe quelconque, si h appartient à Fl («h) appartient à F~ et I(ah) =

«I(h), ce qui achève de démontrer que I est une forme linéaire sur F~.
Elle est croissante car :

h2 ~_~ f 1 + g2 ~ f2 + ~~1 -~~ I(f1 + g2)  I(f2 + g1) d’après (IV. 3. E)
ce qui peut s’écrire, en utilisant (IV. 3. F) : .

+  I(f2) + - I(f2) ~ - I(~g2), c’est l’inégalité
qu’on voulait démontrer.

IV. 3. J. - PROPOSITION. Si h appartient à Fi, il en est de même pour
h+, h-, et Et a 

, 

.

Par hypothèse h= D’après (IV. 3. F) cela impli-

que que sup ( f 1, f2) ) E ~1 et inf f 2 ) E ~1.
Or (fn f2) -f,l, (hl=s’uP (f~ f2) - inf

PP PP 
’ PP

(fl, f2), donc ces trois fonctions appartiennent encore à F~. Les relations
h = h+ - h-, Ihl = h+ + h- et la linéarité de 1 sur Fi entraînent les rela-

tions indiquées entre intégrales.

REMARQUES. 1 ) ) La relation Ihl = sup ( f 1, f 2 - inf (fi, f 2 ) montre que

I(sup - lim I{inf
03C62n)} si et sont deux suites croissantes de fonction en esca-

lier servant à définir I( f 1) et I( f 2 ) . On obtient donc

I(Ihl ) = lim I{sup ~2n) - i~nf = lim I - ~~n) ) .
noo 

2) Si hl et h2 appartiennent à F,, il en est de même pour sup (hl, h2) et

inf (hl, h2 ) .
On peut par exemple remarquer que

sup (h~, h2) = ! ~n1 + h2 + f h1- h2I~, inf (hl, h2) = ~ [hl + h2 - ~hl - ~2~~,
et appliquer (IV. 3 J.).

IV. 3. K. - THÉORÈME. h étant u~n~e fonction quelconqu,e F1, posons
N1(h) = . Cette application de FI dans R a les pr~opri~étés suiv,antes :

1 ) Nl(h) ~ 0, N1(o ) = 0.
2) N1(h1 + h2 )  + N1(h2 ), V n~, h~ E F~.
3) N1(« h) = E R et V h E Fi.
En effet 1) résulte de la croissance de I, 2) de la relation Ihl + h2~ ,

~ Ih11 +,h2f , de la croissance et de la linéarité de I, et 3) de la relation

lahl = et de la linéarité de I.



REMARQUE. - Soit h E F1, donc h = f 2, f 1 et f 2 E ~1.
nP

,Soient et deux suites croissantes de fonctions en escalier

suivant à définir et I( f 2), et 03C6n = 03C6n1 - 

On a lim NI = 0 ;

car I ( I I - 03C6n|) l = I ( I (1 1 - - - )  I BJ 1 -03C6n1) + -03C6n2) et

ces deux quantités positives tendent vers zéro pour n -~ + o~. .
IV. 3. L. - THÉORÈME. Soit h unie fonction quelconque de F1. On a

Comme 11 =0 ~ Ihl= 0 et que on sait, par la définition
PP 

’ PP ’ ’

(IV. 3. B.), que Nl(h) = 0 dès que h = 0.
pp

Inversement soit h E FI. On a h = fi - f 2 sauf sur un ensemble négli-
gea~ble, avec fi et f2 appartenant à Il existe donc deux suites croissantes

et de fonctions en escalier telles que 
’

/B == lim sauf sur un ensemble el négligeable
n-ao

f 2 = lim sauf sur un ensemblee2 négligeable.

Considérons d’abord la suite décroissante {03C6p1-03C6n2} (p fixé, n varia-

ble > p).
On a = lim - cpn2) sauf sur e2.

n-ao

D’autre part I ~ (q~n1-- ~n2 ) + ~ ~ )

Or, d’après la remarque de (IV. 3. J.),
lim = I(Ihl) = 0. Donc à fortiori lim +~ = 0.
noo n-ao

Il résulte alors de (IV. 2. D.) que lim ~ (~p1- q~n2 ) + ~ = 0, donc que’ 

PP

 0 sauf sur un ensemble négligeable ~e’p.
Ceci étant vrai quel que soit p, on en déduit que h  0 sauf peut-être

sur une ensemble négligeable ( U le’p) .
p=i

Même conclusion pour (- h ) . Donc h== 0.
. pp .

REMARQUE. La relation d’équivalence (E’1) est donc la même
pp

que la relation d’équivalence N1(h1 - h2) = 0, dans F1, c’est-à-dire la rela-
tion (EJ de (III. 1. C.).

IV. 3. M. - THÉORÈME. L’espa,ce muni des opérations (h1 + h2)

et (ah ) est un espace vectoriel normé pour la norme NI. L’intégrale I peut-

être consiaérée comme une application linéaire croissante de E1 
dans R,

continue quand E est muni de la topologie asso,ciée à Ni. Rappelons

que la relation d’équivalence E1 peut s’exprimer par -



Ceci résume l’essentiel des résultats démontrés précédemment. On peut
remarquer que la somme de deux fonctions de F1 est définie seulement

presque partout (pour tout x sauf peut-être sur l’ensemble négligeable où
les deux fonctions sont infinies de signe différent) mais la somme des deux

classes correspondantes de 2014 est définie sans ambiguïté.

L’intégrale de Lebesgue possède donc, pour F1 E, les mêmes propriétés
1

principales que l’intégrale des fonctions en escalier pour ~.
F, ,

IV. 3. N. - DÉFINITION. On désigne par Ll l’espace quotient 1 E1 consi-

déré (IV. 3. M. ) .
C’est un espace vectoriel normé. On va montrer dans le paragraphe

suivant qu’il est complet pour Ni, donc que c’est un espace de Banach. Ceci

prouvera notamment que c’est la meilleure extension possible de l’intégrale
des fonctions en escalier, au sens de (III. 1). .

IV. 4. - AUTRES PROPRIÉTÉS DE L’ESPACE VECTORIEL NORMÉ Li

Le but principal de ce paragraphe est de montrer que Ll est complet
pour la norme NI, c’est-à-dire que toute suite ~, 2,., de fonctions de

Li, de Cauchy pour la norme Ni, converge selon la norme Ni vers une fonc-
tion de Ll. Nous commencerons par étudier le cas plus simple des suites
de Cauchy monotones. ,

IV. 4. A. - LEMME. Soit =1, ~", une suite croissante d,e f~o.ncti~ons
die 03A61, telle que la suite {I(fn)} ait une borne supérieure finie. Il existe alors
une fonction f de 03A61 telle que f = lim fn, et on a I(f) = lim I(fn) .

pp noo 

Quel que soit l’entier K positif, puisque fk k appartient à ~~1, il existe une

suite croissante {~n~~n =1, 2,.. de fonctions en escalier telles que f = lim e’n

tout point de R, sauf peut-être sur ek négligeable.
Considérons la suite de fonctions en escalier définies par

q~n = sup Cette suite est croissante, comme chacune des suites 
’

Les inégalités 03C6nk  fk  fn (1  K  n ) entraînent donc I(cpn)
PP l’P

 I(fn). La suite des intégrales {I(03C6n)} admet donc à fortiori une borne

supérieure finie. Par conséquent, d’après (IV. 3. C), la fonction f = lim ~~

appartient et I( f ) = lim 

D’autre part, comme f n= et f = lim 03C6P, l’inégalité 03C6Pn  03C6P pour
PP Poo

P > n entraîne fn  f. . On a donc la double inégalité 03C6n  fn  f qui, jointe

aux résultats concernant {03C6n} et f, donne les deux conclusions suivantes :
f = lim f n et I(f) = lim I( f,z) .



REMARQUE. Ce lemme montre que, si on appli~que à ~1 Ie procédé utilise
pour passer de 03A6 à 03A61, on retrouve lui-même.

IV. 4. B. - THÉORÈME. Soit {h2}2 =1, 2,., une suite croissante de fonctions
de F1, telle que l~a suite ait une borne su~périeure finie. Il ~exist~e al~ors
une fonction h de F1 telle que h = lim hn, et on a I(h) = lim I(hn).

PP ~. ~~oo

Cet énoncé équivaut au suivant.
ao

Etant donnée une série de fonctions kn positives de F1 telles que Q
n=1

00

I(kn)  + co, il existe une fonction k d,e F1 telle que kn et
PP n=1 1

ao

I(k) _ ~ I(kn)-
n=~

L’équivalence entre ces deux énoncés résulte du fait que la différence de
deux fonctions de F1 appartient à F~. On passe alors du premier énoncé

n

au second en posant hn = ~ kP, du second au premier en posant
P=1

- ltn = n.
Démontrons le second énoncé. Par hypothèse kn = fn E 03C61,

gn E 03C61. On peut retrancher de gn, fonction de 03C61, une fonction en escalier

03C6n de telle sorte que g*n = gn - 03C6n 0 et I(g*n)  §
« w 00

Alors f* n w fn-’(pn ~ 0 et ~ ~ L + L I(g*n)  + ~.
n=1 n=1

n n

On peut alors appliquer (IV. 4. A ) à ~ ~ ~ et ~ ~ ,g~p ~ , ’ comme
P=4 p=4

kn = f * n - g * n, on en déduit par différence les résultats cherchés.

IV. 4. C. - THÉORÈME. Soit =1, 2, " suite f.onctions de F1,
de Cauchy pour la norme N1, telle que

1) ) Il existe une suite i =1, 2,", extr,aif.e de la suite initiale, et qui
converge presque partout, ,en convergence simple, vers une fonction h de

F1, possédant la propriété suivante :

2) Pour qu’une f ~o~ncti~on hl de F1 véri f i~e lim = 0, il faut et

il suffit qu’elle soit égale presq.ue parto~ut à h.
3) Si une autre suite extraite 2,... de la suite initiale admet pres-

que partout, en convergence simple, une limite h2, h2 est égale presque par-
tout à h.



a) Pour obtenir les résultats de 1), il suffit de choisir dans la suite ini-

tiale une suite extraite {hni} telle que  1 () j)  + oo, par exemple,

~=-t
en prenant I(i 2i ce qui est possible en raison de la condition
de Cauchy vérifiée par la suite initiale. Dans la suite du raisonnement, nous
posons /c = h n

Il résulte du choix de ki et du théorème (IV. 4. B.) (seconde forme) que

la série  |kp+1 2014 AJ est presque partout convergente vers une fonction
p=1

cc

KI de Fl) et que I(K1) _ ~ 1.
pli

00

Donc le reste L kpl converge presque partout vers une fonc-
p=i

tion K~ de F~, possédant les propriétés suivantes :

converge presque partout vers zéro pour i .-~ + oo, et lim I(K~) = 0
On peut alors appliquer le théorème (IV. 4. B.) (première forme) à la

suite de fonctions de F~ définies par Ii = /c, - K~.

En effet cette suite est croissante;  1 + = 1 + or,

la suite étant de Cauchy pour N1, la suite est de Cauchy dans
R, donc bornée supérieurement. Par conséquent {I(~)}=i,2.. admet une

borne supérieure finie et, d’après (IV. 4. B.),
il existe une fonction h de F1 telle que

Comme hi = /c. = li + Ki, (2) et (3) entraînent

En raison de la condition de Cauchy vérifiée par on déduit de la

dernière relation : lim = 0.

b) La partie 2) résulte de 1) et de l’inégalité triangulaire pour la norme
NI, car on en conclut = 0, donc hl = h d’après (IV. 3. L.).

c) La suite extraite est à fortiori de Cauchy pour Ni comme la
suite initiale. D’après les résultats précédents on peut en extraire une autre
suite convergeant presque partout vers une fonction de FI; mais, cette

fonction est nécessairement égale presque partout à h2, limite suppo-
sée de Donc h2 E FI et lim = 0.

Mais, étant de Cauchy pour Nu ceci entraîne lim I ( ~h? - hnl ) = 0,
_ 

n->-oo

donc h2 = h d’après b).
pp

REMARQUE. (IV. 4. A) et (IV. 4. B) sont des cas particuliers de (IV. 4. C),
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(IV. 4. B) correspondant au cas d’une suite croissante, de Cauchy pour N,.
(IV. 4. C) prouve l’existence de la limite h de selon la norme Ni,
l’unicité de cette limite à un ensemble négligeable près, et donne un moyen
d’obtenir h à partir de par un procédé de convergence simple. On ne
peut pas « améliorer » ce théorème dans le sens suivant : il peut arriver

que la suite initiale de Cauchy pour Ni, ne converge, en convergence
simple, pour aucun point de R.

CONCLUSION. On a donc prouvé que LI est un espace de Banach. Si on

applique (IV. 4. C) à une suite de fonctions en escalier, on voit que toute
suite de fonctions e’n escalier, de Cauchy pour vl, converge selon Ni vers une
fonction de Ll, que Li est isomorphe au complété de ~ pour la norme vi,

donc, d’après (III. 2), que LI est la meilleure extension possible de l’inté-

grale des fonctions en escalier par passages à la limite, si on veut que, dès

qu’une fonction /* est intégrable, sa valeur absolue le soit aussi, tout en con-
servant les propriétés initiales de l’intégrale des fonctions en escalier.


