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Sur les différences divisées successives
et les restes des séries de Newton
genéralisées

par Michel POMMIEZ

Dans un précédent article [1] nous avons étudié les propriétés des
fonctions (notamment celles de leurs zéros) :

f(u) (:) - E a,, z (n = 0.1.2,. )

k=0

associées a f = f,, holomorphe dans un voisinage de I’origine.

A Paide d’une nouvelle généralisation d'un théoréme de R. P. Boas,
nous obtenons des résuitats analogues pour les différences divisées suc-
cessives : [f(A;), ..., f(A), f(2)], associées & une fonction holomorphe dans
le disque-unité, ou a une fonction entiére.

La plupart de ces résultats ont été énoncés, parfois sans démonstration,
dans une récente Note aux Comptes rendus [2];

I. — GENERALITES..

1° Espace (D). — D étant un domaine du plan complexe, on dési-
gnera par (D) Pespace vectoriel complexe des fonctions holbmorphes
dans D, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de D. En désignant par Q(R) le disque |z] < R, on notera plus simplement
F(= espace F((Q(R)); enfin, on écrira Q au lieu de Q(1) et ( au lieu de
I(;. On sait que G((D) est a la fois un espace de Fréchet et un espace
de Montel. On rappelle enfin que la convergence dans S((D) d’une suite f.
équivaut a la convergence uniforme sur tout compact de D de la suite f.(z9.

2° Différences divisées. — Soit (A,) rs UDE suite de points de: D et f un
élément de I((D); on définit la suite (f.,) par les égalités :

n>-0

fo=1"F: [, ()= [ (z_) — {"’*" Cs) pourn=1,2, ...

\
n

On écrira aussi plus explicitement :

Fr() = [fOn), fOh), -+ ., M), f(2)] pour n=1,2, ..
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Remarques. — a) Dans le cas ou tous les A, sont nuls et ou o € D,
on retrouve la suite :
I.(u) ()= 2 a, .y z* (n=0,1,2,...)

k=0
déja étudiée dans l'article [1].
b) Si f est développable en série de Newton :

f@H=a,+ Y a,(z—>3)....(z— %)
k=1

on voit que f.,(z) est le quotient par (z-\,) . ... (z-\.) du reste de rang n-1
de cette série.

c) Soit a € D. On vérifie aisément que ’application L, qui fait corres-
pondre a f la fonction : z - f___(z-) — (’: @ ,

est un opérateur continu de (D). Si f est une fonction entiére, L,
conserve son ordre et son type.

3° Expression intégrale de f,(z).

Soit y une courbe de Jordan fermée, rectifiable, contenue dans D, et
dont le domaine intérieur A est lui-méme inclus dans D; supposons de
plus que z, A, A,, ..., A\, appartiennent 4 A (y peut bien entendu dépendre

de n). On déduit alors de la formule de Cauchy l’expression suivante
de fuw(z) : ‘ baonoo

i 1 f(
/\n) (z) = 2:1 [ (u — z) (v — )\') oo(u - )\,,) du.

4° Séries de Newton : aq, + i a, (z-A; ) ....(z-A,) ou A,—o0.

n=A
Rappelons le corollaire suivant d’un théoréme connu (voir par exemple
[3] pp. 168-170), dont la démonstration directe est d’ailleurs trés simple :
Supposons que \.—> o0, avec \. € Q(R) pour tout n. Alors, la suite :
{1, (Z-X1)y oo ey (A1) oot (Z-A0),5 ot }

est une base de %(x par rapport a laquelle tout élément f de (= a pour
coordonnées les nombres f,(Auy).

De plus, si f posséde au moins un point singulier de module R, on a:

X i/n
f(n) ("n+|)

1
!
i

lim sup =R™.

II. — BASES VOISINES DE J(z.

Nous allons d’abord établir un lemme énoncé dans [2] avec des hypo-
théses plus restrictives :
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1° LEMME.

Soit (g.) nzo Une base de J(a possédant les propriétés suivantes :
(P,) les coordonnées a, de tout élément f de (x vérifient linégalité :
lim sup |a'/* < 1/R;

. lim sup Max
(P;) pour tout r <R, on a: R+ |lzl<r

9. (:)|]1/"<R

Alors Papplication @ :

0w
f—~ F :__2/ n(!o)

est un automorphisme algébrique et topologique de F(z.

En effet, (P,) entraine d’abord que @ est bien définie sur J(z. On
vérifie ensuite sans difficultés que @ est un automorphisme algébrique
de %(z. Pour établir que @ est continue, il suffit de prouver que f,—o
entraine Q(f,) — o, et pour cela de majorer Q(f,)(z) en utilisant (P,) et
les inégalités de CaucHY pour les coefficients du développement en série
entiére de f,(z). (= étant un espace vectoriel topologique métrisable et
complet, un théoréme de BANACH-SCHAUDER (voir par exemple [4], p. 87
permet d’affirmer que Q- est elle-méme continue.

n

2° THEOREME. — Soit Go= 3 a(n) gw (0 =0,1,2,...), ont les g,
k=0
satisfont aux hypothéses du lemme précédent et ot ay(n) = 1 pour tout n.

Supposons que H.(R) = f |a,,(n)| R* < + ®, pour tout n. Alors, si lim
fr=1

sup H. (R) <1, la suite (G.) .., est une base de (= et, relativement a

cette base, les coordonnées b, de tout élément f de (= vérifient Uinégalité :

lim sup lb,.l‘l" < R

Démonstration. — a) Cas particulier o1 g.(z) = z* : Soit 0 < R’ < R;

on a:

g ,Rv k R:

"N o [
Ho)=3 1um| B () <(g)H®.

k=1

D’ott
. , R’
limsupH,(R) < 5 <1.
[ i S R

On a donc H.(R’) < 1, & partir d’un certain rang; on en déduit, a I’aide
d’une généralisation d’un théoréme de Boas (voir [1], p. 142) que (G,) >0
est une base de S(: et que les coordonnées b, (visiblement indépendantes
de R” < R) d’un élément quelconque de (. vérifient I'inégalité : lim sup
b,.|1/,.< 1/R’. 11 suffit alors de faire tendre R’ vers R pour achever la
démonstration de ce cas particulier.
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b) Cas général :

Posons y,.(z) = i a(n) z"+*; le résultat précédent montre que la
k=0

suite (y,) w>o €St une base de F(x. On en déduit, en remarquant que
G, = @ (v.), et en utilisant le lemme précédent, que la suite (G.),,, est
clle aussi une base de J(r. Enfin, comme les coordonnées b, d’un élément f
de J(= dans la base (G.) ne sont autres que les coordonnées de Q-1(f) par
rapport a la base (y.) on a bien I'inégalité : lim sup |b.]'"* < R

Remarque. — Le contre-exemple G,(z) =z (1—Az), ol A > 1, montre

que dans I’hypothése lim sup H,(R) < 1, on ne peut remplacer 1 par un
nombre plus grand.

III. — DIFFERENCES DIVISEES [f(A,), f(),), - ), f(2) ], ou A—o.
1° LEMME. — Posons :

(I=zn) - (I—zn)
< R pour tout n > 1 et o A\, — o.

gn (Z): l * gu (Z):
A'l'l
Alors :

a) la suite (g,) o €St une base de F(r;
b) les coordonnées a, de tout élément f de V(= vérifient linégalité :
lim sup la,.ll/" < R
Soit f un élément quelconque de Iz et z fixé tel que |z| <R; on a:
1 A dv N I
[() =5 ~/|v1”=? [07) o= U R <o |z

D’apres 1. 4°, la suite de polynémes (P.(v)) :

n>o0

{1, 0, v(V-Ay), ..., 0(D-A;) ... (D-Any), .- }

pourn=1,2 ...

ou

1 . \
est une base de 9( ,; comme ’application : V> appartient a ce

|z~
dernier espace, on en déduit :

- V@O —=2). .. (=2, )
11—z =1+ Z : A—=zn)...0=-2,)

1=
ou la série est uniformément convergente sur tout compact inclus dans
Q (lz*]-l).
1
--iEn: substituant a T le développement en série précédent dans I’ex-

‘Pression intégrale de f(z), on obtient :

o0

' 1
[ \! \ r oy . —1 —1
f(z)= 2 a,9,(zi. . avee: a,= 5— — /';,1): f™) P, (v)dv .

- T o

n=o
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On déduit de la derniére égalité I'inégalité : lim sup |a.)/" < R, qui
permet de vérifier que la série précédente est uniformément convergente
sur tout compact inclus dans @ (R). Enfin, pour établir I'unicité du déve-

loppement de f en série de fonctions g,, il suffit de vérifier que i A Qs = O

R0
entraine a, = o pour tout n, ce qui est immédiat.

2° LEMME. — Soit (\.) ., et (z.) ,, deux suites de points de Q telles
que lim A, = o et lim sup |z,,| =r< a, olt a désigne la racine positive de
Péquation 4xt—x3+x2+xr—1=0 (0,536 < a< 0,537).
Alors, il existe R’ > 1 tel que la suite

~ — gn — 9
G, = T— (n=0,1.2...)

"

soit une base de (x, pour tout R ¢ 11, R’ [.
Soit R un nombre quelconque tel que: 1< R < R, = inf (inf,z,.,-l,

. . 1 . \
inf |\,]*). La fonction F appartenant a (z, on a, d’aprés le lemme
précédent, ou la suite (A,) . est remplacée par la suite (A.+) Koy
-] N N \
o 1 :] G- :u - ¥ \‘ ”k Zn (Zn—/‘rH»i) c T (zlz_A)H-k—-u)
1 — vz, 1-v3i,., - A=v3)....01—0vr,_)

k=1

D’ol1, en multipliant les deux membres par g,(v), ’égalité suivante, valable
dans (s :

GII == gu + Z” .(ln~4 + E :u (zn - ./\n+£) crT (Zu*)‘u—*k-i) gll-k (n - 0’ 1' 2 c )

k=2

Posons maintenant :
Gn*an_(zn—/\u‘l)Guw (n:O’1’2""')

et développons G.* en série de fonctions g, :

N N Al N N
(ln* - .(]n + /‘114‘1 .(,u IR + L ‘:u - /‘/H—i) (Ak (\:n' - Ak (:u‘l 1)) g,,: k ’

k=2
ou l'on a posé :
A, (z) =z et A(z) =2 (z— Aurg) .. (Z— Auny) pour k> 3.
La suite H,(R) associée a la suite (G,*) vérifie :

o0

Hu (l‘) - | -/‘uAl | 1‘4'_ l :n - )‘/I-A l S ‘ Ak (zu) - Ak <:u—i|) I Rk M
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Or, un calcul simple conduit & I'inégalité :

LA () =3, (G ) <Lz =it |+ 2r, [+ =) (k=23 ..

it
ou : r. = Sup lz.l et e, = Max |,\.|.
k>n k>n

Il en résulte ’inégalité :

lim sup H, (R) < rlim sup ¥ |z, —zn4i | R*
k=2

En utilisant un résultat connu (voir [1], p. 149), on voit que cette

Y . . a ’ b
derniére expression est <1 si R< 7 Le théoréme II. 2°, prouve alors
que la suite (G,*) est une base de “(z quel que soit R strictement compris

a

entre 1 et R” = Inf (R,, v ); de plus, les coordonnées b,* d'un élément f

de S{(: vérifient l'inégalité : lim sup [b.*[*/* < R1. On en déduit aisément
que la suite (G.) posséde les mémes propriétés.

Remarque : si 'on avait appliqué directement le théoréme II. 2° 4 la
suite (G,), on aurait obtenu un résultat plus faible, avec 0,5 au lieu de a.

3° THEOREME. — Si les suites (\.) et (z.) satisfont aux mémes hypo-

théses que dans le lemme précédent, alors pour tout élément f de G, on a :

f(z) =f(z) + i [fA), ..., f(A), f(z.)] Cau(2), pour |Z| <1, ot C, est
n=1

un polynéme de degré n.

Soit f un élément quelconque de % et z fixé dans Q. Choisissons un
nombre R satisfaisant aux inégalités : 1<R<|z|-1 et R<R’. Comme

1
la fonction T~ appartient a “(x, on a, d’aprés le lemme précédent :

-

1

1 — vz

=EC” (2) G, (v) , uniformément sur tout compact inclus dans Q (R)

n—o

Soit alors p € J1,R[; on a:

o1 v f(v™)
[ =55 A.z? Tz

1 - .
Il suffit de remplacer {7 Par son développement en série précédent

pour obtenir le développement de f(z) en série de C.(z). En faisant f(z) = z*,
on obtient une relation de récurrence qui prouve que C, est un polynéme
de degré n et permet de calculer de proche en proche les termes de la
suite (C,).

On déduit par exemple du théoréme précédent le corollaire :
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Si les suites (\.) et (z.) satisfont aux hypothéses du lemme précédent,
les conditions : ‘

f €3 et [fA),....,f(\),f(z.)] =0 pour tout n> o, entrainent
f(z) =o.
On en déduit encore que :

Si f € §( et n’est pas un polynéme, alors il existe une infinité de diffé-

rences divisées [f(A,),....,f(A),f(z)] qui ne s’annulent pas dans le
disque |z| < 0,536.

4° La constante Cg.,.

Pour chaque suite (A,) convergeant vers zéro, désignons par Cgp, la
borne supérieure de Uensemble des nombres a’ par lesquels on peut rem-
placer a dans le corollaire précédent. On a:

0,536 < a < Cp,y < 1.

Dans le cas ou A, = 0 pour tout n > 0, on retrouve la constante C = C,
relative aux restes successifs des séries entiéres, et l'inégalité : C > a.
Rappelons que pour cette derniére constante, on connait aussi I’inégalité :

C < 0,5617 (voir [1], p. 109).

Il est possible que C, soit indépendante de la suite A., au moins si
cette suite converge assez vite vers zéro.

IV. — DIFFERENCES DIVISEES ASSOCIEES A UNE FONCTION ENTIERE.
1° Existence des zéros.

Soif f une fonction entiére quelconque et (A,) une suite quelconque de
nombres complexes. Posons encore :

f(2) = [fA), - ooy fAW), f(2)].

On a d’abord le résultat suivant, qui généralise une propriété obtenue anté-
rieurement dans le cas ou A, = 0 pour tout n (voir [1], p. 121).

Il existe au plus une f., dépourvue de zéros.

En effet, s’il existait f., et f.+, (avec p > 0) dépourvues toutes deux de
zéros, la fonction méromorphe :

F (Z) — ,(n (Z)

(Z - )\n-- t\ Tt (: - )\n—O-p) f(rl+p) (Z)
aurait trois valeurs exceptionnelles : 0, 1, .

Plus précisément :

Il existe au plus un nombre fini de f., ne possédant qu’'un nombre fini
de zéros; leurs rangs sont alors consécutifs.
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Ecartons le cas évident ou f est un polyndme; soit f, la premiére diffé-
rence divisée ne possédant qu’un nombre fini de zéros, et soit p un entier
strictement positif quelconque; on a :

f(z) = Ap(z) + (2= Mvt) ... (Z— Aasp) fim(2), OU A, est un polyndme.

Supposons. que f.+, n’ait qu’'un nombre fini de zéros; alors A,(z) est =0,
sinon la fonction F définie plus haut aurait encore les trois valeurs excep-
tionnelles 0, 1, o. Il en résulte que toutes les f., de rang compris entre n
et n + p n’ont, elles aussi, qu’un nombre fini de zéros.

Or, a partir d’'un certain rang, on a A,(z) =0 (sinon f., aurait une
infinité de zéros, a savoir les nombres A,:, pour p > 1) et les f.+,, correspon-
dantes ont toutes une infinité de zéros.

Nous allons maintenant étudier de facon plus précise le cas ot \,=n —1
c’est-a-dire les restes successifs de la série de Newton proprement dite.

2° THEOREME. —- Soit f une fonction entiére de type exponentiel fini

dont lindicatrice de croissance h(§) vérifie l'inégalité :

h(g) < cos § Log (2 cos 8) + 6 sin § pour |§|< %

(ce qui est réalisé en particulier si f est de type + < log 2).

Soit (z.) ns UNE suite de points telle que :

- n'
| =

. z
lim sup , A
! n

'

1
2

Alors, on a, pour tout z :

fz) = £(0) + 3 [F(0), f1), ..., f(n—1), f(z.)] dulz)

n=1
ot d. est un polynéme de degré n.
Associons a f(z) = ) a.z" sa transformée de Borel : F(w) = i a,w-"-1,
n=—u n=o0o
Soit y une courbe de Jordan fermée rectifiable contenant dans son

domaine intérieur I’enveloppe convexe et compacte S des singularités de F.
On a, pour tout z :

. 1 |
[@ =5 [F@ewdo .

Posons : L.(f) = [f(0), f(1), ..., f(n—1), f(z.)] pourn > 1 et Lf) =-f(0);
soit ¢, ’application : z— e**; on a :

. 1 .
LD=57 ) F@L () dw



SUR LES DIFFERENCES DIVISEES SUCCESSIVES 109

Or, posant W =e¢*—1, on a :

z(z—1)...(z—n +1) u
Z n! w
n=1

Il en résulte I’égalité :

e — 1 +

pour | W | <1

! o) — W* q (z,—n)...(z, —n—k +1) "
n.Lu(_‘l’uv) w +‘>_‘ (ll+1)(11+k) W

. N k=1 .
Posons G.(W) = n ! L,(¢.); la suite H,(R) associée a la suite (G.) .vérifie :

‘(:"——m..,(:"——n—k+1)"v

(n+1)...(n+k) R <)

H, (R) = 2 R*
k=1

L’hypothése faite sur les z, entraine I’inégalité :
lim sup H.(R) <1 pour tout R < 1.

Le théoréme II, 2° (ou plus précisément le cas particulier a) de ce théo-
réme) montre que la suite (G,) est une base de (. Il en résulte que la suite
G.(e* — 1) est une base de (D), ou D = {w : 'e"’—l! < 1}. On en déduit

Pexistence d’une suite (d.(z)),,, telle que :

e =Y d,(z) L, (s)
ou la convergence est uniforme par rapport a w, sur tout compact inclus
dans D.

Or I’hypothése faite sur h(f) entraine que S — D, ce qui nous permet
de choisir le contour d’intégration y dans D. Substituant alors a e** son
développement en série précédent dans l’expression intégrale de f(z) et
intégrant terme A terme, on obtient le développement de f(z) en série de
d.(z), avec pour coefficients les nombres L.(f). On voit ici encore, en pre-
nant f(z) = z", que d, est bien un polyndme de degré n.

COROLLAIRE. — Avec les hypothéses précédentes, il est impossible que
[f0), f(1), ...., f(n-—1), f(z.)] = 0 pour tout n, sauf si f(z) est =0.

REMARQUES.

a) Cette propriété précise un résultat bien connu correspondant au cas
ou z, = n (voir [5], p. 171).

b) On peut encore énoncer, toujours avec les hypothéses du théoréeme
précédent :

Si f n’est pas un polynéme, il existe une infinité de différences divisées
[f0), f(1), ..., f(n—1), f(z)] qui ne s’annulent pas dans le disque

lz—n|< 5 .
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